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Beitrag zur Theorie der Regelflachen vierten Grades
mit einem Doppelkegelschnitt.

Von Adolf Ameseder.

Art. 1. Eine Ebene E schneidet cine Tangentencheneninvo-
lution J, zweiter Classe, mit einem Triigerkegel zweiten Grades
I*, in einer Tangenteninvolution #,, welche auch von der zweiten
Classe ist und den Schnitt (K,E) ihrer Ebene mit dem Kegel A?
gum Triiger hat. Da nun nach der Abhandlung: ,Uber Curven
vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten“! das Erzeugniss einer
Tangenteninvolution /, und eines eindeutigen Strahlbiischels ¢ eine
cbene, rationale Curve vierter Ordnung Cp ist; so erkennen wir
das von J, und einem eindeutigen Ebenenbiischel A erzeugte
Gebilde als Regelfliiche vierten Grades F*, vorausgesetzt, dass die
Axe von A eine allgemeine Stellung gegen K* hat. Die Gerade A
ist die Doppelgerade der Fliche, weil ihr Schnitt ¢ mit der Ebene
L, als Scheitel des gleichnamigen Strahlbiischels ein Doppelpunks
von Cj ist.

Die Curve C} hat zwei weitere Doppelpunkte, deren geome-
trischer Ort demnach ein Kegelschnitt ist, welcher, da je zwei in
einer Ebene des Biischels A liegende Erzeugende von F* sich in
einem Punkte der Involutionsebene schneiden, als Ort dieses
Punktes, selbst in der bezeichneten Ebene liegt.

Jene zwei Erzeugenden ¢, ¢ der F*, welche sich in einer
Ebene von A befinden, erhalten wir, in Folge der Definition der
Fliche, als die Schnitte dieser Ebene mit dem ihr entsprechenden,
conjugirten Ebenenpaar von J,. In jener Ebene ¢, welche
die Spitze des Kegels K* enthiilt, liegen auch zwei Erzeugende;
diese schneiden sich, nach dem Gesagten, in O; dieser Punkt
gehort also auch dem Doppelkegelschnitt D an.

1 Sitzb. d. k. Akad. d. Wissenschaften zu Wien, Jiunerheft 1879.
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXXXI Bd. II. Abth. 18
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Die Doppelgerade A hat mit D einen Punkt B gemein, wei)
jede Ebene ¢ von A als Trigerin von nur zwei Erzeugenden ¢’ ¢
auch nur einen nicht auf A gelegenen Punkt von D, nidmlich dep
Schnittpunkt (¢', ) besitzt.

sDas Erzeugniss eines eindeutigen Ebenen-
biischels A und einer Tangentenebeneninvolution
zweiter Classe J,, auf einem Kegel zweiten Grades
K? ist eine Regelfliche vierten Grades, welche die
Axe A des gleichnamigen Ebenenbiischels und einen
inder Involutionsebene ¢; liegenden Kegelschnitt D,
der die Spitze O des Kegels K* enthélt und A einmal
schneidet, zu Doppelcurven hat.“

Die in der Ebene ¢ befindlichen Erzeugenden begegnen A in
zwei Punkten «' und «”, welche die Beriihrungspunkte der Ebene
mit F* sind; die bezeichnete Ebene ist daher eine Doppeltangen-
tenebene der Fliche. Da man umgekehrt aus einem Punkt «’ von
A zwei (nicht ein conjugirtes Paar von J, bildende) Tangential-
ebenen ¢/, ¢, an K* legen kann, und diesen zwei verschiedene
Ebenen ¢, ¢” im Biischel A entsprechen, schneiden sich in o' zwei

"

Erzeugende e; =(¢’, ;) und e, = (<", ;) der Fliiche, welche mit
A die zwei an F* in o' zu legenden Tangentialebenen ¢ und &”
fixiren. Jede dieser Ebenen tangirt F* noch in einem Punkte e,
respective «, welche Punkte, bei Drehung von ¢, eine mit &' zwei
zweideutige, coaxiale Reihe constituiren. In derselben Beziehung
stehen auch die Ebenenbiischel A (¢) und A (¢”). Um die zwei in
einem Punkt p von D sich begegnenden Erzeugenden ¢, e” zu
erhalten, legen wir durch ihn und A die Ebene ¢ und an K* die
zwel moglichen Tangentialebenen ¢, <. Diese schneiden ¢ in den
gesuchten Geraden. Wenden wir dieses Verfahren an dem A und
D gemeinschaftlichen Punkt B an, so finden wir, dass jene zwei
Erzeugenden ey, ep, welche durch B laufen in derselben, D in B
beriihrenden Ebene 5 des Biischels A liegen.! Diese ist daher die
einzige F* in B tangirende Ebene, sie beriihrt auch die Regel-
fliche an keiner andern Stelle. Der Punkt B ist ein Beriih-
rungsknoten der Fliche und ein dreifacher Punkt der

1 B liegt in diesem Falle unendlich nahe zu B. Auch bilden die zwei
aus B an K2 gelegten Tangentenebenen ein conjugirtes Paar, so dass schon
desshalb ep, g mit A in einer Ebene sich befinden miissen.
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Reihen (&) und ("), sowie <5 eine dreifache Ebene der con-
jectivischen Biischel (<') und (") ist.

Aus der angegebenen Construection erhellt auch, dass wenn
p bei seiner Bewegung auf D mit einem der zwei (von O ver-
schiedenen) Schnittpunkte ¢,, ¢, dieses Kegelschnittes mit A* coin-
cidirt, die Erzeugenden ¢, ¢” unendlich nahe riickend, eine sin-
guliire Erzeugende e, oder ¢, von F* bilden. Sie sind die Schnitt-
linien der Ebenen (Ae¢,)=v, und (A¢,) =v, mit den K* lings oc,
peziehungsweise oc, tangirenden Doppelebenen ¢, ¢, der Invo-
lution J,. Sie haben die Eigenschaft, dass die Fliche in allen
ihren Punkten von denselben Ebenen — den Cuspidalebenen
¢,, respective v, beriihrt wird, und fixiren auf A die zwei Doppel-
punkte d,, d, der zweideutigen Reihen (o, «"").!

Gleichzeitig mit den Erzeugenden ¢, ¢” fallen auch die durch
sie und die Tangente # von D in 2 bestimmten Tangentialebenen
o, 7" in  zusammen, so dass sich F* in den Punkten ¢, und ¢,
selbst berithrt, withrend sie sich in einem andern Punkt von D
durchschneidet. Diese Eigenschaft ldsst uns, in Verbindung mit
der Thatsache, dass jede Gerade ¢ des Biindels ¢ (¢, oder ¢,) die
Fliche in diesem Punkte beriihrt, in ¢, und ¢, Cuspidalpunkte
der Flidche erkennen. Jede durch e, gelegte Ebene hat auch ¢,
zum Bertihrungspunkt, da die zwei benachbarten Erzeugenden,
aus welchen e, besteht, sich in dem genannten Punkt durch-
schneiden. Unter allen diesen Ebenen nimmt ausser «, jene Ebene
7, eine ausgezeichnete Stellung ein, welche die Tangente 7', von
D in ¢, enthiilt, und lings welcher (um ¢, herum) sich die Fliche
berithrt. Jeder Strahl des durch sie und ¢, festgestellten Biischels
hat mit F* drei unendlich nahe in ¢, befindliche Punkte gemein.

Diesem reciprok sind die Eigenschaften der Cuspidalebene
v, (dasselbe gilt von v,); sie berithrt F* lings der ganzen Aus-
dehnung von ¢, und bestimmt mit dem ¢, entsprechenden Doppel-
punkt d, von A (&, «'’) ein Strahlbiischel, dessen jeder Strahl die
Fliiche F* in vier in d, vereinigten Punkten trifft. Wir nennen d,
und ebenso d,, aus diesem Grunde, Inflexionspunkte der

1 Im Allgemeinen haben zwei zweideutige, coaxiale Reihen vier Dop-
pelpunkte. Im vorliegenden Fall coincidiren zwei mit B einen dreifachen
Puukt bildend.

18 *
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Fliiche; sie sind es fiir jede durch sie gehende, F* eingeschriebene,
ebene Curve.

Durch dieselben Schliisse gelangen wir zu dem Ergebniss,
dass auch die Schnittpunkte ¢, ¢, der Doppelgeraden A mit dem
Trigerkegel K* Cuspidalpunkte sind. Die durch sie gehenden
singuliiren Erzeugenden e, e; bertihren — sowie e, ¢, — in ihnen
den Kegel A* und schneiden D in d,, beziehungsweise d, den
Doppelpunkten der durch die Erzeugenden ¢/, ¢, auf diesem
Kegelschnitt bestimmten, zweideutigen Punktsystemen (£") und (3;).
Die singuléire Erzeugende ¢, fixirt mit der Tangente T, von D in
¢, die Cuspidalebene v, und mit A eine Doppelebene ¢ dieses
Biischels; undzwarjene, anwelche sich F*im Punkte ¢, anschmiegt,
Die Ebene z, schneidet — wie jede andere, durch zwei in einem
Punkt von A sich treffende Erzeugende ¢, e, gegebene Ebene —
die Regelfliiche F* in einem eigentlichen Kegelschnitt €%, der
T, in d, bertihrt und dessen zweiter Schnitt j, mit ¢, auch ein
Inflexionspunkt der Fliche ist.

sDie Regelfliche F* hat vier Cuspidalpunkte und
einen Beriithrungsknoten. Dieser ist der beiden Dop-
pellinien gemeinsehaftliche Punkt; jene sind die
Schnittpunkte der Doppellinien mit dem Triger-
kegel«

Art. 2. Durch irgend einen Punkt « von A kann man nur
eine Ebene E, legen, welche F* nach einem eigentlichen Kegel-
schnitt C* schneidet. Es ist dies die, dureh die sich in « schnei-
denden Erzeugenden ', e; bestimmte Ebene.!

Wir gehen nun daran, die von diesen Ebenen umbhiillte Fliche
zu untersuchen.

Die von einem Punkt 8, von D ausgehenden Erzeugenden
e,, ¢, liefern, mit A zum Schnitt gebracht, ein Punktepaar «|, ,
der Reihe A («). Durch jeden der letztgenannten Punkte léinft,
ausser e, e/, noch je eine Erzeugende e}, beziehungsweise e,. Diese
beiden sind jedoch windschief und schneiden also D in zwei ver-
schiedenen Punkten | und 5,. Wiren diese Punkte, fiir jede
Lage des Punktes 5/, identisch, so miissten die durche,, e, bestimm-
ten zwei Ebenen der Involution J,, jene Ebene ¢, von A, welche

t Siehe Art. 11, L c.
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den Punkt O enthiilt in zwei derartig liegenden Geraden g, ¢,
treffen, dass die durch diese an K* gelegten zweiten Tangential-
ebenen sich in einer in der Involutionsebene ¢; befindlichen Gera-
den schneiden. Dies ist jedoch nur dann der Fall, wenn die Ebenen
< und ¢; beziiglich £? conjugirt sind.?

Durchléuft ) den Doppelkegelschnitt D, so beschreiben die
Punkte £/, (B, ein mit (3)) zweideutig verwandtes Punkisystem
(p"); wilwend die Verbindungsgeraden m=f,2, und m\= B\F,
eine Curve C,, das Erzeugniss von (£') und (8”) umhiillen. Diese
Enveloppe, welche die Schnitteurve der zu discutirenden Fliche
und der Involutionsebene ¢; ist, beriihrt den Kegelschnitt D in B,
nachdem dieser Punkt, als dreifacher Punkt der erzeugenden
Reihen, der Schuittpunkt zweier benachbarter, sich in B schnei-
dender und mit der Tangente 7' von D in B coincidirender Lagen
der Umbhiillenden " ist. Die durch den Cuspidalpunkt ¢, gehende
singuliire Erzeugende ¢, schneidet A in ,, einem Doppelpunkt
der Reihe A(«), durch welchen noch eine Erzeugende ¢,, die D in
0, tiifft, linft. Der letztere Punkt ist in der Reihe (") allein dem
Punkte ¢, zugeordnet; er ist ein Doppelpunkt derselben, wogegen
¢, der ihm entsprechende Verzweigungspunkt der andern ist, und
mit ihm verbunden die Tangente ¢, 0, von ¢, in ¢, gibt. Die
Schnittlinien der Cuspidalebenen v,, v, und der Ebene ¢, sind die
D wnd €, gemeinschaftlichen Tangenten, weil diese D in 4, respec-
tive d,, tangiren und da v, und v, anch F* nach Kegelschnitten
schneiden, zugleich Erzeugende von C, sind.

Die Curve €, hat also mit D vier Punkte (¢, ¢,, B) und vier
Tangenten (7, (v,¢,), (v,¢)) gemein und aus jedem Punkte von D
sind nur zwei Tangenten an sie moglich — sie ist ein Kegel-
schnitt C2.

Eine Ebene E, schneidet A in einem Punkte ¢ und beriihrt
Ci in einem Punkt «'. Diese Punkte beschreiben, wenn E, nach
einander alle moglichen Lagen einnimmt, zwei projectivische
Systeme A(e’)und Cy(«"), welehe den Punkt B entsprechend gemein
haben, und daher ein einschaliges Hyperboloid H? erzeugen.?

1 Die durch diesé specielle Annahme bedingte Fliche besprechen wir

in einem folgenden Aufsatz.
Zwei projectivische Punktsysteme auf einer Geraden und einem
Kegelschnitt erzengenim Allgemeinen eine Caylaysch e Regelfliche dritten
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Das Hyperboloid H? hat mit F* ausser A die singuliiren
Erzeugenden ¢,, ¢, gemein da den Cuspidalpunkten ¢y, ¢,, man
mige sie als Elemente von D (") oder Cj(«’) ansehen, in A(«')
immer dieselben Punkte ¢, beziehungsweise , beigeordnet sind.
Es bertihrt die Regelfliéiche im Beriihrungsknoten B und wird von
der Gesammtheit der Ebenen E, — da jede eine Tangente des
Kegelschnittes C¢ und die durch ihren Bertthrungspunkt «'laufende
Erzeugende «'o enthilt — lings des Kegelschnittes €2 beriihrt,
Die von den E, umhiillte Fliche ist daher der H? aus dem Schnitt-
punkt der Ebene &5, v, und v, umschriebene Kegel &2, dessen
Spitze 3 der auf H* bezogene Pol von & ist.

»Alle Ebenen, welche die Regelfliche F* nach
eigentlichen Kegelschnitten schneiden, umhiillen
einen Kegel zweiten Grades &% welcher den Schnitt
der Cuspidalebenen v, v, mit der Tangentialebene <5,
von F* im Beriithrungsknoten, zur Spitze hat, diese
Ebenen beriihrt und die Cuspitalpunkte ¢, ¢,, sowie
den Bertithrungsknoten enth#lt.«

Wie erwihnt, liegen in einer Tangentialebene E, des Kegels
2 zwei Erzeugende ¢/, ¢, von F* welche die Berithrungskante ¢,
von E, mit &%, in zwei Punkten »,, », treffen. Die E, benachbarte
Tangentenebene E; enthilt auch die ¢/, ¢, benachbarten Erzeugen-
den ¢, ¢/ der Regelfliche; ihre Schnittlinie ¢, mit der ersten
bestimmt demnach auf ¢, ¢,, die Bertthrungspunkte der Doppel-
tangentenebene E, von F* mit dieser Fliche. Diese Punkte sind
daher mit 7, n, und zugleich mit den zweiten Schnittpunkten,
des in der Ebene E, liegenden Kegelschnittes C? und den Erzeu-
genden ¢, ¢|, identisch; wiihrend die ersten Schnittpunkte f', 5/
sich auf dem Doppelkegelschnitt D befinden.

sDie Verbindungslinien der Bertihrungspunkte,
der dem Biischel A nicht angehdrigen Doppeltangen-
tenebenen der Regelfliche F* erfiillen den von diesen
Ebenen umhiillten Kegel Q¢

Grades [siehe pag. 109 in Em. Weyr's: ,Geometrie der rdum. Erzeugnisse
ein- bis zweideutiger Gebilde¥, Leipzig, Teubner 1870]; wenn hingegen der
den Triger gem. Punkt sich selbst entspricht, wie leicht einzusehen, ein
Hyperboloid.
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Der geometrische Ort der Punkte »,, #, ist die Beriithrungs-
cmrve B* des Kegels 82 mit der Regelfliiche; er ist von der vierten
Ordnung, da auf jeder Erzeugenden von ®2 zwei seiner Punkte
liegenund die Spitze 5 kein Punkt von /*ist. Dies erhellt tibrigens
gchon aus der Bemerkung, dass, weil im Gesammtschnitt zweier
Flichen (F* und &%) jeder Bertihrungspunkt doppelt zu zihlen
ist, die Ordnungszahl desselben im vorliegenden Fall, da sich
peide Flichen in allen Punkten bertihren, anf die Hilfte (d. h. von
8 auf 4) reducirt wird. Der Kegel & kann auch als der F*
aus P umschriebene Kegel angesehen werden; er ist
der einzige Kegel zweiten Grades genannter Art, dessen Spitze
sich nieht auf D befindet, sowie D der einzige F* eingeschriebene
Kegelschnitt ist, dessen Ebene §* nicht beriihrt. Beide Gebilde
sind in ihren Beziehungen zu F* reciprok, so dass §* auch mit
demNamen Doppeltangentenebenen-Kegel belegt werden
kann.

Nimmt E,, bei seiner Bewegung um %, die Lage der Ebene
v, ein, so werden auch die Erzeugenden ¢, ¢, unendlich nahe
riickend mit der singulidren Erzeugenden e, zusammenfallen, und
daher eine, in der Richtung der Beriihrungskante ¢, von v, mit
R% erfolgende Coincidenz der Punkte 7, n, mit (¢,¢,) =7, bedin-
gen. Die Geraden g, ¢, sind die aus 5 an B* zu legenden Tan-
genten; B* selbst ist daher vom sechsten Rang; da durch jede
Gerade G des Biindels P zwei Tangentialebenen <, ¢, an &*
moglich sind und jede zwei Tangenten r}, 7, respective 7,, =, von
B* enthiilt; ¢ demnach im Ganzen von sechs Tangenten der Curve
getroffen wird.! Die Curve B* hat ferner B zum Doppelpunkt,
nachdem die auch dem Systeme E, angehtrige Ebene cp=(eze3
die Fliche nur in B tangirt, die zwei Punkte n,, n, daher in B,
den Schnittpunkt der zwei getrennten Erzeugenden ey und e, zu
liegen kommen. Sie ist vom Geschlechte Null und der vollstindige
Durchschnitt des ihr aus B umschriebenen Kegels (k%) mit &2.

1 Die vier Schnittpunkte pj, ps, pi, ps der Geraden G mit den vier
Tangenten beschreiben, wenn G irgend eine Ebene € des Biindels 9 erfiillt,
eine Curve €6, sechster Ordnung, die § zum Doppelpunkt (wegen gy, g;,) hat,
und der Schnitt von € mit den von den Tangenten der Curve B+ gebildeten
developpablen Fliche f6, sechster Ordnung, ist.
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Wie aus dem vorhergehenden Artikel hervorgeht, beriihyt
Jjede durch eine singulire Erzeugende, so e,, gelegte Ebene, also
auch E} =(e,e,), die Regelfliiche in dem entsprechenden Cuspidal-
punkt ¢,. Dieser gehdrt daher auch der Curve B* an, und zwar
hat diese in ihm die Ebenen (e, %8) und (Ae,) zu Tangentenebenen,
also e, selbst zur Tangente. Dass auch (Ae,) die Curve B* beriilut,
wird klar, wenn man beriicksichtigt, dass sie ausser den zwei in
B liegenden Punkten, mit dieser zwei Punkte gemein hat, welche,
weil in (Ae,) nur die eine doppelt zu zithlende Erzeugende e, liegt,
nur in e, vereinigt sein konnen.

sDer Doppeltangentenebenen-Kegel®2 bertihrt die
Regelfliche in einer Raumecurve vierter Ordnung,
sechsten Ranges B* weleheim Beriihrungsknoteneinen
Doppelpunkt hat und die singulidren Erzeugenden ¢, e,
in den Cuspidalpunkten (¢, ¢,) berithrt. Die zwei durch
die Spitze laufenden Tangenten bertihven sie in den
Inflexionspunkten j,, j, von F*«

Fiir B* gelten noch die leicht nachzuweisenden Eigen-
schaften:

sJede Ebene, welche F* in einem Punkte », der
Curve B* berithrt, beriithrt sie noch in einem zweiten
Punkt 2, derselben Curve. Die Punkte n,, », bilden eine
centrale, quadratiseche Involution, mit dem Centrum
P, dem Triger &2 und den Doppelpunkten B, j. j,.“

Die Cuspidalebenen v, », haben, als Tangentialebenen des
Kegels &, cine durch § gehende Schnittlinie @, die sowohl ¢f,
c¢fi, als auch ¢, ¢, schneidet. Wiederholen wir, dass v, v, die
Regelfléiiche in allen Punkten von ¢ respective ¢, beriihren, so
erkennen wir in @ eine Dopypeltangente derselben. Thre Bertihrungs-
punkte B, B, sind, wie leicht einzusehen ist, identisch mit den
Beriihrungspunkten der Kegelschnitte ¢f, eff und &; also die
Schnitte von ¢; mit ¢fi beziehungsweise ¢, mit ¢f.

Art. 3. Die Erzeugenden ¢, ¢;, welche sich in einer Ebene
E,, cinem Element des Tangentenchenen-Systems 2 (Ec) befinden,
konnen als die Schnitte dieser mit den Ebenen ¢, | des Biischels
A angesehen werden. Beide Gebilde stehen in zwei-zweideutiger
Verwandtschaft, haben dic Ebene =3 sich doppelt entsprechend
gemein und erzeugen die Regelfliche F*.
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Reciprok (s. Beginn des Art. 2) ist F* das Erzeugniss
der zwei-zweideutigen Punktsysteme A(e) und D(B),
deren gegenseitige Beziehung, abgesehen von dem Umstand, dass
sich der beiden Triigern gemeinschaftliche Punkt B dop-
pelt selbst entspricht, sonst ganz allgemeiner Natur ist. Die
Cuspidalpunkte ¢, ¢;, ¢, ¢;; sind die vier Verzweigungspunkte
der erzeugenden Reihen. Je nachdem diese simmtlich reell, ima-
giniir, oder, in angegebener Reihenfolge (¢,, ¢, — ¢, ¢;), paarweise
reell und imagindr, und umgekehrt imaginiir und reell sind, haben
wir vier gleich allgemeine Arten der behandelten
Fliche FY, Fi Fiund F} zu unterscheiden. Die erste Flichen-
gattung hat unter Anderem die Eigenschaft, dass jede ihrer beiden
Doppellinien durch die auf ihr liegenden Cuspidalpunkte in zwei
Theile zerlegt wird; von welchen der eine aus eigentlichen
Doppelpunkten besteht — in welchen sich reelle Erzeugende
selmeiden — wihrend der andere Theil ideell ist und, wie aus
Art. 1 ersichtlich ist, ganz innerhalb des Trigerkegels K?
liegt.

Diesem entgegen sind die Doppellinien der Fliche F} ihrer
ganzen Ausdehnung nach eigentlich, alle ihre Punkte liegen
ausserhalb K?; withrend von F}; der Doppelkegelschnitt D und
von F} die Doppelgerade A mit K* reelle Schnittpunkte (¢, c,,
beziehungsweise ¢, ¢;) hat, also die erste eine ihrer ganzen
Linge nach eigentliche Doppelgerade, die letztere einen eben
solehen Doppelkegelschnitt besitzt. Es ist noch zu bemerken, dass
die Cuspidalebenen v,, v, fiir die Flichen F,} und F}, den vollen
Winkel um A in zwel Rdume theilen, von der Eigenschaft, dass
jede Ebene des einen F* in zwei reellen, jede des andern in zwei
imaginiiren Punkten von A berithyt.

Coincidiren die Cuspidal-, respective Verzweigungspunkte ¢,,
¢, der erzeugenden Reihe 1A («), so beriihrt ihr Triiger A den
Triigerkegel K? in dem durch das Zusammenfallen von ¢, ¢, con-
stituirten Punkte ¢. Wihrend man auch jetzt aus irgend einem
Punkt von D zwei Tangentialebenen an A* legen kann, welche in
Jedem Falle verschieden sind; ist dies fiir irgend einen Punkt von
A nicht mehr moglich. Je eine dieser Ebenen fillt mit der Ebene
(A 0) zusammen. Durch jeden Punkt von A liuft also nur eine
Erzeugende dieser speciellen Fliche vierten Grades F?, welche
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dasErzeugnissdesdesshalbeindeutigenPunktsystemg
D () und der zweideutigen Reihe A («) ist. Aus der
erklirten und ofters beniitzten Construction entsprechender Punkte
dieser Reihen folgt, dass der Punkt B sich nun einmal selbst
entspricht und, als Element von D (8), auch dem Cuspidal-
punktc¢zugeordnet ist. So dass die Tangentialebene <pin B
nun Cuspidalebene v der (in diesem Fall) mit A coincidirenden und
¢ beigeordneten singuliiren Erzeugenden e ist, und mit F} ausser
A, e nur eine durch B gehende, von A verschiedene Gerade e
gemein hat. Diese Regelfliche hat nur drei Cuspidalpunkte
(¢, ¢4y ¢,), drei dem Biischel A angehtrige Cuspidal-
ebenen (v, v,, v,) und jede Ebene dieses Biischels zur drei-
fachen Tangentialebene. Der eine Berithrungspunkt ist ¢
und fix, die zwei andern bilden eine Involution. Durch
Jjeden Punkt von A liuft nur eine Erzeugende und F} kann
desshalb nach keinem eigentlichen Kegelschnitt ge-
schnitten werden.

Ist ¢ identisch mit B, also dieser ein Verzweigungspunkt
beider Reihen und Bertthrungspunkt von A mit £*; so coin-
cidirt auch e mit A, nachdem die D in B tangirende Ebene 3 von
A und die durch B an K* gelegte Tangentialebene sich in A durch-
schneiden. &pzhat nun mit F7 vier unendlich nahe in A vereinigte
Gerade (4, ¢, e) gemein. Sie ist eine Wendetangentenebene
derselben und A ihre Inflexionserzeugende. Die Fliche
F; daher unter Anderem auch die bemerkenswerthe Eigenschaft,
dass jede ihr eingeschriebene, ebene Curve einen auf
A befindlichen Inflexionspunkt, mit einer in ¢z lie-
genden Tangente besitzt.

Fallen die Cuspidalpunkte ¢, ¢, zusammen, so wird F zur
Flidche dritten Grades ete.

Art. 4. Nachdem der Schnitt eine Ebene E, von allgemeiner
Lage, mit F* eine allgemeine ebene Curve vierter Ordnung,
sechster Classe €} ist, und man durch jede Gterade vier Tangen-
tialebenen an F* legen kann; ist der aus einem Punkt P des
Raumes der Fliche umschriebene Kegel A% von der vierten Classe
und sechsten Ordnung. Er hat drei Doppeltangentenebenen, von
welchen zwei den Kegel R? beriihren, wiithrend die dritte durch
A geht. Er besitzt vier Doppelkanten, sechs Riickkehrkanten
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(welche auf einem Kegel zweiten Grades liegen) und beriihrt
(s.Art. 1) die vier singuléiren Erzeugenden in den Cuspidalpunkten.
Seine Beriihrungscurve BS ist von der sechsten Ordnung, dem
zehnten Rang ! (Beweisfithrung wie in Art. 2 fiir 8*) und mit zehn
scheinbaren Doppelpunkten versehen, welche einzeln auf den viel-
fachen Kanten von K¢ liegen. Sie ist daher nach Eduard Weyr?
als die einer eigentlichen Fliche vierter Ordnung eingeschriebene
Cuwrve, von der Classe (3), d. h. man kann durch sie keine
Fliche zweiten Grades und nur eine Fliche dritten Gra-
des legen. (Die Polarfliche des Punktes P.)

Die Berithrungscurve B begegnet der Doppelgeraden A in
den Bertihrungspunkten «', " der Ebene (PA) und enthilt auch
die vier Cuspidalpunkte; hat daher in A eine vierpunktige Sekante.
Jede Ebene < von A trifft sie noch zweimal, und zwar in Punkten
P, p", welche einzeln den Schnittgeraden ¢, e”, von s und F*
angehdren und eine solche Lage haben, dass die in ihnen an F*
gelegten Tangentialebenen durch P gehen. Diese Bemerkung gibt
uns ein einfaches Mittel an die Hand, die Schnittpunkte p’, p" fiir
irgend eine Lage von s zu finden; sie lehrt uns unter Anderem,
dass die Cuspidalebenen v,, v, die Curve B in ¢,, beziehungs-
weise ¢, tangiren, und dass daher diese (Bj) die singuliren
Erzeugenden ¢, ¢, in den Cuspidalpunkten beriihrt,
nachdem nimlich auch die Tangentialebenen (Pe,) und (e, T,)
von Ky, respective F* in ¢, (z. B.) die Curve B bertihren miissen,
und alle drei Ebenen sich in ¢, durchschneiden. Ebenso finden
wir, weil nur der Punkt ¢, von ¢, die Eigenschaft hat, dass eine
seiner Tangentialebenen durch P geht, dass die Ebene (Ae)) mit
BS zwei in ¢, vereinigte Punkte gemein hat, also dass die Be-
riithrungscurve in allen vier Cuspidalpunkten die
singuliiren Erzeugenden zu Tangenten besitzt.

Die Curve BS ist durch drei Punkte, von allgemeiner Lage
fixirt, nachdem die Tangentialebenen der F* in ihnen das Centrum

1 Die aus dem Projectionscentrum an eine Curve R gelegten Tan-
genten sind Riickkehrkanten des Projectionskegels, und numgekehrt,
wenn R keinen wirklichen Riickkehrpunkt besitzt,

2 Siehe Seite 25 in Ed. Weyr's Inauguraldissertation: ,Uber algeb.
Raumeurven¢, Abhaudlg. d. k. bohm, Gesellschaft d. Wissensch. zu Prag.
1873,
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P bestimmen. Irgend eine zweite Curve (B}), mit dem Centrum
(P), beriihrt B in den Cuspidalpunkten und schneidet sie in den
vier Beriihrungspunkten der durch die Gerade P(P) an F* geleg-
ten Tangentialebenen.

Aus der Definition der Beriihrungscurve BS erhellt, dass falls
sie mit einem wirklichen Doppelpunkt versehen wire, dieser
nur ein Punkt der Doppellinie (D oder A) sein Kkonnte,
und daher das Centrum P dieser Curve nothwendig entweder in
der Involutionsebene ¢; oder in ¢z sich befinden muss. Im letztern
Fall ist B der Doppelpunkt, im ersteren sind es die Bertihrungs-
punkte m,, m,, der aus P an D gezogenen Tangenten. Sie sind
eigentlich oder isolirt, je nachdem sie ausser- oder innerhalb K?
liegen; sie sind Riickkehrpunkte von BS wenn sie mit einem
der Cuspidalpunkte ¢, ¢, coincidiren. Doch ist das Letztere, wie
leicht nachzuweisen, auch dann der Fall, wenn Pin einer Doppel-
ebene ¢, ¢ von A, oder einer der Ebenen ,, r, (s. Art. 1) liegt.
Die Curve B® hat den, mit P in derselben der vier Ebenen befind-
lichen, Cuspidalpunkt zum wirklichen Riickkehrpunkt und wird
durch diesen im Rang um Eins vermindert.! So ist die
Bertihrungseurve BY, des aus P=(r,, 7,, ¢,) der F* umschriebenen
Kegels I vom siebenten Rang; sie beriihrt ¢ in ¢, und hat in ¢,
¢, und ¢; Riickkehrpunkte.

Eine Cuspidalebene v beriihrt F* lings einer singuldren
Erzeugenden e. Der aus einem ihrer Punkte P der Fliiche um-
schriebene Kegel K® zerfillt daher in diese Ebene und einen Kegel
finfter Ordnung K3, welcher v zur Inflexionsebene und Pe zur
Inflexionskante hat; F*in einer Curve B2, fiinfter Ordnung, achten
Ranges beriihrt, die ¢ nicht enthéilt und » in dem, in dieser
Ebene befindlichen Inflexionspunkt der Regelfliche
zur Osculationsebene hat. Ist P der Schnittpunkt dreier
Cuspidalebenen v,, v, und v,, deren eine dem Biischel A angehort;
so zerfillt A® in diese und einen Kegel dritter Ordnung, vierter
Classe K3, der v, v, v, zu Inflexionsebenen, Pe,, Pe, und Pe, zu
Inflexionskanten besitzt und F* in einer Curve dritter Ordnung,

1 Von den sechs Riickkehrkanten des Kegels K3 sind nun nur fiinf
Tangenten der Curve B¢, da eine durch den Riickkehrpunkt derselben
bedingt ist.
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vierten Ranges B} beriilut, die in den Punkten j, j, und 4,, bezie-
hungsweise v, v, und », zu Osculationsebene hat und ¢, in ¢, tan-
girt. Aus der bekannten Thatsache, dass die drei Inflexionskanten
eines Kegels K2 in einer Ebene liegen, folgt, dass die drei
Inflexionspunkte j,, j,, d, (dasselbe gilt fiir j, j, d,)
der Regelfliche F* mit dem Schuittpunkt P, der in
ihnen F* berithrenden Cuspidalebenen, einer Ebene
angehoren.

Fiir einen Punkt P der Regelfliiche, als Projectionscentrum,
zerfilllt K%, als Enveloppe betrachtet, in das durch die durch P
laufende Erzeugende e bestimmte Biischel und einen Kegel A,
dritter Classe; als geomet. Ort angesehen, in die doppelt zu
ziihlende Tangentialebene r im Punkte P und einen Kegel vierter
Ordnung — dessen Symbol demnach K? ist. Dieser Kegel hat die
nicht durch e gehende Tangentialebene von &2 zur Doppeltangen-
tialebene, bertihrt die singuliren Erzeugenden in den Cuspidal-
punkten und die Regelfiéiche in einer Raumecurve fiinfter Ordnung,
achten Ranges B3, welche im Centrum P die eigentliche Haupt-
tangente der Fliche zur Tangente hat und durch zwei Punkte
zweidentig (im Allgemeinen) gegeben ist. Liegt P auf einer sin-
guldren Erzeugenden, so ist die Bertihrungscurve von der vierten
Ordnung, sie enthiilt P nicht mehr und Dbertihrt die bezeichnete
singuldre Erzeugende nicht. Ist P ein Punkt eines der Kegel-
schnitte ¢f, cf, so ist der umschriebene Kegel von der dritten Ord-
mmg und Classe; seine Bertihrungscurve ist von der dritten Ord-
nung, wenn seine Spitze einer der Inflexionspunkte j,, j, ist.

Aus einem Punkt des Doppelkegelschnittes D wird F* durch
einen Kegel zweiten Grades K? projicirt, welcher die vier singu-
liren Erzeugenden in den Cuspidalpunkten bertihrt. Seine Beriih-
rungscurve ist von der vierten Ordnung und dem Geschlecht Null,
mit einem Doppelpunkt im Centrum. Sie hat in diesem die
zwei eigentlichen Haupttangenten des Punktes, und
in den Cuspidalpunkten die vier singuliren Erzeu-
genden zu Tangenten.

Jede Erzeugende ¢’ der Regelfliiche F* beriihrt jeden dieser
Fliche umschriebenen Kegel (also auch A*) einmal, und fixirt
daher eine Tangentialebene ¢' desselben; sie bestimmt ferner mit
A eine Ebene ¢ dieses Biischels, welche F* noch in einer Erzeu-
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genden ¢, schneidet, die wieder mit A nur eine Tangentialebene

’

v, dieses Kegels feststellt. Die Ebenen </, ¢} bilden eine
quadratische TangentenebeneninvolutionJ, mit dem
Triger K und einem Involutionskegel k% zweiten
Grades, der D zur Basis und die Spitze P von K zur
Spitze hat. Diese Involution ist mit dem Biischel
A(e) projectivisch, hat mit demselben die Ebene (PA),
sich zweimal entsprechend, gemein und erzeugt mit
ihm die behandelte Regelfliche.

Aus dieser Auseinandersetzung ergibt sich ohne Weiteres
der Satz:

nJeder der Regelflache F* umschriebene Kegel
zweiten Grades kann als Trigerkegel einer Tan-
gentenebeneninvolution zweiter Classe betrachtet
werden, welche mit demselben Ebenenbiischel A
projectivisch ist und mit ihm die genannte Flédche
erzeugt.«

Es ist nun auch klar, dass innerhalb irgend eines Kegels I{*
nur imaginére einfache und isolirte Doppelpunkte der Regelfliche
liegen konnen, und umgekehrt, jeder ausserhalb gelegene Flichen-
punkt reell und eigentlich sein muss.

Die Beriihrungscurve B* eines der Kegel K? kann auch als
die Durchdringung desselben mit einem Hyperboloid P? angesehen
werden, welches das Erzeugniss des Ebenenbiischels A und des
Scheines P, der von Tangentenebeneninvolution J? au K* gebil-
deten Strahleninvolution ¢ ist, und das mit F*, ausser A und B*, die
singuldren Erzeugenden ¢, ¢, gemein hat.

Umschreiben wir aus irgend einem Punkt P des Raumes so-
wohl der Regelfliche als auch den Doppelkegelschnitt D Kegel:
K} beziehungsweise A%, so schneiden sich beide in zw&lf Kanten.
Zwei zielen nach den Cuspidalpunkten ¢, ¢,, je zwei — also im
Ganzen acht — nach den D und der Beriihrungscurve B® von A®
gemeinschaftlichen, von ¢, ¢, verschiedenen, vier Punkten, so dass
nur zwei Schnittkantent,#, die Eigenschaft haben,
F* in Punkten b, respective b, zu beriithren, die von
ihren Schnittpunkten g,,5, mit D verschieden sind. Diese
zwei Kanten bestimmen ebenso viele durch P gehende Triger-
kegel K? zweiten Grades; nachdem der aus §, der Fliche um-
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schriebene Kegel die Geerade Q—IZ]Pz t,, und der aus 3, umschrie-
pene Kegel die Gerade 3,b,P— ¢, zur Erzeugenden besitzt.

,In jedem Punkt des Raumes schneiden sich zwei
der Regelfliche umschriebene Kegel zweiten Grades.“

Befindet sich der Punkt auf F* so ist sowohl K*?
als auch B* eindeutig gegeben.?

Art. 5. Die reciproken Betrachtungen sind nun leicht zu
bilden. Irgend eine Ebene E schneidet F* in einer allgemeinen
Cwrve vierter Ordnung, welche die Schnittpunkte A, A,, A,, ihrer
Ebene mit den Doppellinien, zu Doppelpunktenhat. Die Tangenten
t,, {, in einem derselben (4,) sind die Schnitte von E mit den
Tangentialebenen der F* in A,; sie coincidiren und 4, ist ein
Rtickkehrpunkt, wenn er ein Cuspidalpunkt der Fliche ist.
Eine Flidche F}, mit vier reellen Cuspidalpunkten, kann daher
zweimal nach ebenen Cwrven Cj, mit drei Riickkehrpunkten
geschnitten, und nur dieser Fliche konnen ebene Curven Cj, mit
drei isolirten Doppelpunkten, eingeschrieben werden. Die Fliche

% enthilt nur Curven C} mit drei eigentlichen Doppelpunkten und
keine Curve Cj etc. Eine Ebene des Biindels B und jede, welche
eine Tangente von D enthilt, schneidet F* in einer Curve mit einem
Berithrungsknoten. Curven C¢, deren Ebenen die am Schlusse
des zweiten Artikels erwithnte Gerade &=(v,v,) besitzen, haben
drei sich in {8 schneidende Doppeltangenten. Die eine ist @, die
zwei andern liegen auf ®* und sind beide eigentlich, wenn &
imaginir ist; eine eigentlich, die andere ideell, wenn @ reell ist ete.

Eine durch eine Erzeugende ¢ gelegte Ebene E schneidet F*
noch in einer Curve dritter Ordnung C2, deren mit E variabler
Schnittpunkt b mit e der Beriihrungspunkt ihrer Ebene ist, und
mit einem Cuspidalpunkt coincidirt, sobald e eine singulire
Erzeugende ist.

Die Doppelpunktstangenten der Curven C* des Biischels e
erfiillen eine Regelfléiiche fiinften Grades, welche e zur dreifachen
Geraden und D zur Doppellinie hat. Die Ebenen der Curven C3,
welche einen Punkt gemein haben, umbhiillen den aus ihm der

1 Es ist noch zu erwihnen, dass wenn P ein Cuspidalpunkt ist, B in
ihm einen Riickkehrpunkt hat; und dass B+ in eine Curve dritter Ordnung
nmd eine singulire Erzeugende zerfillt, wenn P mit d;, oder dy; identisch
wird.
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Flidche numschriebenen Kegel K. Durch zwei Punkte ist €3 zwej.
deutig gegeben; so gehen durch die zwei Inflexionspunkte j;, J
zwei Curven bezeichneter Art. Jede hat in diesen Punkten, also
auch in ihrem dritten Sehnittpunkt mit 7, 7, einen Inflexionspunkt,
woraus weiter folgt, dass sich die Haupttangenten der Flache in
ihren anderen mit j; j,; gemeinschaftlichen Punkten, mit den dureh
diese laufenden Erzeugenden wechselweise schneiden. Nachdem
die acht Schuittpunkte, der Fliche mit dem imagindren Kugel-
kreis, nur vier reelle Verbindungslinien zulassen, enthdlt F* acht
cyklische ebene Curven dritter Ordnung. Curven dritter
Ordnung und Classe enthilt F*nur dann, wenn die Cuspidalpunkte
¢, und ¢, reell sind; ihre Ebenen umhiillen die aus diesen Punkten
der Fliche umschriebenen Kegel A% und A2, Sie sind durch einen
Punkt zweideutig gegeben.

Ein Kegelschnitt C* ist durch einen Punkt voll-
kommen fixirt; dabei muss bemerkt werden, dass die Doppel-
gerade A von keinem Kegelschnitt getroffen wird, wogegen sich
in jedem Punkt des Doppelkegelschnittes D zwei durchschneiden.
Jede Ebene wird von zwei F* eingeschriebenen Kegel-
schnitten Dbertihrt (s. Schluss des Art. 4); diese Fldche
besitzt daher zweiParabeln; und ebenso viele umschriebene
Zilinder zweiten Grades..

Die drei Riickkehrtangenten einer Curve €3 schneiden sich
in einem Punkt; dieser ist anch der Schnitt der Ebene dreier
Cuspidalpunkte und der Tangentialebenen ¢, r, undr, in denselben.

Art. 6. Wenden wir uns wieder der in Art. 4 begonnenen
Untersuchung des Systems der F* umschriebenen Kegel zweiten
Grades zu. Jeder beriihrt die singuléren Erzeugenden ¢, ¢, in den
Cuspidalpunkten ¢, beziehungsweise ¢, und bestimmt mit ihnen
zwei Tangentialebenen r, und r,, welche ihn beziehungsweise
ldngs ¢, P und ¢, P tangiren; also sich in einer Geraden p schneiden,
die die auf P(K?) bezogene Polare der Involutionsebene ¢, ist.
Durchliuft die Spitze P des Kegels K* den Doppelkegelschnitt,
s0 bilden die Ebenen 7, und r, zwei projectivische Ebenenbiischel
e, (r,) und ¢,(r,) und daher ihre Schnittlinie p ein einschaliges
Hyperboloid =? welches auch ¢,, ¢, und A zu Erzeugenden hat.

ysDas durch denDoppelkegelschnitt D, dieDoppel-
gerade A und die singuldren Erzeugenden ¢, und e,



Beitrag zur Theorie der Regelfliichen vierten Grades etc. 237
t=l S

pestimmte Hyperboloid z* ist der geometriscehe Ort
der Polaren der Ebene des Doppelkegelschnittes, be-
gogen auf die der Fliche umschriebenen Kegel zweiten
Grades.“

Zu weiteren Eigenschaften des Hyperboloides =* gelangen
wir durch Losung einer Frage, welche mit dem Gesagten scheinbar
in keinem Zusammenhang steht. Diese Frage betrifft die der
Fliche eingeschriebenen ebenen Curven €*, mit einem Dop-
pelinflcxionspunkt.1

Dic Fliche I* hat in jedem Punkt P von D, ausser den Er-
zeugenden, zwei eigentliche Haupttangenten ¢, ¢,, welche Inflexions-
und Doppelpunktstangenten des Schnittes €3, ihrer Ebene mit
F*, sind.

Durch jeden Punkt von D kann man also nur eine Ebene &
legen, welche I™* in einer Curve C} bezeichneter Art schneidet.
Ferner wissen wir aus 1. ¢. und der Abhandlung: ,Uber vierfach
beriithrende Kegelschnitte der Curven vierter Ordnung mit ete.*
Sitzungsbericht vom 3. Juli 1879, dass eine Curve C§ dann einen
Doppelinflexionspunkt P besitzt, wenn dieser der Pol der Gegen-
seite des Doppelpunktsdreieckes (der Curve) beziiglich eines —
also auch aller — vierfach beriihrenden Kegelschnitte der Curve
€} ist. Es ist also vor Allem nothwendig, dass die Ebene € den
Doppelkegelschnitt D in zwei einander beziiglich ¢, ¢, harmonisch
conjugirten Punkten P und P’ schneidet, daher durch das Centrum
Q@ — welches der Schnitt der Tangenten T, und 7, von D in ¢,
beziehungsweise ¢, ist — der Involution (¢, ¢, PP')=—1 geht.

Die Polarebene (p) des Punktes P, bezogen auf den aus P’
der Fliche umschriebenen Kegel P (£?), bertihrt D in P und trifft
Ain einem Punkt P’ Jede Gerade ¢ der Ebene (p), also anch
PP’ hat die Eigenschaft, dass sie die Polare des Punktes P
beziiglich des in der Ebene (¢P) bezichungsweise (P P P) gele-
genen Kegelschnittes von P (K?) ist. Die Gerade P P” ist aber
auch fiir die Schnitteurve €, der Ebene (PP’ P") mit I*, die Ver-
bindungslinie zweier Doppelpunkte P’ und P; also, nach den
citirten Abhandlungen, die Polare von P bezogen auf alle vier-

1 Siehe: ,Uber rat. Curven vierter Ordnung, deren Doppelpunkstan.
genten in Inflexionstangenten iibergehien.¢ Sitzh. d. k. Akademic d. Wissen-
schaften, Mirzheft 1879.

Sitzb. d. mathem,-naturw. Cl. LXXXI, Bd. IT. Abth. 19
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fach berithrenden Kegelschnitte von Cﬁ, d. h. beziiglich
der Schnitte der Ebene (PP P") mit allen Kegeln K% In ihr
schneiden sich die Polarebenen des Punktes Priicksichtlich aller £
—sieist die gemeinschaftliche Polare dieses Punktes. Da aber
die Polarebene (p) von P, beziiglich irgend eines Kegels P, (K B,
identisch ist mit der Polarebene der Verbindungslinie PP,, seiner
Spitze mit P; muss diese Ebene, weil PP, in der Involutionsebene
¢; liegt, durch die Polare p der letztgenannten Ebene beziiglich
desselben Kegels P, (K*), gehen. Dies gilt fiir jeden Kegel A* und
jede Gerade p; jede solche befindet sich mit 7P in einer Ebene
(p), deren Gesammtheit das Biischel PP bildet. Die Gerade
schneidet also umgekehrt alle Geraden p, d. h. jede der Schaar A
angehorige Erzeugende des Hyperboloides =?; sie ist eine der
Schaar (¢,, e,) angehorige Erzeugende dieser Fliche.

s2Die Polarebenen eines Punktes P des Doppel-
kegelschnittes D, beztiglich der der Regelfliche I
umschriebenen Kegel zweiten Grades K? schneiden
sichin einer Geraden P P’'; welche das Hyperboloid =?
erzeugt, wenn Pden Kegelschnitt D durchléuft.«

DiesesHyperboloid hat also zur einen Erzeugenden-Schaar —
welcher A angehort — die Polaren von ¢; beziiglich aller K*; zur
andern die Polaren der Punkte von D, ebenfalls bezogen auf alle
I*; so dass eine Erzeugende dieser Schaar — welcher ¢,, e, an-
gehoren — die auf séimmtliche * genommene Polare des ihr auf
D beziiglich ¢,, ¢, harmonisch conjugirten Punktes P ist.

DasHyperboloida?istaberauch der geometrische
Ortdevr, beztiglich jezweier in einem Punkt des Dop-
pelkegelschnittes sich schneidenden Erzeugenden,
der Involutionsebene harmonisch conjugirten Gera-
den; da dieser mit ihm D, A und e, ¢, gemeinschaftlich hat.

Zur Betrachtung der Curven €}, mit einem Doppel-Inflexions-
punkt, zurtickkehrend, bemerkenwir, dass die Ebene einer solchen,
sowohl @ als auch eine der Geraden P P’ enthalten muss, d. h.
eine durch @ gelegte Tangentialebene von n? ist.

Die Ebenen, welche F* nach Curven vierter Ord-
nung, mit einem Doppelinflexionspunkt schneiden,
welche also die Haupttangenten von F* in Punkten
von D enthalten, umhiillen einen Kegel zweiten
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Grades £%; der dem Hyperboloid = aus dem Schnitt-
punkt®, der Tangenten vonDin den Cuspidalpunkten
¢, €y umschriebenist; also diese zu Erzeugenden hat
und die Ebenen (Q4), (Qc)), (Q¢,), (Q¢) und (Re,) bertihrt.«

Dem Hyperboloid =z* ist, in seinen Beziehungen zur Regel-
fliche, ein anderes reciprok, welches man am besten als das Er-
zeugniss P2 der, von dem System der Kegelschnitte C*
auf den singulédren Erzeugenden ¢, ¢; gebildeten, pro-
jectivischen Punktreihen ¢/(p;) und ¢,(p,) erhilt; und das
auch die Doppelgerade A zur Erzeugenden hat. Die Tangenten
up ty YOO C*in pp beziehungsweise py schneiden sich in B, der
Spitze des Kegels &2, [die wir auch — da sie & reciprok ist —
kurz Involutionscentrum nennen wollen]; weil sie sowohl in der
durch P gehenden Ebene E, von €% als auch in den Tangential-
ebenen von F* in den bezeichneten Punkten, den ebenfalls P ent-
haltenden Cuspidalebenen v, v,, liegen miissen. Die Erzeugende
ppy ist daher die Polare von ‘8 beztiglich C?; sie befindet sich in
der Ebene £, (von C?), und schneidet demnach die Beriihrungs-
kante ¢, dieser Ebene mit &%, in dem dem Punkte P beziiglich
n;, m, ' harmonisch conjugirten Punkt m. Der geometrische Ort
dieses Punktes ist, als Bertihrungscurve von 3% mit &%, ein Kegel-
schnitt M? welcher, dem Gesagten zufolge, den Beriihrungsknoten
B und die Inflexionspunkte j, j,, enthilt.

ysDas durch die Doppelgerade A, die singulédren
Erzeugenden ¢, ¢, und den Doppeltangentenebenen-
Kegel & bestimmte Hyperboloid P* ist der geometri-
sche Ort der Polaren der Spitze  des Kegels &, beztig-
lich der F* eingeschriebenen Kegelschnitte €% Es
bertihrt den Kegel 8% in einem Kegelschnitt 7 dessen
Punkte der Spitze 5, beziiglich der Bertihrungscurve
B* von &2 mit F*, harmonisch conjugirt sind.“

Dieses Hyperboloid ist aber auch der Ort der dem
Punkte 3, dem Involutionscentrum, beziiglich jezweier
in einem Punkt « von A sich sechneidenden Erzeugen-
den von F* harmonisch conjugirten Geraden zm; d. h. es
ist die auf F* bezogene Polarfliche von R; weil diese mit 3% den
Kegelschnitt M? und A, ¢, und ¢, gemeinschaftlich hat.

1 Beziiglich der Bezeichnung s. Art. 2.
19



290 Ameseder

Fiir dieses Hyperboloid gilt, wie nun leicht einzusehen ist,
auch der Satz:

,Die Pole! einer Tangentialebene E. des Kegels
&% beziiglich der Kegelschnitte €% liegen auf einer
Geraden (E,E"), der Polare von E,; welche das Hyper-
boloid PB* erzeugt, wenn E, den Kegel & umhiillt.«

Die durch die Polare (E,E”) fixirte Tangential-
ebene von &% ist der Ebene E, Dbeziiglich der Cuspi-
dalebenen v, v, auf & harmonisch zugeordnet. Die
Gerade (E, E") bildet nur die eine Erzengenden-Schaar von P32
und zwar jene, welcher auch ¢, ¢, angehoren; wogegen die andere
aus den auf C? bezogenen Polaren von 98 besteht und A enthiilt.

Art. 7. Durch einen Punkt y einer der Fliche F* einge-
schriebenen ebenen Curve C geht nur eine Erzeugende e, welcher
in ihrem Schnittpunkt ¢ mit A eine zweite Erzeugende e, begegnet.
Diese trifft Cin einem Punkt v,, der mit y involutorisch liegt (wegen
der Vertanschungsfihigkeit von e und e;) und daher mit ihm —
wenn sich dieser bewegt — eine Punktinvolution 7 bestimmt,
die € zum Triger hat und mit der projectivischen Reihe A () die
Fliche F* erzeugt. Die Involutionscurve von ¢ ist der
Schnitt ¢} der Ebene E von € mit dem Kegel K2 weil
die Gerade 7v,, als in der Tangentialebene (e ¢,) = E, von & lie-
gend, diesen und daher auch ¢} tangirt.

Durch die Bemerkung, dass die erzeugende
Punktinvolution central wird, wenn die Ebene E (der
Triigercurve) durch die Spitze P von 2 — das Involutionseentrum
-— gelegt ist, und auch ein der Flache eingeschriebener Kegel-
schnitt C* (K bertihrt &%) zur Triigercurve gewihlt werden kann;
gelangen wir zu einer Entstehungsart von F* — durch
A(e)m mit C*(yy,) — welehe jener, die wir im Art. 1 als
Definition von F* aufgestellt haben, reciprok ist.

Die Erzeugenden der Fliche F* bestimmen auf irgend zwei
ebenen Curven C; und C, derselben zwei projectivische Punkt-
systeme, und umgekehrt kann F* immer als das Erzeugniss zweier

1 Als Pol einer Ebene, beziiglich eines Kegelschnittes, sehen wir den
Pol der Schnittlinje, der Ebene mit der Ebene des Kegelschnittes, an; und
reciprok ete.
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soleher angesehen werden. Fassen wir den einfachsten und inter-
essantesten Fall, nidmlich zwei projectivische Punktsysteme
C*(«) und C3(P) auf zwei Kegelschnitten, ins Auge; so ist vor
Allem klar, dass diese, im Allgemeinen, wohl eine Regelfliiche
vierten Grades, aber nicht mit einer Doppelgeraden, sondern einer
allgemeinen Doppellinie dritter Ordnung erzeugen; dass demnach
gewisse Einschrinkungen in der Annahme gemacht werden
miissen.

Statt also drei Punkten von €? drei beliebige Punkte auf C7
zuzuordnen; nehmen wir zwei Punkte z, und «; von €%, legen
durch die Tangenten des C* in ihnen je eine Ebene v, beziehungs-
weise v,, welche auch CZ, und zwarin 2, respective 3, beriihren,
betrachten dann «; 5, «, 5, als singulire Erzeugende und v, und
v, als Cuspidalebenen des Erzeugnisses. Die Ebenen v, v, schnei-
den sich in einer Geraden A, welche dasErzeugniss (C% C%) in ihren
Schnitten ¢, und ¢, mit «, 3, beziehungsweise o, f, beriihrt, und
daher ganz auf (C%C?) liegt, wenn irgend einem Punkte « vou C?
ein derart gelegener Punkt 3 auf C; zugewiesen wird, dass « 3 sie
schneidet. Die Gerade A ist, wie leicht einzusehen, die Doppel-
gerade des Erzeugnisses, und dieses unter den gemachten Pri-
missen die Fliche F*. Dasselbe gilt reciprok von zwei projectivi-
schen Tangentenehenen-Systemen auf zwei Kegeln zweiten Grades.

Ebenso konnen die der Fliche F* eingeschriebenen Curven,
in geschickter Zusammenstellung, als Leitlinien einer sie beschrei-
benden, oder erzeugenden Curve (auch Fldche) angenommen
werden, So wird die Regelfliche I™* durch eire Gerade erzeugt,
welche an einer Geraden A, die einen von zwei, sich zweimal
begegnenden Kegelschnitten D und €* einmal sehneidet, und an
diesen gleitet. Reciprok beschreibt eine Gerade die Fliche F*
wenn sie zwei sich doppelt beriihrende Kegel & und A? con-
stant beriihrt und eine Tangente A des ersteren schneidet. In der-
selben Weise konnen A, D und A% oder A, & und C* zu Leitge-
bilden einer Geraden gewihlt werden; nur muss ihre gegenseitige
Lage jene sein, welche die gleichbezeichneten Gebilde von I™ ein-
nehmen. Doch kann F* auch durch Bewegung eines Kegelschnit-
tes, oder eines Kegels I(* erzeugt werden, und diese Entstehungs-
arten sind, niichst den erwihnten, wohl die interessantesten. So
ist der geometrische Ort eines Kegelschnittes €% der
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an finf einen Kegel & bertithrenden Geraden e, e,
ey ¢, und e, die eine Tangente A desselben schneiden,
gleitet und dessen Ebene constant § bertihrt, die
tegelfliche F* Legen wir ferner durch fiinf Gerade e, e,
die sowohl einen Kegelschnitt D, als eine in einmal treffende
Gerade A schneiden, und irgend einen Punkt 8 von D Ebenen;
so fixiren diese einen Kegel A% zweiten Grades, dessen Umbhiil-
lende, bei Bewegung seiner Spitze auf D, die Fliache F*ist, ete. ete,

Dureh zwei sich in zwei Punkten 3,, 2, schneidende Kegel-
schnitte D und C* kann man nur zwei Kegel zweiten Grades E'f
und £ legen. !

Betrachten wir einen Punkt s der singuldren
Erzeugenden ¢ als Spitze und D als Basis eines
Kegels t; so beriihrt dieser offenbar J* ldings ¢, und
hat demnaeh mit dieser Fliche — da D als Schnitt doyp-
pelt zu zihlen ist —noch einen eigentlichenKegelschnitt
C* gemein. Da Dasselbe auch fiir Punkte 5, von ¢, gilt, sehen
wir, dass der zweite durch D und C* bestimmte Kegel
f: F*lingse; beriihrt, und dass die Beziehung, sowohl
zwischen den Punkten g, 5,, als aueh zwischen den
Kegeln f% f2, eine projectivische ist.

Doch kann man auch direct nachweisen, dass der durch D
und C? bestimmte, zweite Kegel {2 seine Spitze 5, auf ¢, hat. Wir
sehen, zu dem Ende, D und C* als zwei collineare Curven an.

Die Tangente ¢, in einem Punkte b von D, trifft die Collinea-
tionsaxe B, B, in einem Punkt «, aus welchem man zwei Tangen-
ten ¢, und ¢, an C? legen kann. Je nachdem man die Tangenten
¢ und ¢,, oder ¢ und ¢, zuordnet, erhilt man bb, oder 45, zum Col-
lineationsstrahl; ein weiterer, jedoch fester, d. h. von der gemach-
ten Zuordnung unabhingiger, Strahl ist die Verbindungslinie p,
des Schnittpunktes der Tangenten von D in 3, B, und jenes der
Tangenten von €* in denselben Punkten; woraus wir sehen, dass,

1 Die zwei Kegelschnitte bestimmen ein Flichenbiischel zweiten Gra-
des, dessen Llemente die Gerade 8; % und die anf eine Fliche desselben
bezogene Polare p dieser Geraden, in dieser Eigenschatt, gemeinschaftlich
haben. Jede Fliche des Biischels schneidet p in zwei getrennten, eine
Involution bildenden Punkten; deren zwei Doppelpunkte die Spitzen der
oben erwithnten Kegel sind.
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weil m und bb_2 mit p zwei Punkte o,, beziehungsweise 4, fixiren
und jeder als Collineationscentrum angesehen werden kann, D
und C? zwei Kegel bestimmen, und dass die Spitzen eben 5, und
g, sind. Dass diese, respective auf ¢, und ¢, liegen — dies ist
eigentlich zu zeigen — lisst sich nun dadurch nachweisen, dass
man den beliebig angenommenen Punkt 6 mit ; oder &, coinci-
diren lidsst, Im ersten Fall erhiilt man die singulire Erzeugende
¢, zum Collineationsstrahl — da die Tangenten der Kegelschnitte
D und C* in ihren auf e, befindlichen Punkten (4, und é,), als in
der Cuspidalebene v, liegend, sich in dem Schnitt dieser mit 3,3,
treffen — sie lduft durch o, ; im letztern Fall erkennt man e,
als Collineationsstrahl, und zwar des Centrums s,, da er mit ¢
windschief ist. Aus diesen Erklirungen geht unter Anderem her-
vor, dass sich die Cuspidalpunkte ¢, und ¢, als Elemente der
Reihen e (r), ¢,(5,), entsprechen; da die aus ihnen dem Doppel-
kegelschnitt umschriebenen Kegel sich lings ¢,¢,, =2 beriihren ;
und dass auch A eine Erzeugende des Hyperboloides A? ist, das
durch die genannten Reihen erzeugt wird. Weiter finden wir, dass
dem Punkte &, (Analoges gilt fiir ;) die auf ¢, liegende Spitze
5, durch D und C¢ bestimmten, Keyals baigeordnat ist, ete.

,Wenn man aus entsprechenden Punkten o, 5,
zweier projectivischen, windschiefen Punktreihen
e,und ¢y, einem Kegelschnit D, welcher das durch ¢,
e ,erzeungte Hyperboloid 2*in einem Punkt B beriihrt
und e, e;schneidet, Kegel umsehreibt; so durchsehnei-
den sich diese noch in einem eigentlichen Kegel-
schnitt C* dessen geometrischer Ort eine Regel-
fliche vierten Grades ist, die die durch Blaufende
Erzeugende A von A* (welche auch ¢. ¢, schneidet) und
D zu Doppellinien, und ¢, ¢, zu singuldren Erzeugen-
den hat.“

Ebenso gelten die reciproken Sitze

sJeder der zwei Kegelschnitte ¢}, ¢;, in welchen
der Doppeltangentenebenen-Kegel R einen der
Fliche F* umschriebenen Kegel zweiten Grades K*
schneidet, beriihrt eine singuldre Erzeugende e,
beziehungsweise ¢, im Cuspidalpunkt. IThre Ebenen
bilden zwei projectivische Biischel mit den Axen
e und ¢,.“
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»Wenn man einem Kegel &2 der die Axen ¢, ¢
zweier projectivischen, windschiefen Ebenenbiische)
tangirt und ihr Erzeugniss A* in einem Punkte B
beriihrt, durch entsprechende Ebenen o, und g, von
e, beziehungsweise ¢, schneidet; so haben diese
Schnitte noch einen Kegel K* gemein, dessen Enve-
loppenfliche eine Flidche F* ist, die den Ort der
Spitze von K? zum Doppelkegelsehnitt hat, ete.“

Diesen Entstehungsarten der Fliche F* wollen wir noch zwei
durch projectivische Flichenbiischel, und zwar allgemeinerer Art
hinzufiigen, welche der folgenden Bemerkung leicht zu entnehmen
sind.

Ein durch den Doppelkegelschnitt D und einen Kegelschnitt
C* gelegtes Hyperboloid 22 schneidet F* noch in einem Iegel-
schnitt, der den zweiten Schnittpunkt e von 2% und A, zum Doppel-
punkt hat, d.h. aus den zwei durch « laufenden Erzeugenden e
und e, besteht. Umgekehrt kann man durch D und e, e, unendlich
viele Hyperboloide legen, deren jedes F* in einem Kegelschnitt
C? sehneidet.

»Ist D ein Kegelschnitt, welcher jeden von zwei
beliebig im Raum angenommenen Kegelschnitten €}
und C; in zwei Punkten schneidet und mit einer Ge-
raden A, die weder C%noch C} schneidet, einen Punkt
B gemein hat, soschneiden sichzwei (projectivische)
Hyperboloide 2% h% weleche durch D, C% respective
D, C; und einen Punkt « von A gelegt sind, in zwei
durch diesen laufenden Geraden ¢ e, welehe, wenn
a die Gerade A durchlduft, eine Regelfliche F* be-
schreiben, die D und A zu Doppellinien hat.“

»Es seiene e unde, e, zweiGeradenpaare, deren
jedes sich schneidet, und A die Verbindungslinie
dieser Schnittpunkte [(e, ¢)), (¢, ¢,)], ferner D ein Kegel-
sehnitt, welcher jede der fiinf Geraden einmal trifft.
Sowohl durch D, e e, als auch durch D, ¢, e ist ein
Fldachenbtischel zweiten Grades 2], respective A2 be-
stimmt; eine Fliche h? des einen schneidet jede des
andern A% in einem Kegelschnitt €* welcher Dinzwei
Punkten begegnet. Weisen wir die Elemente beider
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Biischel einander derart projectiviseh zu, dass jene
zwel Hyperboloide beider Biischel, welche A enthal-
ten, sich entsprechen; so ist der geometrische Ort
von C? dic Fliche F* ete.«

Art. 8. Eine algebraische Fliche n-ter Ordnung f/” schneidet
F* in einer Raumeurve vier n-ter Ordnung, welche 32 auf A und
D gelegene Doppelpunkte besitzt. Die Tangenten ¢, #, in einem
solehen sind die Schnittlinien der Tangentialebene 7' von f* mit
den zwei Tangentenebenen T, T, der Fliche I* im bezeichneten
Punkt «. Sie coincidiren daher gleichzeitig mit T}, T,; woraus
unter Anderem hervorgeht, dass R** — falls sie durch einen Cus-
pidalpunkt ¢ von I* lduft — in ihm nur eine Gerade ¢ zur Tan-
gente hat. Ist diese von der durch ¢ gehenden singuléren Erzeu-
genden ¢ verschieden, schneidet sie also alle Trigerkegel A* in
c; so wird auch die Curve R, ihrer Tangente folgend, die Tendenz
haben in das Innere der A*? einzudringen. Dies ist aber nicht mog-
lich, da innerhalb aller K* kein reeller Flichenpunkt liegt; R
wird daher, und zwar wieder sich an ¢ schmiegend, im Punkte ¢
zuriickkehren; d. h.. sie wird ¢ zum Riickkehrpunkt haben. Ist
hingegen ¢ mit ¢ identisch, und nur dann; so folgt auch R der ein-
geschlagenen Richtung — sie hat in ¢ die singulére Erzeugende
zur Tangente.

pJede (raumliche oder ebene) Curve der Regel-
fliche F* welche dureh einen Cuspidalpunkt geht,
hat diesen entweder zum Riickkehrpunkt, oder sie
beriihrt in ihm die singulire Erzeugende.“

Dieser Satz behilt seine Giltigkeit, wenn R ein theilweiser
Durchschnitt ist und findet eine Bestiittigung in dem, von den
ebenen und den Bertihrungscurven, Gesagten.

Da cine auf F* liegende Curve die in ihren Punkten an die
Fliche gelegten Tangentenebenen beriilirt; gilt auch der Satz:

»Jede (ebene oder rdumliche) der Regelfliche F*
eingeschriebene Curve berithrt die Cuspidalebenen in
Punkten der singuliren Erzeugenden.“

Art. 9. Obwoll noch Manches iiber die Regelfiiiche F* zu
sagen wiire, besonders in Betreff der ihr eingeschriebenen Raum-
curven und der an ihr vorzunehmenden Constructionen, miissen
wir dennoch sehliessen, und zwar um so mehr, als die vorliegende
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Arbeit nur ein Auszug aus einer umfangreichen, denselben Gegey.
stand eingehender besprechenden Abhandlung ist, welche bereitg
im September des vergangenen Jahres druckbereit war, und viel-
leicht demniichst erscheint.

Beztiglich der erwihnten Constructionen verweisen wir auf
die bereits citirte Arbeit: , Uber Curven vierter Ordnung mit drej
Doppelpunkten® und gehen nun daran, die in Art. 8 untersuchten
Flichen F* und F4 noch einer kurzen Besprechung zu unterziehen,

Aus der, an jener Stelle erwiihnten, Eigenschaft der Fliche
F*, dass jede Ebene des Biischels A sie dreifach beriihrt, geht
vor Allem hervor, dass jeder ihr umschriebene Kegel A% die durch
seine Spitze und A fixirte Ebene zur dreifachen Tangentenebene
hat, und dass jeder Trigerkegel K* die Doppelgerade A im Cus-
pidalpunkt ¢ beriihrt.

Wir finden auch, dass diese Fliche als das Erzeugniss einer
Puanktreihe auf A und eines dieser projectivischen Punktsysteme
auf irgend einer ihr eingeschriebenen ebenen Curve betrachtet
werden kanu. Dass — die Realitiit ihrer drei Cuspidalpunkte vor-
ausgesetzt — sie nur eine Curve vierter Ordnung C3, mit drei
Riickkehrpunkten besitzt, und dass sich die Ebene der drei Cus-
pidalpunkte mit den drei besonderen Tangentialebenen in den
letzteren — den Doppelebenen — in einem Punkt schneidet.

Legen wir durch eine Erzeugende e und den auf D befind-
lichen Cuspidalpunkt ¢ von F} eine Ebene, so schneidet diese die
Fliche in einer Curve dritter Ordnung und Classe €3, welche ¢
zum Riickkehrpunkt und den Sehnitt von e mit A, d. h. (eA) zum
Inflexionspunkt hat. Jede Gerade s, welche in der Ebene der Curve
durch (eAd) Kiuft, schneidet diese in zwei Punkten, welche nach
Art. 6 der Abhandlung: ,Uber rationale ebene Curven
dritter und vierter Ordnung® ! durch (ed) und den Schnitt-
punkt von s mit der Berithrungsebene —- eigentlich Doppel-
ebene — von F§ in ¢ harmonisch getrennt werden.

yEine jede Tangentialebene, deés aus dem Cuspi-
dalpunkt ¢ der Regelfliche F umschriebenen Kegels
K* hat die Eigenschaft, dass eine jede Gerade dersel-
ben, welche dieDoppelgerade Aschneidet, dieFliche

1 Sitzb. d. k. Akademie d. Wissensch. vom 9. October 1879.
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in zwel weiteren Pankten trifft, welche einander, be-
siiglich des erstern Punktes und des Schnittes der
Geraden mit der Berithrungsebene in ¢, harmonisch
conjugirt sind.“

Aus diesem Satz geht unter Anderem hervor, dass wenn man
auf einer Erzeugenden den ihrem Schnittpunkt mit D, beziiglich
ihwer auf A und der Beriihrungsebene in ¢ gelegenen Punkte, har-
moniseh conjugirten Punkt construirt, dieser die Bertihrungsecurve,
des aus ¢ der Fliche umschriebenen Kegels K% erfiillt, wenn e
die F} durchliuft.

Die Fldache Iy hat jeden Punkt von A zum Inflexionspunkt
und daher [nach Art. 1] den ¢ entsprechenden Doppelpunkt «, auf
A, zum Doppelinflexionspunkt. Dieser Punkt ist aber aueh
die Spitze eines Kegels z% welcher fiir F; die Rolle des,
in Art. 6 besprochenen, Hyperboloides =* spielt; wie
aus der, anl. ¢. und zwar im dritten Satz ausgesprochenen, Eigen-
schaft dieses Hyperboloides und aus der Bemerkung hervorgeht,
dass jede Ebene des Biischels A die Fliche F} in zwei Erzeugen-
den schneidet, deren Schnitte mit A durch ¢ und B=(A, D) har-
monisch getrennt werden. Jede Ebene des Biischels dQ, welehes
die Verbindungslinie von 4 mit dem Sechnittpunkt der Tangenten
von D in den Cuspidalpunkten B und ¢, zur Axe hat, schueidet
daher F§ in einer Curve C', welche auf D einen Doppelinflexions-
punkt hat [s. Satz 4 in Art. 6]; nach Obigem hat €} aber auch
in d einen solchen Punkt und demnach [s. Art. 4 des Aufsatzes:
»Uber rationale ebene Cwrven, deren Doppelpunktstangenten in
Inflexionstangenten tibergehen*, Sitzb. d. k. Akad. d. Wissensch.
Mirzheft 1879] siimmtliche Doppelpunktstangenten zu Inflexions-
tangenten.

nDieRegelfliche F} mit einer Inflexions-Doppel-
geraden A, enthilt ein Biisehel von ebenen Curven
vierter Ordnung, deren sechs Doppelpunktstangen-
ten Inflexionstangenten sind.“

Die Inflexions-, beziehungsweise Haupttangenten dieser
Fliche in Punkten des Doppelkegelschnittes erfiillen, wie sich
leicht zeigen ldsst, eine Regelfliiche fiinften Grades, welche A und
D zu Doppellinien hat, ete.
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Aus obigem Satz und L. ¢. geht weiter hervor, dagg
jede Ebene des Biischels dQ den Doppelkegelschnitg
in zwei Punkten trifft, welche mit « ein Dreieck
bilden, das sich, beziiglich aller Kegel K2 selbst
conjugirt ist; und in Verbindung mit dem, im Art. |
der oben genannten Abhandlung, Erwiithnten, ist auch
klar, dass jede Gerade des Biindels « die Flache F}
in zwei weiteren Punkten schneidet, welche durch ¢
und die Ebene desDoppelkegelschnittes harmoniseh
getrennt werden, dass also diese die,auf F? bezogene
Polarebene des Doppel-Inflexionspunktes ist.

Eine weit allgemeinere Fldche dieser Eigenschaften bespre-
chen wir in einem folgenden Aufsatz.

Bemerkungen iiber ebene Curven vierter Ordnung mit drei
Doppelpunkten.

Schneiden wir die allgemeine Regelfliche F* durch eine
Ebene E, von moglichst allgemeiner Lage, so erhalten wir eine
alleemeine ebene Curve vierter Ordnung Cj, mit drei Doppel-
punkten 9, ¢,, ¢, zum Schnitt. Diese hat die in der Involutions-
ebene ¢, befindliche Gerade ¢, ¢, zur einen Seite des Doppelpunkts-
dreieckes Add,d,, und den Schnitt P, ihrer Ebene mit der auf
irgend einen Kegel K* bezogenen, Polare P'P” = p von ¢, zum
Pol dieser Seite, und zwar beziiglich des Schnittes ¢ ihrer Ebene
mit K2, welcher irgend ein sie vierfach beriihrender Kegelschnitt
ist. Nimmt A* nach und nach alle moglichen Lagen ein, so wird
auch C? die unendliche Reihe der €} viermal beriihrenden Kegel-
schnitte durchlaufen, die Gerade p wird [s. Satz 1 im Art. 6] das
Hyperboloid =2 beschreiben, und daher P den Schnitt desselben
mit der Ebene E. Dieses ist also ein Kegelschnitt p?, welcher durch
g, 6,, &, und auch die Schnitte b,, ,, von E mit ¢, und e,
geht, welche auch, fir C}, als die Bertithrungspunkte der
aus o an C¢ gelegten zwei Tangenten definirt werden
konnen.

,2Der geometrische Ort der Pole, einer Seite des
Doppelpunktsdreieckes einer ebenen Curve vierter
Ordnung, beziiglich der sie vierfach beriihrenden
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Kegelschnitte, ist ein Kegelschnitt p*, welcher die
Bertihrungspunkte der zwei aus dem dritten Doppel-
punkt an die Curve gezogenen Tangenten enthilt, und
dem Doppelpunktsdreieck umschriebenist.“

Dieser Satz lisst sich auch direct nachiweisen, und zwar mit
llilfe der ersten Artikel [insbesondere des Art. 4] der Abhandlung:
[ber Cwrven € mit drei Doppelpunkten. Wir ziehen, zu dem
Ende, durch b, eine beliebige Gerade 4, d,und betrachten sie—ihr
den Strahl 5(71 im Biischel ¢ zuweisend — als ein Doppelelement
der erzeugenden Tangenteninvolution ¢ auf dem erst zu bestim-
menden Kegelschnitt ¢ Dieser bertihrt daher &, in ihrem Sehnitt
p mit 0,0,, welcher Punkt, als der dem Sehmtt 2,, Yon 0b, mit

0,9,, entsprechende in Verbindung mit ¢, und 0, die Projectivitiit
der Constructionsreihen und daher auch ¢? bestimmt. Die Tan-
gente d,, dieses Kegelschnittes in seinem zweiten Schnitt 7, mit
8,0y geht immer durch b, — man moge 5, beliebig annehmen —
und schneidet 4, in dem Punkt P, dem auf C* hezogenen Pol von

§,0,; dessen geometrischer Ort, da die Beziehung zwischen 4, und
¢* und daher auch zwischen ¢, und o, — wie gezeigt — eine
projectivische ist, als das Erzeugniss der Biischel b, (d,) und b, (d,)
ein Kegelschnitt p? ist. Da eine Curve C} in einem bestimmten
Punkte von einem, sie auch an drei andern Stellen beriihren-
den, Kegelschnitt C* beriihrt wird, und dasselbe von einem Kegel
K* und der Fliche F* gilt [s. Schluss des Art. b dieser Abhand-
lung]; sehen wir, dass jedem vierfach beriihrenden Kegelschnitt
von C ein Kegel A%, und umgekehet jedem K? ein C* zugeordnet
ist, so zwar, dass C* der Schnitt von K? und K? der Schein von
(* ist.

Aus c. 1. sehen wir auch, dass sich die vierfach beriih-
renden Kegelschnitte einer Curve €4 zu Paaren grup-
piren, welche sich in einem Punkt schneiden; und fiir einen
ebenen Schnitt von F* auf den zwei, durch ihren Schnittpunkt
bestimmten, Tysigerkegeln liegen.
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