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Bemerkungen zu Cauchy’s Theorie der Doppel-
brechung.

Von Viktor v. Lang,

wirklickem Mitgliede der kaiserlichen Akademie der TWissenschaften.

L.

Fresnel, dem wir die Gesetze der Lichtbewegung in doppel-
brechenden Krystallen verdanken, konnte die hiebei auftretende
Dispersion nicht erkldren. Dies gelang erst Cauchy. So wichtig
hiedureh die von Letzterem gegebene Theorie der Doppel-
brechung geworden, so wenig befriedigend ist dessen Herleitung
der Fresnel’schen Gesetze. Cauchy konnte dieselben nur
niherungsweise ableiten, und dies nur durch ein ziemlich will-
kiirliches Verfabren mit dem Coéfficienten der Bewegungs-
gleichungen. So bekommen Coé&fficienten, welche urspriinglich
gleich sind, zuletzt verschiedene Werthe.

Wollte man auch die Fresnel’schen Gesetze selbst nur als
Niherungsformeln betrachten, so ist dies doch fiir die Haupt-
schnitte ganz unmoglich, wo sie durch hundertfiltige Erfahrung
richtig befunden sind. Die Cauchy’sche Theorie kann aber auch
njcht einmal in den Hauptschnitten die Lichtbewegung wieder-
geben. Dies ldsst sich leicht zeigen.

Es seien w, v, w die Richtungscosinusse der Wellennormale,
hy k, 1 die der Schwingungsrichtung und g die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit, dann sind die Bewegungsgleichungen nach
Cauchy, wenn wir die Be er’sche Bezeichnung ! der Coéfficienten
einfiihren.

Beer, Einleitung in die hghere Optik. Braunschweig, 1855
24 %
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q*h = [(EF+ PP+ (n* )0+ (PP w b+ 27 uvk -+ 2v*uw]

0%k = 2rtuvh—+[ (7?4 (02 ¢F) 0 4P p PP h—+2p2 vl

0% = 2v2uwh—~+2pPowk—+[(E* 4P )P+ (n*+ p2 ot (P+rBw?)]
Nehmen wir nun an, dass die Wellennormale im Haupt.

schnitt YZ liege, so ist « = O und die fritheren Gleichungen
werden

q*h = [(PP+r?)0P+- (B H)w?lh
0%k = [(n*+¢*)wP+ (P4 p P wlk—+2pPowl 2)
0*l = 2uPvwk—+[(n*+p2) P+ (P+rPw?]l.

Wir zerlegen nun den Ausschlag in drei zu einander senk-

rechte Componenten. Die erste Componente falle in die Richtung
der X-Axe, hat also die Richtungscosinusse

hy=1, k=1 =0; 3)
die zweite Componente falle in die YZ-Ebene und sei senkrecht
zur Wellennormale, fiir ihre Richtungscosinusse ist daher

hy =0, kv+lLw=0; 4)
die dritte endlich liege auch in der YZ-Ebene, sei aber parallel
der Wellennormale, so dass

hy =0, ky =0, [, =w. 5)
Die Gleichungen 2) miissen natiirlich auch fiir die einzelnen

Componenten gelten: machen wir daher fiir A, %, die angegebenen
drei Substitutionen, so werden die Gleichungen 2)

0% = (nP+r)-+(CP+vPw?
g% = (14— 2D (P - p P
(B 4-p 2P+ (g2 —3pF)w? > 6)

0 = (P +gP)wP— (24 3pPw?

(7P +BuX )P+ (P +rP)w?
und nur wenn die Grossen g, und q, wirklich von einander ver-
schieden sind, haben wir eine der Beobachtung entsprechende

Doppelbrechung. Nun fithrt aber die zweite sowie die dritte Glei-
chung 6) auf die Bedingung

g =2 = 3u2,
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aus welcher durch Betrachtung der anderen zwei Hauptschnitte

r? = p? = 3y?

pt=q*= 3=’
und somit auch
PP=¢*=r?=3p* = 3* — 3z’ 7)
folgt. Hiedurch werden die Gleichungen 6)
0 = a3 = a; 8)

und geben keine Doppelbrechung.

II.

Sollendie Cauchy’sehen Gleichungen die bekannten Gesetze
derDoppelbrechung genau wiedergeben, so wiire vor Allem noth-
wendig, dass Coéfficienten, wie die von we in der ersten und
zweiten Gleichung 1) verschieden wiirden. Es friigt sich, wie lisst
sich dies bewerkstelligen. Gehen wir auf die Bewegungsglei-
chungen zuriick. Dieselben lauten:

d* Ax—+AEN

L sriny 3

dt* f (Ar-+4g) Ar—+Ap

d*n Ay—+Ay .
L Y P(Ap it Al 9

dt? 2 (Ar+4p) Ar—+Ap )

d% Az 4 Ag

©5 o Sf(AraAg)

dt? 2 (Ar+ ‘)Ar—;—A(J/

und sind abgeleitet unter der Voraussetzung, dass das Ather-
theilchen, auf welches sie sich beziehen, vollkommen frei sei; sie
geben daher auch, wie wir gesehen, keine Doppelbrechung.
Offenbar sind aber die Athertheilchen nicht als vollkommen frei
zu betrachten, ihre Beweglichkeit wird gewiss durch die Korper-
theilchen modificirt. Dies angenommen, so muss wohl auch ohne
Weiteres zugegeben werden, dass die Korpertheilchen im All-
gemeinen nach drei zu einander senkrechten Axen einen verschie-
denen Einfluss ausiiben werden.

Mit Beriicksichtigung dieses Umstandes werden aber die
Bewegungsgleichungen viel complicirter werden: ihre wahre
Gestalt aufzusuchen, diirfte vorderhand wohl noch aussichtslos



372 Lang.

sein. Wir werden aber dem angegebenen Umstande gewisg
einigermassen Rechnung tragen, wenn wir die unbekannte Func-
tion /* in jeder der Gleichungen 9) mit geinderten Zahlwerthey
ihrer Coéfficienten einfithren. Wir schreiben also die Bewegungs.
gleichungen so

1 S Awr—+AL

ap = 3 Arhe) T

d*n Ay—+An |

o Sf (Ar—+Ap )Ar—c—Ap > 10)
d*¢ A+ At \

— = X" (Ar—+Ag
= g TS
wo die Functionen £, /7, f” nur durch verschiedene Werthe ihrer
Constanten sich unterscheiden.

Indem wir diesen Umstand bei der weiteren Entwicklung

dieser Gleichungen im Auge behalten, setzen wir zur Abkiirzung

2 s
2—2771(]0 —l—goi—JA 2—]41, Zn{f— — v J x2=Ml\
2
iizzm(f_—n— '27 JAJZ—LZ, Em'f 9 Aj,/?'} Ay* = M,
2zt (f  Aw o ro AP s
52 ( —f—goA JAE L, —)—2—27;( -+’ v Az? = MP
(i— } Az? = N,
o (G A—f] =0,
2r? f 2] 2
pu (A_ +9 gs) M =1,
4n? , Ay*Az? 4n? ,Ay*Az*
)‘—2 277180 T == P17 )2 Z))ISD A7‘3 = I,
4n? , Az?Ax? 4r? Az?Aa?
72 Zm v 0, 5T Imgp 3 Q,
4n? Az*Ay* 4n' Az*Ay?
?277 " Ar3J =R, — Imy’ A713y =R,
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Hiebei bedeutet:
df (o)
plar) = & ST (o)

AR ) ( 12)

plar) = & d(Ar)

0" (Ar) = Ar dl; [,(/(AA;)) —f"(Ar). S

Die Gleichungen 10) werden demzufolge:
0*h = (Lju?+ Lyv*+ Lyw?) h—-R uvk—+ Q,uwl
6% = Byuvh—+-(M >+ Mo+ Mw?)k—+ P vwl 13)
q¥l = Q,uwh— P,vwk—+(Nu?~+ N,v*+ Nyw?)l.
Um die Bedingungen zu finden, welchen die Constanten
geniigen miissen, damit die letzten Gleichungen die Erscheinungen
der Doppelbrechung repriisentiren, betrachten wir wieder zuerst

die Lichtbewegung in den einzelnen Hauptschnitten. Durch die
Annahme » = O werden die Gleichungen 13)

q*h = (Lyv*+Lyw*)h
a¥k = (Mv*+Mw?)k—+ P vwl 14)
9%l = (N,0*+N;w?)l+ P,vwk.

Zerlegen wir den Ausschlag wieder, wie in den Gleichungen
3) bis b) angegeben, so gibt die Substitution der letzteren Werthe

9 = (M,—P,)v*+ Myw?
= Nv*+(N,—P,)w?
= M,v*+(M,~+ P, )w*
= (N,-+P,)v*+ Nyw?.

0% = Lyv*+Lyw? )
\ -
& 15)

Der zweiten Gleichung 15) zufolge muss also sein:
M, = N,—P, 16)
N, = M,—P,
die dritte gibt dann noch

P, = P, 17)
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und wir erhalten:

qf = Lyv*+Law*
03 = Nyv*-+Myuw® 18)

2 __ 2 N 2
05 = M,v*+N,w?,

Wir sehen also, dass die drei Componenten jede eine ver-
schiedene Geschwindigkeit haben und daher giinzlich von einander
unabhiingig sind. Die longitudinale Componente (q;) gibt keinen
Lichteffect fiir sich, sie kann aber wegen ihrer verschiedenen
Geschwindigkeit auch nicht die anderen Componenten beeinflussen.
Wir erhalten also in diesem Falle entsprechend der Beobachtung
wirklich zwei transversale Wellen von verschiedener Geschwin-
digkeit, wovon die eine im Hauptschnitt, die andere senkrecht
dazu schwingt. Von diesen zwei Wellen hat erfahrungsgemiss
die eine constante Geschwindigkeit, man weiss jedoch nicht wie
diese schwingt, sondern nur, dass sie parallel dem Hauptschnitte
polarisirt ist. Nehmen wir nun an, dass die Schwingungen senk-
recht zur Polarisationsebene geschehen, so miissen wir g, constant
setzen. Dies fithrt aber auf die Bedingung

L, = I, 18)

Indem wir nun die gleiche Rechnung auch fiir die anderen
Hauptschnitte ausfiihren, erhalten wir folgendes System von
Bedingungsgleichungen

L,=L,= M,—R, = N,—Q, =a* -
M, = M, = N,—P, = L,—R, = b?
N, =N, =L—Q, = M,—P, = ¢

19
P = P, )
Q1=Qz
R, = R, J

Diesen Gleichungen zufolge ist auch
M,—c? = N,—p*?
]\73——a2 = Ll——az 20)
L,—b6% = M,—d"
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Setzen wir daher

L +M,+N, = 35—2(a®+5>+?) 21)
so wird
L = §—ad*
M, = S—p? 29)

Ny = S—¢? |
und die Gleichungen 13) geben
02h = (S-—a?) (uh—~+vk—+wl)u—+a?(v¥—w?) h—b*uvk—ctuwl
0% = (S—b%)(uh~+vk—+wlv—a*vuh—+ b} (1w +u)k—c*vwl )  23)
M= (§—c?)(uh—+vk—+wl)w—a*wuh— bPwvk-+c*(u?~+v?)l
Die letzten Gleichungen gehen fiir die transversalen Com-
gen g
ponenten des Ausschlages in die Fresnel'schen Formeln
(a>—q®)h = (aPhu—+0*kv—+cPhw)u
(6*—q®)k = (a*hu—+5%kv—+c*w)v 24)
(¢*—q¥)! = (a*hu—+b*kv+c*lw)w
iiber, denen zufolge wir zwei zu einander senkrechte transversale
Componenten mit ungleicher Geschwindigkeit erhalten. Fiir die
longitudinale Componente gibt jede der Gleichungen 23)
02 = S—(a*uP+0*v~+chw?) 25)

ihre Geschwindigkeit ist also jedenfalls verschieden von der der
transversalen Wellen, welche daher auch nicht durch die longi-
tudinale Welle beeinflusst werden konnen.
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