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Uber eine Erweiterung der Giltigkeitsgrenzen einiger
allgemeiner Satze der Mechanik,

Von Dr. Oskar Simony,

a. 6. Professor an der Hochschule fiir Bodencultur, Privatdocent a. d. Wiener Universitdr.

(Vorgelegt in der Sitzung am 4. Mirz 1880.)

Die vorliegenden Untersuchungen betreffen zunichst die
Bewegung eines aus n Punkten von den Massen m,, my,...m,
gebildeten materiellen Complexes, deren auf ein fixes, rechtwink-
liges Coordinatensystem bezogene Coordinaten und Geschwindig-
keitscomponenten aus gewissen, als bekannt anzusehenden An-
fangswerthen:

’ I ! ’ ’ !
Po Qo "o Po Qo T Pas Qo5 T Poy 42 725
I I ’
Py Quy Yoy Py Guy Tn

nach Verlauf von ¢ Zeiteinheiten allgemein in:

@y Yy %1y X Yy 215 Tay Yoy %oy Ty Ygp Zgiee s

Ly Yny %oy 3"7'v y:u Z,
tibergegangen sein mogen. Hinsichtlich der Art dieses Uberganges
machen wir jedoch die Voraussetzung, dass simmtliche Coordi-
naten und Geschwindigkeitscomponenten fiir die in Betracht
kommenden Werthe von ¢ als nach # differentiirbare Func-
tionen dargestellt werden konnen, wobei wir die Frage, ob diese
Amahme wirklich fiir alle in der Natur vorkommenden Bewe-
gungen zuliissig sei, vorldufig allerdings als eine offene zu betrach-
ten haben. !

1 Diese Frage kann desshalb nicht a priori bejahend beantwortet
werden, weil bekanntlich —ich erinnere hier nur an die von Weierstrass
aufgestellte Reihe:

n= o9

f(2)= Z b7 cos («* nx)
0

n=

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXXXI. Bd. II. Abth. 26



400 Simony.

Sind dann X, Y, Z; X,, Y,, Z;;. . X, Y,, Z, die als ein-
werthige Functionen von:

t; Ly Yy %1y "vln y,u zii' c Ty Yny %y m;z; y-,'” %,
zu definirenden Componenten der im ersten, zweiten, ...n-ten
Systempunkte angreifenden Krifte, und — unter F,, F,,...F,
gegebene Functionen der Coordinaten und der Zeit, unter C,, C,,
. C;, endliche Constanten gedacht —

F,=C, F,=G, ... F,=C,

die Bedingungen, welche die Punkte des Systems wihrend ihrer
Bewegungen erfiillen miissen, so gelten bekanntlich 3» Differen-
tialgleichungen von der Gestalt:

”’1[l;j; =X+ A 2F +A2§_fg+'“+1\k%;

1 1

"‘dd';/; =Y:+A1§—Q+AZ%5 . +Ak%,

mg d::z =2+ BF1 ng’ 4 Ay ZI; N
) (4)

(lyn__Yn apl L) )

g Moy, Ty, Mgy,
d*, oF, oF, oF;,
Mg =T Ayt Ay g R A

welche im Verein mit den % Relationen: F, = C, ete. und den
6n Anfangsbedingungen die Bewegungen simmtlicher System-
punkte vollstindig beschreiben. Es besteht daher fiir jeden der-
artigen Bewegungsvorgang auch die Relation:

(s. den im 79. Bande von Borchardt’s Journal veroffentlichten Aufsatz
von Paul du Bois-Reymond: ,Versuch einer Classification der will-
kiirlichen Functionen reeller Argumente nach ihren Anderungen in den
kleinsten Intervallen%, pag. 29—381) — unendlich viele einwerthige und
stetige Functionen einer Verinderlichen denkbar sind, welche an keiner
Stelle einen bestimmten Differentialquotienten besitzen.
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{i=n i=mn

12z d*y d*z .
g‘m [[ T Ldai 4 —2 Y73 (IJZ pra ~ J Z (Xedw,~+ Y, dy, +Z;dz;)+

i= 1 =1
i=k

BFL- oK, oF; or,; oL,
VA ( E dy,+ 52 dz1 ~+eete— 5w, ‘da, -+ ndy,, Bz”dz"}

x—~1
welche in Hinblick auf die den Bedingungen: F, =C, etc. ent-
springenden Identitéiten:

dF, =0, dF,=0, ...dF,=0

offenbar die Darstellungsweise:

e g4 (4 (51 -

=1
i=n i=k
v, OF;
= Z (X,-dxl-—i—l’}dy,-—n—lt-dz,-)—z Asgtdt
=1 i=1

gestattet. Da ferner ein materieller Punkt nie gleichzeitig zwei
verschiedene rdumliche Positionen einnehmen kann, und ein
Ubergang desselben aus einer bestimmten riumlichen Position A4
in eine zweite, B, nur auf einer continuirlichen Bahnlinie
moglich ist, sind wir berechtigt, die in (1) neben ¢ auftretenden
verdnderlichen Coordinaten insgesammt als einwerthige und
stetige Functionen der Zeit aufzufassen und demgemiiss die
Gleichung (1) zwischen den Grenzen O und ¢ so zu integriren, als
hidtten wir rechter Hand das Product des Zeitdifferen-
tiales in eine einzige Function von ¢ vor uns. Auf diese

Art ergibt sich, wenn die Functionen F,, F,, F;. noch die
weitere Bedingung:
oF oF, 3F
2). LA, 2l — =
(2) A, at—«—\Z TN “+Ay 57 0

erfilllen, und die Quadrate der Bahngeschwindigkeiten des
ersten, zweiten, n-ten Systempunktes bei von O bis ¢ wach-
sender Zeit aus ihren Anfangswerthen:

‘2 2 J2_ A2 '2 '2 J2 a2 2 2 J2 a2
PLHql+ri=c}, p+q) 1y =c}, gl +ri=c}
in:

2 2 2,2 '2 2 2 ___ .2 2 2 ___ .2
Xl +yta2t=0t, al-+yl+2t=0l, T Y+ 2=}

26 *
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stetig iibergegangen sind, die Beziehuno"

=n l—ﬂ.

= X; 7o dy—+Z;d
Z2mvl }-4217101 Z( do;+ Y dy,~+ 7, dz)),

welche den Satz von der leben(hgen Kraft in seiney
allgemeinsten Form ausspricht.? Die Formel (3) gilt also

1 Hiebei konnen die Functionen: XA, ¥, Z, ete. in dem Zeitintervalle
¢ ein- oder mehrmals ihre Bildungsgesetze dndern, ohne dass desshall
der Satz von der lebendigen Kraft seine Giltigkeit verliert; jedoch versteh¢
es sich von selbst, dass dessen analytische Formulirung dann eine Zerlegung

des Ausdruckes:

t
i=n

Z(}L de; + Yidy; + Z,dz,)

=1

0
in solche bestimmte Integrale exfordert, innerhalb deren Grenzen die betref-
fenden Functionen ihre Formen beibehalten, — Wiire also Dbeispielsweise

das Gleichungssystem:
=0 =10, v,y =c¢;

12
0<<t= 1_ aretg — e im f—i = — m(g—+=*%);
Ay Vg a
72
t>rt:m % = —m (g—=*?)

gegeben, welches bekanntlich die geradlinige Bewegung einer Masse m von
dem Gewichte mg in einem widerstehenden Mittel charakterisirt, so miisste
man den Satz von der lebendigen Kraft fiir ¢ > r, wie folgt, schreiben:

mv®  me? T !
- _%__ _ —m(g + zzvz)(ls + —771(g—xzvz)d3;
welche Relation sich mittelst der Formeln:
G220 ds = —— Py ~+ Const.,
Sttt = oy
29
S & —— -+ Const.
f('/ ) {ez(t—‘:)Vg -+ 8—7-(5—7-)'/9}2 ’

2(t—Wyg __ p—n(t—a)Vyg
(t=r):v= —V—'/ ¢ ‘¢ ’

e/(t—')Vg+ e—/(t—t)l/y
auch leicht verificiren lésst.
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peispielsweise regelmiissig, wenn die Coéfficienten von A, A,,. . .
A, fiir sich versechwinden, respective die Bedingungen: F,=C,
ete. die Zeit nicht enthalten, unter welcher specielleren Annahme
der Satz von der lebendigen Kraft gemeiniglich abgeleitet wird.!

Wir wenden uns nunmehr zur Betrachtung eines freien
materiellen Systems, dessen n Punkte zur Zeit t=0 gewisse
Gleichgewichtslagen mit den endlichen Anfangsgeschwindig-
keiten ¢, €,, ¢, verlassen haben mogen und in ihren weiteren
Bewegungen lediglich dem Einflusse innerer Krifte unterworfen
gind. Beziiglich der letzteren machen wir folgende beschrinkende
Voraussetzungen:

1. Dieselben sind Anziehungskrifte, welche dem dritten
Newton’schen Bewegungsgesetze gentigen.

2. Thre Richtungen fallen in jene der jeweiligen Verbindungs-
linien der einzelnen Systempunkte.

3. Ihre Intensitéiten variiren derart, dass sich — unter m,,
m; die Massen zweier beliebiger Systempunkte, unter r,; deren
Abstand im Zeitmomente ¢ verstanden — die wechselseitige
Attractionswirkung beider Massen durch einen Ausdruck von der
Grestalt:

4)... Wap=kmamyf (r43) fo (¢, ¥%, v3,. . . vp)}*
wiedergeben lisst, ?

4. Die Functionen f und ¢ sind einwerthige, stetige und end-
liche Functionen ihrer variablen Argumente, deren Form fiir alle
in Betracht kommenden Werthe von ¢, v, vy, + .. v, 1,2 71,3, - -
7,1, » dieselbe bleibt.

1 8. h. in erster Linie die mustergiltige Darstellung Kirchhoff's, in
dessen Vorlesungen iiber mathematische Physik, pag. 34, 35.

2 Der Verfasser wurde zur Einfithrung derartiger Kriifte zuerst durch
seine analytischen Untersuchungen iiber den Zusammenhang geometrisch
bestimmbarer Stammformen mit ihren Formzahlen (publicirt im 5.,6,, 7., 8.,
9.,10. und 11, Hefte des 3. Jahrganges der Zeitschrift: ,Centralblatt fiir
das gesammte Torstwesen¥) veranlasst, als er die denselben zu Grunde
gelegte partielle Eliminationsgleichung:

3%  p—102) /82\2 (8% ¢—18) (82)\2

e il
fiir mit der Zeit variirende p, ¢ in moglichst einfacher Weise abzuleiten
suchte,
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Unter diesen Annahmen tritt an die Stelle von (4) das ein-
fachere Gleichungssystem:

d*z, oU dy, U d*y oU
”21—(lt2 = —¢ 5;11; ﬂll—[zt—z‘ = —¢ a’ Tni_(lt_z = — d—z17
 (B)
d*xz, oU  d*y, oU d*z, oU
—_—— = — —_— My == — P — — = —P —,
M g P 5w ™ by e oz, S
indem die Coéfficienten sdmmtlicher A entfallen, und die Kraft-
componenten X,, Y,, Z,, X,, Y,, Z, der Reihe nach durch
Multiplication des wesentlich negativen Factors:
—k{o(t, V%, o5, O P=—
mit den nach 2y, y,, 2,, &y Yny %o genommenen partiellen

Differentialquotienten der Function:

U= mlmsz(rl, 2)dry, o + mlm:;ff(rl, ) dry 3+

T [ f [(1r1,n)drry, n—+mymy ff (1ro,3)drs, s+mym, f f(re,0)drs, s+
e M, f [ (re, n)drs, o~ .~ My ym, f [(Tn—i, n)dn—1, 4

erhalten werden. Addiren wir mithin alle auf dieselbe Coordina-

tenachse beziiglichen Bewegungsgleichungen und beachten, dass
die drei Summen:

(LAY LA A L/ 1
53/—11_'_%;_'_' . '—'—axn) ayl 8772 oo ay",
oU U oU
— —+

—+ .o
. 0z, 0z,

0z

gemiss der Definition von U identisch verschwinden, so ergeben
sich direct die Relationen:

i=n i=n i=n

2. 2, %,

Zmidd% =0, Zmld(l% =0, Zmid?lt_z =0,

i=1 i=1 =1
d. h. die Bewegung des Schwerpunktes des Systems
erfolgt geradlinig mit gleichférmiger Geschwindig-
keit.

Ein weiterer wichtiger Schluss lisst sich aus der Beziehung

(3) ableiten, welche fiir diesen Fall die Schreibweise:
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(5). - Egm 17k —Z' m;c; —|—f(1)dU 0O

i=1

erlaubt. Da nimlich die in ®dU auftretenden Functionen zufolge
der vierten Annahme ihre Formen nicht #ndern, wéahrend die
Zeit von O auf ¢ wichst, bedingt die Gleichung (5) unmittelbar
die folgende:

i=n t—-n I
. 2% m;v% f OdU = v mz e+ f ®dU = Const.,
=1

wonach fiir das in Betracht gezogene System die Summe seiner
wirklichen und potentiellen Energie constant bleibt.

Die Sitze von der Erhaltung der Bewegung des
Schwerpunktes und von der Erhaltung der Kraft
gelten alsobedingungsweise auch fiir Krifte, welche
nicht allein mit den Entfernungen der bewegten
Massen, sondern auch mit deren jeweiligen Geschwin-
digkeiten und der Zeit variiren.!

Endlich liefert das Gleichungssystem (B)noch die Identitédten:

n

N ( d*z; d*y [ BL BUJ
ml-[y;m _[lt—zJ —(DZ Yiz : m 0,

i=1 =1
iz: d*x;  d* ] ’ UJ

: m{ziW prr (DZ L 3, Yl T 0
=1 =1

II

dPy; d*x J [ BUJ
m’[ Tt Y (DZ v‘BJl ‘/‘Bxi %

1

welche die Unverdnderlichkeit der Summen:

t Vergl. hiemit die Folgerungen A, Mayer’s in dessen Abhandlung
(Mathematische Annalen, herausgegeben von Prof. F. Klein und Prof. A.
Mayer, XIII Bd., pag. 20—34): ,Uber den allgemeinsten Ausdruck der
inneren Potentialkriifte eines Systemes bewegter materieller Punkte, welcher
sich aus dem Principe der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung
ergibt“, pag. 31 — 34, ferner die hierauf beziiglichen Schliisse von Prof.
F.Z611ner im I. Bande seiner ,,wissenschaftlichen Abhandlungen¥, pag.129.
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=n

;m, Y dt 2 df lel ”(/f ’LL{” my .QL(” Y. dt

=1 i=1 =1

zur Folge haben, d.h. es bestelht unter den hier gewéhlten
Voraussetzungen auch der Satz von der Erhaltung der
Fldachenrdume.

Unsere letzten Folgerungen beziehen sich auf den Satz von
der Erhaltung der lebendigen Kraft, dessen bisheriger Fassung
bekanntlich die nachstehenden Annahmen zu Grunde liegen:

1. Die wirksamen Kriifte besitzen ein Potential, welches nur
von den Coordinaten ihrer Angriffspunkte, nicht aber von den
Geschwindigkeiten der bewegten Massen und der Zeit abhingt,

2. Dieses Potential ist fiir alle in Betracht kommenden Coor-
dinatenwerthe eine endliche und eindeutige! Funection dieser
Variablen.

1 Um die Nothwendigkeit dieser Beschrinkung, welche beispiels-
weise auch in der Abhandlung von Helmholtz iiber die Erhaltung der
Kraft unerwihnt geblieben ist, durch Vorfiihrung eines moglichst einfachen
Specialfalles sklar hervortreten zu lassen, nehmen wir an, ein materieller
Punkt von der Masse p.habe zur Zeit =0 aus einer urspriinglichen Gleich-
gewichtslage eine Verschiebung o erlitten und sei hiedurch in derartige
Oscillationen gerathen, dass sein jeweiliger Abstand s von der anfinglichen
Rulelage aus der Gleichung:

s=a €08 (af?), >0

zu berechnen ist. Seine Geschwindigkeit » und Beschleunigung » im Zeit-
momente ¢ sind dann durch die Ausdriicke:

v=— 2agt sin (at?), p= —2a {7 sin («t?) 4 2agt2 c0s (at2)} =

= — 2« {\x/&ﬁz —+ 2s arceos <<i>\§

a//)
bestimmt, wonach die den Punkt beschleunigende Kraft: K==pp in diesem
TFalle das unendlich vieldeutige Potential:

/
V= 2up.(92—s2) arccos KG))

. . s . . s
besitzt, indem der Factor: arccos ({— \hler die Gesammtheit jener Spe-
a//
cialisirungen von «r2 vorzustellen hat, fiir welehe die Function cos («2) den
Werth — annimmt. Andererseits lehrt eine Discussion der fiir s angenom-
g

menen Gleichung, dass die zur ersten, zweiten, dritten, ..Ai-ten Schwingung
des Punktes erforderlichen Zeiten:
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Es sei uns im Folgenden gestattet, an vier speciellen mecha-
pischen Problemen darznthun, dass die Giltigkeitsgrenzen des
erwithnten Satzes ebenfalls einer bedeutenden Erweiterung
fahig sind.

I. Eine fixe, unverdnderliche Ebene E #ussere auf eine voll-
kommen elastische Kugel von dem Radius p und der Masse m
in der Richtung des jeweiligen Abstandes s ihres Centrums € von
E eine Attraction, welche, unter k die Beschleunigung fiir rr=0p,
unter« eine positive Zahl verstanden, allgemein durch das Product:

kme—o(r—p)

bestimmt sein mag. In welcher Weise bewegt sich die Kugel,
falls sie zur Zeit #==0 die Ebene mit einer normal nach auswiirts
gerichteten Anfangsgeschwindigkeit ¢ verlassen hat?

Ist speciell s der von € in ¢ Secunden durchlaufene Weg, so
besteht gemiiss den hier getroffenen Feststellungen zwischen s
und ¢ die Differentialgleichung:

d*s
( e ——fp—us
M... TP ke—os
deren allgemeines, mit zwei arbitriaren Constanten: 4, B versehenes
Integral:

... s =§ Log (deBt—- «k e B

84B*

fir s und gllit =v verschiedene Ausdriicke liefert, je nachdem
a

das Quadrat von ¢ grosser, gleich oder kleiner als der Quotient:

2;1‘: ausfillt. Man erhilt ndmlich nach Einfithrung der Abkiirzung:

% [ar—2= |éx—V4n V Zer—|/ 20—Ty=
« = Va Ve

sprungweise abnehmen, hingegen die Amplituden der einzelnen Oscillationen
constant bleiben. Es muss daher der Punkt seine Ruhelage mit immer
grosserer und grosserver Geschwindigkeit passiren, so dass der Satz von der
Erbaltung der lebendigen Kraft auf die in Betracht gezogene Bewegung
in der That keine Anwendung findet.
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9)... %\/a (ac*—2k) = p.=vi

fiir ¢*> %Tk die Formeln:
(ac+2p)ett—(ac—2p)e—1

2
(10)... §=~- Log{ ™ },

2p. ((ac~+2u) e 4 (ac—2p)e—r
...  o==:E : &
' (ac—+2p.)er — (ac—2u)e—w4(’

ferner fiir ¢2= % die Relationen:

(12)...0 =2 Log (1 4+ aet), (13)...v= ,
« 14-Sact

endlich fiir ¢? <% die Gleichungen:
24

2v[ac 2vtgvt]

2 “c
... .s== — gins .. i - )
(14)...s aLog (eos vt-+ 5— sin vf), (15) %y wctgt

v

Hiernach entfernt sich der Mittelpunkt ¢ der Kugel, falls ¢ = VZ

ist, mit wachsender Zeit immer weiter von der fixenEbene, wihrend

er fiir c< V% nach Verlauf von:
[74

1 ac
S ctg 5, =" Secunden
und Zuriicklegung der Strecke:

a®c?
= Log [1 o ]
momentan zur Ruhe gelangt, um sich dann mit wachsender Ge-
schwindigkeit gegen seine Anfangslage 4 zuriickzubewegen.
Hiebei erreicht C, sobald, vom Beginne der Bewegung an gerech-
net, 2r—¢ Secunden verflossen sind, entsprechend den mit (14)
und (15) dquivalenten Formeln:

(16)...s= 2 Log PN 47y o Pigpy (g

COS vt
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mit der Geschwindigkeit — v zum zweiten Male die Entfernung
svon 4 und nach 2r Secunden mit der Geschwindigkeit — ¢
wieder seine urspriingliche Position. Gleichzeitig erfolgt der Zu-
sammenstoss der Kugel mit der Ebene, wodurch ihr Mittelpunkt
seine Anfangsgeschwindigkeit ¢ zuriickerhilt, respective eine
Wiederholung der eben geschilderten Bewegungserscheinungen
in derselben Reihenfolge bedingt wird.

Nachdem so der Nachweis geliefert ist, dass die Bewegung

der Kugel fiir ¢ < V 2k in voller Ubereinstimmung mit dem Satze
24

von der Erhaltung der lebendigen Kraft erfolgt, stellen wir s mit
Hilfe von (17) in Function von » dar und substituiren das erhal-
tene Resultat in (7), welche Gleichung nunmehr folgende Gestalt

erhalt:
d?s . (214 o J
dt*~  « 3 2 v

Setzen wir mithin im Einklange mit der Forderung: ¢ << / 2k

— unter g und #* zwei wesentlich positive Grossen gedacht —
k=g-+2%c% a=2 d. h v=2x/y,
s0 beschreiben die beiden Differentialgleichungen:

2 2
(18)... %::—(g—l—zzvz) und: (19). .. %:-: — (g +#*c*)e—2

unter Voraussetzung der Anfangsbedingungen: s,—o=0, v,_o=¢
dieselben Bewegungserscheinungen, woraus sich ohne Schwie-
rigkeit folgender allgemeinere Schluss ergibt: Erfahrt eine voll-
kommen elastische Kugel von einer fixen, unveriinderlichen Ebene
E in der Richtung des jeweiligen Abstandes » ihres Mittelpunktes
C von E eine Beschleunigung p, welche sich, wenn die jeweilige
Momentangeschwindigkeit von € in der Richtung von » mit «
bezeichnet wird, durch einen Ausdruck von der Form:

p=—_(g+#*?)

wiedergeben lisst, so gilt fiir alle mit endlichen Anfangs-
geschwindigkeiten beginnende Bewegungen der Ku-
gel der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft.
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II. Dasselbe ist der Fall, wenn die dem Kugelcentrum vop
der attrahirenden Ebene ertheilte Beschleunigung durch ejne
Gleichung von der Gestalt:

d?s

(20). . s

=—(g+=""

definirbar ist, und demgemdiss fiir ¢ und = unter Beibehaltung der
Anfangsbedingungen des ersten Problems die Formeln:

= L{l Log /1—[1—’_—7202—]—2—)— /8 aretg (1___2‘}%)},

Gr?g |2 — PR ytet /3

/34 2c? : o202
TZLS; 0 (Mi\)—!—lmctg (_Mlz_z%\,%y
29g(2//3 1—re/3 4% 3 T

18/ 2% .
bestehen, in welchen ¢ der Constanten: /% entspricht. Da niim-

lich die erste der beiden aus (20) her'vorgehenden Integral-
gleichungen:

W/ .
(21). 2y9(c—f)= .(1+70\'3+7%2>+

1—q0|/8 49202
3yv[1—9*? ]
— 4yt et

2(/3
la- t [
+3 retg

2,212
(22). . .G-yzg(a—s)zéLog(%J VBarctg (%)
fiir jede zwischen O und 2+ liegende Specialisirung von ¢ nur je
einen reellen Werth von v liefert und, falls ¢, », zwei (21)
befriedigende positive Substitutionen fiir ¢# und » vorstellen, offen-
bar aueh fiir t=2r—#, v=—uw, richtig bleibt, so besitzt die
Kugel in den Zeitmomenten ¢ und 2r—+¢ dieselbe lebendige
Kraft, und ihr Mittelpunkt gemiiss der Relation (22) gleichzeitig
denselben Abstand von E, womit die Richtigkeit unserer Be-
hauptung dargethan erscheint. Ausserdem lehrt eine néhere Unter-
suchung der Gleichung (22), dass es hier unmoglich wire, die
von der Ebene auf die Kugel ausgeiibte Attractionswirkung in
geschlossener Form als Function von r darzustellen, indem
sich die zwischen s und v* bestehende Beziehung nach »* nur
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dureh eine unendliche Reihe auflosen lisst. Es wird also hier
die Einfiithrung einer mit der jeweiligen Geschwin-
digkeit der bewegten Masse variirenden Kraft in
erster Linie durch die Forderung bedingt, die in Be-
tracht gezogene Bewegung nicht nur vollstidndig,
gondern auch moglichst einfach zu beschreiben.

IIL. Der Schwerpunkt eines urspriinglieh in stabilem Gleich-
gewichte befindlichen Molekiiles erhalte zur Zeit #=0 eine gerad-
linige Verschiebung o und bewege sich demzufolge unter dem
Einflusse einer in der Richtung von ¢ wirksamen Beschleunigung,
welche, wenn seit dem Beginne der Bewegung allgemein ¢ Secun-
den verflossen sind, den Werth:

(23). p=— g «*a cos at cos 2at, a=>0

besitzen mag. — Gilt fiir eine derartige Bewegung des Molekiiles
der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft?
Um hieriiber Aufschluss zu erhalten, discutiren wir jene

Gleichungen:

(24). .. 8 =;—c cos ot (3 + 2cos?at),
~ 3 . Dealn?2
(25)... v=—g a0 8in at (3 — 2sin* «f),

welehe aus (23) unter Hinzuziehung der Anfangsbedingungen:
8=0=0, V.o =0 fiir die dem Zeitmomente ¢ entsprechende Ver-
schiebung s des Molekiilschwerpunktes und dessen gleichzeitige
Geschwindigkeit » resultiren, und erhalten so nach Vertanschung
der Trrationalzahlen:

4 1 1, 1, 2, 8,0 2,
2 arecos— Ve = 2y 2 2
— arccos /g 5!/(), 9|/6, E)|/.,, 5 V2, 15\/30

mit fiinfstelligen Niherungswerthen fiir die wichtigsten einander
correspondirenden Variationen von p, » und s folgendes Schema:
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t ? T

0 —18a%s 0

£ 0 —0-84853as | ~+0-56569
1-46456<i%> +0°48990s26 | —0-73030xs | —+0°27217a

2% 0 —0" 6o 0
2'53544@) —0:48990a2s | —0-78030us | —0-27217s

% 0 08485305 | —0-565695

; —+1-8ax26 0 — g

b , ,

o 0 -0°84853a5 | —0-565695
5'46456(&) —0-48990a% | 4-0-73030as | —0-27217s
g—z 0 —+0'6ac 0
6-53544(%‘) +0-48990a%c | 4-0-73080us | —+0-27217c
= 0 +0-84853¢0 |  —+0-5650697

% —1+8a2a 0

Dasselbe charakterisirt im Verein mit den Relationen (24) und
(25) die Bewegung des Molekiiles als eine periodische von con-

stanter Amplitude o und der Schwingungsdauer %—7, fiir welche

die oben gestellte Frage bejahend beantwortet wer-
den muss. Da ferner die Darstellung von p in Function von s
die complicirte ! Gleichung:

1 Wollte man beispielsweise auf Grundlage dieser Formel die im

" 2 -, 1
Schema fiir s=tg, tgo /2, *g0 |/€ angegebenen Werthe von p in jener

einfachen Gestalt erhalten, wie sie die Relation (23) fiir die entsprechenden
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(26). . .p=—"9¢a* §s—§Vﬁ ([7 V/ 25s* 4~ 20% +Hs —

_y vm_ss)§

liefert, so kann die eben geschilderte Bewegung in der That nur
dann einfach beschrieben werden, wenn man, wie dies hier
geschehen ist, die jeweilige Beschleunigung der bewegten Masse
direct als Function der Zeit definirt.

IV. Endlich sind auch Bewegungen denkbar, welche in vol-
liger Ubereinstimmung mit dem Satze von der Erhaltung der
lebendigen Kraft vor sich gehen, obwohl die sie veranlas-
senden Beschleunigungen in geschlossener Form
lediglich als Functionen der Zeit bestimmt werden
konnen. — So gilt dies beispielsweise von allen geradlinigen
Verschiebungen eines Molekiiles, welche, unter «, k zwei positive
Constanten, unter s den jeweiligen Abstand seines Schwerpunktes
von einem in seiner Bewegungsrichtung willkiirlich gewé#hlten
fixen Punkte verstanden, durch die Gleichungen:

2 —_—eee
20... p= de =—Fk{ cos at, Vymg=0, §=g=0

=

charakterisirbar sind, mithin gemiss den Formeln:
t
(28). . v=——kacos:xtdt,
(29).. s= a—k% JV’OOS at dt—/;‘\’/cos ot dt}
0 0

stattfinden. Unter diesen Voraussetzungen haben wir es ndmlich
wieder mit Oscillationen von der constanten Amplitude:

3 3

5 TR 20
k 2= Wcos ot dt — [t cosat dtg
0

0

Zeitmomente direct liefert, so wiire hiezu die Anwendung der nicht unmit-
telbar evidenten Hilfsgleichungen:

Ye/3+10=3 1, V’m__. il, V%L/% 106 _ /131

/2 9 16

erforderlich.
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. 2r )
und der Schwingungsdauer — zu thun, bei welchen den Zeit.
[24

momenten ¢ und ——t (O<t<—) in Hinblick auf die keiney

Erlduterung bedmftlgen Bezwhungen
2T 27

fffcos at dt :/;‘Vcos atdt =0,
0
/\‘/cos atdt f\’/cos at dt — \/cos atdt = fkycos at dt,

—t
- - Pl

/tt’/cos af dt =/; Veosatdt — — [ {cos at dt

Jo 0 %/

gleiche Werthe von s und numerisch gleiche Werthe von
entsprechen. Andererseits ldsst sich leicht zeigen, dass es hier
unmoglich wire, die jeweilige Beschleunigung p des Molekiiles
in Function seiner Entfernung vom Oscillationscentrum anders als
durch eine complicirte unendliche Reihe auszudriicken. Transfor-

mirt man némlich das Integrale: ﬁ’ cos ot dt mittelst der Substi-

tutionen:

t= l arceos (1— l/?”tg,zn)5 /1— 2_Zl/3 sin®u = Au

in:

— 313 3—V/3 (du u
L/Vcosat(lt——g{%[Au du— 3 .fru—2tg EAH},

so wird sofort ersichtlich, dass sich zwar die jeweilige Geschwin-
digkeit v des Molekiiles als ein Aggregat elementarer Functionen

des Argumentes:
1—Ycos%at
u=2arctg V—M

/3

darstellen lisst, hingegen das zweite in (29) vorkommende Inte-

grale f t¥ cos at df nicht auf elementare Functionen zurtickgefiihrt

werden kann, und demgemiss die Gleichung (29) auch keine
geschlossene Auflosung nach cos«t gestattet.
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