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Der orthogonal-axonometrische Verkürzungskreis.

Von Josef Tesaf,
Professor an der k. k. Staatsgewerbeschule zu Briinn.

(Mit 1 T afel.)

I.

Es ist Zweck und Ziel des folgenden Aufsatzes, eine 
graphische, mittelst des Kreises und der Geraden durchgeführte 
Lösung des „orthogonal-axonometrischen Fundamentalproblems“ 
zu behandeln, bewerkstelligt durch die Einführung eines geometri­
schen Gebildes, welches der „ V e r k ü r z u n g s k r e i s “ genannt 
werden soll. Schon M ö l l i n g e r  bemerkt in der Vorrede zu 
seinem 1853 erschienenen Lehrbuche der Parallel-Perspective, 
„dass es dringend geboten sei, eine so wichtige Zeichnungs­
methode (die Axonometrie) aus dem fremdartigen Gebiete der 
trigonometrischen Analysis wieder auf den heimatlichen Boden 
der darstellenden Geometrie zu verpflanzen“.

S t a u d i g l  reproducirt diese Bemerkung in dem Vorwort zu 
seinem 1875 erschienenen Lehrbuche der axonometrischen und 
schiefen Projection. Er betont daselbst, wie unzukömmlich es sei, 
dass in den meisten Lehrbüchern und Abhandlungen über Axono­
metrie analytische Entwickelungen die Grundlage der weiteren 
Untersuchungen bilden, ohne jedoch auf das axonometrische 
Fundamentalproblem selbst einzugehen. Bekanntlich befasst sich 
letzteres mit der Ermittelung des geometrischen Zusammenhanges, 
in dem die „ V e r k ü r z u n g e n “ der orthogonalen Projectionen 
dreier zu einander normal liegenden Coordinatenaxen im Raume 
mit jenen drei Winkeln stehen, die von den Projectionen der 
Axen eingeschlossen werden. Die „ V e r k ü r z u n g “ einer Axe 
(oder einer hiezu parallelen Geraden) ist die Verhältnisszahl 
zwischen der Länge der Projection einer in der Axe liegenden
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(oder hiezu parallelen) Strecke und der Länge der projicirten 
Strecke selbst, gleich dem Cosinus des Neigungswinkels, den die 
betreffende Axe mit der Projectionsebene einschliesst.

Das a x o n o m e t r i s c l i e  F u n d a m e n t a l p r o b l e m  gibt 
somit Aufschluss über den g e o m e t r i s c h e n  Z u s a m m e n h a n g  
von s e c h s  W i n k e l n .  Drei hievon sind Neigungswinkel dreier 
zu einander normal liegenden Geraden (Axen) mit einer Ebene 
(Projectionsebene), und drei sind die von den Projectionen dieser 
Geraden eingeschlossenen Winkel.

Von diesen sechs Winkeln lässt sich j e d e r  als Function 
z w e i e r  a n d e r e n  nicht nur durch Rechnung, sondern, wie gezeigt 
werden soll, durch eine s e h r  e i n f a c h e  Z e i c h n u n g  bestimmen. 
Die Analogie ZAvischen den sechs Winkeln des axonometrischen 
Fimdamentalproblems und den sechs Bestimmungsstncken eines 
ebenen Dreieckes tritt unverkennbar zu Tage. Es wird in der 
Folge klar werden, wie jeder Relation zwischen den sechs 
Stücken eines ebenen Dreieckes eine Relation zwischen den sechs 
Winkeln des axonometrischen Fundamentalproblems entspricht. 
Daraus folgt nebenbei eine einfache Methode, trigonometrische 
Formeln auf das axonometrisclie Fundamentalproblem zu über­
tragen.

An die Stelle einer Verkürzung tritt oft das Verliältniss der 
Verkürzungen zweier der Axen als selbstständiges Bestimmungs­
stück auf.

Hiemit ist der zu behandelnde Stoff und der Entwickelungs­
gang dieses Aufsatzes gegeben.

Es wird vor Allem nothwendig sein, das Wesen und die 
räumliche Bedeutung des Verkürzungskreises zu erläutern. Die 
Radien der Verkürzungskreise dreier normal zu einander liegen­
den Coordinatenaxen geben die Seiten des Verkürzungsdreieckes, 
aus dessen analytischer oder synthetischer Behandlung sich die 
Lösung sämmtlicher Specialfälle des axonometrischen Problems 
ergibt.

Schon Po l i l k e  benützt ein solches Verkürzungsdreieck zur 
Zeichnung der Projectionen der Coordinatenaxen in dem beson­
deren Falle, wenn die Verhältnisse der Verkürzungen der Axen 
gegeben sind. Daselbst ist das Verkürzungsdreieck nur ein 
graphischer Behelf, hervorgegangen aus der Zeichnung eines
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trigonometrischen Ausdruckes, nicht aber ein selbstständiges 
geometrisches Gebilde.

Von dem geometrischen Wesen des Verkürzungsdreieckes, 
von seinem Zusammenhange mit den Grössen des Fundamental­
problems, sowie von der grundlegenden Bedeutung desselben für 
die Lösung des axonometrischen Fundamentalproblems soll im 
Folgenden die Rede sein.

II.

Bezeichnet man mit O'X', O'Y', O Z '  die orthogonalen Pro­
jectionen dreier zu einander normal liegenden Coordinatenaxen, 
des Axenkreuzes OX, OY, OZ im Raume, mit AB, BC, CA die 
Spuren der Coordinatenebenen XOY, YOZ, ZOX, so fallen (Fig. 1) 
die Projectionen der Axen mit den drei Höhen, die Projection des 
Ursprungs 0  des Coordinatensystems mit dem Höhenschnittpunkt 
des Spurendreiecks ABC  zusammen. Die Seitenlangen des letz­
teren haben die W erthe: A B  =  2c, B C  =  2a, CA =  2b.

Zwischen den drei Winkeln X' 0 ' Y  =  z, Y' O'Z1 =  x ,  Z '0 'H '=  y  
besteht die Relation x  -+- y  -t- z =  2 k .

Sind a, ,5, 7  die W inkel, welche die Axen OX, OY, OZ mit 
der Projectionsebene einschliessen, vx, vy, vz die Verkürzungen 
der Axen, so bestehen die Identitäten:

vx =  cos a
'Vy -  ■ ■ C O S  | - ^

vz =  cos y

Wenn man um eine der Seiten des Spurendreiecks ABC, 
beispielsweise um A B  =  2c als Durchmesser einen Halbkreis be­
schreibt (Fig. 2), denselben um A B  dreht und nach der Drehung 
in einer beliebigen Lage gegen die Projectionsebene festhält, so 
werden die durch einen der Endpunkte des Durchmessers, z. B. 
durch A  gehenden Sehnen des Halbkreises in Folge ihrer ver­
schiedenen Neigung gegen die Projectionsebene verschiedene Ver­
kürzungen v erfahren.

Dieses gilt für alle Lagen des Halbkreises. Eine und dieselbe 
Sehne erfährt bei zwei verschiedenen Lagen des Halbkreises im 
Allgemeinen verschiedene Verkürzungen. Zwei verschiedene durch
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A  gehenden Sehnen können aber in zwei verschiedenen Lagen 
des Halbkreises dieselbe Verkürzung erfahren. Sie haben dann 
jede in der entsprechenden Lage, dieselbe Neigung gegenüber 
der Projectionsebene. — Innerhalb gewisser Grenzen, deren Fest­
stellung später erfolgt, kann man für jede Lage der Halbkreis­
ebene eine durch A  gehende Halbkreissehne ausfindig machen, 
der bei der orthogonalen Projection auf die fest gedachte Pro-

111
jectionsebene dieselbe Verkürzung v =  — <  1 entspricht. — Es

?zlässt sich nun der Satz bew eisen:
„Wi r d  j e d e  d u r c h  A  g e h e n d e  S e h n e  in j e n e r  Lage 

d e r  H a l b k r e i s  eb e n e ,  i n  w e l c h e r  d e r  S e h n e  b e i  der 
o r t h o g o n a l e n  P r o j e c t i o n  a u f  d i e  P r o j e c t i o n s e b e n e  
e i n e  b e s t i m m t e  V e r k ü r z u n g  z u k o m m t ,  p r o j i c i r t ,  so 
l i e g e n  d i e  P r o j e c t i o n e n  d e r  E n d p u n k t e  s ä m m t l i c h e r  
S e h n e n  a u f  d e r  P e r i p h e r i e  e i n e s  K r e i s e s ,  d e r  durch 
A  h i n d u r c h g e h t  u n d  d e s s e n  M i t t e l p u n k t  a u f  JZ? l i eg t . “

111
D i e s e r  K r e i s  h e i s s t  d e r  d e r  V e r k ü r z u n g  v =  — < 1

__ n
e n t s p r e c h e n d e ,  a u f  d i e  S p u r e n d r e i e c k s s e i t e  A B  =  2c 
b e z o g e n e  V e r k ü r z u n g s  k r  eis.

Der Beweis der vorgetragenen Behauptung lässt sich folgender- 
massen elementar führen:

Verzeichne man (Fig. 2) aus A  als Mittelpunkt zwei concen- 
trische Kreise mit den Radien AD' =  in und A E  =  n, in kleiner 
als n vorausgesetzt. Jeder Halbmesser A G '  des ersten Kreises 
kann als Projection einer durch A  einerseits begrenzten Strecke 
AG  angesehen werden, welche beim Projiciren auf die fixe Pro-

1YI
jectionsebene die Verkürzung v =  — erfährt, welche somit mit dem

ii
Radius n gleiche Länge hat. Beim Umklappen dieserStrecke um AB  
in die Projectionsebene gelangt G in die Peripherie des mit dem 
Radius n beschriebenen Kreises, so das GG' senkrecht zu A B  steht.

Die Strecke AG  oder ihre Verlängerung schneidet den mit- 
umgeklappten Halbkreis in einem Punkte I. Um nun die Projection 
I ' von I  für jene Lage der Halbkreisebene zu erhalten, für welche

__
die Projection der Halbkreissehne A I  die Verkürzung v —  y  er'

fährt, suche man den Schnitt des durch I  zu A B  gezogenen 
Perpendikels mit AG' oder dessen Verlängerung.
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Beschreibt G' die Peripherie des mit dem Radius m be­
schriebenen Kreises, so beschreibt / ' die Peripherie eines zweiten,, 
durch A  gehenden Kreises, dessen Mittelpunkt auf A B  liegt.

D enn:

T P  =  A F . A B  =  A F .  2c)

A I  _ A G  _ n _ l  \ a I ' z = = A F .vz .2 c .  . . . 1)
AI' AG' m v )

Die Gleichung 1) sagt aus, dass T auf der Peripherie eines 
Kreises liegt, der durch A  hindurchgeht, dessen Mittelpunkt au f 
AB  liegt, dessen Durchmesser v z .2c, dessen Radius r  =  v zc . . . .  2) 
ist. D i e s e r  K r e i s  i s t  d e r  Y e r k ü r z u n g s k r e i s  für die durch 
A gehenden Halbkreissehnen, e n t s p r e c h e n d  e i n e r  V e r ­
k ü r z u n g  v, b e z o g e n  a u f  d i e  S e i t e  A B  =  2c des Spuren­
dreiecks ABC. Der D u r c h m e s s e r  eines V e r k ü r z u n g s k r e i s e s  
ist somit gleich dem P r o d u c t e  aus dem Q u a d r a t e  d e r  
V e r k ü r z u n g  in die L ä n g e  der S p u r e n d r e i e c k s s e i t e ,  au f 
welche er bezogen erscheint, und auf welcher sein Mittelpunkt liegt.

Die V e r z e i c h n u n g  des V e r k ü r z u n g s k r e i s e s  ist nun fol­
gende : In dem Punkte D' (Fig. 2), in dem der mit dem Radius in aus- 
A als Mittelpunkt beschriebene Hilfskreis A B  schneidet, errichte 
man ein Perpendikel zu A B  bis zum Schnitte D desselben mit der 
Peripherie des mit dem Radius n beschriebenen Hilfskreises. Wird 
der Punkt L, in dem der über A B  als Durchmesser beschriebene 
Halbkreis von AD  geschnitten wird, auf A B  nach L' projicirt, so 
ist AL' =  vz. 2c der Durchmesser des Verkürzungskreises. Es ist 
näm lich:

^ = Ä L ' . Ä B  =  ÄL'.2c)I € i  =  I E , ^ 2c

A L  A D  _ n _ _  1 
AL' AD' m v 

A L '= -2r ,  v. z. b. w.

A L ' = v z. 2 c . .  3)

Ist die V e r k ü r z u n g  v = — =  cos cc, so ist der Winkel
n

L A L  =  a, AL' =  2r somit d ie  P r o j e c t i o n  d e r  g e g e n  A B  
u n t e r  d e m  W i n k e l  a g e n e i g t e n  S e h n e  A L  d e s  H a l b ­
k r e i s e s  a u f  AB.
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III.

Die räumliche Bedeutung- des Verkürzungskreises kann auch 
folgendermassen erklärt werden. Sämmtliche durch A gehende 
Sehnen bilden in der L a g e , in welcher jeder von ihnen die Ver­
kürzung v entspricht, die Mantelfläche eines Rotationskegels, 
dessen durch A  gehende Axe zur Projectionsebene normal stellt 
und dessen Erzeugende mit der Projectionsebene den Winkel 
■<p =  Are cos v einschliessen. Der Halbkreis beschreibt bei seiner 
Drehung um A B  eine Kugelfläche.

Der V e r k ü r z u n g s k r e i s  ist die o r t h o g o n a l e  P r o j e c ­
t i o n  jener C u r v e  v i e r t e n  G r a d e s ,  in der sich die ange­
zogene K e g e l -  und K u g e l f l ä c h e  schneiden.

IV.

Es ist nun ein Leichtes, die Projectionen zweier zu einander 
normal liegenden Coordinatenaxen O X  und O Y  zu verzeichnen, 
wenn vx und vy, ihre Verkürzungen, gegeben sind. Die Axen OX 
und O Y  dui’chstossen in A  und B  die Projectionsebene.

Es ist dann A B  =  2c die Spur der durch OX  und OY 
gelegten und begrenzten Ebene. Beschreibe man über A B  (Fig. 3) 
einen Halbkreis, und (wie in II erörtert wurde) zwei Verkürzungs­
kreise, beide bezogen auf A B  als Spurendreiecksseite.

Der eine, durch A  hindurchgehende, entspricht der Ver­
kürzung vx für die durch A gezogenen Halbkreissehnen. Sein 
Mittelpunkt ist G, sein Radius GA =  v l c  =  r " .  — Der andere, 
durch B  hindurchgehende, entspricht der Verkürzung vy für die 
durch B  gezogenen Halbkreissehnen. Sein Mittelpunkt ist H, sein 
Radius H B  —  v'yC =  r — Jeder der beiden Schnittpunkte 
der zwei Verkürzungskreise entspricht dem Pnnkte 0' als 
gesuchte Projection des Punktes 0, in dem sich OX  und O F unter 
den gegebenen Prämissen schneiden. O'A fällt mit O X ' , O B 
mit O'Y' zusammen, — O'Z' stellt zu A B  senkrecht. —

Die beiden Schnittpunkte der Verkürzungskreise liegen 
symmetrisch zu AB, die beiden Lagen der Ebene X O Y  sind 
symmetrisch zu der durch A B  gelegten projicirenden Ebene.

Man kann beide symmetrische Lösungen als identisch 
iinnehmen und es soll in der Folge von je  zwei solchen sym­
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metrischen Lösungen, so wie von einer einzigen gesprochen 
werden.

Man bem erkt, dass die reelle Lösung der Aufgabe an die 
Bedingung geknüpft ist:

2 r x H-2?’y > 2 c ,  r x -+-ry > c . .  4)
Aus 2) folgt, da vx und vy als Cosinuse kleiner als die Ein­

heit sind,
r - c c

5)
r y <  c

V.
Der g e o m e t r i s c h e  Z u s a m m e n h a n g  zwischen den 

V e r k ü r z u n g e n  vx, v ;/, vz, den d r e i  zu e i n a n d e r  n o r m a l  
l i e g e n d e  C o o r d i n a t e n a x e n  bei der orthogonalen Projection 
erfahren, soll auf Grundlage einer elementaren Betrachtung 
ermittelt werden.

Es sei (Fig. 3) A B C  das Spurendreieck und es gelten die 
eingangs II  angeführten Bezeichnungen. Zugleich sei in Erinne­
rung gebracht, dass laut 2) der Radius eines jeden Verkürzungs­
kreises nicht nur von der Grösse der Verkürzung, sondern auch 
von der Länge der Seite des Spurendreiecks abhängt, auf welcher 
sein Mittelpunkt liegt, auf welche der Verkürzungskreis bezogen 
wird. Für dieselbe Verkürzung kann man somit über den Seiten 
des Spurendreiecks auf die in II gezeigte Art Verkürzungskreise 
verzeichnen, deren Radien zu einander im Verhältnisse der 
Spurendreiecksseiten stehen.

Werden (Fig. 3) jene Strecken, die von den Eckpunkten des 
Spurendreiecks einerseits, vom Höhenschnittpunkt ()' desselben 
andererseits begrenzt werden, in D, E, F  halbirt, in den Halbi- 
rungspunkten zu den Strecken, auf welchen die Halbirungspunkte 
liegen, Perpendikel PT, TN, N P  errichtet, so wird der Umfang 
des Dreieckes A B C  von dem Umfange des Dreieckes N PT,  das 
die Perpendikel einschliessen, in den Punkten G, H, 1, I(, L, M  
geschnitten.

Aus IV folgt, dass G der Mittelpunkt des der Verkürzung vx 
entsprechenden, auf A B  =  2c bezogenen Verkürzungskreises, 
GA =  r x = v l c ,  sein Radius ist. Ebenso ist H  der Mittelpunkt, 
HB =  r”=  vlc  der Radius des der Verkürzung vy entsprechenden,
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auf A B  =  2c  bezogenen Verkürzungskreises. Analog- scliliessen 
wir, dass I, K, L, M  die Mittelpunkte,

1B =  r y =  via,
-------  / g
I(C -  r z -  vz a,

LC —  rz =  vlb,

M A  =  r x =  vxb

die Radien von Verkürzungskreisen sind, die den Verkürzungen 
vy, vz, Vg, vx entsprechen, von denen die beiden letzteren auf die 
Spurendreiecksseite CA =  2b, die beiden ersten auf die Spuren­
dreiecksseite BC = 2  a bezogen sind.

Die sechs Verkiirzungskreise mit den Mittelpunkten G, H, I, 
J{, L, M  und den Radien r x, r y, r y, rz, r z, rx schneiden sich in 0'.

Der eing-eführten Bezeichnung- g-emäss, wären r z = v ] c ,  
rx =  v ‘x a, r,, =  v lb  Radien dreier Verkürzungskreise, die den 
Verkürzungen vz , vx, vy entsprechen würden, und der Reihe nach 
auf A B  =  2c ,  B C =  2 a ,  CA =  2b  bezogen erschienen.

Es soll nun gezeigt werden, dass in der von uns construirten 
F igur (Fig. 3) die Radien r'z , rx, r,, durch die Strecken GH, IK, 
L M  bereits bestimmt sind.

Das Dreieck D E F  ist ähnlich dem Dreiecke A B C  und dem 
Dreiecke N P T .  Je eine Seite des ersteren Dreieckes ist gleich 
der Hälfte der analogen Seiten der beiden letzten Dreiecke. 
Somit sind die Dreiecke A B C  und N P T  congruent, die analogen 
Seiten sind gleich und parallel:

~Ib ^ n p

B C  4 = P T  
~CA +  2W.

Da somit ___  ___
A B  =  NP,
GB =  KP

(als Gegenseiten des Parallelogrammes GBKP ) ist, so folgt
~ÄB— ~GB =  N P K P ,

d. h. ___ _____
AG =  N K
1 h = J y l

(als Gegenseiten des Parallelogrammes A H N L ).
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Wir schliessen weiter:

AH — A G =  N L  — NIC,

(1. h. ___  _
G H  =  KL

Ebenso beweist man I K  =  MG 
L M  =  / / /

6)

Weiter folgt, aus der Ähnlichkeit der Dreiecke LICC und 
ABC die Proportion

1c l . ~ c k = T b . 1Jb

=  2 c :2 a 
=  c : a.

K L  =  —.CK) führt man für CIC die angenommene Bezeich­

nung ein, so folgt

v T  c ' c ~ KL =  — r z =  — v g a
a a

Somit ist auch laut 6 )

G Il =  r

Analog beweist man IIC = r ' x \ 

L M =  r

vz c =  r

7)

Der U m f a n g  des  D r e i e c k e s  N P T  t h e i l t  j e d e  S e i t e  
des S p u r e n d r e i e c k s  in d r e i  T h e i l e ,  d e r e n  j e d e r  d e n  
R a d i u s  e i n e s  (vx, vy oder vz als Verkürzung entsprechenden) 
V e r k ü r z u n g s k r e i s e s  r e p r ä s e n t i r t ,  b e z o g e n  a u f  j e n e  
Se i t e  d e s  S p u r e n d r e i e c k s ,  a u f  w e l c h e r  er  l i e g t .

Verbindet man 0'  mit den Punkten G, H, I, IC, L, M, so ent­
stehen die Dreiecke GHO', IKO ', LMO'. Jedes dieser Dreiecke 
hat die drei Radien der den Verkürzungen vx, v,„ vz entsprechen­
den, auf d i e s e l b e  Seite des Spurendreiecks bezogenen Ver­
kürzungskreise zu Seiten. Es ist

im Dreiecke GHO': im Dreiecke IICO':

GO' =  G A  =  r "  =  v% c
X  X

HO' =  Jin =  r" =  c___  ?/ v
G H  =  r "  = v * c

IO' =  IB  =  r  =  v l a___ y y
KO' =  ICC =  r ‘ =  vl az z
I K  =  r ‘ -  ■ vl a
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im Dreiecke LMO

l o = l c

MO' =  MA  

I m  =  r"V

X

v\ b 

yz b:c

Wir schliessen hieraus:
1. Die Dreiecke GBO', I I W ,  LMO' sind ähnlich.
2. Die drei Seiten eines jeden einzelnen Dreieckes verhalten 

sich wie die Quadrate der Verkürzungen der Coordinatenaxen.
3. Die homologen Seiten und die Umfänge dieser Dreiecke 

stehen zu einander in demselben Verhältnisse, wie die Seiten des 
Spurendreiecks.

4. Der Umfang eines jeden dieser Dreiecke ist gleich einer 
Seite des Spurendreiecks.

E in  D r e i e c k ,  d e s s e n  S e i t e n  zu e i n a n d e r  i n  d e m 
V e r h ä l t n i s s e  d e r  Q u a d r a t e  d e r  V e r k ü r z u n g e n  d r e i e r  
C o o r d i n a t e n a x e n  s t e h e n ,  h e i s s t  e i n  o r t h o g o n a l - a x o n o -  
m e t r i s c h e s  V e r k ü r z u n g s d r e i e c k .

Die Dreiecke GHO', I I W ,  LMO' sind Verkürzungsdreiecke, 
der Umfang eines jeden derselben ist gleich der Länge einer 
Seite des Spurendreieckes (Fig. 3).

Durch das Spurendreieck A BC  ist jedes der drei genannten 
Verkürzungsdreiecke bestimmt; ebenso lässt sich zu einem 
gegebenen Verkürzungsdreiecke, z. B. GHO' das Spurendreieck 
zeichnen. Verlängert man die Seite GH  über G und H  hinaus, 
macht die Verlängerungen GA und H B  gleich den anliegenden 
Seiten GO' und HO', verbindet A  und B  mit 0', so gibt O'A die 
Projection O'X' der X-Axe, O B  die Projection O Y' der Y-Axe  
und das durch 0'  zu A B  gefällte Perpendikel O Z' die Projection 
der Z-Axe an. A B  kann immer als eine Seite des Spurendreiecks 
angesehen werden. Fällt man schliesslich von A  ein Perpendikel 
AC  zu O’B  und von B  ein Perpendikel BC  zu O'A, so ist das 
Spurendreieck A B C  verzeichnet.

In dem ersten Theile der vorgetragenen Construction ist 
bereits die erste graphische Lösung der Aufgabe enthalten, aus 

Vy, vz die Winkel x , y, z zu bestimmen.

VI.
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Zwei andere Lösungen sollen noch später abgeleitet werden. 
Vorher erscheint es notkwendig, den Zusammenhang zwischen 
den drei Verkürzungen vx, vy, v3 festzustellen und die Grenzen 
zu fixiren, innerhalb derer man sich bei der Annahme zweier der 
Verkürzungen vx, vv, vz und zweier der Winkel x ,  y , z behufs 
einer reellen Lösung bewegen darf.

Die Betrachtung des Verkürzungsdreiecks GHO und des 
Spurendreiecks A B C  (Fig. 3) gibt uns über das Notliwendige 
vollkommenen Aufschluss.

Es ist daselbst

W g  ■+■ (Th  -+- G H = l i B ,

oder

r 'x - t - r»  -*->’* =  2 c, 

für die Radien die Werthe eingesetzt,

oder

2 2 2 Q vxc -+- VyC-\- VZC =  6C,

2 2 2 0  Vx -+- Vy -<r- Vz =  2

cos2a h- cos2j3 -i- cos27  =  2
3)

Die Gleichung 8 ) spricht eine bekannte Relation der 
Raum-Geometrie aus. Sie sagt aus, dass durch die Angabe der 
Verkürzungen zweier der Coordinatenaxen die Verkürzung der 
dritten bestimmt ist.

Es folgen weiter die Ungleichungen

2 ,„2Vx -+- 0y
9)

2 2 Vy H- Vz

Da in dem Verkürzungsdreiecke GHO' die Summe zweier 
der drei Seiten grösser sein muss, als die dritte Seite, so folgt:

(TG ( ) I I >  GH,
oder

S itzb . d. m a them .-natunv . Cl. L X X X I. Bd. I I .  A bth

2 2 2VXC ~h V y O  0 C
2

-  >

V 30
VT - I -  V-
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Da jede der Grössen v l ,  v \,  vl (als Quadrat eines Cosinus) 
kleiner als die Einheit ist, so folgt aus 8 )

2 2 \Vx -+ -  Vy )
2 2 ( 1 ^> > 1 . . 1 0 )
2 2 \Vy H -  )

Aus 9) und 10) folgt der Satz:
„Di e  S u m m e  d e r  Q u a d r a t e  z w e i e r  d e r  d r e i  Ver ­

k ü r z u n g e n ,  w e l c h e  d r e i  zu e i n a n d e r  n o r m a l  l i e g e n d e  
C o o r d i n a t e n a x e n  im R a u m e  b e i  i h r e r  o r t h o g o n a l e n  
P r o j e c t i o n  a u f  e i n e  E b e n e  e r f a h r e n ,  s c h w a n k t  zw i­
s c h e n  1  und 2 .“

Bezüglich der Annahme der Winkel x ,  y, z, welche die 
Projectionen der Coordinatenaxen unter einander einschliessen, 
gilt ebenfalls eine Einschränkung, die sich aus der Figur 3 
ergibt.

Von den vier W inkeln, die zwei der Projectionen der Axen 
unter einander einschliessen, sind zwei spitz, zwei stumpf. 
Bezeichnen x  und y  die s p i t z e n  W inkel, welche O'Z' mit O'Y' 
und O'X' einschliesst, so lässt sich beweisen, dass d ie  S u mme  
d e r  b e i d e n  s p i t z e n  W i n k e l  g r ö s s e r  s e i n  muss ,  a l s  n. 
Denn:
< a? H- < ? / =  < . BO'H  -+- < . HO'G -+- <$GO'A =

=  -h< $H O 'G  -+- \* $ Ü G O '  =
L i L i

=  i  <  GHO' -f- <  HO'G  h - <  HGO' -+- HO'G =
L i L i

=  ^  2k h - -^<£H0 'Gz>x, w. z . b . w. . . .  1 1 )

Nachdem die B e d e u t u n g  und C o n s t r u c t i o n  des Ver ­
k ü r z u n g s k r e i s e s  und des V e r k ü r z u n g s d r e i e c k s  genü­
gend erörtert erscheint, sollen diese beiden Gebilde die B a s i s  
bilden, auf welcher wir zu einer- g r a p h i s c h e n  L ö s u n g  
s ä m m t l i c h e r  S p e c i a l f ä l l e  des  a x o n o m e t r i s c h e n  F u n ­
d a m e n t a l p r o b l e m s  gelangen werden. Die aus der Construction 
sich ergebenden trigonometrischen Beziehungen erhalten wir hier 
nebenbei auf dem elementarsten Wege.
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VII.

E r s t e r  F a l l .  Gegeben vx =  cos a und vy =  cos ß. (Fig. 4.)
Über einer beliebigen Strecke A B  =  2c  beschreibe man 

einen Halbkreis, verzeichne eine durch A  gehende unter dem 
Winkel a gegen A B  geneigte Sehne A M + und eine durch B  
gehende Sehne B N + , welche mit A B  den W inkel ß einschliesst.

Fällt man durch M+ und N + , die Endpunkte beider Sehnen, 
die Perpendikel N +N  und M+M  zu AB, deren Fusspunkte M  und 
N  sind, so ist

I M =  2Ä G ~=  2 r “ =  v l2 c
und

B N  =  2 W  =  2  r '  =  vy2 c.

Beschreibt man aus G als Mittelpunkt mit AG =  r x einen 
und aus H  als Mittelpunkt mit B l l  =  r y einen zweiten Ver- 
kttrzungskreis, so ist 0', der Schnittpunkt der Peripherien beider, 
die orthogonale Projection von 0.

O'X' geht durch A, O'Y' durch B  hindurch, O'Z' steht zu A B  
senkrecht. Hiedurch sind die Winkel x ,  y, z bestimmt.

In Y wurde bewiesen, dass G - H = i \ = v %z c sei. Macht 
man A P  =  2 GH, somit A P  =  2 r ‘l  —  vz2 c ,  errichtet in P  zu AB  
das Perpendikel PP+, welches in P+ den Halbkreis schneidet,

A P
so ist der Winkel B A P + =  < £ 7  und =  cos 7  =  vz. Es geht

AB
dies aus der Gleichung AP+ =  A P . A B  hervor.

Zwei andere Lösungen desselben Falles ergeben sich durch 
folgende Schlüsse. In Fig. 4 und 4 a sind G, H  und 0' die Eck­
punkte eines Verkürzungsdreiecks. Es ist G O ' = r x = v l c ,  
HO' =  r “ =  v,,c und GH  =  r “ =  v \c .  Werden in diesem Ver- 
kürzungsdreiecke zwei der inneren W inkel, z. B. die Winkel G 
und H, halbirt, so sind diese W inkelhalbirenden GO"HO" parallel 
zu O'A und O'B, sie bilden mit einander die Schenkel des 
Winkels z.

Errichtet man im Schnittpunkte 0"  der W inkelhalbirenden 
des Verkürzungsdreiecks GO'H  (Fig. 4 und Fig. 4 d) ein Per­
pendikel zu jener Dreiecksseite GH, auf der jene Winkel G und H

3 0  *
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liegen, die halbirt w urden, so können die beiden Winkelhalbi- 
renden (Fig. 4 a) 0"X ", 0 " Y "  und das zu GH  gefällte Perpen­
dikel 0 " Z "  als die Projectionen der Coordinatenaxen OX, OYy 
OZ betrachtet werden.

Eine dritte, für die Ableitung von Formeln besonders 
wichtige Lösung ergibt sich aus folgenden Folgerungen. Es ist 
0 "  (Fig. 4 a) der Schnittpunkt der drei W inkelhalbirenden des 
Verkürzungsdreiecks G H O \  Die stumpfen Winkel, die zwei, 
hievon bilden, sind

< e < r B  =  ’-L ± ® :

Da ferner der Winkel, den 0 " Z "  mit der Verlängerung von
v  H— H

HO"  einschliesst, ebenfalls =  —  sein muss, sowie der Winkel,

den 0 " Z "  mit der Verlängerung von GO" bildet, gleich “ *y
so finden in Fig. 4 a die Gleichungen s ta tt:

^ X " ' 0 ‘'Y "  =  < X " 0  "Y"  =

< £ F "0 "Z " ' =  <£0'Ö"G  =  =  <$Z"0"X!"  =  < . r

^ Z ' " 0 "X'" =  < $H 0"0 ' = n - h  G =  < Z " 0 " Y
~ 2

Die Winkelhalbirenden 0"X '" ,  0 " Y " ,  0 "Z '"  des Verkür­
zungsdreiecks schliessen somit die Winkel x ,  y, z ein, können 
desslialb als die gesuchten orthogonalen Projectionen der Coordi­
natenaxen angesehen werden.

In Fig. 4 b ist ein Verkürzungsdreieck Vx Vz V3 dargestellt. 
Sein halber Umfang werde als Einheit angenommen und es sind 
die Projectionen der Coordinatenaxen durch die inneren Winkel­
halbirenden bestimmt.

Die Seiten des Verkürzungsdreiecks haben die Quadrate 
der Verkürzungen der Coordinatenaxen zu Masszahlen und die
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s t u m p f e n ,  von den Projectionen der Coordinatenaxen ein- 
geschlossenen Winkel sind durch die Winkel des Dreieckes 
Vy ^2  ^3  ausgedrückt.

Es gelten die Gleichungen:

v 2 v3 =  cl,  <o? =  < r " ' 0 " 'Z '” =

VZVX =  »l, < 2/ = < Z ' " 0 ”'X' ” =
V„

F. V2 =  v‘i, < z  = < X " '0 ' ' 'F "  =

Es ist vorerst v\ =  VXV2 =  2— vl— u*.
Ferner folgt aus dem trigonometrischen Zusammenhänge, in 

dem Seiten und Winkel des Dreieckes V{ V2 V3 stehen:

tgy  _  _  cotg =

tg* =  — cotg - g  =  —

(vl-j-vl-j-vf) (v l -h v j— vl)
(»* »“ — »*) W-+-»y »•)

(«£h-1??---Vl)
---»*) (üy-f-ü*— ü*)

ol) (r*H-üf —1$) )

12)

„Aus dem Dreiecke Vx V2 V3 geht hervor, dass j e d e  
F o r m e l  der e b e n e n  T r i g o n o m e t r i e  in eine e n t s p r e ­
c h e n d e  F o r m e l  des a x o n o m e t r i s c h e n  F u n d a m e n t a l ­
p r o b l e m s  ü b e r g e h t ,  w e n n  m a n  in e r s t e r e r  f ü r  d i e  
S e i t e n l a n g e n  vl, vfn vl und f ü r  d i e  W i n k e l  Vv  V2, V3 
d a s e l b s t  d i e  W e r t h e  2cv— r., 2y — n, 2z— n s u b s t i t u i r t . “

VIII.

Z w e i t e r  Fa l l .  Gegeb en < r  =  Y  O'Z' und < ? / =  <  Z  O'X  
Hiemit sind die Projectionen der Coordinatenaxen gegeben, und 
da < z = X 0 'Z '  =  2/t— x — y  bekannt ist, beschränkt sich unsere 
Aufgabe auf die Aufsuchung der Verkürzungen vx, vy, vz.

Wird (Fig. 5) O'X', 0' Y', O Z' verzeichnet, eine zu einer der 
Axenprojectionen, z. B. O Z '  normal liegende, von O'X' und O'Y' 
begrenzte Strecke A B  gezogen, so kann diese als eine Seite 
A B  =  2c des besprochenen Spurendreiecks angesehen werden.
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W ürde AO' und BO' halbirt, und würden in diesenHalbirungs- 
punkten Perpendikel zu AO' und BO' bis zum Schnitt mit AB  er­
richtet, so theileten dieselben A B  in drei Theile, deren jeder dem 
auf 2c bezogenen Radius des Verkürzungskreises einer der drei 
Axen gleich ist. — Durch Verbindung der auf A B  gelegenen 
Theilpunkte mit 0'  erhielte man das Verkürzungsdreieck.

Für die unmittelbare Ausfindigmachung der gesuchten Ver­
kürzungen, beziehungsweise der W inkel a, ß, 7 , welche die Co­
ordinatenaxen im Raume mit der Projectionsebene einschliessen, 
ziehen wir die in Fig. 5 gegebene graphische Lösung vor.

Errichten wir (Fig. 5) in 0' das Perpendikel 0 'A l zu O'A 
und das Perpendikel 0 'B { zu O B. Sind A } und B { die Schnitte 
dieser Perpendikel mit AB, so ist A A i = v l 2 c ,  B B i = v f /2c. Es 
muss nun nach 8 .) v*2c =  2 A B — A A { — B B V =  A B l -t- A tB =  
A B t - h B l Cl =  AC, sein, wenn B xCx gleich A {B  verzeichnet wurde. 
Fällt man durch A l , B l,C l Perpendikel zu AB, welche in A +, B +, C+ 
den über A B  als Durchmesser beschriebenen Halbkreis schneiden,, 
verbindet A +, C+ mit A, B + mit B, so ist A A + =  v.r .2c, B B + =  vy2c 
und AC+ =  v32c.

Es ist somit

vx =  cosa =  — d. h- <Qa =  <$BAA-h,

Vy= c o s ß  =  ̂ ^  =  ̂ +, d. h. <$ß =  <$ABB+ und

r, =  cos7  =  =  ^ +, d. h. < 7  =  <£BA C+
2c A B

Hiemit ist die Aufgabe gelöst.
Bei dieser Gelegenheit sei auf eine aus dem Vorigen fliessende 

Lösung der oft vorkommenden Aufgabe hingewiesen: „Es sind 
die Richtungen OX', O'Y', O'Z' (Fig. 5) der orthogonalen Pro- 
jection dreier zusammenstossenden Kanten eines Würfels, dessen 
Kantenlänge Je gegeben ist, verzeichnet. Es ist die orthogonale 
Projection des Würfels darzustellen.“

Man fälle durch 0' ein Perpendikel O'D zu O'Z', schneide 
hierauf die Strecke 0'D  =  k ab, errichte über O'X' und O'D ein 
Parallelogramm A O'DB so , dass die durch 0'  gehende Diagonale 
O B  desselben mit O'Y' zusammenfällt, so ist A B  =  k, die in
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Fig. 5 eingetragenen Winkel a, ß, 7  sind dann Neigungswinkel 
der Würfelkanten mit der Projectionsebene, somit A A +, B B +, AC+ 
die wahren Längen der Kantenprojectionen. W erden dieselben 
von 0 '  aus in der Aufeinanderfolge auf O'X', O'Y', O Z '  aufge- 
tragen, so erhält man die Projectionen dreier Eckpunkte des 
Würfels; — die weitere Zeichnung ist selbstverständlich.

Unter Zugrundelegung der vorgetragenen Construction (Fig. 5) 
wird es nicht schwer, trigonometrische Ausdrücke zur Berechnung 
für vx, vy, vz zu ermitteln.

Sei O'M, die Entfernung des Punktes 0'  von AB, gleich der 
Einheit, so folgt:

O'A =  sec y  

O B  =  sec x  

AM —  tg y  

B M  =  tg x
A B  =  2c =  t g x  —f— tg ?/
A A t =  O'A cosec y, oder
v l 2c =  sec y  cosec y  =  2  cosec 2  y

2  cosec 2  y
vl = ------------ -,tg # - i - t  g y

. , 2  cosec 2  x
ebenso v;, = ------------- .

t g x - h t g y

Analog erhalten wir
2  cosec 2 y
tg y -i-tg t*  )........  13)
2  cosec 2  y

vi-h

tg y - h t - g z  

2 cosec 2 x
tgt Z -H tgtX

2 cosec2 z
tgt« -+- tg\r i

In einer symmetrischeren Form erhalten wir dieselben W erthe 
aus der Betrachtung des Dreieckes Vx V2 V3 (Fig. 4 b), wenn 
wir die am Schlüsse von VII. angeführte Bemerkung berück­
sichtigen. Es gilt die zusammengesetzte Proportion:
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vl : Vy : vl =  sin sin Yz : sin V3 ~  sin (2x  — ?r): sin 
(2y  — rc) : sin (2z — n)

vl :v'y : v l  =  — sin 2 x  : — sin 2 y  : — sin 2z =  sin 2x  : sin 
2 y  : sin 2z

vl  ( (vl -+- vl u| ) ) =  sin ( (sin 2x  -+- sin 2 y  -t- sin 2z ) )
v l /A  | =  sin 2 y : j

v l  ( ) =  sin 2 z ( )

Unter Berücksichtigung' cler Relation 8 ) folgt:

2 2  sin 2x  \
x sin 2 a? -+- sin 2 y  -+- sin 2z I

„ * = _______ _ _ _ _ L  14)
J sin 2 a?-h sin 2 ?/h -s in  2 z ' '
2 2  sin 2 z
3 sin 2x  h- sin 2  y  -+- sin 2z

\
IX .

D r i t t e r  F a ll .  Gegeben vx, clie Verkürzung einer Axe OX, und 
ein Winkel y, den die Projection O 'X  dieser Axe mit der Pro­
jection O'Z' einer zweiten Axe einschliesst. vx =  cos a.

Über einer beliebigen Strecke A B  =  2c (Fig. 6 ) als Durch­
messer werde ein Halbkreis beschrieben. Zieht man durch A  unter 
dem Winkel a gegen A B  die Sehne A A +, durch deren Endpunkt 
A + das Perpendikel A +A l zu A B ,  so ist A A y =  2rx =  v l2 c  der 
Durchmesser des auf die Spurendreiecksseite A B  — 2c bezogenen, 
vx entsprechenden Verkürzungskreises. Wird dieser Verkürzungs­
kreis mit einer durch A gehenden, gegen AB  unter dem Winkel
77 ---------
2 — V geneigten Geraden in 0' geschnitten, so fällt O'X  mit

O'A, O'Y' mit O B  zusammen, O'Z' steht zu AB  senkrecht. — Die 
graphische Bestimmung von v,n vz, ß, 7  erfolgt wie in Fig. 5.

W äre statt des Winkels y  der Winkel z gegeben, so setze 
man an clie Stelle von A B  die Spurendreiecksseite A C = 2 b ,  con- 
struire den Verkürzungskreis wie früher, und bringe ihn in 0' zum 
Schnitt mit einer durch A  gehenden, (Fig. 6 «) gegen AC  unter
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TC ,

dem Winkel — — z geneigten Geraden. Alles andere ist aus
Ci

Fig. 6  a ersichtlich.
Oder (Fig. 6 b) construire man auf AB  den Yerkürzungskreis 

und lege durch die Punkte A  und B  einen solchen Kreisbogen, 
dass die über der Sehne A B  errichteten Peripheriewinkel gleich 
« sind, so ist ()' der Schnittpunkt dieses Kreisbogens mit dem 
Verkürzungskreise. — Das Weitere ergibt sich aus Fig. 6 b.

Sollen aus vx und <£?/ die übrigen vier Stücke berechnet 
werden, so kann man aus der ersten Relation unter 13) tg.r 
berechnen.

. 2 2 cosec2 ?/ „ .  ̂ A 2 cosec2 w
kwv‘ =  i ^ i i i  M st tg-r  = — ^ - * 8 »

Wir gelangen zu einer bequemeren und übersichtlicheren 
Berechnung der fehlenden Stücke, wenn wir in der angezogenen 
Gleichung für x  den Werth 2 k — (j j  -+- z )  einsetzen. Es wird dann 
wegen

^ g cosecaytey.tgz- l )
tg* J

und nach einer einfachen Substitution

8 _ tgff .tg s  — 1

Vx tg y -tg *
v l  =  1 — cotg?y cotgz )
vf, =  1 ---COtgZ cotgX } • 15)
vt = 1  — cotg x  cotgy  \

Die Formeln unter 15) lassen sich übrigens direct aus dem 
Verkürzungsdreiecke Vv  V2, V3, Fig. 6  c entwickeln.

Von den drei Seiten des letzteren Vz V3 = v l ,  V3 Vt =  Vy, 
Vt V2 =  vl, ist uns eine, v~, und die Summe der beiden anderen, 

h- vl =  2 — vt, bekannt. Ausserdem ist der Winkel Vz =  2 y —r. 
bekannt. — Wird ein Dreieck V3 V% C aus den zwei Seiten
V2F3 =  vl, VZC = 2 — v l  und dem von beiden eingeschlossenen

V
Winkel Vz verzeichnet, so ist der Winkel bei C gleich — 1 und das
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Verkürzungsdreieck Vx V2 V3 erhält mau, wenn man über F3C den

Berechnet man aus der ersten der Gleichungen 15) den 
Winkel z , so folgt hieraus der Winkel x  =  2k — y — z.

Die beiden letzten Gleichungen unter 15) geben die gesuchten 
Werthe für vx und vy. —

V ie r te r  F a ll .  Gegeben vx, die Verkürzung einer Axe OX, und 
der Winkel x ,  den die Projectionen der beiden anderen Axen 
einschliessen. — Wird über A B  =  2c (Fig. 7) ein Halbkreis und 
auf dieselbe Art, wie in II, der Verkürzungskreis mit dem Durch­
messer A A x =  v%x 2c beschrieben und die durch B  gehende, gegen

A B  unter dem Winkel — .rj geneigte Projection O'Y' der Y-

1 Durch A ddition der Gleichungen 15) erhält man die lielation
1 =  co tg x . cotg>/ +  co tg //. cotg z + c o tg « cotg x .

Diese gilt bekanntlich für drei W inkel x , y, z, die sich, wie in unserem 
Falle, zu 2k ergänzen.

V
Winkel Vt V3 C gleich — 1 errichtet.

u v
Im Dreiecke V2V3C gilt folgende trigonometrische Gleichung’:

(2  — vl) —  vl

2
oder

1 1

1 - vl cotgy cotg*
Somit

15)

X.
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Axe verzeichnet, so entsprechen der Aufgabe zwei Lösungen, eine 
oder keine, je  nachdem die Projection der Y-Axe den Verkürzungs­
kreis schneidet, berührt oder nicht schneidet.

Jeder der Schnittpunkte 0 \  und 0 '2 kann als Projection des 
Ursprungs des Coordinatensystems angesehen werden. Die Pro­
jection der X-Axe ist durch Ü\A oder durch 0'2A  bestimmt, als 
Projection der Z -Axe erscheint ein durch 0\ oder durch 0 2 zu AB  
gefälltes Perpendikel.

Es gibt somit entweder zwei reelle, eine reelle oder zwei 
imaginäre Lösungen.

Für den Grenzfall, der nur eine reelle Lösung bedingt, muss 
die Projection der Y-Axe  den Verkürzungskreis in einem Punkte

D tangiren. In diesem Falle ist GBD =  <£ — x j ,  und kann

folgendermassen ausgedrückt werden. Ist G Mittelpunkt des Ver­
kürzungskreises, so ist

'  \  T i / " 1 2  2tc I DG nvc vr
sin — — x \  - cos x  =

2'2 J GB 2 c — vlxc 2 —  v_

TC
Es existiren zwei reelle Lösungen, wenn — — x  kleiner,.

u
2V

x  grösser, somit cos# kleiner ist als — 2, — zwei im aginäre
Z —  V 

2

Lösungen, wenn cos# grösser als —— x— !£-
Z —  v

X0
Die graphische Bestimmung von v vn vvn v l3, v2,, respective 

der Winkel j3p ß2 und y v  y 2 welche den zwei verschiedenen 
Lösungen entsprechen, erfolgt, wie im zweiten Falle, VIII,. 
Fig. 5. —

Die trigonometrische Lösung gibt uns wieder das Ver­
kürzungsdreieck Vt V2 V3 (Fig. 6  c). — Wir kennen hievon die 
Seite V2y \  =  vx, die Summe der beiden anderen Seiten V2C =  
=  vl -+- v* =  2 —-vl, und den von beiden eingeschlossenen W inkel 
F, = 2 X --- 7T.

Wird auf einem Schenkel eines Winkels, V2CV3 =  ^r<fcVv  die
u

Strecke CV2 =  2 — v lx abgeschnitten, der andere Schenkel mit der 
Peripherie eines aus V2 als Mittelpunkt mit dem Radius V2V3 =  v l

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



beschriebenen Kreises in V3 geschnitten, über V3C der Winkel 

Vx V3 C =  ̂  Vx errichtet, so ist das Verkiirzungsdr eieck ver-
u

zeichnet.
Aus Dreieck V3 V2C folgt:

sin V3 -+- : sin-^- =  (2  — v l j : vl,  oder

• (t) 2 x — k ) . 2 x — n f  1 2 2sin 12z —  n h------ g— I: sm —- —  =  1 2  — vx 12 : v.

cos (2z - sr-x): cos x  =  (2  — vl)  : vl

fo 1 2 ~ v *cos \ 2z x  =  — g— cos x
^  X

Auch hieraus ist zu ersehen, dass reelle Lösungen nur dann 
erfolgen, wenn

fo 1 2  — vl vlcos 2z -+- x  = --- —̂  cos x d ,  sonnt cos —
l J  ir  2 — v £

X  X

Dann erhalten wir aber zwei W erthe für 2z - v - x ,  die sich zu 4n 
ergänzen (wenn unter z x, zv  x  die stumpfen Winkel verstanden 
w erd en ):

(' 2 z j — 1— x )  - 4— ( 2 z 2 —|— x) ■ 4 k ,

Zx —|— %2 H— X =■ 2  K f 

d. h. die beiden Werthe von z ergänzen sich mit dem gegebenen 
W erthe von x  zu 2 k.

Wir erhalten ferner zwei Werthe von y, nämlich 
y x =  2 k  — x  — z t 
y % =  2 k  — x — z2, 

somit zwei W erthe für V2 und V3 und mit Benützung des Sinus­
satzes im Dreiecke Vx V2 V3 zwei. W erthe für jede der Seiten 
V\ Vz, V2 V3, d. h. für die Verkürzungen v3 und v,r

XI.

F ü n f te r  F a l l .  Gegeben das Verliältniss zwischen den Ver­
kürzungen der drei Coordinatenaxen: vx : vy : u2 =  a : b : c.

Man trage auf einer Geraden (Fig. 8 ) neben einander die 
Strecken AG =  az, G H = c z, H B  —  b2 auf, beschreibe aus G als 
Mittelpunkt mit dem Radius GA einen, und aus H  als Mittelpunkt
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niit dem Radius HB  einen zweiten Kreis. Beide können als die 
auf eine Spurendreiecksseite A B  bezogenen, den Verkürzungen 
Vx und vy entsprechenden Verkürzimgskreise angesehen werden, 
deren Schnittpunkt 0' die Projection des Ursprungs des Coordi- 
natensystems gibt. — O'A fällt mit O'X', O'B mit O'Y' zusammen, 
(YZ/ steht senkrecht zu AB, wodurch die Winkel x ,  y, z ge­
geben sind.

Ein aus a %, b%, c 2 als Seiten construirtes Dreieck ist ein Ver­
kürzungsdreieck, dessen innere Winkel halbirende (vergleiche VII) 
die W inkel x ,  y, z einschliessen.

Die W inkel a, ß, 7 , respective vx, v,„ v3 Averden Avie in VIII, 
Fig. 5, bestimmt.

Um die letzteren W erthe durch Rechnung zu bestimmen,, 
kann man die gegebenen Bestimmungsstücke in folgender Fassung 
schreiben:

Hierin ist y. ein constanter, zu bestimmender Factor. Wir 
erhalten denselben aus der zusammengesetzten Proportion

durch die Umformung
v l  : (vl - h v l  - h v l )  =  a 3 : («2 -f -6 2-b c 2

Avegen 8) wird daraus
2 a2 \

soAvie 16}

somit

*«* = 2 a 2
JU. ft

ft2 +  i 2 +  c:
woraus

2 17)
lX a* h- b* -h  c,2

folgt.
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W erden die Werthe für vl,  y2, v; aus 16) in die Formeln 12) 
eingesetzt, so erhalten wir für die stumpfen Winkel x ,  y, z die 
W erthe

t-g® =  —

tg * =  —

(a 2-+-62-t-c2) (bz-h cz— az) \ 
(az-hcz— b2) (« 2h -6 2— t*2)

(rt2-h ^ 2H-C2) («2h -cz—bz) 
(«z-f-6 2— c2) (6 2h -c 2—a 2)

(«2-h 6 2-f-c2) (az-h b z— 6*2) 
(62-t-c2— rt2) (« 2h-6‘2— 62) )

18) 1

XII.

S e c h s te r  F a l l .  Gegeben das Verhältniss zwischen den Ver­
kürzungen zweier Coordinatenaxen vx :vz =  a:c und der Winkel y, 
den die Projectionen beider einschliessen.

Man verzeichne (Fig. 9) einen Winkel BAO', gleich ^ —y,
u

für y  den spitzen Winkel genommen, schneide auf einem der 
Schenkel das Stück AG  =  az ab und durchschneide aus G als 
Mittelpunkt mit einem Kreise vom Radius az den zweiten 
Schenkel in 0'.  Wird ferner GH  =  cz auf der Verlängerung- 
von AG  aufgetragen, so ist das Dreieck GHO’ unser Verkürzungs­
dreieck, welches durch die Seiten GO' =  az, GH  =  cz und der 
W inkel HGO' =  k —2y  vollkommen bestimmt ist.

Wird ferner auf der Verlängerung von GH das Stück 
H B  =  HO' aufgetragen, so kann A B  als die Spurendreiecksseite 
angesehen werden, auf welche a z, bz , cz als die Radien der 
den Verkürzungen vx, vy, v3 entsprechenden Verkürzungskreise 
bezogen werden.

Die weitere graphische Behandlung dieses Falles ist aus 
Fig. 9 ersichtlich, die Bestimmung von a, ß, y erfolgt wie in VIII.

Es ist somit

1 Vergleiche K. P o l i lk e ,  D arstellende Geometrie. Berlin. 1876. 
pag. 90.
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so m it

vt

a % b% c 2

2  « 2

ilZ +  Ä2 +  C2 

11. S. f.

Führt man aus dem Verkürzungsdreiecke HGO' die trigo­
nometrische Relation

ö4 =  « 4 H- c4—2 rt2c2 cos (re— 2 y) =  r<4 -f- c4 -+- 2 « 2c2cos 2 y  

ein? so erhalten wir die W erthe

2 « 2
vl. =

VZ =

a2 -+- CZ-h \[tt4 -+- C4 -f- 2 «2 C2 cos 2  y

2  l/ « 4 H- C4 -+- 2 « 2 c} cos 2 y
az -+- t*2 -+- l/ft4 -f- c4 -f- 2 a%cz cos 2  y

2 c2

1 9 )

| [ ak - + -  c 4  - + -  2 « 2 6 , 2 c o s 2 i /

Die Winkel .r und berechnet man mit Benützung der 
Formeln 18, nachdem man daselbst für b2 den Werth

l/rt4 -t- <*4 h - 2 a 2c2 cos2 ?/
eingeführt hat.

XIII.
S i e b e n t e r  Fa l l .  Gegeben das Verliältniss zwischen den 

Verkürzungen zweier Coordinatenaxen vx : vz =  a : c und der 
Winkel x ,  den die Projectionen einer derselben und der dritten 
Coordinatenaxe einschliessen.

Von dem Verkürzungsdreiecke (Fig. 10) GHO' sind zwei 
Seiten GO' =  a z, GH  =  cz und der der ersten derselben gegen­
überliegende Winkel GHO' =  ~— 2 x  gegeben, Avorin x  den 
spitzen, von O'Y' und O'Z' eingeschlossenen Winkel bedeutet.

Ist a grösser als c oder a gleich c, so ist das Verkürzungs­
dreieck eindeutig bestimmt, somit existirt nur e i n e  Lösung der 
Aufgabe. Ist a kleiner als c, aber a % grösser als c2 sin 2x ,  so
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existiren zwei reelle Verkürzungsdreiecke, somit zwei reelle 
Lösungen. Ist az =  cz sin 2x,  so werden die beiden reellen Lösun­
gen identisch, der Winkel GO'H  wird ein rechter, der Winkel

X O T = %u
Ist endlich rt*<c2sin27r, so existirt kein reelles Verkürzuni's- 

dreieck, die Lösung der Aufgabe wird imaginär. Verzeichne m;ni 
aus den gegebenen Stücken das Verkürzungsdreieck (eventuell 
die zwei reellen Verkürzungsdreiecke), verlängere eine der 
Seiten desselben GH  beiderseits, schneide auf den beiderseitigen 
Verlängerungen derselben Stücke GA und H B  ab, gleich der 
anliegenden Seite des Verkürzungsdreieckes, so sind O'A, 0 '// 
und das zu A B  durch 0' gefällte Perpendikel die Projectionen 
des Axenkreuzes. Alles andere findet m an, wie bei der graphi­
schen Lösung der früheren Fälle. (In der Figur 10 sind die zwei 
verschiedenen Lösungen durch die Indices 1 und 2 unterschieden.)

Die trigonometrisch analytische Lösung dieses Falles ist st» 
einfach, dass sie nur angedeutet werden soll.

Es ist im
c 2

A G H O ' : sin G O 'H =  sin (n — 2x )  
er v '
cz

sin G O 'H = —a sin 2x.  
er

Hieraus erhalten wir einen, zwei oder keinen reellen Wertli 
für GO'H.

Somit ist der dritte Winkel HGO' =  n — 2y  des Verkürzungs­
dreiecks, sowie die demselben gegenüber liegende Seite

W = 4 * - ^ ^sin 2  y
eindeutig oder zweideutig bestimmt, wenn die gegebenen Stücke 
überhaupt zu einer reellen Lösung führen.

Die W erthe für die Verkürzungen folgen dann aus dcu 
Gleichungen 16), wobei nur zu bemerken ist, dass in dem Falle, 
dem zwei reelle Lösungen entsprechen, für b2 jeder der beiden 
gefundenen W erthe eingesetzt werden kann, somit den zwei 
reellen Lösungen auch zwei verschiedene Werthe für vx, v,n vz zu­
kommen.
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