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Über S tu rm ’sehe Reihen.

Von L eopold  G egenbauer.

(V orge leg t in der Sitzung am 18. März 1 8 8 0 .)

Es seien zwei Systeme von ganzen Functionen der Veränder­
lichen x:-]>k(x)  und ' fk(x)  gegeben, wo die Functionen '\>k(x)  von 
den Graden nk, die Functionen §?*(#) von den Graden nk—nv . 
'Po(x) und <ft (x)  zwei von Null verschiedene Constanten sind, 
welche den folgenden Relationen genügen:

V v _ y '  o/  i ' / \ * --- u-, >■ • 5, n,.— 1 • • Pr

K  v =  0 , ix =  1 5 p, r^ r  k;
0 0 , 1 , . . .  nr^.\ llr 1 j ßr ---nr v

X

*r ̂  0 ( x X) =  0,1  =  1 , . . M*].

Wir werden nun über diese beiden Functionen-Systeme fol­
gende Sätze bew eisen:

1. Die Functionen f a ( x )  und f k (x)  bilden zwei Systeme von 
S t u r m ’schen Functionen.

2. Zwischen je  drei auf einander folgenden Functionen <pk (x)  
besteht dieselbe Relation, wie zwischen den entsprechenden 
Functionen -^(V).

3. Die Determinanten y k (x)  •■pk_ 1 (x )— -]>k (x)  <pk- i  (x)  sind 
constant.

Die aufgestellten Relationen sind, wie man sofort sieht, mit 
dem folgenden Systeme von Gleichungen identisch:

(#'/) -V
/  i xl 'h- ( # 0  ==0°>- "»■+1” :1 “ *■ [»■<*> <7=0, 1 , 2, . . nr + 1 — 1 ].

Ist F ( x )  eine ganze Function von x ,  deren Grad nicht grösser 
als nk — 1 ist, so hat m an:
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\j.=k— 1

F ( x )  =  V  A,, (x)  (x)
>J-=0

wo der Grad von A ;J_ (x)  nicht grösser als n^+l— nv_— 1 sein kann.
Zur Bestimmung der Coefficienten der Function A ^ i x )  erhält 

man folgendes System von linearen Gleichungen:

L=nk ).=>ik
x l F ( x l) ^  ( # > . )  f k(x, )  V  M  ^ ? ^ ( ' v 0

Über S t u r m ’sche Reihen. 5 7  7

y  x . j ^ x ^ - p ^ x ^ f ^ x , )  y
h i  ' K 0 V0  h i  'W < >

[ff =  0 , 1 , 2 , >y+i— — 1 ].

Da die Determinante dieses Systems:

x̂ ( A ) y * f o )  T+a
K M

H H-+1- 'V  
=  «u

(t, j =  0, 1,2,

also von Null verschieden ist, so genügt dasselbe zur Bestimmung 
der erwähnten Coefficienten, und man erhält:

M x )  J y f W ^ M n W  
f e i  ’h  O'O ‘11

wo / v_ ( x } Xx) eine ganze Function von x  vom Grade ti,x+1— — 1 
ist, deren Coefficienten ganze Functionen von x^  sind, und in 
welcher der Coefficient der höchsten Potenz von x  gleich ist.

Wir nehmen nun für F  (x)  die Function Gr ( x ) . _a (x),  wo
Gr(x)  eine ganze Function von x  vom Grade n r— nr_ x ist, in 
welcher der Coefficient der höchsten Potenz von x  den Werth

hat.
Pr —  1

Man hat in diesem F a lle :

A' W =  L  W ö  ^/. = 1 ^

und sieht, dass:

A^ (a?) =  0  [ja =  0 ,  1 ,  2 , .  , #■— 3 ,  r - + - 1 ,  . . . ,  k— l j

ist.
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Es ist also:
c o

Gr {ge) tyr- 1 (x)  =  A r (x)  -\>r (x)  ■+- A r_ x (x)  ipr_,  (x) -h A , _ 2 ( x)  ^ r_ 2 (.r).

Da Gr (x)ip, ._i(x)  und ^ r (x)  von demselben Grade sind und da überdies die Coefficienten der höchsten 
Potenzen von x  in beiden Ubereinstimmen, da ferner die beiden anderen Producte von niedrigerem Grade sind, 
als die eben genannten, so ist:

A,.(x) =  1.
Setzt man:

Gr (x )  Ar -1  (x)  =  fjrix),
so hat man:

f r  (v) -  (]r (•»••) f r - l  (x) —  A r_ 2 (.t?) 1^.-2 (x)

wo Ar _2 (x)  von nicht höherem, als dem Grade nr- i — nr- 2— 1 ist.
Aus dieser Gleichung folgt:

S-\/C <P /■(x,'\ 'fk vV

X = 1

Da die ersten zwei Summen für a — 0, 1, 2, . . ,  nr_ t— 2 gleich Null sind, so ist:

<p/c( xx)
£  =  0  [ct= 0 , 1 , 2 , r c , _ , - 2 ],
A. =  l

G
eg

en
b

au
e 

r.
©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



ß r  a r _  1
<Jv (.v) =  gr (.r) ’Pr-a (#)•

Die Functionen fa(.v) sind also S t u r m ’sche Functionen; das System dieser Functionen ist vollständig, 
wenn nk = k  ist. Zwei auf einander folgende Functionen haben keinen gemeinsamen Theiler, da ein
solcher Theiler aller Functionen ^/„.(.r), also auch von se*n müsste, dieses aber, als eine von Null ver­
schiedene Constante durch keine ganze Function von x  theilbar sein kann.

Aus dieser Relation folgt:

^ (j—r - l

ö—— I ’h  0 * 0 1 (:y)— i>r (?/) h - l  O )} =  V  ö— — [fh + 10)—.^+i (y)] h  (a*) -h  (y )’
P r  a , — 1 P<J.+ 1«!A

Man hat daher auch:

J v  (?/)_ r/tx+1 (^ )— ,<7u-+i (y) _ 1 _______h  (?/) (^>.) -^-1 (>-,) yfe / s
ß a + ! a |j- ^ — 2/ fr- a A._  1 ( ? / — • n )  'V/c ( . < )  k ** ‘ '7 ‘ *■ '

Wir liaben daher schliesslich die Relation:
Üb 
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Da ^ (a -x )= 0  ist, so kann man die ursprünglichen Relationen für r = k — 1 auch in folgender Form schreiben:

TT7 ['pA— ^k — 1 (^x) ^ ( ^ ’x)] --- ®jj-j k — 1 • &k—l ßk — 1
K^i T /c^V

\ g -- 0 , 1 , 2 , .  . ,  1 ].

Wählt man aus diesem Systeme folgende %-Gleichungen au s : /x =  0 , 1 , . . . ,  k — 1 ; <7 =  0 ,1 ,2 ,. . u[X+1— u [X— 1, 
so kann man mit Hilfe derselben die nk- Grössen: •~pk_ 1 {x-,) — y*-i(#x) ^ ( ^ ’x) bestimmen, da die Deter­
minante dieses Systems gleich

. » a —n 1 nk—nj. 1

ß P, ß t ,
- - 1 J - j f —  f t  i* =  l ;  8 , . . ,  «*),

P* K  |
also von Null verschieden ist. Man erhält durch Auflösung des Systems:

1 Cn) y* (#x)— f k - 1 (#x) =  ak - i  • ßk
und sieht also, dass:

$ k - i ( n )  f k ( x ) — Tpk{#)  'p/c- l (# ) =  o t k - i ß k  -I- K k { x )

ist, wo Kk(x)  eine ganze Function von x  ist, deren Grad höchstens nk—\— nt ist.
Die eben gefundene Relation zeigt auch, dass:

/ p ( l , j ) =  1  f S l W - f c ! «
ß^+ia^  x — y

ist. Wir haben also für die Entwicklung einer ganzen Function F{x )  in eine nach den S t u r m ’sdicn Functionen 
•'JvO17) fortschreitende Reihe folgende Formel erhalten:

580 
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U = k— 1 \—Hk
V  V  <7̂ +1 (a7) —.Pm - I « » . , .

( }  -  k  M  * ^ 5  ^ w '

Mit Hilfe dieser Formel beweist man leicht folgenden Satz:
Eine ganze Function F ( x )  von nicht höherem als dem Grade nr+l— 1, welche den Relationen:

~k=)lk
^  =  o„ ,r+i- i  ■ c  [®=0, 1, 2, . . . ,  nr+ l- 1]

genügt, unterscheidet sich von der Function ipr (ai) nur durch einen der Grösse C proportionalen constanten Factor.
Da zwei auf einander folgende Functionen ^ (V )  keinen gemeinsamen Theiler haben, so kann man zwei

ganze Functionen <J>A(.r) und lPA(.-r) von den Graden n/c_ i— 1 und nk— 1 so bestimmen, dass:

4>k-i 0*0 Wt(.v)— =  a-k-ißk
ist. Man hat alsdann:

if'A-iOtf) [ (a?)— (o?)]— TpÄ(a?) [C>*(af)— y*_i(a?)] =  ( »  Kk{x).

Aus dieser Gleichung folgt, dass W/t {x)— f k ( x )  durch ip/c (x)  theilbar ist; da aber die angegebene Differenz 
höchstens vom Grade nk— 1 ist, so muss sie gleich Null sein.

Man hat daher:
0 * 0  =  ^ * 0*0  ^

^ - lO 'O — 1tl> 0r ) =  Kh(;V)- 2 ?

Ü
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Die Function ^ .(V ) ist also vom Gracle nk— nv  clie Function 
<!>/, (V) vom Grade i— nv  Bestimmt man ferner die zwei 
Functionen ^ k- \ ( x ) ,  <l>Ä_i(a?) von den Graden nk_ i— nv  nk_^— nx 
so, dass:

^ * -2 ( x )  tp i-i(.v ) Oa_ ! (a?) =  a t - a ß i - 1

ist, so hat man:

=  W/,_!

Nun findet man aber leicht die Relationen:

a*_! ß k 4>Ä_! (x )  =  a*_2 i | (Jk (v )  (&k (a?)— W* (# ) } 

WÄ_,(a?) =  <i»Ä(a?)

und hat daher:

?>A~ 1  (#) =  (M ^ )
Kk(x) =  0

ßfc Ctfc_\
f t  O )  =  (Jk (tf) f t -1  (# )—  j3,^2 ^ - 2  (#);

$k-i(ai)  <Pk(v)— h ( ' v ) =

Man sieht also, dass auch die Functionen <pk (x)  ein System 
von Stürmischen  Functionen bilden und dass zwischen drei auf 
einander folgenden Functionen <pk(x)  dieselbe Relation besteht, 
wie zwischen den entsprechenden Functionen Da ^  (a?)
eine von Null verschiedene Constante ist, so haben auch zwei 
auf einander folgende Functionen f k(x )  keinen gemeinsamen 
Theiler.

Aus der letzten Relation folgt, dass auch <pk(x)  und $ k(x)  
keinen gemeinsamen Theiler haben. Mit' Hilfe derselben Relation 
findet man auch, dass

5 8 2  G e g e n b a u e r .

M * ’)
’h C * )

=  H k> u . (x)

eine ganze Function von ce vom Grade nk— 1 ist. Setzt man in 
dieser Gleichung x  =  x-Kf so erhält m an :

ftc (#>.) ^  (#>.) =  Hk>,, (,r>.) (X =  1, 2 , ----- ,
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Über S t u r m ’sc he  Reihen. 5 8 3

Man sieht also, dass die rationale Function ^ k<  ̂^
U * )

für x  =  X) die tik Werthe ok(x-,') darstellt. Ist nk =  k ,  so lassen 
sich also die Functionen Hl t j (.v) und bis auf constante
Factoren aus den Werthen \pk (x}) mit Hilfe der C au c liy 'seh en  
Interpolationsformel bestimmen.

Wir werden nun die erhaltenen Resultate benützen, um die 
Werthe der Determinanten:

D,. (x) =  

zu bestimmen, wo:

s0) Si, . 
S i , S-2 , •

•V-ij 'V
1, X, . . .

? ,SV

• «2^- 1  
. x'J-

f=T ’h ( ‘v 0

ist. Aus der Form dieser Determinante folgt sofort, dass:
).=»*
V  B v ( x X) X? =  r)R/  ̂<7,, [p =  0 ,1 , 2, IX— 1 ]

= =  ip , q =  0, 1, *2, u.)

ist. Es sei nun zunächst =  alsdann erhält man, wenn man 
die Function D }lk_ 1 (x) mit Hilfe der oben aufgestellten Formel in 
eine nach den Functionen (x )  fortschreitende Reihe entwickelt, 
unter Berücksichtigung der letzten Gleichung:

,  / / ' v  V l  W  ' ^ - 1  W  W
(*) =  * _ , ( - 0  ^ ---------------------— ~

Da D n (x)  und ■^._i(a,)v o n  demselben Grade sind, so 
muss der Coefficient von ^/,_i (x)  auf der rechten Seite dieser 
Gleichung constant sein und man hat daher:

)  Dnk_  J(X)) x{  C.Xk- l  [p =  0, 1, 2, . .. . 1lk — 11
k=  i

« . , ( * )  =  c - h - i W
C • ßk—l =  ank_ j—1-

m
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Wäre die Constante C gleich Null, so könnte man,  da niclit sämmt.liche Unterdeterminanten, welche man 
aus den Elementen der Determinante B n/__1(x)  bilden kann, g-leicli Null sind, eine Function hersteilen, welche 
von niedrigerem Grade wäre als ^/,_i(.r), den charakteristischen Relationen dieser Function genügte und von 
Null verschieden wäre. Eine solche Function existirt. aber nach einem früheren Satze nicht; es ist also C und 
daher auch <jm _i von Null verschieden.

Aus dieser Bemerkung folgt nun sofort, d ass:

y  I (,r0  ^ ~  P̂, nk—\ Cp. [ P = 0 , 1, % ... , nk—l, + nk—l\

d. h. dass:
O ) =  C' ^/,_i (x)  [ %,_! <  i i c n k]

ist. Dasselbe Resultat erhält man auch, wenn man beachtet, dass:
X=M* . .
^  X \ 1 ('V0  \ =  6o«p-t- ^lSp+l -+-.........H- bn/c_ x _j — 1 ßk— 1 •s‘p+w./t_ 1 =  0

( p  =  0 , 1 , 2 , .  « t - 2 )
ist, wo ^  o ist. Man hat:

CJßk— 1 == | Äj>+2 | ?=0, 1, 2, M£_i —1, |J-)*

Nun findet man mit Hilfe der letzten Relation:
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Es ist aber, wie früher gezeigt wurde, ank =  0, und daher:

I Si°+2 1 (^,2=0, 1, 2, . . . nk__i,n  ̂+1, . ;x) =  0  ([X =  nk— 1 H— 1 , . . . ?Z;t 2 ).

Für ix =  nk— 1 ist diese Determinante aber von Null verschieden, weil sonst Dnjc__i(x) und daher auch 
a =  M/_ i  gleich Null wäre, was, wie schon bewiesen wurde, unmöglich ist. Wir haben also:

D v-(x ) =  0  # [n*_i 1 ]
Dnk- 1 (x ) =  Cnk - 1 ’̂ - l  (» •

Ist von 1 verschieden, so sind natürlich alle Functionen B ^ { x )  [jm =  0 , 1, 2, . . .  nx— 2] gleich Null.
Sind f \ (.r) und /'(.r) zwei ganze Functionen von ;v von den Graden n— 1 und n und bedeuten die

• • f * (*^0Functionen ik(V) die Näherungsnenner der Kettenbruchentwicklung von so erhält man, wenn man in den

obigen Entwicklungen f \  (x)  für f k(x)  f ‘(x )  für /̂.(.x-) setzt, einen von Herrn Kr ö n  ec k  er  herrührenden Satz über 
unvollständige S tu r m ’sche Systeme.

Durch diese Entwicklungen ist, wie man sieht, eine zuerst von H a t t e n d o r f f  aufgeworfene, aber nicht 
vollständig erledigte Frage Uber unvollständige S t u r m ’sche und vollständige S y l v  e st  e r ’sche Systeme 
vollkommen gelöst.

Da gerade der Umstand, dass von Null verschieden ist, von grösser W ichtigkeit ist, so soll dies
noch auf eine andere Weise bewiesen werden.

Mit Hilfe der oben erwähnten Relation:

bo*t h -  . . . h -  b H k _ x— \ — l ■*+■ ßk—i s t-\-nk_ . i  =  o  [ f =  o, 1 ,  2 , nk— 2 ]

Ü
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zeigt mau leicht, dass: 

s0, Sj,. • •

nk~'nk—1 
ßk 1 Gn,.— 1

S Z )  ' , 0 , 0 , . . . 0 , 0

k— 1

’nk-
x=\ - r L

^n/c 1 + 1?' * * ^ n/c 1 — 1 ^  0, . . .  0, V  —2 ßfc — 1 &n£ + n/c_ i ~ - l

X=()

X = w —  1 
£ —  1

,nk~

l=nk_  i - i
t - l j  Sn,., -SZnjj.-*, y  hS'k+n,.-'*. - I -  ß k - 1  Snk -\-nk _ 1~\. ’’ ’ V  ^  fî  +  u2n/.-n/c.._A - 2 ß/c-1 s „̂./c~'l

>-0 f y

ist. Daraus folgt sofort:
nk~nk-i 

ß  a nk_ x =
k—\

(\=nk_ x—l

Z X̂ ®X+jt£—°2 “t- ßk— 1 —nk 2 — 1 I
r nk - i- 1

x=o

nk—nk_ 1

Ist nun on i =  0, so muss, da der erste Factor auf der rechten Seite von Null verschieden ist, auch 
<7 , =  0 sein. Wäre also in der Reihe der Grössen on/_ { eine gleich Null, so müssten alle vorhergehenden
gleich Null sein. Nun sieht man aber sofort, dass jedenfalls ani—i von Null verschieden ist, also kann ancli <y,l/c - i  
(/;:.< 1) nicht gleich Null sein.

’r)86 
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Ü ber S t u r  in ’sc he  R eihen . 5 8 7

Wir gelien nun zu einer zweiten Anwendung- der anfänglich 
entwickelten Sätze Uber.

Die Gleichung:

ij. =  oo

-— " =  /  , 7a+i A + i (;y) ( »
y  ;f= 0

in welcher die Functionen %v.(jv) ganze Functionen von x  vom 
Grade y., die Functionen f x (j j )  nach ganzen negativen Potenzen 
von y  fortschreitende Functionen sind, deren Entwicklung mit 
y-v- beginnt, bestehe für irgend welche Wertlisysteme (x,  y), die 
Reihe convergire, als Function von x  betrachtet in gleichem 
Grade. Die Functionen f v.{y) seien so beschaffen, dass jede 
Function, für welche eine Entwicklung nach derselben existirt, 
sich nur auf eine einzige Weise in eine nach diesen Functionen 
fortschreitende Reihe entwickeln lässt, endlich seien die Functionen 
/„.(x)  so beschaffen, dass (x)  und / '  {x)  keinen gemeinsamen 
Theiler haben.

Es soll gezeigt werden, dass die Functionen ' ^ ( x )  die 
Glieder einer Stürmischen Reihe sind, und dass die Functionen 
f\> (V) > welche man passend S t u r m  ’sche Functionen zweiter 
Gattung nennen kann, analogen Relationen genügen, wie die 
Functionen (x).

Multiplicirt man die letzte Gleichung mit / ‘.+i (x )  und 
bestimmt den Coefficienten von x ~ 1, so erhält m a n :

tj. =  00

f r +  1 ( y )  =  y  7 ^ + l / i x  +  l  ( y )  [ f r + l  { ? )  ( ^ ) ] x. - l -

JJ- =  0

Nach den gemachten Voraussetzungen ist 

[/'r+ i (x)  y r (x)  ] c_ i ^  0  

und zwar ist in der Reihe der Producte

f r+1 (x)  - / J x )

das genannte Product das erste, in welchem der erwähnte 
Coefficient von Null verschieden ist. Man sieht aber auch sofort, 
dass dieses Product das einzige ist, in dessen Entwicklung ein 
Glied mit x ~ 1 vorkommt. Würden nämlich noch andere Producte

Sitzb. d. math em .- naturw.  CI. LX 3CXI.  13d. I I .  Abtli .  38
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588 Greg-enb au er.

ein solches Glied enthalten, so würde aus der letzten Gleichung 
folgen:

Ar+if'r+i(y) -+- -h CTf x(y) -+- =  0 [?-h-1 . . . ].

Da die Coefficienten der einzelnen Potenzen von y  gleich 
Null sein müssen, so hat man:

Ar+ t =  0; Bq =  0 ; CT =  0 ;.

Wir erhalten daher die Relation:

[/■>'+! W A ( * ) L - i = j r ; '

Diese Bemerkung liefert uns sofort ein Mittel, die Coefficienten 
von Entwicklungen zu bestimmen, welche nach den Functionen 

(x)  fortschreiten. Hat man näm lich:

so findet man durch Multiplication mit f r+\{ x ) \

B, - 7 ,.+ i [F { x )  f r+ ! (V) .

Setzt man:

F(.r) =  .1" 7 r(.r)

und berücksichtigt, dass in der Entwicklung von x l / r (x)  kein
(x)  mit einem höheren Index als A -+- r  Vorkommen kann,

r 0;)
sowie dass der Coefficient von (x ) :  ist, so erhält man:

T‘ r+X

V7(?
[ % r { x ) f v + \ + 1 (a?) ] „ - ( ) .+ 1 )  =  (r+>0- ; ~ -------- -

/»-+X+ 1

Es sei nun F ( x ) eine ganze Function von x ,  deren Grad
nicht grösser als n— 1 ist; in diesem Falle existirt sicher eine Ent-
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Ü b e r  S t u r m ’ s c h e  R e i h e n .  5 8 9

Wicklung' nach den Functionen Da nach der L a g r a n g e ’-
schen Interpolationsformel:

* ( * > = l z - w = 0  • - 1 

i s t ,  s o  h a t  m a n :

E s  i s t :

% n{v)f,+ l (x )  =  fr« ,J v )  - + -  ^  [ i j

w o  Gn>v.(x)  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  v o n  x  v o m  G r a d e  n— ju.— 1  i s t .  
" W i r  e r h a l t e n  d a h e r :

Ij—n— 1 X=n _  ,  .  _  ,

F (x )  =  > 7 ^ + 1  >  -v ‘T ± y -  - - A W '
i r = i j  r = i  / « W

S e t z t  m a n  F ( a ? )  =  y r(x),  s o  e r h ä l t  m a n :

V  Gn, y- ( ^ ’ O  _ _  V  >' r 1
M  x - M )  “ 7H-1 l f V  J'

H a t  m a n  e i n e  F u n c t i o n  W ( a ? )  v o n  n i c h t  h ö h e r e m ,  a l s  d e m
G r a d e  r, w e l c h e  d e n  R e l a t i o n e n :

f c  [ » * = 0 .

g e n ü g t ,  s o  u n t e r s c h e i d e t  s i c h  d i e s e l b e ,  w i e  m a n  l e i c h t  z e i g e n  
k a n n ,  v o n  d e r  F u n c t i o n  (x)  n u r  d u r c h  e i n e n  c o n s t a n t e n  F a c t o r ; 
i s t  a l s o  g l e i c h  N u l l ,  w e n n  s i e  v o n  n i e d r i g e r e m  G r a d e ,  a l s  
Xr{x)  i s t .

W i r  d e n k e n  u n s  n u n  z w e i  F u n c t i o n e n - S y s t e m e  3 p .  ( a ? )  u n d  
•£;J. ( V ) ,  w o  d i e  F u n c t i o n e n  3 p  ( a ? )  v o m  G r a d e  / j.— 1 ,  d i e  F u n c t i o n e n  

(x)  v o m  G r a d e  jli. s i n d ,  s o  b e s t i m m t ,  d a s s :

3 »  (x)) L ( x \ )  =  Gn> p.(x })  [1 =  1 , 2 , - - - - n]
ist.

3 8 *
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590 G e  g e n b  a u  e r ,

E s  l ä s s t  s i c h  s o f o r t  z e i g e n ,  d a s s  d i e  F u n c t i o n e n  £v.{x)  s i c h  
v o n  d e n  F u n c t i o n e n  y ;j. (x)  n u r  d u r c h  c o n s t a n t e  F a c t o r e n  u n t e r ­
s c h e i d e n  k ö n n e n .

E s  i s t :

X=??

( ^ a )  Cy- (x l )  ^  n (X),) ___ ° a ,  r r ,, * . ___ H 1 11
^  “ 7r+1 iJ*).= 1

E i n  z w e i t e s  S y s t e m  v o n  R e l a t i o n e n  e r g i b t  s i c h  i n  f o l g e n d e r  
W e i s e .  S e t z t  m a n :

s o  e r h ä l t  m a n :

L

Cy. (Xa) ( X) )

k  X n & )
r » ,  -  =  =  0 , 1 , 2, .  . . n— 1 ] .

Z u r  B e s t i m m u n g  d e r  G r ö s s e n  y lt T, y 2, -z, • • • ,  7 « , t  h a b e n  w i r  
d e m n a c h  n l i n e a r e  G l e i c h u n g e n .  D a s s  d i e  D e t e r m i n a n t e  d i e s e s - .  
S y s t e m s :

(y., u=0,1, 2, , ?i—l)

v o n  K u l i  v e r s c h i e d e n ,  d a s  S y s t e m  a l s o  e i n  b e s t i m m t e s  i s t ,  e r g i b t  
s i c h  s o f o r t  a u s  d e r  B e m e r k u n g ,  d a s s  d a s  P r o d u c t :

£|j. S n

'K (:v*+i)
Z u f a + i )

(ix, u=o, i, 2, . . ,  n—i) 7i -72 • Tw­

i s t .
N u n  s e h e n  w i r ,  d a s s  d i e  W e r t h e :

7 x » ( «

d e n  o b i g e n  R e l a t i o n e n  g e n ü g e n ,  d a  d a s  G l e i c h u n g s s y s t e m  e in ?  
v o l l k o m m e n  b e s t i m m t e s  i s t ,  s o  s i n d  d i e s  d i e  W e r t h e  d e r  
G r ö s s e n  y„fZ.
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Setzt man:

p = o
s o  e r h ä l t  m a n  d i e  R e l a t i o n e n :

o=JA
V  ,«? V  Z lt & ’k & Ü fsl**) _  4 t l .  [a, r = 0 ,1 ,2 , . . . ,  n—1].

• M  / „ ( * > • )  7.-+1
A u s  d i e s e n  G l e i c h u n g e n  e r g i b t  s i c h  n u n  s o f o r t ,  w e n n  m a n  

b e r ü c k s i c h t i g t ,  d a s s  w e g e n  d e r  g e m a c h t e n  V o r a u s s e t z u n g e n  d i e  
C o e f f i c i e n t e n  s ® ,  e W ,  s W , . v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n  s i n d ,  
f o l g e n d e s  S y s t e m  v o n  R e l a t i o n e n :

2  ’’ = °> ] >2 - • • - » « — !] •t=i  / „ - W  / » ■ + !  • e V
E s  b i l d e n  a l s o ,  s o w o h l  d i e  F u n c t i o n e n  X u ( a O >  a ^s  a u c ^  d i e  

F u n c t i o n e n  - ^ ( a , * )  e i n  S y s t e m  v o n  S t u r m ’ s c h e n  F u n c t i o n e n  u n d  
e s  b e s t e h t  z w i s c h e n  d r e i  a u f  e i n a n d e r  f o l g e n d e n  F u n c t i o n e n  3 , , .  (x) 
d i e s e l b e  R e l a t i o n ,  w i e  z w i s c h e n  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  F u n c t i o n e n  
y^ (x).  D i e  F u n c t i o n e n  ( a ? )  u n t e r s c h e i d e n  s i c h  n a c h  e i n e m  
f r ü h e r e n  S a t z e  v o n  d e n  F u n c t i o n e n  X\>. (a - 1)  n u r  d u r c h  d i e  c o n s t a n t e n  
F a c t o r e n  ŝ -K

F ü r  d i e  F u n c t i o n e n  / ^ ( x )  u n d  ( . r )  b e s t e h e n  a l s o  d i e  
R e l a t i o n e n :

n , l-1  X»* 0 )  —  0 *  -  F ( jn ~ l )  Z n - l  ( # )  - f -  F W  Z n - 2  ( # )  =  077 ( ?i) n

”  (x)  -  ( c e - 3 „ _ ,  (x)  - + -  / * » = «  5 , _ a ( * )  =  0
V?(:n)

( n — 2 )  (> 1— 2 )
P ( n —1) _  ^  ”  2 Tw— 1 £ m— 2

M —  2  £ ( n —  1 )  r y  £ ( n — 1 )
«—1 >n n—1

/„ _ ! (a?) S* (a?) —  x« (a?) (a?) =   ̂ ”
y j ( H - l )  7  £ ( n - l ) ‘w—1 ' 11 11—1

M i t  H i l f e  d e r  e r s t e n  v o n  d i e s e n  R e l a t i o n e n  z e i g t  m a n  l e i c h t ,  
d a s s  d i e  F u n c t i o n e n  f v_ (y)  f o l g e n d e n  G l e i c h u n g e n  g e n ü g e n :

1
„(öj =  (y— FW)  7 / t (y) — FW 72/*2 (y)

.  (h*-— 1) ,.(«•— 1) O - i )
~ ^ r ^ r f v. + i ( y ) — ( y — - * - ^ = T ) / ^ - i ( y ) = °  | > > n .

ü. u. ,u.— 2
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D i e s e  R e l a t i o n  w i r d  d i e s e l b e ,  w i e  d i e j e n i g e ,  w e l c h e  z w i s c h e n

d r e i  a u f  e i n a n d e r  f o l g e n d e n  (x)  b e s t e h t ,  w e n n  m a n  n u r  
f ü r  f  J +1 (y)  w ä h l t .  £ 'J-

W i r  w o l l e n  s c h l i e s s l i c h  n o c h  e i n e n  i n t e r e s s a n t e n  s p e c i e l l e n  
F a l l  e r w ä h n e n .

S e t z t  m a n  i n  u n s e r e n  a n f ä n g l i c h e n  F o r m e l n :

nk =  k, g i (x) =  [3̂ 'a? -h  eÄ, f k (x) — Chfrk(x ) , aÄ_ j ßk =  1

’h f a )
a l s d a n n  b i l d e n  w i e  m a n  s i e h t  d i e  G r ö s s e n  1 d i e  C o e f f i c i e n t e n

V C jc
e i n e r  o r t h o g o n a l e n  S u b s t i t u t i o n .  U n s e r e  G l e i c h u n g e n  l i e f e r n  a l s ­
d a n n  d i e  R e l a t i o n e n :

592 G e g e n b a u e r .  Ü b e r S t u  r m ’sche Reihen.

Ct =  h
i k  £ i  K

^  ß'kß-'+, ß 'ß z

S o l l e n  d i e s e  R e l a t i o n e n  f ü r  a l l e  k b e s t e h e n ,  s o  f i n d e t  m a n

2 1' i
ß i  ß'i ’ ß L i ß t  K K

u n d  h a t  d a h e r :

9 2 n (•’*') =  9z 0*0 > 9 2 n+1 0*0 ^  2 fjy (x)~
H i e r m i t  i s t  a u c h  d i e  F r a g e  e r l e d i g t ,  o b  e s  a u s s e r  d e r  

M e h l e r - H e r m i t e ’ s c h e n  F o r m e l  f ü r  d i e  m e c h a n i s c h e  Q u a d r a t u r  
n o c h  a n d e r e  g i b t ,  w e l c h e  d i e  g r ö s s t m ö g l i c h e  G e n a u i g k e i t  m i t  
m ö g l i c h s t e r  E i n f a c h h e i t  v e r b i n d e n .
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