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Uber Sturm’sche Reihen.

Von Leopold Gegenbauer.

(Vorgelegt in der Sitzung am 18. Mirz 1880.)

Es seien zwei Systeme von ganzen Funectionen der Verdnder-
lichen @:{,(2) und g, (x) gegeben, wo die Functionen ¢, () von
den Graden =, die Functionen g,(x) von den Graden n—an,,
Yo(2) und ¢, () zwei von Null verschiedene Constanten sind,
welche den folgenden Relationen geniigen:

h=nx

Z o (@) ¥ (22) p2(22) o

‘J (’L) ’U —Ou ” 00,7l7+1—7L —1 & ﬁ

r=1

[01,}.,:0, au,u= 1 Uy =< k;
o=0,1, ...y —n—1; B.=[},.(2)] a,;

a.Zodi(@))=0,1=1,. ..

Wir werden nun iiber diese heiden Functionen-Systeme fol-
gende Sitze beweisen:

1. Die Functionen {,(2) und ¢, (2) bilden zwei Systeme von
Sturm’schen Functionen.

2, Zwischen je drei auf einander folgenden Functionen ¢, ()
besteht dieselbe Relation, wie zwischen den entsprechenden
Functionen ().

3. Die Determinanten ¢, (@) Yr—; (@)—; (@) ¢r—: (@) sind
constant.

Die aufgestellten Relationen sind, wie man sofort sieht, mit
dem folgenden Systeme von Gleichungen identisch:

5P (a;',) E;g 9, st i1, 1<k, 6=0,1,2, . .0, ,—1].

=1

Ist F(x) eine ganze Funetion von 2, deren Grad nicht grosser
als n, —1 ist, so hat man:
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u=k—1

F( L)'_ v A, () P, (@)

wo der Grad von 4, («) nicht grosser als n,4,—n,—1 sein kann.
Zur Bestimmung der Coéfficienten der Funetion A4, () erhilt
man folgendes System von linearen Gleichungen:

h=nx 4
o F(%) o (2)gr(@) Z A, (@) Pi (@) pi (@)
= (7’ ) = ’bl. (7">

[O'=O; L2..., ”M—H—_—””_l]'

Da die Determinante dieses Systems:

(z,9=0,1,2,..., ”g.t+1-"u'—1)

also von Null verschieden ist, so geniigt dasselbe zur Bestimmung
der erwihnten Coéfficienten, und man erhiilt:

A, (2) = 5;“ Fa){ ‘Hu Ezzg o (@)

(a. x))

=1

wo y, (x,,) eine ganze Function von o vom Grade 7, ;—n,—1
ist, deren Coéfficienten ganze Functionen von a;, sind, und in
welcher der Coéfficient der hochsten Potenz von 2 gleich «, ist.

Wir nehmen nun fiir F (2) die Function G, ()., (), wo
G,(2) eine ganze Function von » vom Grade n,—n,_, ist, in
welcher der Coéfficient der hochsten Potenz von x den Werth

ﬁf :1 hat.
Man hat in diesem Falle:
r=ny,
G (@) Yomr (20) Pu () pr(@s) |
@)= ) b (@) 2=
r=1

und sieht, dass:
A (2)=0 [p=0,1,2,. ,r—3,r+1,...,k—1]

ist.



Es ist also:
G (@) s (@) = A, (2) 0 (@) -+ Ay (2) s (2) 4+ Ao (@) s (2.
a G.(¥)Y.—(v) und ¢, (x) von demselben Grade sind und da iiberdies die Coéfficienten der hichsten
Potenzen von @ in beiden iibereinstimmen, da ferner die beiden anderen Producte von niedrigerem Grade sind,

als die eben genannten, so ist:
4,(r) =

Setzt man:
G.(v)—A,_ (v) = g, (),

80 hat man:
30 () = g0 (@) s (@) — Ay o () Y ()
wo A,_o(x) von nicht hiherem, als dem Grade »,_;—n,_»—1 ist.

Aus dieser Gleichung folgt:

—7“. (

¥ ,,J,(,«)P Em; Z g0 ()25 0 _1(1:)) + V a3 Au_o () by J(rw @,) —0.

)—1

Da die ersten zwei Summen fiir 6 =0, 1,2, .., n,_;—2 gleich Null sind, so ist:

A=nk ( ) 7
L)\A _o)(’l )LP ;a)(d)) o, (.’1 )\) = 0 l0=0, ],2, 7!,‘_1-—2],

r=1
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Wir haben daher schliesslich die Relation:

rrl

b @) =g (bt () bra(@)

Die Functionen ¢, () sind also Sturm’sche Functionen; das System dieser Functionen ist vollstindig,
wenn 2, =~k ist. Zwei auf einander folgende Functionen ,(x) haben keinen gemeinsamen Theiler, da ein
solcher Theiler aller Functionen ¢;(x), also anch von ¢,(x) sein miisste, dieses aber, als eine von Null ver-
schiedene Constante durch keine ganze Function von @ theilbar sein kann.

Aus dieser Relation folgt:

p=r—1

ﬁT ia-—l { \b'r (-’l»') 4‘7‘—1 (y)—‘xbr (?/) 1;27._1 (d') } }Z,‘ @u ! [([u+1 ( l») Gut1 (’y)] pr (’L) ‘PM (y)

Man hat daher auch:

$u®) ger1@—gur1(® __ 1 N e (1) P (@) Yumi (2) gu(an)
Buriety r—y Br oy—1 & (.’/_7'/\) ()

2o (@, 2).

"WAYLAY YIS, WIN)E I ()
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Da ¢, (2,)=01ist, so kann man die urspriinglichen Relationen fiir r=~k—1 auch in folgender Form schreiben:

h=n

ARG
/ W( ) ["Pk—l (@) 9k () —pi 1 (@) Pi (@)} = 0y, 41+ 0, ng—ny_1—1 %k—1 Bi—1
& V@)
[0’ = 0, 1, 2, . oy ﬂ/‘,—-nk__l—]. ].

Wihlt man aus diesem Systeme folgende »,-Gleichungen aus: p =0,1,...,k—1;0=0,1,2,. .n,4—n,—1,
so kann man mit Hilfe derselben die n,- Grossen: §,_q (@) i (@) —pr—1 (@) i (an) bestimmen, da die Deter-

minante dieses Systems gleich
nk—mny_1q

ﬁ:l @7;2—"1 B
ot [l
also von Null verschieden ist. Man erhilt durch Auflssung des Systems:
Yt (@) @ (@)—4i (@) -1 (22) = i1 B
Vi1 (@) i (0) — i (2) Yam1 (#) = 11 Br + $i () Ki ()

ist, wo K, («) eine ganze Function von x ist, deren Grad hochstens n,_,—n, ist.
Die eben gefundene Relation zeigt auch, dass:

Qpr=12,..,n),

und sieht also, dass:

. _ 1 gur1(@)—9u+1(®)
Zo(@y) = But12, r—y

ist. Wir haben also fiir die Entwicklung einer ganzen Function F(«) in eine nach den Sturm’schen Funetionen
P, (@) fortschreitende Reihe folgende Formel erhalten:

onequagen



e 3N F @) @) 94 (@) forr @ —guma@)
Fw) = Z; 2_4 b, (2n) Pyt 1 (w—)) b (@)

'Mit Hilfe dieser Formel beweist man leicht folgenden Satz:
Eine ganze Function /(2') von nicht htherem als dem Grade »,,—1, welche den Relationen:

A=nx
X AN
Z‘wx Fl) P 5 0 [6=0,1,2, .., nr1]
= k(x))
geniigt, unterscheidet sich von der Function ¢, () nur durch einen der Grosse C proportionalen constanten Factor.
Da zwei auf cinander folgende Functionen Y, («) keinen gemeinsamen Theiler haben, so kann man zwei
ganze Functionen &, (2) und ¥, () von den Graden »,_;—1 und »,—1 so bestimmen, dass:

Y1 (@) Wy (@)— di (@) Pu(®) = o415

ist. Man hat alsdann:
Y1 (@) [W4 (@) =91 (@) P (@) [ Pi(2)—ps—1 (@) ] = Yi () Ki ().

Aus dieser Gleichung folgt, dass W, («")—, (2) durch , («) theilbar ist; da aber die angegebene Differenz
hochstens vom Grade »,—1 ist, so muss sie gleich Null sein.
Man hat daher:
oi(@) = Wi (@)
Or—1(®)—P () = K;(v).

"UBYIAY SYDS, ULANY S 19 [)
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b82 Gegenbauer.

Die Function ¥, () ist also vom Grade n,—n,, die Function
&y (x) vom Grade ny;_i—n,. DBestimmt man ferner die zwei
Functionen ¥, _; (), d;_1(«) von den Graden n;_;—mn,, n_o—n,
so, dass:

Ypo (@) Wy (@)—Pi_1(@) Op_q (@) = 2Pt

ist, so hat man:
r—1(@) = Wpmq (@),
Nun findet man aber leicht die Relationen:

o1 B Pp_1 (@) = o2 i1 { ga (@) Op(2)—W, (@)}
C_i (v) = Dy (2)

und hat daher:

i1 (2) = ()
I(L (-T) =0
ﬁk Ur—1
(@) = g4 (@) pu1 (@) — 5~ ua(@),
Pi-1(@) 91 (@) —ps—1 (%) $0(¥) = w1 Ps

Man sieht also, dass auch die Functionen ¢, () ein System
von Sturm’schen Functionen bilden und dass zwischen drei auf
einander folgenden Functionen ¢,(x) dieselbe Relation besteht,
wie zwischen den entsprechenden Funetionen ,(«). Da ¢, (#)
eine von Null verschiedene Constante ist, so haben auch zwei
auf einander folgende Functionen ¢,(«) keinen gemeinsamen
Theiler.

Aus der letzten Relation folgt, dass auch ¢, () und ¢, (a)
keinen gemeinsamen Theiler haben. Mit Hilfe derselben Relation
findet man auch, dass

w(2), (@ .
‘?() i (@) (@)

9u(®), bu(®)

eine ganze Function von « vom Grade n;—n, . ist. Setzt man in
dieser Gleichung # = &, so erhilt man:

Sok(w'/) ‘lbu(”') = Hk, u(‘rl) ()‘ =1, 2’ ) "z-)'
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Man sieht also, dass die rationale Function H,y (@)
v, (@
fir @ = a, die n, Werthe o, (@) darstellt. Ist n, =k, so lassen

sich also die Functionen H, ,(«) und J,(2) bis auf constante
Factoren aus den Werthen ¢, (2;) mit Hilfe der Cauchy ’schen
Interpolationsformel bestimmen.

Wir werden nun die erhaltenen Resultate beniitzen, um die
Werthe der Determinanten:

S0y S1, e, 8y

81, 82,- y Su+1
D w (@) =
3:).—-17 Suye e o821
1, ... L
zu bestimmen, wo:

r=nx

8, = y 1,' DL(LL
' / ‘ (,l;">

ist. Aus der Form dieser Determinante folgt sofort, dass:

h=nx

Z D, (@) a7 :;/;(i)_) 3,0 [p=01,2  p—1]

|311+ql @ ¢=01,2, v)

ist. Es sei nun zundehst p=1mn,_;, alsdann erhilt man, wenn man
die Function D,, ,(x) mit Hilfe der oben aufgestellten Formel in
eine nach den Functionen ¢, («) fortschreitende Reihe entwickelt,
unter Beriicksichtigung der letzten Gleichung:

h=n D, . (@ b (@) o (&) g, (@) —a. @
D, (#)= ‘P/,_1(.L)Z it (@) 9,1 () 9 ( ) gi(@)—g, (22)

= "J/: ((l?,) 1’—.1}‘,)

Da D,, ,(x) und $,— () von demselben Grade sind, so
muss der Coéfficient von ,_; (@) auf der rechten Seite dieser
Gleichung constant sein und man hat daher:

=k

Pr( a
Zan_l(iv).)fvi %%%Z Oi”)”};—i C'ak—l [‘0:0, 1, 2, ....ﬂk—].]
h= AN

D,,(¥) = C41(2)

C- 1315—1 — o'nk__l—l‘

»



Wiire dic Constante € gleich Null, so kinnte man, da nicht siimmtliche Unterdeterminanten, welche man
aus den Elementen der Determinante D,, _l(m) bilden kann, gleich Null sind, eine Function herstellen, welche
von niedrigerem Grade wire als ¢,_s(x), den charakteristischen Relationen dieser Function geniigte und von
Null verschieden wire. Eine solche Function existirt aber nach einem fritheren Satze nicht; es ist also € und
daher aueh g,, , 4 von Null verschieden.

Aus dieser Bemerkung folgt nun sofort, dass:

h=nx ( )
JACAN
Z Dp.( )\) SD ) a[’; np—1 CI‘- [P=O' L,2,..., 01, p=ng_q+lng_1+2, "/c_l]

d. h. dass:
D, (v) = C {1 () (71 < pr<<n]

ist. Dasselbe Resultat erhiilt man auch, wenn man beachtet, dass:

h=n

Z{m $ i1 () ‘PLE 3 = 0,8, b1Spp1+ ... .. Doy Sprmg g1+ Bret Spany_, =0

L= ), ’

) ] (p=0,1,2,. n—2)
ist, wo B4 2 0 ist. Man hat:

Coli1=%+e| ro=0,1,2, m_g—t,m_g+1,
Nun findet man mit Hilfe der letzten Relation:
p—np—1
Y G S
Sptq | wg=0,1.2, 1=+ W) T @— | Spag | (pa=0,1,2, w—1)
1

(Cn=m_y+ 1,...2,—2).

¥84a
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Es ist aber, wie frither gezeigt wurde, on;, = 0, und daher:
| $pte| (50=0,1,9,... ey, . W= 0 (p=m—1+1,...m—2)

Fir g = n—1 ist diese Determinante aber von Null verschieden, weil sonst D,,_;(#) und daher auch
¢ =,,—1 gleich Null wire, was, wie schon bewiesen wurde, unmdglich ist. Wir haben also:

Dy(x) =0 [mp<p<<m—1]
D,,—1(x) = C, 1 Y11 ().

Ist #, von 1 verschieden, so sind natiirlich alle Functionen D, (#) [1n=0,1,2, ... n,-—2] gleich Null.
Sind f,(«) und f(«) zwei ganze Functionen von 2 von den Graden n—1 und » und bedeuten die
Functionen {, («) die Nidherungsnenner der Kettenbruchentwicklung von };‘%,
obigen Entwicklungen f, (@) fiir ¢, () f(2) fiir ¢, («) setzt, einen von Herrn Kronecker herrithrenden Satz iiber
unvollstindige Sturm’sche Systeme.

Durch diese Entwicklungen ist, wie man sieht, eine zuerst von Hattendorff aufgeworfene, aber nicht
vollstéindig erledigte Frage iiber unvollstindige Sturm’sche und vollstiindige Sylvester’sche Systeme
vollkommen gelost.

Da gerade der Umstand, dass o,,_, von Null verschieden ist, von grosser Wichtigkeit ist, so soll dies
noch auf eine andere Weise bewiesen werden.

Mit Hilfe der oben erwihnten Relation:

so erhiilt man, wenn man in den

bosi+b1spy o= by S, 14 P aSiyn, =0 [t=0,1,2, —2]

‘WOYI9Y 9YOs, WAN] G 19q Q)

G8G



zeigt man leicht, dass:

Sy S

—1,0,0,...0,0
SpySpye +eeceysn 50,0,...0,0

k—1

27
07 Sppe e e oy S

5,0,0,...0,0

S’llc—l_l’ sn/c_ 110" sgnk_l-——..y

R g - )‘=nk*l—1
koL On—t ] s 3 ;
ﬁc " S”l»‘—l’ -57,,/5__1_1_1?. . .32,%71_170, 0, . .- 0, 3 [);\3;\+n,,f2+pk—» l'snk—l—u/:_l»—«l
=0
h=ny_q—1 ):Z:i
S ' b, ; \> b s 5
su/&~17 snky 'b“_’n/b.—"_’; N sl—l—n/“.—ﬂ —+ ﬁk—l bn,‘—{—nk_l—l)' . ) ’).5)\_1_2,%7”/‘_._‘1-2 ~+ lJ/,;_lsg,,/[_.v_‘
r=0 1=0
ist. Daraus folgt sofort:
wp—ng__| h=nj_1—1 np—ny__q
Onp—1 = b‘)\ Shtny—2 —+ @/c—l Sup—ny__1—1
k—1 67lk_1—1

2=0
Ist nun o, _; =0, so muss, da der crste Factor auf der rechten Seite von Null verschieden ist, auch
Gy —1=0 sein. Wiire also in der Reihe der Grossen o, eine gleich Null, so miissten alle vorhergehenden
gleich Null sein. Nun sieht man aber sofort, dass jedenfalls 5, _; von Null verschieden ist, also kann auch g,
(k=1) nicht gleich Null sein.

98
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Wir gelien nun zu einer zweiten Anwendung der anfinglich
entwickelten Sitze tiber.

Die Gleichung:

p=c0

— ) st Fot (3) 2 ()

Yy—uv =0

in welcher die Functionen y,(2) ganze FFunctionen von & vom
Grade p, die Functionen f, (y) nach ganzen negativen Potenzen
von y fortschreitende Functionen sind, deren Entwicklung mit
y—* beginnt, bestehe fiir irgend welche Werthsysteme (z, y), die
Reihe convergire, als Funection von a betrachtet in gleichem
Grade. Die Functionen f, (y) seien so beschaffen, dass jede
Function, fiir welche eine Entwicklung nach derselben existirt,
sich nur auf eine einzige Weise in eine nach diesen Functionen
fortschreitende Reihe entwickeln lisst, endlichseien die Functionen
7»(2) so beschaffen, dass 7, () und y,(x) keinen gemeinsamen
Theiler haben.

Es soll gezeigt werden, dass die Functionen ¢, () die
Glieder einer Sturm’schen Reihe sind, und dass die Functionen
fu(y), welche man passend Sturm’sche Functionen zweiter
Gattung nennen kann, analogen Relationen geniigen, wie die
Functionen yz, ().

Multiplicirt man die letzte Gleichung mit £, (x) und
bestimmt den Coé&fficienten von +—?, so erhiilt man:

p.=o00

@)= Y tosifuss®) @) 70 @) o

v=0

Nach den gemachten Voraussetzungen ist

[frr1(2) 20 (%)] -1 2 0

und zwar ist in der Reihe der Producte

frr1(®) yu(®)

das genannte Product das erste, in welchem der erwihnte

Coéfficient von Null verschieden ist. Man sieht aber auch sofort,

dass dieses Product das einzige ist, in dessen Entwicklung ein

Glied mit #—! vorkommt. Wiirden néimlich noch andere Producte
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXXXT. Bd. II. Abth. 38



588 Gegenhauer.

ein solches Glied enthalten, so wiirde aus der letzten Gleichung
folgen:

Api1fre1(y) + Bof:(y) + Cf(y) + =0[r+l<o<r<<...]

Da die Coéfficienten der einzelnen Potenzen von y gleich
Null sein miissen, so hat man:

4,41=0; B,=0; C.=0;.
Wir erhalten daher die Relation:

v

_ 7’7'—0—1'

»

[frr1(2) zo(2)] 1

Diese Bemerkung liefert uns sofort ein Mittel, die Coéfficienten
von Entwicklungen zu bestimmen, welche nach den Functionen
v (2) fortschreiten. Hat man ndmlich:

+ \ |
()= 3B, 7,(x),

so findet man durch Multiplication mit £, ():

Br = Vr41 [.F (Jv> fz-+1 (.ZL') :Ig;_i

Setzt man:
Flax
[7n(@)], = #®

Wk
=" Y,

und beriicksichtigt, dass in der Entwicklung von 2y, (2) kein
Z,(#) mit einem hoheren Index als X + s vorkommen kann,
)

f .
sowie dass der Coéfficient von ;.. (#): - 7'—)— ist, so erhilt man:

_'_

lrr@)for1(@)] —o=1y=0 [p=>i+7]
.,/(:')

L2+ (@) frot1 (#) ], a1y = PRRE

Es sei nun F(x) cine ganze Function von z, deren Grad
nicht grosser als n—1 ist; in diesem Falle existirt sicher eine Ent-
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wicklung nach den Functionen y,(2). Da nach der Lagrange’-
gchen Interpolationsformel:

a=n F(a,) y (z‘)
2 — N ARV () — —1.9 ...
@) =1 (2 "”‘L)X,:(fb').) (7 (@) =04 12, o]

ist, so hat man:

[F(@) fog1(x)]t=

Es ist:

O F (2) {Z" @)y (@) J -

e 2 @) r—ax; .

n
0@ (@) = () + [
wo G, () eine ganze Function von x vom Grade n—p—1 ist.
Wir erhalten daher:
p=n—1

\ F (e ) Gy, (@)
N@—Zwﬂ%(”MQ,Mﬂ

Setzt man F(«) = y,(«), so erhilt man:

i 20(@) G (@) 0,0

= [, P<<n|.
@) les r<<n]
Hat man eine Function W(«) von nicht hoherem, als dem
Gxrade », welche den Relationen:

r=n

Zf‘lf(a,,) G, P(U, _ OI-’J'/)‘ [[J-=07 1,...,n—1, 1‘<7l]
= /n ({C’)) a"+1

gentigt, so unterscheidet sich dieselbe, wie man leicht zeigen
kann, von der Function y, (&) nur durch einen constanten Factor;
ist also gleich Null, wenn sie von niedrigerem Grade, als
- (@) ist.

Wir denken uns nun zwei Functionen-Systeme &, («) und
£. (@), wo die Functionen 3, (x) vom Grade p—1, die Functionen
£, (2) vom Grade p. sind, so bestimmt, dass:

.3',1 (x>) 5!_,_(.'17)\) S G,,’ p,(x;) [)( == 1, 2,. e n]

ist.
38 *



590 Gegenbauer,

Es ldsst sich sofort zeigen, dass die Functionen &, () sich
von den IFunctionen y,(2) nur durch constante Factoren unter-
scheiden konnen.

Es ist:

l=n . o N
ke (@) S @) S0 (@) _ Qe g1 aet),
&y Za (@) Vrt1

Ein zweites System von Relationen ergibt sich in folgender
Weise. Setzt man:

r=n

Z ‘)’)~+1 X)\ (:U,) g)‘ (.z'.r) — f;la, .

=

s0 erhilt man:

N é.‘p. (-Tc) 3,, ('T)> _r .
azi W,) s, T T C_p,<-fl7-:) [IU - O) 1) 2)‘ con—1 :I'

)

Zur Bestimmung der Grossen yy, <, s, x, - - + , ¥, - haben wir
demnach » lineare Gleichungen. Dass die Determinante dieses:
Systems:

& (Fot1) In (“717&1)
¥, (Fot1)

(v,0=0,1,2,...,n—1)

von Null verschieden, das System also ein bestimmtes ist, ergibt
sich sofort aus der Bemerkung, dass das Product:

1

(by0=0,1,2,..,2—1)  Y1-Ya+ TIn»

‘gpt (‘Tc+l) ‘Sn (‘7’10—0—1)
b, (@sty)

Zo(®o41)

ist.
Nun sehen wir, dass die Werthe:

oy
Vo, 7 = Og, 1

X (%)
I (24)
den obigen Relationen geniigen, da das Gleichungssystem ein:

vollkommen bestimmtes ist, so sind dies die Werthe der
Grossen v, -.
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Setzt man: p=p.
L(w)= ) (@),
0=0

g0 erhilt man die Relationen:
o=y =n
' v -, 4 o 2, ,3,7 . t\u ,

S OB ey
=0 =1 /n ~ V-1

Aus diesen Gleichungen ergibt sich nun sofort, wenn man
beriicksichtigt, dass wegen der gemachten Voraussetzungen die

Cosfficienten ¢©, 1), ¢,.  von Null verschieden sind,
folgendes System von Relationen:
h=n N
Xy. (w)) Ar (ml) ‘Sn (a}l) _ Oy, » L O 1.9 1
: 2 () =g =012 ]‘
=1 Lo\ H Tl Ty

Es bilden also, sowohl die Functionen y, (), als auch die
Functionen 9, () ein System von Sturm’schen Functionen und
es besteht zwischen drei auf einander folgenden Functionen 9, (@)
dieselbe Relation, wie zwischen den entsprechenden Functionen
¥ (@). Die Functionen ¢, (#) unterscheiden sich nach einem
fritheren Satze von den Functionen y, (2') nur durch die constanten
Factoren (),

Fir die Funectionen y,(x) und S,(«) bestehen also die
Relationen:

(D)

o @)= @ FGD) £ @)+ PG s (@) =0
_71(;::113 S (w)__ (1/.;__F(7z—1)) 9 (r) Fa—1 5 ) =10
‘O(Z) " : n—1 ) Tt \ &) A L e (@)=

Ry = T ren Y
n—1 7€ n—1
75

Jn— (’t‘) S (.’L‘) — Xn ('L'> ~n—1 (.2,) = W
Mit Hilfe der ersten von diesen Relationen zeigt man leicht,
dass die Functionen £, (y) folgenden Gleichungen gentigen:
1
7@ = Y—FQ) 11 () —FQ 11, ()
(p—1) _(v—1) (v—1)
p—1 = u—1

& v—1
Oy R fp.+1(y>—(y—F<$:P)f.u(y)+5<T:§3fu—1(y)=0[u>11-




592 Gegenbauer. Uber Sturm’sche Reihen.
Diese Relation wird dieselbe, wie diejenige, welche zwischen

drei auf einander folgenden y, () besteht, wenn man nux fu +(1 ®)
fiir £, +1(y) wihlt. v
Wir wollen schliesslich noch einen interessanten speciellen
Fall erwdhnen.
Setzt man in unseren anfinglichen Formeln:

m=k, g(e) =B+, ple)= Ck%(»’v), thafy—1

‘)
. ‘/Ck
einer orthogonalen Substitution. Unsere Gleichungen liefern als-
dann die Relationen:

alsdann bilden wie man sieht die Gt ossen ——=——die Coéfficienten

r=k

&), _kﬁl Ckzél
=1 57 & ]‘71
l=k—1 k

und hat daher:
920 (@) = 9, (), Pont1(®) =2, (2).

Hiermit ist auch die Frage erledigt, ob es ausser der
Mehler-Hermite’schen Formel fiir die mechanische Quadr atur
noch andere gibt, welche die grosstmogliche Genauigkeit mit
moglichster Einfachheit verbinden.
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