
Über Regelflächen vierten Grades, deren Erzeugenden 
sich zu Quadrupeln gruppiren.

Von A dolf Ameseder.

(Vorgelegt in der Sitzung am 18. März 18 8 0 . )

I. Die Fläche mit einem Doppelkegelschnitt.

A r t .  1 . U n t e r  d e n  R e g e l f l ä c h e n  v i e r t e n  G r a d e s  m i t  e i n e m  
D o p p e l k e g e l s c h n i t t  i s t  j e n e ,  d e r e n  E r z e u g e n d e n  a u f  d e n  D o p p e l 
l i n i e n  q u a d r a t i s c h e  P u n k t - I n v o l u t i o n e n  b e s t i m m e n ,  w e g e n  i h r e r  
s c h ö n e n  E i g e n s c h a f t e n ,  v o n  b e s o n d e r e m  I n t e r e s s e .

Z u m  A u s g a n g s p u n k t  d e r  U n t e r s u c h u n g  d i e s e r  F l ä c h e  —  
d e r e n  S y m b o l  s e i n  m ö g e  —  e i g n e t  s i c h  a m  b e s t e n  i h r e  E n t 
s t e h u n g s a r t  d u r c h  e i n  E b e n e n b ü s c h e l  A  u n d  e i n e  d i e s e m  
p r o j e c t i v i s c h e ,  q u a d r a t i s c h e  T a n g e n t e n e b e n e n  - I n v o 
l u t i o n  J 2, a u f  e i n e m  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  / f 2 ; d a  u n s  
d i e s e ,  u n d  z w a r  m i t  H i l f e  d e r  A b h a n d l u n g :  „ U b e r  C u r v e n  v i e r t e r  
O r d n u n g  m i t  d r e i  D o p p e l p u n k t e n “ , 1 g e s t a t t e t ,  d i e  a n  d e r  F l ä c h e  
v o r k o m m e n d e n  C o n s t r u c t i o n e n  z u m  g r ö s s t e n  T h e i l  g r a p h i s c h  d u r c h -  
z u f ü h r e n  u n d  f a s t  s ä m m t l i c h e  t h e o r e t i s c h  z u  l ö s e n .

W i e  w i r  i m  z w e i t e n  A r t i k e l  d e r  P u b l i c a t i o n : „ T h e o r i e  d e r  
K e g e l f l ä c h e n  v i e r t e n  G r a d e s  m i t  e i n e m  D o p p e l k e g e l s c h n i t t “ 2 
b e r e i t s  b e w i e s e n  h a b e n ,  m ü s s e n  d i e  e r z e u g e n d e n  G e b i l d e  A  u n d  
K z [ J 2]  e i n e  d e r a r t i g e  g e g e n s e i t i g e  L a g e  h a b e n ,  d a s s  d i e  I n v o 
l u t i o n s e b e n e  v o n  J 2 u n d  d i e  d u r c h  d i e  S p i t z e  P  v o n  
K 2 f i x i r t e  E b e n e  ( A P )  d e s  e r z e u g e n d e n  B ü s c h e l s ,  b e 
z ü g l i c h  d e s  T r ä g e r k e g e l s  K z, polar conjugirt s i n d .  D e n n

1 Sitzungsberichte der k. Akademie der Wissenschaften zu Wien, 
Jännerheft 1879.

2 Sitzungsberichte der k. Akademie der Wissenschaften zu Wien vom
1. Feb ruar 1880. Citate, welche sich auf diese Abhandlung beziehen, sind 
kurz mit I. A . bezeichnet.
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l e g e n  w i r  —  u m  d e n  B e w e i s  k u r z  z u  w i e d e r h o l e n  —  d u r c h  e i n e n  
P u n k t  ß' d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  D d i e  e i n  c o n j u g i r t e s  P a a r  [ v o n  
J 2]  b i l d e n d e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  s ' ,  a n  / f 2 ; s o  s c h n e i d e n  d i e s e  
d i e  D o p p e l g e r a d e  A  i n  d e n  z w e i  P u n k t e n  « '  u n d  w e l c h e  m i t  ß' 
v e r b u n d e n ,  d i e  i n  d i e s e m  P u n k t  s i c h  s c h n e i d e n d e n  E r z e u g e n d e n  
e ',  e "  d e r  F l ä c h e  Gk l i e f e r n .  S o w o h l  d u r c h  a ' ,  a l s  a u c h  d u r c h  « "  
g e h t  n o c h  e i n e  E r z e u g e n d e  e ',  r e s p e c t i v e  e " ,  d e r e n  j e d e  m i t  I(% 
e i n e  T a n g e n t i a l e b e n e  e ',  b e z i e h u n g s w e i s e  s " ,  f e s t l e g t .  I s t  n u n  ( A P )  
d e r  E b e n e  s t- [ v o n  D] b e z ü g l i c h  K z p o l a r  c o n j u g i r t  u n d  n u r  d a n n  
s c h n e i d e n  s i c h  d i e  E b e n e n  s "  i n  e i n e r  i n  l i e g e n d e n  G e r a d e n  
(f, d .  h .  s i e  b i l d e n  e i n  c o n j u g i r t e s  E b e n e n p a a r  d e r  e r z e u g e n d e n  
I n v o l u t i o n  J 2 . I n  d i e s e m  F a l l  a l l e i n  g e s c h i e h t  e s ,  d a s s  d i e  E r z e u 
g e n d e n  t v e" s i c h  e i n e m  P u n k t e  v o n  D  —  d e m  z w e i t e n  S c h n i t t 
p u n k t  ß" d i e s e s  K e g e l s c h n i t t e s  mit ff —  b e g e g n e n d ,  m i t  e ',  e" e i n e  
i n  s i c h  g e s c h l o s s e n e  G r u p p e  —  ein Quadrupel —  b i l d e n ;  u n d  
a l s o  n u r  u n t e r  d e n  g e m a c h t e n  P r ä m i s s e n  b e s c h r e i b e n  d i e  P u n k t e  
a ' ,  a" u n d  ß', ß" q u a d r a t i s c h e  u n d  z u e i n a n d e r  p r o j e c t i v i s c h e  I n 
v o l u t i o n e n .

E n t s p r e c h e n d e  P u n k t e p a a r e  d e r  I n v o l u t i o n e n  s i n d  s o l c h e ,  d i e  
v o n  e i n e m  Q u a d r u p e l  d e r  E r z e u g e n d e n  f i x i r t  w e r d e n ; u n d  u m g e 
k e h r t  w i r d  d i e s e s  d u r c h  j e n e  b e s t i m m t .  B e i d e  I n v o l u t i o n e n  h a b e n  
d e n  S c h n i t t p u n k t  B  i h r e r  T r ä g e r  [ d e n  B e r ü h r u n g s k n o t e n  d e r  
F l ä c h e ]  z u m  D o p p e l p u n k t ;  d i e  s i c h  i n  i h m  s c h n e i d e n d e n  E r z e u 
g e n d e n  t'B u n d  e i?  l i e g e n  m i t  A  u n d  d e r  T a n g e n t e  T  v o n  D  i n  i h m  
i n  e i n e r  E b e n e  sB} w e l c h e  d i e  F l ä c h e  n u r  i n  B  b e r ü h r t ,  u n d  e i n e  
D o p p e l e b e n e  d e r  d u r c h  d i e  E b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  A  ( s )  g e b i l d e t e n  
I n v o l u t i o n  i s t .  [ V e r g l e i c h e  I .  A .  A r t .  1 . ]  E n t s p r e c h e n d e  E l e m e n t e  
d i e s e r  s i n d  j e  z w e i  E b e n e n  s ' ,  w e l c h e  G'4 i n  d e n s e l b e n  z w e i  —  
e i n  P a a r  b i l d e n d e n  —  P u n k t e n  a ,  a "  v o n  A  b e r ü h r e n ,  u n d  d a h e r  
a u f  D  c o n j u g i r t e  P u n k t e  ß' u n d  ß "  d e r  I n v o l u t i o n  D  (ß' ß")  a u s -  
s c h n e i d e n .  D e r  z w e i t e  D o p p e l p u n k t  d  v o n  A  ( V  a")  k a n n  n u n ,  n u r  
d u r c h  d i e  d u r c h  d a s  Z u s a m m e n f a l l e n  z w e i e r  i n  e i n e m  P u n k t e  ß 1 

s i c h  t r e f f e n d e n  E r z e u g e n d e n  e ',  e " ,  u n d  z w a r  d u r c h  D r e h u n g  u m  
d i e s e n ,  b e w i r k t e  C o i n c i d e n z  d e r  P u n k t e  a ' ,  a" e n t s t e h e n ,  u n d  h a t  
d a h e r  a u c h  d a s  U n e n d l i c h n a h e r ü c k e n  j e n e r  z w e i  E r z e u g e n d e n  
z u r  F o l g e ,  w e l c h e  m i t  e ',  e "  e i n  Q u a d r u p e l  b i l d e n ,  d .  h .  d  i s t  d e r  
S c h n i t t p u n k t  d e r  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  ev  ez, d i e s e  
b i l d e n  a l s o  a u c h  e i n  Q u a d r u p e l  u n d  s c h n e i d e n  D  i n  d e n
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C u s p i d a l p u n k t e n  cv cz , w e l c h e  c o n j u g i r t e  E l e m e n t e  
v o n  D (ß' ß")  s i n d ,  u n d  a l s  s o l c h e  e i n e  d u r c h  d a s  C e n t r u m  ^  
d i e s e r  I n v o l u t i o n  l a u f e n d e  V e r b i n d u n g s l i n i e  h a b e n .  A u s  $  k a n n  
m a n  a n  D  z w e i  T a n g e n t e n  l e g e n ,  d i e  e i n e  i s t  T  u n d  b e r ü h r t  i n  B, 
d i e  a n d e r e  T'  h a t  d e n  z w e i t e n  D o p p e l p u n k t  o  v o n  D (ß' ß")  z u m  
B e r ü h r u n g s p u n k t .  I n  d i e s e m  s c h n e i d e n  s i c h  d i e  z w e i  a n d e r e n  
s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  ev en, w e l c h e  a u c h  e i n  Q u a d r u p e l  c o n -  
s t i t u i r e n  u n d  a u f  A  d i e ,  d u r c h  d  u n d  B  h a r m o n i s c h  g e t r e n n 
t e n ,  z w e i  w e i t e r e  C u s p i d a l p u n k t e  c] u n d  r u  f i x i r e n .

A n a l o g e s  g i l t  v o n  d e n  C u s p i d a l e b  e n e n .  J e n e  [i\  u n d  r 2 ] ,  
w e l c h e  Gk l ä n g s  ev  b e z i e h u n g s w e i s e  ev  b e r ü h r e n  u n d  d e m  
B ü s c h e l  A  ( ; ' ,  e " )  a n g e h ö r e n ,  w e r d e n  d u r c h  d i e  D o p p e l e b e n e n  sB 
u n d  ( A o )  d e s s e l b e n  h a r m o n i s c h  g e t r e n n t .  B e i d e  b e r ü h r e n  a l s o  Gk 
i n  d e m s e l b e n  P u n k t  d, w e l c h e n  w i r  a u c h  Doppel-Inflexionspunkt 
d i e s e r  F l ä c h c  n e n n e n  k ö n n e n ,  n a c h d e m  j e d e  G - e r a d e  s e i n e s  
B ü n d e l s ,  d i e  i n  v { o d e r  vz l i e g t ,  m i t  G'4 v i e r  u n e n d l i c h  n a h e ,  i n  
i h m  v e r e i n i g t e  P u n k t e  g e m e i n  h a t .  D i e  C u s p i d a l e b e n e n  r ,  u n d  vw  
w e l c h e  r e s p e c t i v e  l ä n g s  u n d  en b e r ü h r e n ,  s c h n e i d e n  d i e s e  
F l ä c h e  i n  z w e i  e i g e n t l i c h e n  K e g e l s c h n i t t e n  C f ,  b e z i e h u n g s w e i s e  
C~v d i e  i n  d e m  P u n k t e  d i e  G e r a d e  T' z u r  T a n g e n t e  h a b e n .  
Cf t r i f f t  ex n o c h  i n  e i n e m  P u n k t  / ,  u n d  C* i n  g l e i c h e r  W e i s e  en i n  

J e d e  G e r a d e  (j d e r  E b e n e  r , ,  a v e i c h e  e n t h ä l t ,  s c h n e i d e t  G%
n u r  n o c h  i n  e i n e m ,  u n d  z w a r  a u f  C f  g e l e g e n e n  P u n k t ,  u n d  h a t  
a l s o  m i t  d i e s e r  F l ä c h e  d r e i  b e n a c h b a r t e  i n  j \  b e f i n d l i c h e  P u n k t e  
g e m e i n s c h a f t l i c h .  D a  d i e s  f ü r  j e d e  L a g e  d e r s e l b e n  g i l t ,  e r k e n n e n  
w i r  i n  j \  u n d  j u I n f l e x i o n s p u n k t e  d e r  R e g e l f l ä c h e .  I h r e  
V e r b i n d u n g s l i n i e  j \  j n l i e g t  i n  d e r  E b e n e  ( A o )  u n d  s c h n e i d e t  d a h e r  
A  i n  m.

B e m e r k e n  w i r ,  d a s s  d i e  d r e i  I n f l e x i o n s p u n k t e  e i n e r  e b e n e n  
C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  C 3 i n  e i n e r  G e r a d e n  l i e g e n ,  d a s s  d e m n a c h  
d i e  d u r c h  j \  j u u n d  e i n e  E r z e u g e n d e  e m, w e l c h e  d u r c h  m l ä u f t
—  g l e i c h g ü l t i g  w e l c h e  —  b e s t i m m t e  C u r v e  m z u m  I n f l e x i o n s p u n k t  
h a b e n  m u s s ,  u n d  d a s s  GUt a u f  A  n u r  e i n e n  I n f l e x i o n s p u n k t  d  b e s i t z t ,  
s o  i s t  k l a r ,  d a s s  d i e  G e r a d e  / ,  a u c h  d  e n t h ä l t :

„ D i e  z w e i  I n f l e x i o n s p u n k t e  u n d  d e r  D o p p e l - I n -  
f l e x i o n s p u n k t  d e r  F l ä c h e  Gk l i e g e n  a u f  e i n e r  G e r a d e n . “

R e c i p r o k  k a n n  j e n e  T a n g e n t i a l e b e n e  (el T j )  i m  C u s p i d a l -  
p u n k t  cv  w e l c h e  d i e  T a n g e n t e  rJ \  v o n  D  i n  cx e n t h ä l t ,  R ü c k k e h r 
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t a n g e n t e n e b e n e  g e n a n n t  w e r d e n  —  s i e  i s t  d e r  g e o m e t r i s c h e  
O r t  d e r  R ü c k k e h r t a n g e n t e n  a l l e r  G4 e i n g e s c h r i e b e n e n ,  d u r c h  
l a u f e n d e n  e b e n e n  C u r v e n .  A u c h  d i e  z w e i  R l i c k k e h r t a n g e n -  
t e n e b e n e n  u n d  d i e  D o p p e l r i i c k k e l i r t a n g e n t e n e b e n e ( A o )  
v o n  G4 s c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e r  G e r a d e n  o < > . D i e s e  b i l d e t  
m i t  j x A  u n d  do e i n e n  h a r m o n i s c h e n  Y i e r s t r a h l .

A r t .  2 .  D e r  a u s  i r g e n d  e i n e m  P u n k t  P  d e s  D o p p e l k e g e l 
s c h n i t t e s  D  d e r  F l ä c h e  u m s c h r i e b e n e  K e g e l  K % i s t  v o m  z w e i t e n  
G r a d e  u n d  b e r ü h r t  d i e  v i e r  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  i n  d e n  C u s 
p i d a l p u n k t e n  [ s i e h e  I .  A .  A r t .  4 j .

S e i n  S c h n i t t  m i t  d e r  E b e n e  ( A o )  i s t  d a h e r  e i n  K e g e l s c h n i t t  
f 2, w e l c h e r  cx u n d  en i n  <\, r e s p e c t i v e  cu, b e r ü h r t  u n d  d i e  G e r a d e  
Bo i n  i h r e n  S c h n i t t p u n k t e n  / p  / 2 , m i t  P c{ u n d  Pct  s c h n e i d e t .  D a  

n u n  B  d e m  d  b e z ü g l i c h  r ,  u n d  r n  h a r m o n i s c h  z u g e o r d n e t  i s t  u n d  
e„ en s i c h  i n  d b e g e g n e n ,  s e h e n  w i r ,  d a s s  d  d e r  a u f  f 2 b e z o g e n e  
P o l  v o n  Bo u n d  d a h e r  Pd  d i e  P o l a r e  d e r  E b e n e  (D)  [ o d e r  z;] b e 
z ü g l i c h  K'1 i s t .1 D u r c h l ä u f t  P  d e n  D o p p e l k e g e l s c h n i t t ,  s o  b e s c h r e i b t  
dP  d e n  K e g e l  (dD)  =  - 2 .

„ D e r  g e o m e t r i s c h e  O r t  d e r  P o l a r e n  d e r  E b e n e  d e s  
D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  D,  b e z o g e n  a u f  d i e  ^ u m s c h r i e 
b e n e n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  K z, i s t  d e r  a u s  d e m  D o p p e l -  
I n f l e x i o n s p u n k t  d  d e m  K e g e l s c h n i t t  D  u m s c h r i e b e n e  
K e g e l  T r2 . “

J e d e  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  dP  i s t  i n  d e r  E b e n e  s,- b e z ü g l i c h  
IP  p o l a r  c o n j u g i r t ,  d a h e r  a u c h  ( A P )  =  s :

„ D i e  I n v o l u t i o n s e b e n e  [ o d .  E b .  v .  D] d e r  R e g e l f l ä c h e  
G4 —  d e r e n  E r z e u g e n d e  a u f  d e n  D o p p e l l i n i e n  q u a d r a 

t i s c h e  u n d  p r o j  e c t i v i s c h e  P u n k t - I n v o l u t i o n e n  b e s t i m 
m e n —  i s t  i r g e n d  e i n e r  E b e n e  c  d e s  B ü s c h e l s  A ,  u n d  
z w a r  b e z ü g l i c h  j e n e s  K e g e l s  K 2 polar conjugirt, d e s s e n  
S p i t z e  P  i n  d e r  E b e n e  £ l i e g t . “

J e d e r  K e g e l  I(z k a n n  d e m n a c h  a l s  T r ä g e r  e i n e r  T a n g S n t e n -  
e b e n e n - I n v o l u t i o n  J 2 b e t r a c h t e t  w e r d e n ,  w e l c h e  s t- z u r  I n v o l u t i o n s 

1 e1 und e2 berühren K -  in r1; respective c.2, die K -  längs Pc1 und Pc2 
tangirenden Ebenen enthalten daher auch e1( beziehungsweise, 6*2, und 
schneiden sich demnach in der Geraden dP. Diese ist die auf K 2 bezogene 
Polare von s«.
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e b e n e  h a t  u n d  m i t  A  ( ; )  d i e  G4 e r z e u g t ;  d i e s e  F l ä c h e  i s t  d i e  
a l l g e m e i n s t e  F l ä c h e  i h r e r  A r t .  V o n  z w e i  E b e n e n ,  d i e  b e z ü g 
l i c h  e i n e s  K e g e l s  [ z w e i t e n  G r a d e s ]  p o l a r  c o n j u g i r t  s i n d ,  s c h n e i d e t  
i m m e r  e i n e  d e n s e l b e n  i n  r e e l l e n  E r z e u g e n d e n ;  e s  t r i f f t  d a h e r  e n t 
w e d e r  1) o d e r  A  d e n  K e g e l  IP  i n  r e e l l e n  P u n k t e n ,  d .  h .  d i e  
P t e g e l f l ä c h e  G4 h a t  mindestens z w e i  r e e l l e  C u s p i d a l 
p u n k t e .  S i n d  cv  cz i m a g i n ä r ,  s o  i s t  d  i d e e l l  u n d  B  e i g e n t l i c h ;  
w o g e g e n  b e i d e  e i g e n t l i c h e  D o p p e l p u n k t e  s i n d ,  w e n n  e „  c n  i m a g i 
n ä r ,  a l s o  cv  cz r e e l l  s i n d .  S i n d  a l l e  C u s p i d a l p u n k t e  r e e l l ,  s o  i s t  
i m m e r  e i n e r  d e r  P u n k t e  d, B  i d e e l l ,  a l s o  i n n e r h a l b  a l l e r  K 2 g e 
l e g e n ,  w i e  e b e n f a l l s  a u s  d e r  R e l a t i o n  ( / ; ,  r ]td B] =  —  1  r e s u l t i r t .  
C o i n c i d i r e n  cv c*„ m i t  B, b e r ü h r t  a l s o  A  a l l e  I( 2 i n  B\  s o  i s t  a u c h  

j e d e  E b e n e  ( A P ) ,  d a  s i e  IP  l ä n g s  PB  t a n g i r t ,  m i t  d e r  d u r c h  d i e s e  
G e r a d e  g e h e n d e n  E b e n e  v o n  D  p o l a r  c o n j u g i r t ,  u n d  d a h e r  d i e  d u r c h  
d i e s e  A n n a h m e  b e d i n g t e  F l ä c h e  F z , d i e  w i r  i n  [ I .  A .  A r t .  9 |  
b e r e i t s  u n t e r s u c h t  h a b e n ,  e i n e  S p e c i a l i t ä t  v o n  Gk.

D u r c h  d i e  o b e n  a u s g e s p r o c h e n e  E i g e n s c h a f t  d e s  K e g e l s  k l 
i s t  d i e  I d e n t i t ä t  s e i n e r  B e d e u t u n g ,  f ü r  d i e  F l ä c h e  G4 , m i t  j e n e r  
d e s  H y p e r b o l o i d e s  k % [s. I .  A .  A r t .  6]  f ü r  F 4 n a c h g e w i e s e n .  M i t  
B e z i e h u n g  a u f  (l. c .)  k ö n n e n  A v i r  d i e  w e i t e r e n  E i g e n s c h a f t e n  v o n  ~ 2 
k u r z  c i t i r e n :

„ D i e P o l a r e b e n e n  e i n e s  P u n k t e s  P  d e s  D o p p e l k e g e l -  
s c h n i t t e s  D  b e z ü g l i c h  d e r  T r ä g e r k e g e l  IP  s c h n e i d e n  
s i c h  i n  e i n e r  G e r a d e n  d P ' , w e l c h e ,  w e n n  P  d e n  D  d u r c h 
l ä u f t ,  d e n  a u s  d  d e m  D  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  k % e r f ü l l t .  
D i e  P u n k t e  P u n d  P'  b e s t i m m e n  e i n e  I n v o l u t i o n  m i t  d e n  
D o p p e l p u n k t e n  cv  c2.u

„ C o n s t r u i r t  m a n  d i e  d e r  E b e n e  ( J 9 ) ,  b e z ü g l i c h  j e  
z w e i e r  i n  e i n e m  P u n k t  v o n  D  s i c h  s c h n e i d e n d e n  E r 
z e u g e n d e n  v o n  G4 , h a r m o n i s c h  c o n j u g i r t e  G e r a d e ,  s o  
e r h ä l t  m a n  d e n  K e g e l  - 2 . “

U m g e k e h r t  s c h n e i d e t  j e d e r  S t r a h l  s d e s  B ü n d e l s  d  d i e  F l ä c h e  
i n  z w e i  w e i t e r e n  P u n k t e n  a ' „  w e l c h e  d u r c h  d  u n d  d i e  E b e n e  
( 0 )  —  d .  h .  d u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t  p  v o n  s m i t  (D) —  h a r m o n i s c h  
g e t r e n n t  w e r d e n ,  w o v o n  m a n  s i c h  d i r e c t  ü b e r z e u g t ,  i n d e m  m a n  
d u r c h  A  u n d  s d i e  E b e n e  l e g t ,  u m  s o  i n  d, p, a\, a[  d e n  S c h n i t t  
v o n  s m i t  d e m  h a r m o n i s c h e n  V i e r s t r a h l  P  [d, B, a"] z u  e r 
k e n n e n .  „Die Ebene des Doppelkegelschnittes —  d i e  I n v o l u t i o n s -

S itzb . tl. m ath em .-n atu rw  CI. LX XX X. B d. I I . A b th . 4 0
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e b e n e  —  ist daher die auf die Regelfläche G4 bezogene Polarebene 
des Doppel-In flexionspunktes,“ W o r a u s  w e i t e r  f o l g t ,  d a s s  d i e  
z w e i  E r z e u g e n d e n  t'B, tj>, w e l c h e  s i c h  i m  B e r ü h r u n g s -  
k n o t e n  B  s c h n e i d e n ,  d u r c h  d i e  D o p p e l g e r a d e  A  u n d  
d i e  T a n g e n t e  T  v o n  D  i n  B  h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  
w  e r d e  n .

A u s  d e r  U m k e h r u n g  d e s  e r s t e n  S a t z e s  i n  d i e s e m  A r t i k e l  g e h t  
h e r v o r ,  d a s s  d e r  D o p p e l  -  I n f l e x i o n s p u n k t  d  u n d  d i e  
E b e n e  (D)  d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  d i e  g e m e i n s c h a f t 
l i c h e n  P o l a r  g e  b i l d e  —  P o l  u n d  P o l a r e b e n e  —  a l l e r  
T r ä g e r k e g e l  J(z s i n d ,  s o  d a s s  j e d e  E b e n e  E, w e l c h e  d  e n t 
h ä l t ,  d i e  E b e n e  (D)  i n  e i n e r  G e r a d e n  s c h n e i d e t ,  d i e  d i e  P o l a r e  
v o n  d  b e z ü g l i c h  a l l e r  K e g e l s c h n i t t e  (E K %) i s t .  G e h t  d i e  E b e n e  E 
a u c h  d u r c h  d a s  C e n t r u m  12 d e r  I n v o l u t i o n  [(ci cz PP') — — 1 ] ,  s o  
h a t  d a s  S y s t e m  d e r  K e g e l s c h n i t t e  (E Kz) —  w e i l  P  u n d  P'  s i c h  
b e z ü g l i c h  a l l e r  K % c o n j u g i r t  s i n d  —  d a s  D r e i e c k  d P P '  z u m  g e 
m e i n s a m e n  P o l a r d r e i e c k ,  u n d  s i e  s c h n e i d e t  d i e  R e g e l f l ä c h e  
i n  e i n e r  C u r v e  C'*, w e l c h e  I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  z u  D o p p e l p u n k t s 
t a n g e n t e n  b e s i t z t ,  w e i l  e b e n  dPP'  d a s  D o p p e l p u n k t s d r e i e c k  u n d  
d i e  K e g e l s c h n i t t e  (EI(Z) d i e  v i e r f a c h  b e z ü h r e n d e n  K e g e l s c h n i t t e
v o n  C* s i n d .1b

„ J e d e  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s ,  w e l c h e s  d i e  S c h n i t t 
l i n i e  dil  d e r  R ü c k k e h r t a n g e n t e n e b e n e n  v o n  z u r  A x e  
h a t ,  s  c h n e i d e t  d i e s e  R e g e l f l ä c h e  i n  e i n e r  C u r v e  v i e r t e r  
O r d n u n g ,  d e r e n  D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e n  sämm tlich In 
flexionstangenten s i n d . “

D e r  a u s  e i n e m  P u n k t  l d e r  G e r a d e n  dil  d e r  F l ä c h e  u m 
s c h r i e b e n e  K e g e l  K® b e r ü h r t  n a c h  ( I .  A .  A r t .  4 )  d i e s e  i n  e i n e r  
C u r v e  s e c h s t e r  O r d n u n g  B[), w e l c h e  i n  d e n  v i e r  C u s p i d a l -

Siehe: „Über rat. eb. Curven vierter Ordnung', deren Doppelpunkts
tangenten in Inflexionstangenten übergehen“ ; „Über rat. eb. Curven dritter 
und vierter Ordnung“ und „Über vierfach berührende Kegelschnitte der 
Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten.“ Sitzungsberichte der 
k. Akademie der Wissenschaften zu Wien, respective vom -20. März, 9. Octo
ber und 3. Juli 1879. Vergleiche auch [I. A . Art. 6]; das Ebenenbüschel 
c/9, geht aus dem an dieser Stelle besprochenen Kegel f- hervor; seine Be
deutung kann daher auch mittelst dieser Untersuchung nachgewiesen 
werden.
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p u n k t e n  R i t c k k e h r p u n k t e  h a t ,  a l s o  D,  a u s s e r  i n  q  u n d  c%, 
n u r  n o c h  z w e i m a l  i n  P l u n d  P% t r i f f t .  D i e  G e r a d e  IP1 ( d a s s e l b e  
i s t  v o n  IP2 z u  s a g e n )  b e r ü h r t ,  a l s  K a n t e  d e s  u m s c h r i e b e n e n  
K e g e l s ,  d i e  F l ä c h e  i n  Pv  u n d  i s t  d a h e r  e i n e  D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e ,  
a l s o  a u c h  I n f l e x i o n s t a n g e n t e  d e s  S c h n i t t e s  C'l d e r  E b e n e  ( d i l P j  
m i t  G* i n  P v  I n  j e d e m  P u n k t e ,  s o w o h l  v o n  dil  a l s  a u c h  v o n  D 
s c h n e i d e n  s i c h  z w e i  I n f l e x i o n s -  o d e r  H a u p t t a n g e n t e n  d e r  
R e g e l f l ä c h e ,  i h r  g e o m e t r i s c h e r  O r t  i s t ,  a l s  E r z e u g n i s s  d e r  z w e i -  
z w e i d e u t i g e n  G e b i l d e  dil (l) u n d  D (P),  e i n e  R e g e l f l ä c h e  T 6 
s e c h s t e n  G r a d e s ,  w e l c h e  D  u n d  dil  z u  D o p p e l l i n i e n  h a t .  D i e  
H a u p t t a n g e n t e n  i n  e i n e m  P u n k t e  v o n  D  s i n d  g l e i c h z e i t i g  m i t  d e n  
d u r c h g e h e n d e n  z w e i  E r z e u g e n d e n  v o n  Gk r e e l l ,  b e z i e h u n g s w e i s e  
i m a g i n ä r ,  s o  d a s s  a u c h  T ä i n  u n d  cz C u s p i d a l p u n k t e  b e s i t z t ;  
u n d ,  d i e  R e a l i t ä t  d i e s e r  v o r a u s g e s e t z t ,  v o n  j e d e r  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  
dil  —  e i n e r  i h r e r  v i e r f a c h e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  —  i n  z w e i  r e e l l e n  
u n d  z w e i  i m a g i n ä r e n  E r z e u g e n d e n  g e s c h n i t t e n  w i r d ,  v o n  w e l c h e n  
d a h e r  k e i n e  z w e i  e i n e n  P u n k t  v o n  dil  g e m e i n s c h a f t l i c h  h a b e n .  
D i e  F l ä c h e  T & h a t  f e r n e r  A  z u r  D o p p e l e r z e u g e n d e n ,  12 z u m  
D o p p e l - I n f l e x i o n s p u n k t  u n d  e n t h ä l t  a u c h  e, u n d  en e t c .

„ D i e  H a u p t t a n g e n t e n  d e r  F l ä c h e  Gk i n  P u n k t e n  d e s  
D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  D  e r f ü l l e n  e i n e  R e g e l f l ä c h e  
s e c h s t e n  G r a d e s  T 6, w e l c h e  D  u n d  dil  z u  D o p p e l l i n i e n  
h a t ,  e t c . “

A r t .  3 .  U n t e r  d e n  B e r ü h r u n g s k e g e l n  d e r  F l ä c h e  Gk n i m m t  
d e r  v o n  d e n  D o p p e l t a n g e n t e n e b e n e n  u m h ü l l t e - — u n d  
a l s  s o l c h e r  d o p p e l t  z u  z ä h l e n d e  —  K e g e l t 2 e i n e  a u s g e z e i c h n e t e  
S t e l l u n g  e i n .  E r  k a n n  n o c h  b e z e i c h n e n d e r  a l s  d i e  E n v e l o p p e  a l l e r  

j e n e r  E b e n e n  (a! ß ' [3 ' )  =  ( e ' e ' 1)  d e f i n i r t  w e r d e n ,  w e l c h e  G4 n a c h  
e i g e n t l i c h e n  K e g e l s c h n i t t e n  C 2 s c h n e i d e n ,  u n d  i s t  d e i n g e m ä s s ,  a l s  
E r z e u g n i s s  d e s  e i n d e u t i g e n  S c h e i n e s  (ß ’ ß " )  [ d e r  I n v o l u t i o n  
D([ 3 ' | 3 " ) ]  u n d  d e r  z w e i d e u t i g e n  R e i h e  A ( a ' a " )  —  n a c h d e m  d i e  
a u f  e i n a n d e r  l i e g e n d e n  E l e m e n t e  T  u n d  B  s i c h  e n t s p r e c h e n  —  
v o m  z w e i t e n  G r a d e .1 J e  z w e i  u n e n d l i c h  n a h e ,  a u f  e i n a n d e r

 ̂ Siehe auch bezüglich des Folgenden (I. A . Art. 2). Das Erzeugniss 
zweier ein- zweideutiger Gebilde im Raum ist — wenn durch Bewegung 
einer Ebene entstanden — von der dritten Classe. Hier geht eine von den 
sich selbst entsprechenden drei Ebenen, der durch eine Gerade g  [des
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f o l g e n d e  d i e s e r  E b e n e n ,  e t w a  Ec u n d  Ec, s c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e r  
E r z e u g e n d e n  (/ d e s  K e g e l s  $ 2 , w e l c h e  d a h e r ,  w e i l  g e n a n n t e  
E b e n e n  b e n a c h b a r t e  D o p p e l t a n g e n t e n e b e n e n  v o n  Gk s i n d  d i e  V e r 
b i n d u n g s l i n i e n  nl ni  d e r  n i c h t  a u f  D  l i e g e n d e n  S c h n i t t p u n k t e  v o n  
C2 m i t  d e n  i n  s e i n e r  E b e n e  Ec b e f i n d l i c h e n  E r z e u g e n d e n  e ',  t\  i s t .  
D a r a u s  f o l g t ,  d a s s  d e r  K e g e l  ® 2 d i e  E b e n e n  z]} u n d  (el <?2 ) ,  
r e s p e c t i v e  l ä n g s  <$ B  =  T  u n d  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  c\c2 
d e r  C u s p i d a l p u n k t e  cv  c2 b e r ü h r t ,  v o n  d e n  O u s p i d a l -  
e b e n e n  vv vn, b e z i e h u n g s w e i s e  l ä n g s  Pjl u n d  P jn t a n g i r t  
w i r d  u n d  m i t  G* e i n e  B e r ü h r u n g s c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  
2 3 4 g e m e i n  h a t ,  w e l c h e  a l s  O r t  d e r  P u n k t e  nv  nz, i n  B 
e i n e n  D o p p e l p u n k t  b e s i t z t  u n d  i n  d e n  I n f l e x i o n s 
p u n k t e n  j v j u d i e  K a n t e n  u n d  ^ ; n  z u  T a n g e n t e n  h a t .  
D i e s e  K a n t e n  b e r ü h r e n  a u c h  d i e  K e g e l s c h n i t t e  Cf, C 2 i n  ‘ d e n  
P u n k t e n  / „  r e s p e c t i v e  j u, w e l c h e  m a n  s i c h  a u c h  d u r c h  d a s  [ d u r c h  
d i e  C o i n c i d e n z  v o n  e ',  t\  m i t  e„ b e z i e h u n g s w e i s e  en b e w i r k t e ] ,  
Z u s a m m e n f a l l e n  d e r  P u n k t e  nv  n2 e n t s t a n d e n  d e n k e n  k a n n .  A u s  
w e l c h e r  T h a t s a c h e ,  i m  V e r e i n  m i t  d e m  U m s t a n d ,  d a s s  Cf u n d  C~ 
d i e  G e r a d e  < 3 i j ß = 7 v  i n  o  t a n g i r e n ,  e r s i c h t l i c h  i s t ,  d a s s  d i e  
s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  ev eu, d i e  a u f  Cf, r e s p e c t i v e  
Cfj b e z o g e n e n  P o l a r e n  v o n  ^ 5, d e r  S p i t z e  d e s  D o p p e l 
k e g e l s  s i n d .

D e r  d e m  P u n k t  ^  b e z ü g l i c h  nv  u2 h a r m o n i s c h  c o n j u g i r t e  
P u n k t  m l i e g t  i n  d e r  D o p p e l - R ü c k k e h r t a n g e n t e n e b e n e  
( A o ) ,  n a c h d e m  d i e s e  u n d  d i e  E b e n e  s.b  =  ( A ^ ß )  —  a l s  D o p p e l 
e b e n e n  d e r  d u r c h  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e n  v o n  Gk i n  P u n k t e n  v o n  A 

g e b i l d e t e n  I n v o l u t i o n  A ( s V ' )  —  m i t  d e m  E b e n e n p a a r  ( A e ' ) ,  ( A e ' , )  
e i n  h a r m o n i s c h e s  B ü s c h e l  b i l d e t ,  u n d  %  d, nv nz d e r  S c h n i t t  d e s 
s e l b e n  m i t  (j i s t .  D i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  ma,  v o n  m  m i t  d e m  S c h n i t t 
p u n k t  d e r  E r z e u g e n d e n  e ',  e', i s t  d a h e r  d e m  P u n k t e  ^3, u n d  z w a r  
b e z ü g l i c h  e ',  e', h a r m o n i s c h  c o n j u g i r t ;  s i e  b e r ü h r t  d e n  K e g e l s c h n i t t

Bündels und die erz. Gebilde bestimmten zwei coaxialen Ebenenbüschel
— bei jeder Lage von g  — durch T\ daher sind nur die zwei ändern Ebenen 
Tangentialebenen. Vergleiche: „Geometrie der räumlichen Erzeugnisse ein- 
bis zweideutiger Elementargebilde, insbesondere der Regelflächen dritten 
Grades“ von P ro f. Dr. E m il W ey r ; erschienen 1871 bei Teubner in 
Leipzig.
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3 P  =  [ ( A o ) ; ® 2]  i n  m u n d  u m h ü l l t  i h n ,  w e n n  «  d i e  D o p p e l g e r a d e  
A d u r c h l ä u f t .  B e m e r k e n  w i r ,  d a s s  j e d e  e i n f a c h e  T a n g e n t e  d e r  G'4, 
w e l c h e  $  e n t h ä l t ,  i n  e i n e r  d e r  C u s p i d a l e b e n e n  vv vn l i e g e n  u n d  
d e m n a c h  i h r e n  B e r ü h r u n g s p u n k t  a u f  ev b e z i e h u n g s w e i s e  en h a b e n  
m u s s ,  s o  e r k e n n e n  w i r  i n  mu a u c h  d i e  i n  B e z u g  a u f  d e n  i n  d e r  
E b e n e  ( e '  e 't)  =  Ec b e f i n d l i c h e n  K e g e l s c h n i t t  Cz g e n o m m e n e  P o l a r e  
v o n  $|3, w e i l  d i e s e  a l s  B e r ü h r u n g s s e h n e  d e r  vv r e s p e c t i v e  a n g e -  
h ö r i g e n ,  a u s  ^ 5  a n  C 2 g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  d u r c h  m l a u f e n d  i n  
(Ao) =  (e} en) l i e g t .  J e d e r  S t r a h l  d e s  B ü n d e l s  $  s c h n e i d e t  
a l s o  G4 i n  v i e r  P u n k t e n ,  w e l c h e  z u  z w e i e n  d u r c h  ^  u n d  
(Ao) h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  w e r d e n  —  Gk s e l b s t  i s t  b e z ü g 
l i c h  $  u n d  (Ao) involutorisch sym m etrisch; d i e  l e t z t e r e  E b e n e  
i s t  d i e  P o l a r e b e n e  d e r  S p i t z e  $  d e s  D o p p e l k e g e l s  £ 2 
b e z ü g l i c h  d e r  b e h a n d e l t e n  R e g e l f l ä c h e .

N a c h  d i e s e n  E r l ä u t e r u n g e n  i s t  c s  m i t  H i l f e  d e r  r e c i p r o k e n  
B e t r a c h t u n g e n  d e s  v o r h e r g e h e n d e n  A r t i k e l s  l e i c h t ,  d i e  R i c h t i g k e i t  
d e r  f o l g e n d e n  S ä t z e  n a c h z u w e i s e n :

„ I r g e n d  e i n e  T a n g e n t e  t d e s  K e g e l s c h n i t t e s  3P  —  
d e s  S c h n i t t e s  d e r  D o p p e l - R ü c k k e h r t a n g e n t e n e b e n e  
mit  dem D o p p e l k e g e l  ®2 —■ is t  die P o l a r e  der  Spi t ze  
v o n  ® 2 b e z ü g l i c h  d e s  i n  d e r  E b  e n e  ( / ' $ )  l i e g e n d e n ,  G4 e i n -  
g e s c h r i e b  e n e n  K e g e l s c h n i t t e s  C 2 . S i e  i s t  a u c h  d e r  
g e o m e t r i s c h e  O r t  d e r  P o l e  d e r ,  d e r  E b e n e  ( ^ )  b e z ü g 
l i c h  d e r  C u s p i d a l e b e n e n  w „  h a r m o n i s c h  z u g e o r d 
n e t e n  T a n g e n t i a l e b e n e  v o n  i n  B e z u g  a u f  a l l e  K e g e l 
s c h n i t t e  Cz v o n  G'4.u

„ D i e  B e r ü h r u n g s c u r v e  2 S 4 d e s  D o p p e l k e g e l s  ® 2 
w i r d  d u r c h  s e i n e  S p i t z e  ^  u n d  d e n  K e g e l s c h n i t t . / ] / 2 , 
w e l c h e r  d i e  D o p p e l g e r a d e  i m  B e r ü h r u n g s k n o t e n  u n d  
d i e  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  ev eu i n  d e n  I n f l e x i o n s 
p u n k t e n  j „  r e s p e c t i v e ^ ,  b e r ü h r t ,  h a r m o n i s c h  g e t h e i l t . “  
( V e r g l e i c h e  I .  A .  A r t .  6 . )

„ D i e  E r z e u g e n d e n  v o n  G4 b e s t i m m e n  a u f  a l l e n  
d i e s e r  F l ä c h e  e i n g e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e n  C 2 

q u a d r a t i s c h e  I n v o l u t i o n e n  m i t  d e m  C e n t r u m  D i e s e s  
i s t  b e z ü g l i c h  i r g e n d  e i n e s  d i e s e r  K e g e l s c h n i t t e  C2 
j e n e m  P u n k t e  v o n  A p o l a r  c o n j u g i r t ,  d e r  s i c h  i n  d e r  
E b e n e  v o n  C % b e f i n d e t . “  [ S i e h e  a u c h  I .  A .  A r t  7 . ]
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624 A  111 e s e d e r.

„ ß 4 h a t  m i n d e s t e n s  z w e i  r e e l l e  C u s p i d a l e b e n e n  e t c . “  
„ D i e  H a u p t t a n g e n t e n  d e r  R e g e l f ä c h e  G 4 , w e l c h e  

s i c h  i n  d e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  d e s  K e g e l s  ® 2 b e f i n d e n
—  a l s o  i n  P u n k t e n  d e r  B e r ü h r u n g s c u r v e  2 3 4 — ■ e r f ü l l e n  
e i n e  R e g e l f l ä c h e  s e c h s t e n  G r a d e s  T\,  w e l c h e  d i e  L i n i e  
d j uj n d e r  I n f l e x i o n s p u n k t e  z u r  v i e r f a c h e n  G e r a d e n ,  A  
z u r  D o p p e l e r z e u g e n d e n  u n d  ® 2 z u m  D o p p e l k e g e l  h a t .  
S i e  h a t  cv  cz, j v j n z u  C u s p i d a l p u n k t e n  u n d  ev e2 z u  s i n g u 
l ä r e n  E r z e u g e n d e n  e t c . “

D i e  i n  e i n e r  T a n g e n t i a l e b e n e  Ec v o n  ® 2 l i e g e n d e n  H a u p t 
t a n g e n t e n  t', t" s i n d  d i e  T a n g e n t e n  d e s  d u r c h  Ec b e s t i m m t e n  
K e g e l s c h n i t t e s  C 2 i n  d e n  P u n k t e n  nv nz ] s i e  s c h n e i d e n  s i c h  i n  
e i n e m  P u n k t  0 , d e s s e n  O r t  d j j n i s t . 1

A r t .  4 .  D i e  E b e n e n  zB u n d  ( e ,  ez), w e l c h e  ® 2 i n  s e i i & e n  
S c h n i t t l i n i e n  7) r e s p e c t i v e  cx cz m i t  b e r ü h r e n ,  s c h n e i d e n  s i c h  i n  
^ d ]  d i e s e  G e r a d e  i s t  d i e  P o l a r e  v o n  £ t- i n  B e z u g  a u f  ® 2 . J e d e  
E b e n e  N  i h r e s  B ü s c h e l s  s c h n e i d e t  G4 i n  e i n e r  C u r v e  C 4 , d i e  d 
z u m  D o p p e l - I n f l e x i o n s p u n k t  u n d  d i e  e i n a n d e r  b e z ü g l i c h  ^ d  u n d  
d e r  S c h n i t t l i n i e  (Nst)  h a r m o n i s c h  c o n j u g i r t e n  S c h n i t t e r z e u g e n d e n  
^ n { )iZ} y$n\u‘z m i t  ® 2 z u  D o p p e l t a n g e n t e n ,  m i t  d e n  B e r ü h r u n g s 
p u n k t e n  nv  nz , b e z i e h u n g s w e i s e  n\, nz h a t .  D i e  ® 2 l ä n g s  d e n  b e -  
z e i c h n e t e n  K a n t e n  t a n g i r e n d e n  E b e n e n  Ec, E'c s c h n e i d e n  s i c h  i n  
e i n e r  G e r a d e n  , 3 '  , 3 "  ^  d e r  P o l a r e b e n e  v o n  r f ' ß ,  u n d  f i x i r e n  d e m 
n a c h  a u f  G 4 e i n  E r z e u g e n d e - Q u a d r u p e l  e , ,  e 2 , e '„  e 2 , d e s s e n  
E l e m e n t e  e i n z e l n  d u r c h  d i e  g l e i c h  b e z e i c h n e t e n  d e r  P u n k t e  n v nz, 
u'v n'z l a u f e n .  D a r a u s  f o l g t  n u n ,  n a c h d e m  d i e s e  P u n k t e  d e r  B e 
r ü h r u n g s c u r v e  s i n d ,  u n d  d i e  G e r a d e n  u{ n\, nz nv  a l s  i n  N  u n d

1 Obwohl der Fläche 7’° (Art. 2) reciprok ist, wollen wir den Ort
des Punktes 0 direct bestimmen. Er ist dem Punkte m bezüglich der auf 
eh respective 6',, gelegenen Berührungspunkte b', b", der aus ¥  au C l ge
zogenen Tangenten, harmonisch conjugirt; und kann daher auch als der in 
Bezug auf eh cn, dem Berührungspunkt m der variablen Tangente mx von 
M l , harmonisch conjugirte Punkt definirt werden. Verbinden wir m mit 
(i’i 6'u) =  fj und ziehen wir auch in dem zweiten Schnitt ///.', dieser mit 31-, 
an diesen Kegelschnitt die Tangente, so schneidet diese wa in einem Punkt, 
der offenbar als Pol von mm' bezogen auf J/*, von dieser Geraden durch 
eh t'11 harmonisch getrennt wird und daher mit 0  identisch ist. Sein Ort is t  
d ie  P o la r e  j {j iX(l von  (e, e,,) b e z ü g l ic h  M*.
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b e z i e h u n g s w e i s e  ( , 3 ' A ) ,  ( ^ ' ' A )  l i e g e n d ,  s i c h  i n  dt s c h n e i d e n ,  
d a s s  d i e  B e r ü h r u n g s c u r v e ©4 [ d e  s  D o p p e l k e g e l s ]  a u s  
d e m  D o p p e l  -  I n f l e x i o n s p u n k t e  d  d u r c h  e i n e n  K e g e l  
z w e i t e n  G r a d e s  p r o j i c i r t  w i r d ,  u n d  d a s s  j e  v i e r  i h r e r  
P u n k t e ,  w e l c h e  a u f  e i n e m  Q u a d r u p e l  v o n  E r z e u g e n d e n  
( v o n  G4 )  l i e g e n ,  s i c h  i n  e i n e r  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  
d b e f i n d e n ,  u n d  u m g e k e h r t .

D i e  E b e n e n  Ec u n d  Ec s c h n e i d e n  G* i n  z w e i  e i g e n t l i c h e n  
K e g e l s c h n i t t e n  C 2, C\,  w e l c h e  s i c h  i n  ß' u n d  ß" t r e f f e n  u n d  
b e z i e h u n g s w e i s e  d u r c h  nv  nz —  n'v ri„ g e h e n ;  s i e  b i l d e n  e i n  
P a a r :

„ D i e  K e g e l s c h n i t t e  d e r  R e g e l f l ä c h e  G 4 g r u p p i r e n  
s i c h  z u  conjugirten Paaren, w e l c h e  a u f  d e m  D o p p e l k e g e l 
s c h n i t t  D  d i e  I n v o l u t i o n  (ß' ß")  m i t  d e m  C e n t r u m  l>p, 
u n d  a u f  d e m  D o p p e l k e g e l  ® 2 d i e  I n  v o l u t i o n  Ec, E'c, m i t  
d e r  I n v o l u t i o n s e b e n e  (D) =  s£ b e s t i m m e n .

„ B e i d e  I n v o l u t i o n e n  e r z e u g e n  r e s p e c t i v e  m i t  d e n  
g e r a d e n  I n v o l u t i o n e n  A ( « « ' ) ,  A ( s s ' )  d i e  F l ä c h e  £ 4 . u

„ D i e  E b e n e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t p a a r e s  6’ 2, C\  b e 
s t i m m e n  a u f  G4 e i n  E r z e u g e n d e - Q u a d r u p e l ,  w e l c h e s  s i e  
a u s s e r  i n  z w e i  P u n k t e n  v o n  D  i n  v i e r  P u n k t e n  s c h n e i d e t ,  d i e  
d e r  C u r v e  S34 a n g e h ö r e n  u n d  i n  e i n e r  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  dS$ 
l i e g e n . “

D e r  a u s  d e i n  D o p p e l - I n f l e x i o n s p u n k t  d  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  
Cz u m s c h r i e b e n e  K e g e l  f 2 b e r ü h r t  d i e  C u s p i d a l e b e n e n  v v v z l ä n g s  
d e r  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  ev  ez —  w e i l  j e d e  G4 e i n g e s c h r i e b e n e  
C u r v e ,  a l s o  a u c h  C2 d i e  vv  r 2 i n  P u n k t e n  v o n  ev  b e z i e h u n g s w e i s e  
ez b e r ü h r t  —  u n d  h a t  a l s o  m i t  Gx n o c h  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  g e m e i n .  
D i e s e r  i s t  k e i n  a n d e r e r  a l s  C 2 , w e l c h e r  C% c o n j u g i r t  i s t ,  d e n n  d e r  
a u s  d  i h m  u m s c h r i e b e n e  K e g e l  f 2 h a t  m i t  f 2 d i e  K a n t e n  d nx n\, 
d »2uv  dß'  u n d  d ß ” g e m e i n  u n d  b e r ü h r t  i h n  l ä n g s  u n d  <?2 ; i s t  
a l s o  m i t  i h m  i d e n t i s c h .  A u s  d e m s e l b e n  G r u n d  s i n d  a u c h  d i e  a u s  
o = ( < ? , < ? „ )  d e n  C 2, C] u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  f 2 , f 2 i d e n t i s c h ;  s i e

Ü ber S e g e l f lä c h e n  v ierten  Grades etc.  6 2 ; )

1 Folgt auch, in Folge des oben von der Curve C\ (mit einem Doppel- 
Inflexionspunkte in d) Gesagten, aus dem Aufsatz: „Über rationale Curven 
vierter Ordnung, deren Doppelpunktstangenten in Inflexionstangenten über
gehen.“
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6 2 0 A  m  c  s  e  d  e  r.

h a b e n  n ä m l i c h  riß', dß" g e m e i n  u n d  b e r ü h r e n  s i c h  l ä n g s  
u n d  eu\

„ D u r c h  j e d e s  P a a r  c o n j u g i r t e r  K e g e l s c h n i t t e  d e r  
P e g e l f l ä c h e  G* k a n n  m a n  z w e i  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  
l e g e n ,  d e r e n  G e s a m m t h e i t  d e m g e i n ä s s  a u s  z w e i  p r o j e c 
t i v i s c h e n  K e g e l b ü s c h e l n  b e s t e h t .  W ä h r e n d  d a s  e i n e  
B ü s c h e l  d i e  F l ä c h e  l ä n g s  d e n  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  
ev  e2 t a n g i r t  u n d  d e n  D o p p e l - I n f l e x i o n s p u n k t  d  z u r  
S p i t z e  h a t  —  w i r d  d i e s e l b e  v o n  d e n  ä n d e r n  l ä n g s  d e n  
s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  b e r ü h r t ,  d i e s e s  h a t  a l s o  
o z u r  S p i t z e .  D i e  b e i d e n  K e g e l b ü s c h e l  e r z e u g e n  d i e  
F l ä c h e  G\

U n t e r  a l l e n  K e g e l s c h n i t t e n  v o n  G'4 i s t  j e n e r ,  i n  w e l c h e m  d i e s e  
F l ä c h e  v o n  d e r  E b e n e  d e r  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  ev  c2 g e s c h n i t t e n  
w i r d ,  u n d  w e l c h e r  d i e s e n  i n  d e n  C u s p i d a l p u n k t e n  cx, c2 b e r ü h r t ,  
b e s o n d e r s  b e m e r k e n s w e r t h .  U m s c h r e i b e n  w i r  d i e s e m  K e g e l 
s c h n i t t  C?f a u s  o  d e n  K e g e l  K ‘lw s o  b e r ü h r t  d i e s e r  Gk i n  ex u n d  elv 
u n d  s c h n e i d e t  s i e  i n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  a u c h  d u r c h  cv  c2 
l a u f e n  s o l l ,  d a h e r ,  w e i l  d u r c h  d i e s e  P u n k t e  n u r  C \ g e h t ,  m i t  C y{) 
i d e n t i s c h  i s t . 1 D e r  K e g e l  K l  h a t  m i t  G'* i n  j e d e m  P u n k t e  v o n  C ‘~ 
z w e i  u n e n d l i c h  n a h e  P u n k t e  g e m e i n ,  d .  h .  Cf} i s t  e i n  Berührungs
kegelschnitt.

E i n  a n d e r e r  B e w e i s  k a n n  a u c h  m i t t e l s t  d e r  M e t h o d e  d e r  
P r o j e c t i o n  e r b r a c h t  w e r d e n .  W i r  u m s c h r e i b e n  a u s  o  d e r  R e g e l 
f l ä c h e  d e n  K e g e l  K %) d i e s e r  i s t  n a c h  [ I .  A .  A r t .  4 ]  v o m  z w e i t e n  
G r a d e  u n d  b e r ü h r t  Gk i n  e i n e r  R a u m c u r v e  B'4 v i e r t e r  O r d n u n g ,  d i e  
o z u m  D o p p e l p u n k t  h a t  u n d  i n  d e n  v i e r  C u s p i d a l p u n k t e n  d i e  
s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  t a n g i r t .  D i e s e  B e r ü h r u n g s c u r v e  z e r f ä l l t  
n u n  i m  v o r l i e g e n d e n  F a l l  i n  ev en, w e i l  K z d i e  G'4 l ä n g s  d i e s e r  
b e r ü h r e n  m u s s ,  u n d  n o c h  e i n e  C u r v e  z w e i t e n  G r a d e s  B z, 
w e l c h e  ev  e2, r e s p e c t i v e  i n  cv  c% b e r ü h r e n  s o l l ,  a l s o  m i t  C *  

i d e n t i s c h  i s t :

1 Dass durch c, nur ein Kegelschnitt Ĉ  läuft, folgt- daraus, dass man 
durch als einer Kante von ft- nur eine Tangentialebene an diesen — 
von den Ebenen der Kegelschnitte umhüllten — Kegel legen kann. Auch 
ist daraus ersichtlich, dass Cl aus zwei coincidirenden Kegelschnitten ent
stellt. Das Gesagte erhellt auch aus [I. A. Art. 8], weil jede Curve, die 
durch ( \  geht und hier keinen Rückkehrpunkt hat, tangiren muss. etc.
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„ D e r  a u s  c l e m  S c h n i t t p u n k t  o d e r  . s i n g u l ä r e n  E r 
z e u g e n d e n  ev en d e r  R e g e l f l ä c h e  Gh u m s c h r i e b e n e n  
K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  b e r ü h r t  s i e  i n  e i n e m  K e g e l 
s c h n i t t  C'l, w e l c h e r  d i e  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  ev  ez 
i n  d e n  C u s p i d a l p u n k t e n  cv  c2 t a n g i r t . “

I n  d i e s e m  S a t z  h a t  d i e  f o l g e n d e  E n t s t e h u n g s a r t  v o n  Gk i h r e  
B e g r ü n d u n g :

„ G l e i t e t  e i n e  G e r a d e  a n  e i n e n  K e g e l  z w e i t e  11 
G r a d e s / ^ ,  d i e s e n  i n  P u n k t e n  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  
C l b e r ü h r e n d ,  u n d  e i n e r  f e s t e n  G e r a d e n  A ; s o  e r z e u g t  
s i e  e i n e  R e g e l f l ä c h e  G4, w e l c h e  e t c . “

A u c h  A ,  D, K l  Cl  k ö n n e n  a l s  L e i t l i n i e n  g e n o m m e n  w e r d e n ; 
d o c h  m u s s  d i e  A n n a h m e  s o  g e t r o f f e n  w e r d e n ,  d a s s  (B1 d{ cx cz ) =  
= —  1 i s t  e t c .

A r t .  5 .  W e n d e n  w i r  u n s  w i e d e r  z u r  U n t e r s u c h u n g  d e r  d u r c h  
d i e  c o n j u g i r t e n  K e g e l s c h n i t t p a a r e  b e s t i m m t e n  K e g e l b ü s c h e l .  Z w e i  
e n t s p r e c h e n d e  K e g e l  f 2, f 2 d i e s e r  B ü s c h e l  b e r ü h r e n  s i c h  i n  d e n  
P u n k t e n  ß', ß" —  w e i l  d i e s e  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  a u f  b e i d e n  
l i e g e n d e n  K e g e l s c h n i t t e  C2, C\  s i n d  — ; i h r e  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  
T a n g e n t i a l e b e n e n  r ' ,  z" s c h n e i d e n  s i c h  i n  d e r  V e r b i n d u n g s l i n i e  
do i h r e r  S p i t z e n  u n d  e n t h a l t e n  d i e  v i e r  T a n g e n t e n  t\, t'z, t", t z d e r  
C 2, C\  i n  ß', r e s p e c t i v e  ß".  V o n  d i e s e n  T a n g e n t e n  s c h n e i d e n  s i c h  

j e  z w e i  —  s o  t\, t “ —  i n  e i n e m  P u n k t e  a v o n  do, a u s  w e l c h e m  
m a n  a u s s e r  d e r  E b e n e  (C 2) n o c h  e i n e  T a n g e n t i a l e b e n e  a n  Ä 2 
l e g e n  k a n n ,  d i e  e b e n f a l l s  G4 i n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  C2 s c h n e i d e t ,  
d e s s e n  T a n g e n t e n  t\, t'{, i n  d e n  a u f  D  g e l e g e n e n  P u n k t e n  ß\, ß^, 
s i c h  a u c h  i n  d e m  P u n k t  d  t r e f f e n .  W ä h r e n d  a l s o  i n  j e d e m  P u n k t  
ß  v o n  D  s i c h  z w e i  T a n g e n t e n  t  b e g e g n e n ,  s c h n e i d e n  s i c h  i n  
i r g e n d  e i n e m  P u n k t  a! v o n  od  v i e r ;  d i e  B e z i e h u n g  z w i s c h e n  
b e i d e n  S y s t e m e n  i s t  z w e i -  v i e r d e u t i g ,  u n d  i h r  E r z e u g n i s s  —  
n a c h d e m  s i c h  0 d o p p e l t  s e l b s t  e n t s p r i c h t  —  e i n e  R e g e l f l ä c h e  F  
s e c h s t e n  G r a d e s .

„ D i e  T a n g e n t e n  d e r  K e g e l s c h n i t t e  d e r  R e g e l 
f l ä c h e  G4 , i n  i h r e n  a u f  d e m  D o p p e l k e g e l s c h n i t t  D  g e 
l e g e n e n  P u n k t e n  e r f ü l l e n  e i n e  R e g e l f l ä c h e  s e c h s t e n  
G r a d e s  F ü, w e l c h e  do z u r  v i e r f a c h e n  u n d  D  z u r  D o p p e l 
l i n i e  h a t . “
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D i e s e  F l ä c h e  h a t ,  —  w i e  l e i c h t  z u  z e i g e n  i s t  —  T'  z u r  
D o p p e l - E r z e u g e n d e n ,  cv  c2 z u  C u s p i d a l p u n k t e n ,  ev  e% z u  s i n g u l ä r e n  
E r z e u g e n d e n  u n d  o  z u m  B e r ü h r u n g s k n o t e n .  » S ie  w i r d  v o n  i n  e i n e r  
B a u m c u r v e  s e c h s t e r  O r d n u n g  b e r ü h r t  u n d  a u s  i r g e n d  e i n e m  P u n k t  
d e s  B a u m e s  d u r c h  e i n e n  K e g e l  s e c h s t e r  C l a s s e ,  z e h n t e r  O r d n u n g ,  
p r o j i c i r t  e t c .

A r t .  6 . D i e  i m  S c h l u s s  d e s  [ A r t ,  7 .  I .  A . ]  e r ö r t e r t e  E n t 
s t e h u n g s a r t  v o n  F 4 d u r c h  p r o j e c t i v i s c h e  K e g e l s y s t e m e ,  s p e c i a l i s i r t  
s i c h  f ü r  G% f o l g e n d e r m a s s e n :

„ S i n d  D  u n d  M z z w e i  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  s i c h  i n  
e i n e m  P u n k t e  B  s c h n e i d e n ,  u n d  ev ew d i e  a u s  d e m  
z w e i t e n  d e r  E b e n e  ( i l / 2)  a n g e h ö r i g e n  P u n k t  o  v o n  D 
a n  3 P  g e l e g t  e n  T a n g e n t e n ,  s o  s c h n e i d e n  s i c h  j e  z w e i  
c o r r e s p o n d i r e n d e ,  d .  h .  a u s  z w e i  a u f  e i n e r  T a n g e n t e  r  
v o n  M z l i e g e n d e n  P u n k t e n  a/, x"  d e r  G e r a d e n  ev en d e m  
K e g e l s c h n i t t  D  u m s  c h r i e b e n e  K e g e l  i n  e i n e m  w e i t e r e n  
K e g e l s c h n i t t  C 2, d e s s e n  g e o m e t r i s c h e r  O r t  e i n e  S e g e l 
f l ä c h e  Gk i s t . “  1

D i e s e  F l ä c h e  h a t  D  u n d  d i e  T a n g e n t e  A  v o n  M '2 i n  B  z u  
D o p p e l l i n i e n ,  ev en z u  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n ,  u n d  d i e  B e r ü h 
r u n g s p u n k t e  d i e s e r  m i t  M'1 z u  I n f l e x i o n s p u n k t e n .  D e r  m i t  d e m  
S c h n i t t  %  d e r  T a n g e n t e n  v o n  D  i n  B  u n d  o ,  d e m  M '2 u m s c h r i e b e n e  
K e g e l  i s t  i h r  D o p p e l k e g e l .

U n d  r e c i p r o k :
„ S i n d  7i'1 u n d  ® 2 z w e i  i n  e i n e m  P u n k t  B  s i c h  b e 

r ü h r e n d e  K e g e l  u n d  ev  e2 d i e  i n  d e r  z w e i t e n ,  a u s  d e r  
S p i t z e  d  v o n  ~ 2 a n  <ft,z g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  e b e n e  
l i e g e n d e n  K a n t e n  v o n  n 2, s o  b e s t i m m e n  j e  z w e i  c o r 
r e s p o n d i r e n d e ,  d .  h .  i n  e i n e r  K a n t e  d e s  K e g e l s  tc% s i c h  
s c h n e i d e n d e  E b e n e n  v o n  u n d  e2 a u f  ® 2 z w  e i  K  e g e l 
s c h n i t t e ,  w e l c h e r  a u s s e r  n o c h  e i n e n  K e g e l  I(% 
g e m e i n  h a b e n .  D i e E n v e l o p p e  d i e s e s  K e g e l s  i s t  e i n e

] Die Schnitte ß 1, ß" von Cä mit I) bilden in der That — als die Be
rührungspunkte der aus dem Schnittpunkt r, von r =  x 'x "  und der Ebene 
(D), an D gezogenen Tangenten — eine Involution, mit den Doppelpunkten 
B und <?. Dass durch ß ’, ß" noch ein zweiter Kegelschnitt C] geht, folgt 
daraus, dass die Scheine von e{ (x1) und cn (x") in r zwei Doppelstrahlen 
haben, deren jeder auf eh en zwei entsprechende Punkte x', x" bestimmt.
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R e g e l f l ä c h e  Ĝ , w e l c h e  Bd  z u r  D o p p e l g e r a d e n ,  ev  c2 z u  
s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n ,  d  z u m  D o p p e l - I n f l e x i o n s -  
p u n k t  u n d  ® 2 z u m  D o  p p  e l k e g e  1 h a t .  D i e  a u f  ® 2 b e z o g e n e  
P o l a r e b e n e  s c h n e i d e t  ~ 2 i m  D o p p e l k e g e l s c h n i t t  v o n  
G'4, w e l c h e r  a u c h  a l s  O r t  d e r  S p i t z e  v o n  K z d e f i n i r t  
w e r d e n  k a n n . “

A u s  d i e s e r  E r z e u g u n g s a r t  d e r  b e h a n d e l t e n  F l ä c h e  i s t  a u c h  
z u  e r s e h e n ,  d a s s  j e d e r  [ T r ä g e r - ]  K e g e l  Kz d e n  D o p p e l k e g e l  ® 2 
d o p p e l t  b e r ü h r t ,  u n d  d a s s  ® 2 d i e s e l b e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  n o c h  
m i t  e i n e m  z w e i t e n  T r ä g e r k e g e l  K \  g e m e i n  h a t ,  d e r  m i t  d e m  
e r s t e n  e i n  c o  11 j u g i r t e s  P a a r  b i l d e t .

W i e  i n  d e r  l e t z t e n  A n m e r k u n g  f ü r  Cz, C\  k ö n n e n  w i r  h i e r  
f ü r  Ä r 2 , K \  z e i g e n ,  d a s s  i h r e  S p i t z e n  ß'} ß" a u f  D  d i e  I n v o l u t i o n ,  
m i t  d e m  C e n t r u m  c o n s t i t u i r e n .  D e n n  u m s c h r e i b e n  w i r  u m g e k e h r t  
a u s  ß'  u n d  ß" d e r  Gk d i e  K e g e l  IP, K\,  s o  w e r d e n  b e i d e  d i e  d u r c h  
ß ’ß ” a n  $ 2 g e l e g t e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  Ec, E'c b e r ü h r e n ,  u n d  z w a r ,  
w e n n  w i r  d i e  i m  A n f a n g  d e s  A r t .  3  e i n g e f ü h r t e  B e z e i c h n u n g  b e 
n ü t z e n ,  d e r  K e g e l  IP  l ä n g s  ß'n%, r e s p e c t i v e  ß'uv  u n d  d e r  K e g e l  
K\  l ä n g s  ß"nv  b e z i e h u n g s w e i s e  ß"n\.  D i e s e  K e g e l  b e r ü h r e n  
s i c h  a u c h  d o p p e l t ,  u n d  z w a r  i n  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  

=  [ß'u2, ß"n^\ u n d  'Pz =  [ß"n27 ~ß"n\],  d i e  a u f  d e r  S c h n i t t 
l i n i e  <I> d e r  E b e n e n  (el ez) u n d  (< ? ,< ? „ )  e i n e  q u a d r a t i s c h e  
I n v o l u t i o n ,  w e l c h e  m i t  d e r  I n v o l u t i o n  ® 2 (ECE'C) p e r s p e c t i v i s c h  
i s t  u n d  d  s o w i e  d e n  S c h n i t t  p v o n  <1> m i t  i £ z u  D o p p e l p u n k t e n  h a t ,  
b e s c h r e i b e n .  D i e  B e r ü h r u n g s k a n t e n  ß'nv  ß"n2 e r f ü l l e n  b e i  D r e h u n g  
v o n  Ec u m  Jft2 e i n e  F l ä c h e  F [\,  w e l c h e  d e r  i m  v o r h e r g e h e n d e n  
A r t i k e l  b e s p r o c h e n e n  [ z u f o l g e  i h r e r  E n t s t e h u n g ]  r e c i p r o k  i s t ;  f ü r  
s i e  g i l t  d e r  S a t z :

„ D i e  B e r ü h r u n g s k a n t e n  d e r  T r ä g e r k e g e l  [ d e r  G4 
u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s ]  m i t  d e n  T a n g e n t i a l -  
e  b  e n e n  d e s  D  o p p e l k e g e l s  ® 2 e r f ü l l e n  e i n e  R e g e l f l ä c h e  
s e c h s t e n  G r a d e s  F l\, w e l c h e  <b =  dp u n d  D  z u  D o p p e l 
l i n i e n  u n d  A  u n d  c{ c2 z u  D o p p e l e r z e u g e n d e n  b e s i t z t .  
J e d e  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  *t> b e r ü h r t  s i e  v i e r f a c h  u n d  
j e d e  d e s  K e g e l s  ® 2 d o p p e l t . “

B e t r a c h t e n  w i r  n u n  n o c h m a l s  d e n  S c h n i t t  e i n e r  T a n g e n t e n 
e b e n e  Ec v o n  m i t  Gk, s o  s e h e n  w i r ,  d a s s  d i e  T a n g e n t e n  d e s  
K e g e l s c h n i t t e s  C2 i n  d e n  P u n k t e n  nv nv  j e n e  i n  d e n  P u n k t e n
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ß', ß", u n d  s c h l i e s s l i c h  d i e  G e r a d e n  ß'nz, ß"nv  j e  e i n e  B e g e l -  
f i ä c h e  s e c h s t e n  G r a d e s  T\, F G u n d  F*  e r z e u g e n ;  w e n n  Ec d e n  
K e g e l  ® 2 u m h ü l l t .  D e r  P u n k t  (ß'nv  ß"nz) b e s c h r e i b t  d i e  G e r a d e  
dp, d e r  S c h n i t t  d e r  T a n g e n t e n  i n  nv  nz d i e  G e r a d e  dj \ ju u n d  d e r ,  
d e r  T a n g e n t e n  i n  ß', ß" d i e  G e r a d e  do ; a l l e  d r e i  G e r a d e n  l i e g e n  
i n  d e r  D o p p e l r ü c k k e h r t a n g e n t e n e b e n e  ( A d )  u n d  s c h n e i d e n  s i c h  
i m  D o p p e l - I n f l e x i o n s p u n k t  d .  I h r e  L a g e n - B e l a t i o n  u n t e r  e i n a n d e r  
u n d  g e g e n  d i e  S i n g u l a r i t ä t e n  v o n  G'4 d r ü c k t  s i c h  i n  d e n  f o l g e n d e n  
G l e i c h u n g e n  a u s :

(A, dp, d j i j w S )  =  —  l  

( A dü) =  - l  

(d% dp, et , e2) = —  1  

(do, dB, ev  cn) =  — 1 ,

w ä h r e n d  d i e  B e z i e h u n g  z w i s c h e n  A, D  u n d  ® 2 z u  d e m  f o l g e n d e n  
S a t z  V e r a n l a s s u n g  g i b t :

„ G l e i t e t  e i n e  G e r a d e  a n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  D, 
e i n e r  G e r a d e n  A, w e l c h e J  i n  B s c h n e i d e t ,  u n d  e i n e m  
K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  & '2, d e r  d i e  T a n g e n t e  T  v o n  D  i n  
ß  z u r  K a n t e  h a t  u n d  i n  i h r  d i e  E b e n e  ( T A )  b e r ü h r t ,  s o  
e r z e u g t  s i e  e i n e  F l ä c h e  GV ‘

A r t .  7 .  W i r  h a b e n  b e m e r k t ,  d a s s  j e  z w e i  e i n  P a a r  b i l d e n d e  
K e g e l  K 2 u n d  K \  s i c h  i n  z w e i  c o n j u g i r t e n  P u n k t e n  d e r  I n v o l u t i o n  
<I> ( ^ 1? ip2) b e r ü h r e n .  I h r  S c h n i t t  m i t  d e r  E b e n e  (e{, cz) b e s t e h t  
a u s  z w e i  K e g e l s c h n i t t e n  z 2, z 2, w e l c h e  s i c h  i n  •̂ 1 u n d  s c h n e i d e n  
u n d  —  w e i l  a l l e  d e r  B e g e l f l ä c h e  Gk u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  d i e  
s i n g u l ä r e  E r z e u g e n d e n  i n  d e n  C u s p i d a l p u n k t e n  b e r ü h r e n  —  i n  
d e n  i h n e n  a u c h  g e m e i n s a m e n  P u n k t e n  cv  cz d i e  G e r a d e n  ev  b e 
z i e h u n g s w e i s e  ez z u  T a n g e n t e n  h a b e n ,  a l s o  i d e n t i s c h  s i n d .  J e d e s  
K e g e l p a a r  K 2, K 2 s c h n e i d e t  d a h e r  d i e  E b e n e  (et ez) u n d  —  a u s  
d e m s e l b e n  G r u n d  —  d i e  E b e n e  ( e ,  t*u )  n u r  i n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  
z 2, r e s p e c t i v e  z 2 ; b e i d e  K e g e l s c h n i t t e  h a b e n  d a s  P u n k t e p a a r  -}v  
$z g e m e i n  u n d  e n t s p r e c h e n  s i c h  p r o j e c t i v i s c h :

„ J e  z w e i  c o n j u g i r t e ,  d e r  F l ä c h e  ^ u m s c h r i e b e n e  
K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  s c h n e i d e n  s i c h  i n  z w e i  K e g e l 
s c h n i t t e n  z 2, zz, d e r e n  G e s a m m t l i e i t  a u s  z w e i  p r o j e c 
t i v i s c h e n  B ü s c h e l n  b e s t e h t .  D a s  e i n e  K e g e l s c h n i t t s 
b ü s c h e l  l i e g t  i n  d e r  E b e n e  (et ez) d e r  s i n g u l ä r e n
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E r z e u g e n d e n  ev  c% u n d  b e r ü h r t  d i e s e  i n  d e n  C u s p i d a l -  
p u n k t e n  cv  r2 —  d a s  a n d e r e  i n  d e r  E b e n e  d e r  z w e i  
a n d e r e n  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  ev en u n d  h a t  d i e s e  
a n a l o g  i n  cu cn z u  T a n g e n t e n . “

„ E n t s p r e c h e n d e  K e g e l s c h n i t t e  s c h n e i d e n  s i c h  i n  
c o n j u g i r t e n  P u n k t e n  d e r  I n v o l u t i o n  <I> , ^ 2 )  u n d
f i x i r e n  e i n  K e g e l p a a r ,  d e s s e n  E n v e l o p p e  Gk i s t . “

F ü r  d i e  T r ä g e r k e g e l  IC2 h a b e n  w i r  n o c h  z u  e r w ä h n e n ,  d a s s  
s i e  m i t  i r g e n d  z w e i  i n  e i n e m  P u n k t  d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  D 
s i c h  s c h n e i d e n d e n  E r z e u g e n d e n  e , e ' z w e i  p e r s p e c t i v i s c h e  E b e n e n 
b ü s c h e l  m i t  d e m  D u r c h s c h n i t t  (D)  b e s t i m m e n .  R e c i p r o k  s c h n e i d e n  
d i e  G4 e i n g e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  C 2 j e  z w e i  E r z e u g e n d e  e , e , ,  
w e l c h e  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t  v o n  A  b e g e g n e n ,  i n  z w e i  p e r s p e c t i v i -  
s c h e n  P u n k t r e i h e n  m i t  d e m  C e n t r u m  ^ß.

A r t .  8 . E i n  H y p e r b o l o i d  hz b e s t i m m t  a u f  d e r  F l ä c h e  Gk e i n e  
R a u m c u r v e  a c h t e r  O r d n u n g  R 8, d i e  a u f  A  z w e i  u n d  a u f  D  v i e r  
D o p p e l p u n k t e  b e s i t z t .  E n t h ä l t  n u n  d a s  H y p e r b o l o i d  A 2 e i n  P a a r  
c o n j u g i r t e r  K e g e l s c h n i t t e  C z, C\,  s o  h a t  e s  m i t  Gk n o c h  e i n e  C u r v e  
v i e r t e r  O r d n u n g  g e m e i n ,  w e l c h e  —  w e i l  (C 2, C\)  z w e i  D o p p e l 
p u n k t e  a u f  D  h a t  —  v i e r  D o p p e l p u n k t e  b e s i t z t ,  v o n  d e n e n  z w e i  
a u f  A  u n d  z w e i  a u f  D l i e g e n ,  d i e  a l s o  a u s  e i n e m  Q u a d r u p e l  v o n  
E r z e u g e n d e n  e ' ; e " ,  e', u n d  e',' b e s t e h t .  U m g e k e h r t  w i r d  j e d e s  d u r c h  
e i n  Q u a d r u p e l  g e l e g t e  H y p e r b o l o i d  a u f  G4 e i n e  C u r v e  i ?4 f i x i r e n ,  
d i e  z w e i  P u n k t e  v o n  D z u  D o p p e l p u n k t e n  h a t ,  a u f  A  j e d o c h  k e i n e n  
P u n k t  b e s i t z t  —  a l s o  a u s  z w e i  c o n j u g i r t e n  K e g e l s c h n i t t e n  ( '2, C'\ 
z u s a m m e n g e s e t z t  i s t :

„Jedes Quadrupel von Erzeugenden der Fläche G4 liegt m it 
irgend einem ihr eingeschriebenen Kegelschnittspaar auf einem  
Hyperboloid.“

W e i l  z u r  v o l l s t ä n d i g e n  B e s t i m m u n g  v o n  h2 —  w e n n  C 2, C'\ 
g e g e b e n  i s t  —  n o c h  e i n  P u n k t  a. v o n  A  —  u n d  w e n n  e ',  e ” , e'1? e',' 
a n g e n o m m e n  w u r d e  —  e i n  P u n k t  ß  v o n  D  b e l i e b i g  g e w ä l t  w e r d e n  
d a r f .  E s  s c h n e i d e n  s i c h  a l s o  a u c h  j e  z w e i  H y p e r b o l o i d e ,  
d e r e n  j e d e s  d u r c h  e i n  K e g e l s c h n i t t s p a a r  g e l e g t  i s t  
u n d  d i e  e i n e n  P u n k t  a. v o n  A  g e m e i n  h a b e n  i n  v i e r  E r 
z e u g e n d e n ,  w e l c h e  e i n  E r z e u g e n d e - Q u a d r u p e l  v o n  G 4 
b i l d e n  u n d  d i e s e  F l ä c h e  e r f ü l l e n ,  w e n n  a  d i e  G e r a d e  A  
d u r c h l a u f t .  U m g e k e h r t  h a b e n  z w e i  H y p e r b o l o i d e ,
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w e l c h e  d u r c h  e i n e n  P u n k t  ,3 v o n  D  u n c l  j e  e i n  E r -  
z e u g ' e n d e - Q u a d r u p e l  b e s t i m m t  s i n d  n o c h  z w e i  K e g e l 
s c h n i t t e  g e m e i n ,  w e l c h e  e i n  c o n j u g i r t e s  P a a r  d e r  G’4 
e i n g e s e h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  b i l d e n ,  u n d  d i e s e  
F l ä c h e  z u m  O r t  h a b e n .

N a c h d e m  e i n  Q u a d r u p e l  v o n  E r z e u g e n d e n  m i t  A u n d  d e r  
V e r b i n d u n g s l i n i e  ß'ß",  s e i n e r  a u f  D  b e f i n d l i c h e n  P u n k t e  e i n  
T e t r a e d e r  b i l d e t ,  k a n n  m a n  s i c h  G4 a u c h  f o l g e n d e n n a s s e n  e n t 
s t a n d e n  d e n k e n :

„ D e f o r m i r t  s i c h  e i n  T e t r a e d e r  d e r a r t ,  d a s s  d i e  
E n d p u n k t e  z w e i e r  G e g e n k a n t e n ,  b e z i e h u n g s w e i s e  
a u f  e i n e r  f e s t e n  G e r a d e n  A u n d  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  
T), d e r  A i n  B  s c h n e i d e t  q u a d r a t i s c h e  I n  v  o  1 u t i o  n e n  
b e s t i m m e n ,  d i e  b e i d e  B  z u m  D o p p e l p u n k t  h a b e n ,  
s o  b e s c h r e i b e n  d i e  ä n d e r n  v i e r  K a n t e n  e i n e  R e g e l 
f l ä c h e  G\ “
Anm erkung. D i e s e  E n t s t e h u n g s a r t  g i b t ,  a u f  d i e  R e g e l f l ä c h e  m i t  

e i n e r  a l l g e m e i n e n  D o p p e l l i n i e  d r i t t e r  O r d n u n g  D A 
ü b e r t r a g e n ,  d i e  B e d i n g u n g  a n ,  u n t e r  w e l c h e r  s i c h  d i e  E r 
z e u g e n d e n  d e r s e l b e n  z u  Q u a d r u p e l n  v e r e i n i g e n .  S i e  l ä s s t  
s i c h ,  w i e  m a n  a u s  d e m  V e r g l e i c h  m i t  d e m  i m  d r i t t e n  A r t i k e l  
d e s  A u f s a t z e s :  „ U b e r  r a t i o n a l e  R e g e l f l ä c h e n  v i e r t e n  G r a d e s “  
[ i n  H o p p e s  A r c h i v  f ü r  M a t h e m a t i k  u n d  P h y s i k ,  J a h r 
g a n g  1 8 8 0 ]  G e s a g t e n  e r s i e h t ,  d u r c h  d e n  f o l g e n d e n  S a t z  a u s -  
d r l i c k e n :

„ D e f o r m i r t  s i c h  e i n  T e t r a e d e r ,  w e l c h e s  e i n e r  
R a u m  c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  I)3 e i n g e s c h r i e b e n  i s t ,  
d e r a r t ,  d a s s  z w e i  G e g e n k a n t e n  e i n e  w i n d s c h i e f e  
F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  h 2 b e s c h r e i b e n ,  s o  e r 
z e u g e n  d i e  v i e r  ä n d e r n  K a n t e n  —  e i n  Q u a d r u p e l  
b i l d e n d  —  e i n e  R e g e l f l ä c h e  v i e r t e n  G r a d e s  g 4, 
w e l c h e  D 3 z u r  D o p p e l l i n i e  h a t . “

N e n n e n  w i r  d i e  E c k e n  d e s  T e t r a e d e r s  A, B, C, D,  u n d  
s i n d  AB  u n d  CD d i e  hz e r z e u g e n d e n  G e g e n k a n t e n ,  s o  b e 
s c h r e i b e n  d i e  P u n k t e  A, B  a u f  D 3 e i n e  q u a d r a t i s c h e  I n v o 
l u t i o n ,  w e l c h e  a u c h  v o n  d e n  P u n k t e n  C, D  b e s c h r i e b e n  w i r d ,  
u n d  k u r z  a l s  d i e  v o n  d e r  z w e i p u n k t i g e n  G e r a d e n  S c h a a r  d e r  
h 2 a u f  D 3 g e b i l d e t e  I n v o l u t i o n  b e z e i c h n e t  w e r d e n  k a n n .
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D i e s e  I n v o l u t i o n  k a n n  n o c h  b e s s e r  a l s  a u s  d e n  z w e i  p r o -  
j e c t i v i s c h e n  I n v o l u t i o n e n  (AB)  u n d  (CD), w e l c h e  d i e 
s e l b e n  z w e i  D o p p e l p u n k t e  dt u n d  dz b e s i t z e n ,  b e s t e h e n d  
g e d a c h t  w e r d e n .  B e i d e  I n v o l u t i o n e n  e r z e u g e n  d i e  
R e g e l f l ä c h e  v i e r t e n  G r a d e s  g w e l c h e  D*  z u r  
D o p p e l l i n i e  h a t ;  i h r e  P r o j e c t i v i t ä t  i s t  d u r c h  d r e i  P u n k t e 
p a a r e  d e r  R e i h e n  ( ^ )  -  ( B), o d e r  ( ^ 4 )  -  (C),  o d e r  a u c h  
(B) -  (C), (B) ~ (D)  b e s t i m m t .

C o i n c i d i r t  e i n  P u n k t  Ä  d e r  R e i h e  ( . 1)  m i t  d e m  i h m  e n t 
s p r e c h e n d e n  P u n k t  B' v o n  (B),  s o  w e r d e n  a u c h  d i e  d i e s e n  
P u n k t e n  b e z ü g l i c h  dv dz i n v o l u t o r i s c h  c o n j u g i r t e n  P u n k t e  C' 
u n d  D' v o n  (C),  r e s p e c t i v e  (D)  z u s a m m e n f a l l e n .  D i e  z w e i  
D o p p e l p u n k t e  « ,  ß d e r  R e i h e n  (A), (B)  s i n d  d a h e r  d e n  
D o p p e l p u n k t e n  y,  o  v o n  (C) u n d  (D),  u n d  z w a r  «  d e m  y u n d  
,3 d e m  0 , h a r m o n i s c h  z u g e o r d n e t .  D a r a u s  f o l g t :

„ D i e  R e g e l f l ä c h e  g'4 h a t  v i e r  T a n g e n t e n  T,M, 
1 \ ,  T.( u n d  T g  v o n  D ?’ z u  E r z e u g e n d e n .  D i e  B e 

r ü h r u n g s p u n k t e  a, ,3,  7  u n d  0 d i e s e r  w e r d e n  d u r c h  
d i e  D o p p e l p u n k t e  dv  dz h a r m o n i s c h  g e t r e n n t ,  u n d  
z w a r  a  v o n  7  u n d  ß  v o n  d. D i e  G e r a d e n  ay  u n d  ß0 
s i n d  d i e  g'4 u n d  A 2 g e m e i n s c h a f t l i c h e n  E r z e u 
g e n d e n . “

D a s  H y p e r b o l o i d  KL h a t  a u c h  d i e  T a n g e n t e n  T v  Tz v o n  
D A i n  d{ u n d  dz z u  E r z e u g e n d e n .

D e n  P u n k t e n  dv  dz e n t s p r e c h e n ,  a l s  E l e m e n t e n  v o n  ( , 4 )  
o d e r  (B),  i n  (C) u n d  (D)  j e  z w e i  P u n k t e  c\, c"v  b e z i e h u n g s 
w e i s e  cz, c", w e l c h e  C u s p i  d a l  p u n k t e  v o n  g'4 s i n d  u n d  i n  
a n g e g e b e n e r  O r d n u n g  p a a r w e i s e  d u r c h  di u n d  d% h a r m o 
n i s c h  g e t r e n n t  w e r d e n .  S i e  l i e f e r n ,  m i t  d i e s e n  v e r b u n d e n ,  
d i e  v i e r  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  dxc\, dxc[, dz<t\ u n d  dzc“z v o n  
g'4, u n d  u n t e r  e i n a n d e r  ( j e  e i n m a l )  v e r b u n d e n  d i e  G e r a d e n  
c\c[, czc“, w e l c h e  a u f  A 2 l i e g e n .

U m s c h r e i b e n  w i r  d e r  C u r v e  D 3 a u s  i r g e n d  e i n e m  i l i r e i  
P u n k t e  P  d e n  K e g e l  Z2, s o  w e r d e n  d i e  K a n t e n  d e s s e l b e n  
d u r c h  d i e  e r z e u g e n d e  I n v o l u t i o n  a u f  e i n a n d e r  i n v o l u t o r i s c h  
b e z o g e n .  D i e  D o p p e l e l e m e n t e  d i e s e r  I n v o l u t i o n  v e r b i n d e n  P  
m i t  d e n  P u n k t e n  dx u n d  d z ; d e r  S c h e i n  d e r s e l b e n  i s t  d a s  a u s  
P  d e m  H y p e r b o l o i d  A 2 u m s c h r i e b e n e  E b e n e n b ü s c h e l ,  w e l c h e s
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d i e  d e r  D'A e i n p u n k t i g  . s c h n e i d e n d e n  S c h a a r  a n g e h ö r i g e ,  
d u r c h  P  l a u f e n d e  E r z e u g e n d e  Ps  v o n  hz z u r  A x e  h a t .  
D i e s e  E r z e u g e n d e  m u s s  a u c h  i n  d e n  lz l ä n g s  / V ,  u n d  Pd2 
b e r ü h r e n d e n  E b e n e n  l i e g e n ,  u n d  i s t  d e m n a c h  d i e  a u f  lz 
b e z o g e n e  P o l a r e  d e r  E b e n e  (P d^Q .  D i e s e  E b e n e  i s t  
a u c h  d i e  P o l a r e b e n e  v o n  Ps  b e z ü g l i c h  j e n e s  d i e  F l ä c h e  (jz 
p r o j i c i r e n d e n  K e g e l s  K z ( z w e i t e n  G r a d e s ) ,  d e s s e n  S p i t z e  P  
i s t ;  n a c h d e m  d i e  E b e n e n  (Pc\c[)  u n d  (Pc'2c") —  w e i l  c\c“ 
c'2c'  E r z e u g e n d e  v o n  hz, u n d  z w a r  d e r  S c h a a r  AC  s i n d  —  
s i c h  i n  Ps  s c h n e i d e n ,  u n d  d i e  I ( z l ä n g s  Pc\, Pc", —  Pcv  Pc" 
t a n g i r e n d e n  E b e n e n  d i e  G e r a d e n  Pdv  r e s p e c t i v e  Pdz z u  
S c h n i t t l i n i e n  h a b e n .

D u r c h l ä u f t  P  d i e  C u r v e  D A, s o  b e s c h r e i b t  Ps  d i e  e i n e  
S c h a a r  v o n  hz u n d  (Pd^d^) d a s  B ü s c h e l  d ydz : „ D i e  P o l a r -  
e b e n e n  d e r  d i e  D o p p e l l i n i e  D A e i n m a l  s c h n e i d e n 
d e n  E r z e u g e n d e n - S  c l i a a r  d e s  H y p e r b o l o i d e s  hz 
b e z ü g l i c h  d e r  d e r  F l ä c h e  ( f  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  
z w e i t e n  G r a d e s  b i l d e n  e i n  B ü s c h e l ,  w e l c h e s  d i e  
V e r b i n d u n g s l i n i e  d e r  z w e i  D o p p e l p u n k t e  dv  dz, 
d e r  v o n  d e r  z w e i t e n  E r z e u g e n d e n - S c h a a r  a u f  Z)3 
g e b i l d e t e n  I n v o l u t i o n  z u r  A x e  h a t ;  u n d  u m g e -  
k  e  h  r  t .  “  1

1 Bemerken wir, dass I):i eine allgemeine Kaum curve dritter Ordnung 
ist, und dass dx, d2 beliebig gewählt werden können, so ist durch Obiges 
auch die Evidenz des folgenden Satzes erwiesen :

„E ine G e r a d e  P s,  w e lc h e  e in e  R aum  c a rv e  d r it te r  O rd nung  
R 3 e in m a l [in P] s c h n e id e t ,  b e s t im m t m it ihr e in  H y p e r b o  1 o id  
h- v o llk o m m e n . U m s c h r e ib e u  w ir au s P  d er R 3 d en  K e g e l  l -  und  
c o n s t r u i  ren d ie  P o la r  eb ene von  P s  b e z i ig l i  ch l 2, so  w ird  d ie s e  
Rd in  z w e i P u n k te n  d2 s c h n e id e n , d ie  f e s t  b le ib e n ,  w enn  
P s d ie  F lä c h e  h- d u r c h lä u f t ;  u m g e k e h r t  w ird  P s  h'* b e s c h r e i 
b e n , w en n  s ic h  d ie  E b e n e  (Pdx d2) um d 1d2 d r e h t.“

Die R 3 zweimal schneiden le Erzeugende-Schaar bestimmt auf Ä3 eine 
quadratische Involution mit den Doppelpunkten d2. — Die Beziehung 
zwischen d x d2 und h- ist eine eindeutige und involutorische, so dass derart 
das S e c a n t e n s y s t e m  von R3 auf das S y s te m  d er  d u rch  R 3 g e h e n 
d en  L in ie n f lä c h e n  z w e ite n  G r a d e s  projectivisch bezogen ist. Dreht 
sich d xd2 um d x, so bilden alle h- ein Büschel, dessen Elemente sich ausser 
in Ä3 in der Tangente tlf dieser im Punkte d x schneiden. Diese Tangente
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V o n  d e n  w e i t e r e n  E i g e n s c h a f t e n  d e r  F l ä c h e  <jk —  
w e l c h e  d e n ,  i n  d e n  l e t z t e n  f ü n f  A r t i k e l n  g e f u n d e n e n  E i g e n 
s c h a f t e n  d e r  F l ä c h e  G4 a n a l o g  s i n d  u n d  ä h n l i c h  b e w i e s e n  
w e r d e n  k ö n n e n  —  w o l l e n  w i r  h i e r  n u r  e r w ä h n e n ,  d a s s  d i e  
i h r  e i n g e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  s i c h  a u c h  z u  P a a r e n  
g r u p p i r e n ,  d e r e n  j e d e s  m i t  i r g e n d  e i n e m  Q u a d r u p e l  v o n  
E r z e u g e n d e n  a u f  e i n e m  H y p e r b o l o i d  l i e g t ,  u n d  a u f  D 3 e i n  
P u n k t e p a a r  d e r  I n v o l u t i o n  (AC)  f i x i r t .

D a s s  f e r n e r  d i e  F l ä c h e  g'4 z w e i  B e r ü h r u n g s k e g e l 
s c h n i t t e  C f  u n d  Cf{ b e s i t z t  ( v e r g l e i c h e  A r t .  4 ) .

D i e  E b e n e  d e s  E i n e n  i s t  d i e  d e r  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  
dyc'i, d tc"v  e r  b e r ü h r t  d i e s e  i n  d e n  C u s p i d a l p u n k t e n ;  d i e  S p i t z e  
d e s  g4 l ä n g s  i h n  b e r ü h r e n d e n  K e g e l s  I()  i s t  dz, d e r  S c h n i t t  
d e r  z w e i  ä n d e r n  s i n g u l ä r e n  G e r a d e n  dzcv  dzc". D i e  E b e n e  
(dzczc") d i e s e r  G e r a d e n  s c h n e i d e t  g'4 i n  d e m  K e g e l s c h n i t t  Cfv 
i n  w e l c h e m  g ’4 v o n  d e m  a u s  dx i h r  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  
b e r ü h r t  w i r d .  U n d  s c h l i e s s l i c h ,  d a s s  </4 a u c h  a l s  E r z e u g n i s s  
p r o j e c t i v i s c h e r  K e g e l s c h n i t t s b ü s c h e l  [ A r t .  7 ]  u n d  e b e n s o l c h e r  
K e g e l b ü s c h e l  [ A r t .  4 ]  e r h a l t e n  w e r d e n  k a n n .

II. Die Fläche mit drei Doppelgeraden.

A r t .  9 .  B e v o r  w i r  z u  j e n e r  R e g e l f l ä c h e  v i e r t e n  G r a d e s  m i t  
d r e i  D o p p e l l i n i e n  / '4 ü b e r g e h e n ,  d e r e n  E r z e u g e n d e n  Q u a d r u p e l n  
b i l d e n ,  h a b e n  w i r  ü b e r  d i e  a l l g e m e i n e  F l ä c h e  / ‘4 d i e s e r  A r t  
E i n i g e s  v o r a u s z u s c h i c k e n .

entspricht als Element des Secantensystems dem ans d x der R '< umschriebe
nen Kegel etc.

Die Ebene (Pd1d.,) schneidet hz in einem durchP, dx und d2 gehenden  
Kegelschnitt m-, dessen Punkte den Punkten der Geraden Ps bezüglich i?3 
c o n j u g ir t  sind. (Conjungirte Punkte sind bekanntlich solche, welche auf 
einer Secante von If> liegend , durch diese Curve harmonisch getrennt 
werden. Durchläuft der eine Punkt eine J?3 nicht schneidende Gerade g, so 
beschreibt der andere eine Raumcurve dritter Ordnung r3, welche R s vier
mal schneidet. Und allgemein: ist der Ort des letzteren Punktes eine Raum
curve 3n-ter Ordnung, welche 4«-mal trifft, wenn der erstere eine allge
mein gelegene Raumcurve w-ter Ordnung beschreibt. — Kubische Ver
wandtschaft.)

Sitzb. d. mailiem.-natww. Cl. LX XX I. Bd. II. Abtli.  4 1
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036 A  111 e s e il e r.

D a s  E r z e u g n i s s  e i n e s  E b e n e n b ü s c h e l s  A j  u n d  e i n e r  i h m  
p r o j e c t i v i s c h e n ,  q u a d r a t i s c h e n  T a n g e n t e n e b e n e n - I n v o l u t i o n  J \  a u f  
e i n e m  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  K 2 i s t  d a n n  e i n e  R e g e l f l ä c h e  
/ '4 [ m i t  d r e i  D o p p e l l i n i e n ] ,  w e n n  d i e  d u r c h  d i e  A x e  A t u n d  
d i e  S p i t z e  0  v o n  I(% b e s t i m m t e  E b e n e  d a s  i h r  e n t 
s p r e c h e n d e  T a n g e n t e n e b e n e n - P a a r  v o n  K 2 i n  z w e i  z u 
s a m m e n f a l l e n d e n ,  d .  h .  i n  e i n e r  G e r a d e n  A  s c h n e i d e t .  
D i e  F l ä c h e  h a t  A  z u r  D o p p e l e r z e u g e n d e n 1 u n d  A p  s o w i e  
e i n e  i n  d e r  I n v o l u t i o n s e b e n e  [ d e m  D u r c h s c h n i t t  v o n  J\]  b e f i n d 
l i c h e  G e r a d e  A 2 z u  D o p p e l g e r a d e n .

A u s  d e r  G l e i c h a r t i g k e i t 2 d e r  D o p p e l g e r a d e n  A t u n d  A 2 e r 
h e l l t  i h r e  Vertauschungsfähigkeit o h n e  W e i t e r e s ,  s o  d a s s  j e d e  a l s  

A x e  e i n e s  E b e n e n b ü s c h e l s  b e t r a c h t e t  w e r d e n  k a n n ,  w e l c h e s  m i t  
e i n e r  T a n g e n t e n e b e n e n - I n v o l u t i o n  [J\  o d e r  J ~ ] ,  d i e  i r g e n d  
e i n e n  / ‘4 u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  K 2 z u m  T r ä g e r  
h a t ,  d i e  F l ä c h e  e r z e u g t .  A l l e  d e r a r t i g e n  I n v o l u t i o n e n ,  w e l c h e  A ,  
e n t s p r e c h e n ,  h a b e n  d i e  E b e n e  ( A A 2 )  z u m  D u r c h s c h n i t t ,  w ä h r e n d  

j e n e ,  w e l c h e  m i t  d e m  B ü s c h e l  A 2 d i e  / ‘4 e r z e u g e n ,  ( A A j )  z u m  
D u r c h s c h n i t t  h a b e n .  D i e  F l ä c h e  / '4 k a n n  a u c h  a l s  d a s  E r z e u g n i s s  
d e r  i n  z w e i d e u t i g e r V e r w a n d t s e h a f t  s t e h e n d e n  B ü s c h e l  A ,  u n d  A 2 , i n  
w e l c h e n  s i c h  d i e  E b e n e n  ( A t A )  u n d  ( A 2A )  g e g e n s e i t i g  d o p p e l t  
e n t s p r e c h e n ,  d e f i n i r t  w e r d e n .  S i e  w i r d  f e r n e r  v o n  z A v e i  p r o j e c t i v i -  
s e h e n  T a n g e n t e n e b e n e n - S y s t e m e n  a u f  z w e i  K e g e l n  z w e i t e n  G r a d e s  
K\  u n d  K \  d a n n  e r z e u g t ,  w e n n  d i e  Z u o r d n u n g  e n t s p r e c h e n d e r  
E l e m e n t e  s o .  g e t r o f f e n  w i r d ,  d a s s  j e  e i n e r  d u r c h  d i e  V e r 
b i n d u n g s l i n i e  A  d e r  K e g e l s p i t z e n  a n  K \  g e l e g t e n  T a n 

1 Dass irgend eine Gerade g, welche A schneidet, in ihrem Schnitt P 
mit dieser, mit g ‘l zwei unendlich nahe Punkte gemein hat, weist man mit 
Hilfe der Abhandlung: „Über Curven vierter Ordnung mit drei Doppel
punkten“ [Art. 1, 6] nach, indem man, wie dort, zeigt, dass irgend eine 
durch g  gelegte Ebene E  die g4 in einer Curve C\ schneidet, die in P  eineu 
Doppelpunkt besitzt. Die Gerade A kann nicht von Erzeugenden geschnitten 
werden. Je zwei Erzeugende, welche in einer Ebene des Büschels Ax liegen, 
haben einen Schnittpunkt, dessen geometrischer Ort nach (I. A . Art. 1) in 
der Involutionsebene (OA) liegt, der als Ort des dritten Doppelpunktes von 
C\ (zwei sind auf Ai und A) eine mit Aj windschiefe Gerade ist,

Diese Gerade ( A 2 ; ist mit A 2 gleichartig, weil, sich in jedem ihrer 
Punkte zwei Erzeugende schneiden und in jeder Ebene ihres Büschels zwei 
solche liegen, deren Schnitt auf A x ist.
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Ü b er  R ege l f läch en  v ierten  Grades etc. 637

g e n t i a l e b e n e  e i n e  d u r c h  d i e s e  G e r a d e  g e h e n d e  B e 
r ü h r u n g s e b e n e  v o n  K l  b e i g e o r d n e t  i s t ,  w e i l  d i e  S p i t z e n  
a l l e r  / ‘4 u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  a u f  d e r  D o p p e l 
e r z e u g e n d e n  l i e g e n  m ü s s e n .  R e c i p r o k  b i l d e n  d i e  E b e n e n  a l l e r  f k 
e i n g e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t e  e i n  B ü s c h e l  m i t  d e r  A x e  A .  D i e  
V e r b i n d u n g s l i n i e n  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  z w e i e r  p r o j e c t i v i s c h e r  
P u n k t s y s t e m e  a u f  z w e i  K e g e l s c h n i t t e n  C]  u n d  C \,  d e r e n  E b e n e n  
s i c h  i n  e i n e r  G e r a d e n  A  s c h n e i d e n ,  e r f ü l l e n  d a h e r  n u r  u n t e r  d e r  
V o r a u s s e t z u n g ,  d a s s  j e  e i n e m  S c h n i t t p u n k t  v o n  A  m i t  C] 
e i n  a u f  A  b e f i n d l i c h e r  P u n k t  v o n  C 2 z u g e o r d n e t  i s t ,  
e i n e  F l ä c h e / ‘ 4 , w o r a u s  w e i t e r  f o l g t ,  d a s s  m a n  d u r c h  z w e i  
K e g e l s c h n i t t e  u n d  e i n e  G e r a d e ,  w e l c h e  j e d e n  e i n m a l  
t r i f f t ,  z w e i  R e g  e i f l ä c h e n  f'A l e g e n  k a n n . 1

A r t .  1 0 .  D i e  F l ä c h e  / '4 b e s i t z t  z w e i  B e r ü h r u n g k n o t e n  B v Bz
—  e s  s i n d  d i e s  d i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  A  m i t  A t u n d  A 2 —  u n d  v i e i  
C u s p i d a l p u n k t e  c\, c"v  —  c{, c-'v  w e l c h e  z u  z w e i e n  a u f  A ,  u n d  A 2 
s i c h  b e f i n d e n  u n d  d i e  V e r z w e i g u n g s p u n k t e  d e r  v o n  d e n  E r z e u g e n 
d e n  a u f  d i e s e n  D o p p e l l i n i e n  g e b i l d e t e n  z w e i  z w e i d e u t i g e n  
R e i h e n  s i n d .  I h n e n  e n t s p r e c h e n  d i e  D o p p e l p u n k t e  d i e s e r  R e i h e n  
[ s o  cv c" —  d[, d'[ a u f  A 2 u n d  c2 c“ —  d'v  d“ a u f  A j ,  m i t  w e l c h e n  
v e r b u n d e n ,  s i e  d i e  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  e'v e [ — ■ e 2, e 2 l i e f e r n .2 
W i r  w o l l e n  k u r z  ev e[  d a s  A t u n d  ev  e ‘% d a s  A 2 z u g e h ö r i g e  
P a a r  s i n g u l ä r e r  E r z e u g e n d e n  n e n n e n ;  b e i d e  P a a r e  s i n d ,  w e g e n  
d e r  V e r t a u s c h u n g s f ä h i g k e i t  v o n  A 1? A 2 , g l e i c h a r t i g .

D a s  i n  ( I .  A .  A r t .  6)  g e f u n d e n e  E r g e b n i s s  l ä s s t  s i c h  n u n  f ü r  
/ '4 f o l g e n d e r m a s s e n  a u s s p r e c h e n :

„ D a s  d u r c h  d i e  D o p p e l e r z e u g e n d e  A  u n d  e i n  P a a r  
s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  b e s t i m m t e  H y p e r b o l o i d  k % 
i s t  d e r  g e o m e t r i s c h e  O r t  d e r  P o l a r e n  d e r  d u r c h  A  u n d  
d i e  d e m  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n p a a r  z u g e h ö r i g e

1 Prof. Dr. Emil W ey r  erhält diese Fläche in der Note I): „D ie  
w in d s c h i e f e  R a u m c o l l in e a t io n “ [siehe Seite 169 der „Geometrie der 
räumlichen Erzeugnisse ein- zweideutiger Gebilde etc.“ , Leipzig, 1871] 
als die windschief projicirende Fläche eines Kegelschnittes.

Die reciproken Beziehungen erwähnen wir, wegen Raumersparnios, 
nicht, und verweisen ausser auf (I. A.) auf den Aufsatz: „Über die R egel
fläche mit zwei Doppelgeraden“ in „ H o p p e s  „Archiv“, Jahrg. 1880.
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638 A  n i e s e  cl e r.

D o p p e l  g e r a d e  g e l e g t e n  E b e n e ,  b e z o g e n  a u f  d a s  S y s t e m  
d e r /'4 u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s . “

D i e  F l ä c h e  / '4 b e s i t z t  d e m n a c h  z w e i  H y p e r b o l o i d e  t t 2 , n\  d e r  
e b e n  b e z e i c h n e t e n  A r t .  J e d e s  s p i e l t  n a c h  1. c .  a b e r  a u c h  d i e  R o l l e  
d e s  d o r t  * ß 2 g e n a n n t e n ,  e i n s c h a l i g e n  H y p e r b o l o i d e s ,  d .  h .  r : 2 i s t  
d i e  P o l a r f l ä c h e  d e s  B e r l i h r u n g s k n o t e n s  Bz u n d  j e n e  
v o n  Bv  b e i d e  i n  B e z u g  a u f  f k. U m  d e n  B e w e i s  f ü r  d a s  l e t z t e r e  
k u r z  z u  w i e d e r h o l e n ,  l e g e n  w i r  a u s  B x a n  i r g e n d  e i n e n  / ‘4 e i n 
g e s c h r i e b e n e n  K e g e l s c h n i t t  G% d i e  T a n g e n t e n .  D i e s e  l i e g e n  i n  d e n  
C u s p i d a l e b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  A t u n d  i n  d e r  E b e n e  r, v o n  C 2 ; i h r e  
B e r ü h r u n g s p u n k t e  s i n d  d i e  S c h n i t t p u n k t e  0 2, 0 "  v o n  r, m i t  e\L u n d  
e'} u n d  b i l d e n  a u f  d i e s e n  G e r a d e n ,  w e n n  rt s i c h  u m  A  d r e h t ,  z w e i  
p r o j e c t i v i s c h e  R e i h e n ,  d e r e n  E r z e u g n i s s  d i e  P o l a r f l ä c h e  v o n  B { 
i s t .  D i e s e  i s t  a l s o ,  a l s  g e o m e t r i s c h e r  O r t  d e r  a n  A ,  ez u n d  c ‘% 
g l e i t e n d e n  G e r a d e n  0 20 2 , i d e n t i s c h  m i t  n\.

I n  l i e g t  a u c h  e i n e  E r z e u g e n d e  v o n  t t 2 , d i e  A ,  e\ u n d  e“ 
s c h n e i d e n d e  P o l a r e  0 ' 0 “  v o n  Bz b e z ü g l i c h « 2 ; s i e  t r i f f t  0 20 2 i n  d e m  
P o l  w  d e r  G e r a d e n  A ,  d e s s e n  g e o m e t r i s c h e r  O r t  12, Aveil e r  a u f  
7i 2 u n d  ~ 2 l i e g t  u n d  b e i d e  F l ä c h e n  s i c h  s c h o n  i n  A t , A 2 , u n d  A  
s c h n e i d e n ,  e i n e  g e r a d e  L i n i e  i s t .

B e m e r k e n  A v i r ,  d a s s  d i e  S c h n i t t p u n k t e  Ov Oz v o n  A  m i t  
O j G “ , r e s p e c t i v e  0 20 2 u n d  w  d u r c h  0 ' ,  0 "  b e z i e h u n g S A v e i s e  0 2,
0 2 h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  A v e r d e n ,  s o  s e h e n  A v i r  a u c h  e i n ,  d a s s ,  A v e i l  
d i e s  f ü r  j e d e  L a g e  v o n  r, g i l t ,  d i e  G e r a d e n  12, A  s o w o h l  m i t  ev 
a l s  a u c h  m i t  ev  e‘z v i e r  h a r m o n i s c h e  E r z e u g e n d e  Aro n  ; r 2 ,. 
b e z i e h u n g s w e i s e  -tz\ b i l d e n .  W i r  s e h e n  f e r n e r ,  d a s s  12, a l s  O r t  d e r  
P o l e  v o n  A  b e z ü g l i c h  d e r  C 2, d i e  A  i n  d i e s e r  A r t  p o l a r  c o n j u -  
g i r t e  G e r a d e  i s t .  S i e  i s t  a b e r  i n  a n a l o g e r  [ r e c i p r o k e r |  W e i s e ,  
d e r  D o p p e l e r z e u g e n d e n  A  a u c h  b e z ü g l i c h  a l l e r  IP  p o l a r  c o n 

j u g i r t ,  u n d  z w a r  i s t  s i e  d i e  A x e  d e s  v o n  d e n  P o l a r e b e n e n  d e r  
P u n k t e  v o n  A  b e z ü g l i c h  K l  g e b i l d e t e n  B ü s c h e l s .  J e d e  G e r a d e  
w e l c h e  A  u n d  12 s c h n e i d e t ,  h a t  m i t  d e m  i n  d e r  E b e n e  (cj A )  b e f i n d 
l i c h e n  K e g e l s c h n i t t  C‘l  z A v e i P u n k t e  p x , p z g e m e i n ,  w e l c h e  d u r c h  i h r e  
S c h n i t t p u n k t e  o u n d  w  m i t  A ,  r e s p e c t i v e  12 h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  
w e r d e n .  W o r a u s ,  i n  V e r b i n d u n g  m i t  d e m  i n  d e m  A u f s a t z :  „ U b e r  
r a t i o n a l e  C u r v e n  v i e r t e r  O r d n u n g ,  d e r e n  D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e n  i n  
I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  ü b e r g e h e n “  G e s a g t e n ,  e r h e l l t ,  d a s s  i r g e n d  
e i n e  E b e n e  E, w e l c h e  12 e n t h ä l t ,  d i e  F l ä c h e  / '4 i n  e i n e r
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C u r v e  C'l s c h n e i d e t - ,  d i e  a u f  A  e i n e n  D o p p e l - I n f l e x i o n s -  
p u n k t  b e s i t z t ,  d a s s  d e m n a c h  d i e  z w e i  H  a u  p  11 a  n  g  e  n  t  e  n  v o n  
/ '4 i n  e i n e m  P u n k t  v o n  A  d i e  G e r a d e  Q t r e f f e n .  D a  u m g e k e h r t  d i e  
z w e i  a u s  w  a n  Cz g e z o g e n e n  T a n g e n t e n  d i e  H a u p t t a n g e n t e n  v o n  
/ ' 4 i n  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  v o n  C~ m i t  A  s i n d ,  i s t  k l a r ,  d a s s  d i e  
z w e i  S c h m i e g u n g s h y p e r b o l o i d e  v o n  / ‘4 l ä n g s  A ,  s i c h  a u s s e r  
i n  A j  u n d  A 2 i n  12 d u r c h s c h n e i d e n .

„ D i e  z w e i  S c h m i e g u n g s h y p e r b o l o i d e  d e r  F l ä c h e  
/ ‘4 l ä n g s  d e r  D o p p e l e r z e u g e n d e n  A  s c h n e i d e n  s i c h  i n  
A J ;  A 2 u n d  e i n e r  G e r a d e n  12,  w e l c h e  m i t  A  u n d  j e d e m  
P a a r  s i n g u l ä r e r  E r z e u g e n d e n  s i c h  z u  v i e r  h a r m o n i 
s c h e n  G e r a d e n  d e r  d u r c h  s i e  b e s t i m m t e n  P o l a r - H y p e r -  
b o l o i d e  rv\, r e s p e c t i v e  g r u p p i r t .  J e d e  T r a n s v e r s a  l e  
v o n  A  u n d  12 h a t  m i t  / '4 z w e i  w e i t e r e  P u n k t e  g e m e i n ,  d i e  
d u r c h  d i e  g e n a n n t e n  z w e i  G e r a d e n  h a r m o n i s c h  g e 
t r e n n t  w e r d e n . “

A u s  d i e s e m  S a t z  f o l g e n  f ü r  d i e  I n f l e x i o n s p u n k t e  d\, d"v dv d \  
u n d  d i e  C u s p i d a l p u n k t e  c\, c“, c'2, c“ d i e  R e l a t i o n e n :

( < • ;,  < • ;  b v  < > , )  =  < / „  <rv i>„ <>2 )  =  - 1 ;
(<•;, b „  a , )  =  (<r„ </;, b „ ß . )  =  -  i ,

w e n n  m a n  m i t  12t u n d  122 d i e  S c h n i t t p u n k t e  v o n  12 m i t  A p  b e -  
■ z i e h u n g s w e i s e  A 2 b e z e i c h n e t . 1

A r t .  1 1 .  S i n d  d i e  v i e r  C u s p i d a l p u n k t e  i m a g i n ä r ,  s o  s i n d  a l l e  
d r e i  D o p p e l l i n i e n  i h r e r  g a n z e n  A u s d e h n u n g  n a c h  e i g e n t l i c h .  
S i n d  s i e  r e e l l ,  s o  k a n n  d i e  D o p p e l e r z e u g e n d e  —  i m m e r  i h r e r  
g a n z e n  L ä n g e  n a c h  ■—  e i g e n t l i c h  o d e r  i d e e l l  s e i n ,  j e  n a c h 
d e m  d i e  B e r ü h r u n g s k n o t e n  d e m  e i g e n t l i c h e n  o d e r  i d e e l l e n  T h e i l  
d e r  D o p p e l g e r a d e n  a n g e h ö r e n ,  d .  h .  a u s s e r h a l b  o d e r  i n n e r h a l b  
a l l e r  d e r  F l ä c h e  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  K % 
l i e g e n .

I s t  u m g e k e h r t  d i e  D o p p e l e r z e u g e n d e  A  i d e e l l ,  s o  
s o  s i n d  d i e  v i e r  C u s p i d a l p u n k t e  r e e l l ,  n a c h d e m  A  i n n e r 
h a l b  a l l e r  K z l i e g t .  D a r a u s  i s t  w e i t e r  z u  e r s e h e n  ( u n d  z w a r  w e i l

Ü ber  R ege lf lächen  vierten  Grades etc. 639

1 Weil ein Punkt tu von il der Pol von A, bezüglich des in der Ebene 
(ioAj befindlichen, f  l eingeschriebenen Kegelschnittes C- ist, schneidet die 
zu Q parallele Ebene des Büschels A die Fläche in einem Kegelschnitt) 
dessen Mittelpunkt auf A liegt.
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i n n e r h a l b  e i n e s  I l z k e i n  r e e l l e r ,  e i n f a c h e r  P u n k t  d e r  F l ä c h e  s i c h  
b e f i n d e n  k a n n ) ,  d a s s  j e d e r  (ff.,)  [ s i e h e  I .  A .  A r t .  3 ]  e i n g e s c h r i e b e n e  
K e g e l s c h n i t t  d i e  D o p p e l e r z e u g e n d e  i n  i m a g i n ä r e n  P u n k t e n  
s c h n e i d e t ,2 d a s s  f e r n e r  j e d e  e b e n e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  [ d e r  
F l ä c h e  (ff-,)} e i n e n  i s o l i r t e n ,  a u f  Ä  l i e g e n d e n  D o p p e l p u n k t  b e s i t z t ,  
u n d  d a s s  n u r  d i e s e  F l ä c h e  e i n g e s c h r i e b e n e ,  e b e n e  C u r v e n  v i e r t e r  
O r d n u n g ,  m i t  d r e i  i s o l i r t e n  D o p p e l p u n k t e n  e n t h ä l t .

I s t  A  e i n e  K a n t e  d e s  T r ä g e r k e g e l s  K z d e r  e r z e u g e n d e n  T a n -  
g e n t e n e b e n e n - I n v o l u t i o n  , 7 2, s o  s c h n e i d e t  i r g e n d  e i n e  E b e n e  E d i e  
F l ä c h e  i n  e i n e r  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  C 4 , d i e  d e n  S c h n i t t p u n k t  d 
v o n  E  m i t  A  z u m  D o p p e l p u n k t  h a t  u n d  i n  d e m  S c h n i t t  T z v o n  E 
u n d  K z e i n e n  T r ä g e r k e g e l s c h n i t t  b e s i t z t ,  d .  h .  e i n e n  K e g e l s c h n i t t ,  
d e r  m i t  6'4 a c h t  p a a r w e i s e  z u s a m m e n f a l l e n d e  P u n k t e  g e m e i n  h a t .  
D a  d s i c h  a u f  T 2 b e f i n d e t ,  i s t  e r  n a c h  A r t .  1 2  i n :  „ U b e r  C u r v e n  
v i e r t e r  O r d n u n g  m i t  d r e i  D o p p e l p u n k t e n “  u n d  A r t .  2  d e s  A u f 
s a t z e s :  „ Ü b e r  v i e r f a c h  b e r ü h r e n d e  K e g e l s c h n i t t e  e t c . “  e i n  R ü c k 
k e h r p u n k t  v o n  C 4 , u n d  d i e s e  C u r v e  v o n  d e r  f ü n f t e n  C l a s s e .  D i e  
R ü c k k e h r t a n g e n t e  r  b e s t i m m t  m i t  A  d i e  B e r ü h r u n g s e b e n e  £  d e r  
F l ä c h e  i m  P u n k t e  d ; s i e  i s t ,  a l s  a u s  d e r  C o i n c i d e n z  d e r  f ü r  d i e  
a l l g e m e i n e  F l ä c h e  / '4 g e t r e n n t e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  e n t s t a n d e n ,  
f ü r  d i e  b e s p r o c h e n e  F l ä c h e  / ‘4 e i n e  D o p p e l e b e n e  d e s  B ü s c h e l s  A .  
S i e  h a t  n u r  d z u m  B e r ü h r u n g s p u n k t ,  w e i l  d e r  i n  i h r  l i e g e n d e  
K e g e l s c h n i t t  6'2 d u r c h  d g e h e n d ,  n i c h t  i n  d a s  I n n e r e  d e s  K e g e l s  
K z e i n d r i n g e n  k a n n ,  a l s o  A  i m  b e z e i c h n e t e n  P u n k t  z u r  T a n g e n t e  
h a t .  I n  F o l g e  d i e s e r  E r l ä u t e r u n g e n  e r k e n n e n  w i r ,  m i t  B e r ü c k 
s i c h t i g u n g  v o n  ( I .  A .  A r t .  8) ,  i n  o  e i n e n  C u s p i d a l p u n k t  u n d  d e m 
n a c h  i n  A  —  d e m  O r t  v o n  d — e i n e  C u  s p i  d a l  e r  z e u g  e n d e  
d e r  R e g e l f l ä c h e .  D i e s e  i s t  e i n e  g e m e i n s c h a f t l i c h e  E r z e u 
g e n d e  a l l e r  f l  u m s c h r i e b e n e r  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  
u n d  e i n e  T a n g e n t e  a l l e r  e i n g e s c h r i e b e n e n  K e g e l 
s c h n i t t e .  D i e  R e g e l f l ä c h e  s e l b s t  b e r ü h r t  s i c h  i n  a l l e n  P u n k t e n  
v o n  A  u n d  h a t  j e d e  A  s c h n e i d e n d e  G e r a d e  z u r  T a n g e n t e ;  j e d e  i h r  
e i n g e s c h r i e b e n e ,  e b e n e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  i s t  a u c h  v o n  d e r  
d r i t t e n  C l a s s e ,  e i n e  s o l c h e  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  h ö c h s t e n s  v o n  
d e r  f ü n f t e n  C l a s s e .

Der in 1 besprochene Kegelschnitt ist daher für (fr,-) ein Hyperbel.
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A u s  d i e s e m  g e h t  w e i t e r  h e r v o r ,  d a s s  e i n e  G e r a d e ,  d i e  a n  z w e i  
w i n d s c h i e f e n  G e r a d e n  A , ,  A ? u n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  Cz, w e l c h e r  
e i n e  T r a n s v e r s a l e  A  v o n  Av  A 2 z u r  T a n g e n t e  h a t ,  
g l e i t e t ,  e i n e  F l ä c h e  / '4 e r z e u g t ,  u n d  d a s s  d a s  E r z e u g n i s s  z w e i e r  
p r o j e c t i v i s c h e r  P u n k t s y s t e m e  a u f  z w e i  K e g e l s c h n i t t e n  m i t  e i n e r  
g e m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e  A ,  d i e  F l ä c h e  / ‘4 i s t ,  w e n n  
s i c h  d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  e n t s p r e c h e n .  A u c h  d i e  z w e i  
f o l g e n d e n  E n t s t e h u n g s a r t e n  f i n d e n  i h r e  B e g r ü n d u n g  i n  d e m  o b e n  
G e s a g t e n :

„ D  r e h  t  s i c  h  e i n  K e g e l s c h n i t t  C 2 u m  e i n e  G e r a d e  A  
s e i n e r  E b e n e  E, A  i n  d e m  E  p r o j e c t i v i s c h  e n t s p r e c h e n d e n  
P u n k t  o  b e r ü h r e n d ,  u n d  g l e i t e t  e r  a n  d r e i  u n t e r e i n 
a n d e r  u n d  g e g e n  A  w i n d s c h i e f e n  G e r a t !  e n ,  s o  i s t  s e i n  
g e o m e t r i s c h e r  O r t  e i n e  R e g e l f l ä c h e  / ' 4 . u

„ O r d n e n  w i r  i n  e i n e m  E b e n e n b ü s c h e l  A t ( o d e r  A 2 )  u n d  e i n e r  
i h m  p r o j e c t i v i s c h e n  T a n g e n t e n e b e n e n - I n v o l u t i o n  J z a u f  e i n e m  
K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  K z d e r  d u r c h  d i e  S p i t z e  0  v o n  I(z 
b e s t i m m t e n  E b e n e  ( A yO) j e n e ,  a l s  E l e m e n t  v o n  J z 
d o p p e l t  z u  z ä h l e n d e  T a n g e n t i a l e b e n e  v o n  K z z u ,  d i e  
d i e s e n  K e g e l  i n  e i n e r  s e i n e r  S c h n i t t e r z e u g e n d e n  A  
m i t  ( A j ()) t a n g i r t - ,  s o  i s t  d a s  E r z e u g n i s s  d i e s e r  G e b i l d e  e i n e  
F l ä c h e  / ‘4 . “

A r t .  1 2 .  N a c h  d i e s e n  A u s e i n a n d e r s e t z u n g e n  k ö n n e n  w i r  j e n e  
R e g e l f l ä c h e  m i t  d r e i  D o p p e l l i i i i e n  ( p 4 ) ,  d e r e n  E r z e u g e n d e  s i c h  z u  
Q u a d r u p e l n  g r u p p i r e n ,  a l s  e i n e  S p e c i a l i t ä t  v o n  G 4 u n d  / ‘4 , k u r z  
b e s p r e c h e n .

S o  e n t n e h m e n  w i r  d e n  z w e i  e r s t e n  A r t i k e l n ,  w e i l  d i e  S p i t z e n  
a l l e r  ^  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  K z m i t  A t u n d  A 2 
n u r  j e  e i n e  E b e n e  ( A ,  A ) ,  r e s p e c t i v e  ( A 2 A )  f i x i r e n ,  d a s s  d i e s e  
E b e n e n  e i n a n d e r  b e z ü g l i c h  a l l e r  I ( z p o l a r  c o n j u g i r t  s e i n  m ü s s e n ,  
w e n n  d i e  E r z e u g e n d e n  a u f  d e n  D o p p e l g e r a d e n  p r o j e c t i v i s c h e ,  
q u a d r a t i s c h e  I n v o l u t i o n e n  b e s t i m m e n :

„ S i n d  d i e  z w e i  d u r c h  d i e  D o p p e l  e r z e u g e n d e  A  u n d  
j e  e i n e  D o p p e l g e r a d e  A u  A 2 d e r  R e g e l f l ä c h e  ©4 b e 
s t i m m t e n  E b e n e n  ( A ,  A )  u n d  ( A 2 A )  b e z ü g l i c h  e i n e s  —  
a l s o  a u c h  a l l e r —  d e r  F l ä c h e  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  
z w e i t e n  G r a d e s  I ( z e i n a n d e r  p o l a r  c o n j u g i r t ,  s o  b e '  
s t i m m e n  d i e  E r z e u g e n d e n  a u f  d e n  D o p p e l g e r a d e n
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q u a d r a t i s c h e  u n d  p r o j e c t i v i s c h e  I n v o l u t i o n e n  u n d  
g r u p p i r e n  s i c l i  z u  Q u a d r u p e l n .  U n d  u m g e k e h r t . “

V o n  d e n  v i e r  D o p p e l p u n k t e n  d e r  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e n  P u n k t -  
I n v o l u t i o n e n  A ,  ( a )  u n d  A 2 (ß)  e n t s p r e c h e n  s i c h  z w e i ,  s i e  s i n d  d i e  
B e r ü h r u n g s k n o t e n  B v B2 d e r  F l ä c h e ,  u n d  i h r e  V e r b i n d u n g s l i n i e  
A  d i e  D o p p e l e r z e u g e n d e .  D i e  z w e i  ä n d e r n  D o p p e l p u n k t e  s i n d  d i e  
D o p p e l - I n f l e x i o n s p u n k t e  dt u n d  d2 v o n  o 4 ; i h n e n  s i n d  d i e  
C u s p i d a l p u n k t e  cv c v  b e z i e h u n g s w e i s e  cv  c“ z u g e o r d n e t ,  w e l c h e ,  
w i e  j e d e s  P u n k t e p a a r  e i n e r  I n v o l u t i o n ,  d u r c h  B x u n d  dv  r e s p e c 
t i v e  d u r c h  Bz u n d  d2 h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  w e r d e n .  D i e  V e r 
b i n d u n g s l i n i e  d{ d2 i s t ,  w i e  a u s  d e m  G e s a g t e n  e r h e l l t ,  d i e  i n  
A r t .  1 0  m i t  12 b e z e i c h n  e t  e  G e r a d e ,  w e l c h e  d e r  D o p p e l 
e r z e u g e n d e n  A  b e z ü g l i c h  d e r  R e g e l f l ä c h e  p o l a r  c o n 

j u g i r t  i s t .  J e d e  E b e n e  i h r e s  B ü s c h e l s  s c h n e i d e t  ü 4 

i n  e i n e r  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  C4 , d e r e n  s ä m m t l i c h e  
D o p p e l p u n k t s t a n g e n t e n  I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  s i n d  u n d  
b e s t i m m t  a u f  A p  A , ,  A  d i e  P u n k t e  dv  d2, d, w e l c h e  e i n  g e m e i n 
s c h a f t l i c h e s  P o l a r d r e i e c k  a l l e r  K e g e l  I( 2 f i x i r e n .1 D i e s e s  D r e i e c k  
i s t  s i c h  a u c h  b e z ü g l i c h  d e r  C u r v e n  6' j j  s e l b s t  c o n j u g i r t , 1 d .  h .  j e d e r  
E c k p u n k t  i s t  d e r  P o l  d e r  G e g e n s e i t e  i n  B e z u g  a u f  C 4 , u n d  d a h e r  
d i e  E b e n e n  (d2A) u n d  (dxA) d i e  P o l a r e b e n e n  v o n  dv  b e z i e h u n g s 
w e i s e  d2 b e z ü g l i c h  © 4 ; n a c h d e m  d e r  O r t  v o n  d  —  b e i  D r e h u n g  
d e r  E b e n e  E  —  A  i s t :

„ D i e  E b e n e  ( A A 2 )  d e r  D o p p e l e r z e u g e n d e n  A  u n d  
d e r  D o p p e l g e r a d e n  A 2 i s t  d i e  P o l a r c b e n e  d e s  a u f  d e r  
ä n d e r n  D o p p e l g e r a d e n  A t l i e g e n d e n  D o p p e l - I n f l e x i -  
o n s p u n k t e s  dv  s o w o h l  b e z ü g l i c h  d e r .  F l ä c h e  s e l b s t ,  
a l s  a u c h  a l l e r  i h r  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  z w e i t e n  
G r a d e s .  D i e s e l b e  B e z i e h u n g  b e s t e h t  z w i s c h e n  d% u n d  
( A i , ) . “

1 Siehe Schluss von Art. 2, dann: „Über rationale Curven vierter 
Ordnung-, deren Doppelpunktstangente etc.“ und in „Über rationale ebene 
Curven dritter und vierter Ordnung'“ die Anmerkung zu Art. 5. Aus diesen 
Arbeiten folgt, dass, wenn dx und d.2 eigentliche Doppelpunkte von C« 
[also auch von >̂4] sind, d  und mithin A ideell ist, und dass d } oder d.2 isolirt 
sein muss, wenn A eigentlich ist; in diesem Fall sind cl,, c2r oder c’,, c£ 
imaginär.
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A r t .  1 3 .  D i e  D o p p e l g e r a d e  A 2 s c h n e i d e t  a l l e  K e g e l  / i 2 i n  
d e n s e l b e n  z w e i  P u n k t e n ,  d e n  C u s p i d a l p u n k t e n  c'v  c", i n  w e l c h e n  
d i e  K % v o n  d e n  z w e i  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  e2, e ‘% t a n g i r t  
w e r d e n ,  d i e  s i c h  i m  D o p p e l - I n f l e x i o n s p u n k t e  dx s c h n e i d e n .  B e 
z e i c h n e n  w i r  d i e  S p i t z e  i r g e n d  e i n e s  d e r  K e g e l  K z m i t  d, s o  s i n d  dc2 
u n d  de" d i e  B e r ü h r u n g s k a n t e n  d e r  s i c h  i n  d xd  s c h n e i d e n d e n  T a n 
g e n t i a l e b e n e n  (e2d),  r e s p e c t i v e  (e^d). S i e  l i e g e n  i n  d e r  E b e n e  
( A 2A ) ,  u n d  dAd  i s t  d a h e r  d i e  a u f  Z f 2 b e z o g e n e  P o l a r e  v o n  A 2 . 
D u r c h l ä u f t  d  d i e  G e r a d e  A ,  s o  b e s c h r e i b t  dxd  d a s  B ü s c h e l  
r f ,  ( A , A ) :

„ D i e  r e c i p r o k e n  P o l a r e n  e i n e r  D o p p e l g e r a d e n  ( A 2 )  
b e z ü g l i c h  d e s  S y s t e m s  d e r  d e r  F l ä c h e  o 4 u m s c h r i e b e 
n e n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  I i z b i l d e n  e i n  S t r a h l e n 
b ü s c h e l ,  w e l c h e s  d e n  a u f  d e r  z w e i t e n  D o p p e l g e r a d e n  
( A j )  b e f i n d l i c h e n  D o p p e l - I n f l e x i o n s p u n k t  (dx) z u m  
S c h e i t e l  u n d  d i e  d u r c h  d i e s e n  u n d  d i e  D o p p e l e r z e u 
g e n d e  b e s t i m m t e  E b e n e  ( A t A )  z u m  T r ä g e r  h a t 1. “

J e  z w e i  E r z e u g e n d e  e ',  e " ,  w e l c h e  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  a  
d e r  G e r a d e n  A  s c h n e i d e n ,  b e s t i m m e n  a u f  A 2 z w e i  P u n k t e  ß', ß" 
d i e  d u r c h  B2 u n d  d% h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  w e r d e n .  E s  b i l d e n  e ',  e "  
s e l b s t  m i t  d e n  i n  d e n  D o p p e l e b e n e n  ( A  ( A ^ / 2 )  d e s  B ü s c h e l s  
A ,  u n d  d e r  E b e n e  ( e '  e ” )  l i e g e n d e n  G e r a d e n  e i n e n  h a r m o n i s c h e n  
V i e r s t r a h l .  D e r  E r z e u g e n d e n  e ' i s t  i n  d i e s e r  W e i s e  n i c h t  n u r  e " ,  
s o n d e r n  b e z ü g l i c h  ( A 2 / / , )  u n d  ( A 2 d x), i n  a n a l o g e r  W e i s e ,  e ',  c o  
j u g i r t  —  a l l e  d r e i  E r z e u g e n d e n  g e h ö r e n  e i n e m  Q u a d r u p e l  a n :  

„ D i e  D o p p e l e b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  e i n e r  D o p p e l 
g e r a d e n  t r e n n e n  d i e  F l ä c h e  o 4 h a r m o n i s c h . “

D i e  E b e n e n  ( A XB2) u n d  ( \ B X) s c h n e i d e n  s i c h  i n  A ,  d i e  
E b e n e n  ( A t r f 2 )  u n d  ( A 2dx) i n  dxdv  e i n e r  G e r a d e n ,  v o n  d e r  w i r  
i m  v o r h e r g e h e n d e n  A r t i k e l  s a g t e n ,  d a s s  s i e  m i t  A  p o l a r  c o n j u g i r t  
s e i .  J e d e  G e r a d e ,  w e l c h e  s i e  u n d  A  s c h n e i d e t ,  t r i f f t ,  n a c h  d e m  
l e t z t e n  S a t z  u n d  a u c h  n a c h  A r t .  1 0 ,  o 4 n a c h  i n  z w e i  b e z ü g l i c h  
A ,  dxd2 h a r m o n i s c h  z u g e o r d n e t e n  P u n k t e n .

A r t .  1 4 .  W i e  d i e  K e g e l s c h n i t t e  d e r  F l ä c h e  G4 [ A r t .  4  u n d  8 ] ,  
g r u p p i r e n  s i c h  a u c h  j e n e  d e r  F l ä c h e  04 z u  P a a r e n .  J e  z w e i  —  s o  
v e r e i n i g t e  —  K e g e l s c h n i t t e  C 2 u n d  C\  s c h n e i d e n  A  i n  d e n s e l b e n

1 Siehe Beginn von Art. 2 und Art. 10 und (I. A. Art. 6).
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z w e i  P u n k t e n  d', d" d e r  I n v o l u t i o n ,  m i t  d e n  D o p p e l p u n k t e n  2? 
Bz. I h r e  T a n g e n t e n  t\, t z, —  t“, t“ i n  d i e s e n  P u n k t e n  s i n d  H a u p t -  
t a n g ' e n t e n  d e r  E e g e l f l ä c h e  u n d  s c h n e i d e n  s i c h  [ n a c h  A r t .  1 0 ]  p a a r 
w e i s e ,  u n d  z w a r  t\  m i t  t‘[ u n d  t'z m i t  tz i n  d e n  P u n k t e n  w, r e s p e c 
t i v e  wz d e r  G e r a d e n  d{dz, a u f  w e l c h e r  d i e s e ,e i n e  I n v o l u t i o n ,  m i t  
d e n  D o p p e l p u n k t e n  dv  dz b e s c h r e i b e n .  D i e  G e r a d e  dA dz i s t  
d a h e r  d i e  r e c i p r o k e  P o l a r e  v o n  A  b e z ü g l i c h  j e d e r  F l ä c h e  z w e i t e n  
G r a d e s ,  d i e  d u r c h  C z u n d  C\  g e l e g t  w e r d e n  k a n n :

„ D i e  D o p p e l e r z e u g e n d e  A  u n d  d i e  V e r b i n d u n g s 
l i n i e  d {dz d e r  D o p p e l - I n f l e x i o n s p u n k t e  s i n d  r e c i p r o k e  
P o l a r e n  i n  B e z u g  a u f  j e d e  F l ä c h e  z w e i t e r  O r d n u n g ,  
w e l c h e  m i t  ^  z w e i  e i n  P a a r  b i l d e n d e ,  e i n g e s  c h r i e b e n e  
K e g e l s c h n i t t e ,  o d e r  ( r e c i p r o k )  z w e i  s o  c o n j u g i r t e ,  u m 
s c h r i e b e n e  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  ■—  i n  d e r s e l b e n  
E i g e n s c h a f t  —  g e m e i n s c h a f t l i c h  h a t . “

D i e  z w e i  H a u p t t a n g e n t e n  t\, t z i n  d' s i n d  d i e  D o p p e l p u n k t s 
t a n g e n t e n  d e r  B e r ü h r u n g s c u r v e  B ’4 d e s  a u s  d’ d e r  ü 4 u m s c h r i e b e 
n e n  K e g e l  I ( z. S i e  w e r d e n  d u r c h  d'd{ u n d  d'dz h a r m o n i s c h  g e 
t r e n n t .  D i e  G e r a d e n  t\, t ‘v  w e l c h e  s i c h  i n  w t r e f f e n ,  s i n d  B l i c k -  
k e h r k a n t e n  j e n e s  K e g e l s  I(\,  w e l c h e r  c <4 a u s  p r o j i c i r t ;  d i e s e r  
b e r ü h r t  d i e  F l ä c h e  i n  e i n e r  C u r v e  s e c h s t e r  O r d n u n g  u n d  s e c h s t e n  
B a n g e s ,  w e l c h e  i n  d e n  v i e r  C u s p i d a l p u n k t e n  B ü c k k e l i r p u n k t e  
b e s i t z t .  [ V e r g l .  I .  A .  A r t .  4 . ]

D i e  a u f  i r g e n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  C 2 [ d e r  F l ä c h e  a / 4 ]  b e 
z o g e n e  P o l a r e  p, d e s  B e r ü h r u n g s k n o t e n s  B v  l ä u f t  d u r c h  d e n  Bv 
r ü c k s i c h t l i c h  d', d" c o n j u g i r t e n  P u n k t  Bz u n d  s c h n e i d e t  d i e  s i n g u 
l ä r e n  E r z e u g e n d e n  ev  e‘z [ s i e h e  A r t .  1 0 ] ;  e r f ü l l t  a l s o  e i n  S t r a h l e n 
b ü s c h e l  m i t  d e m  S c h e i t e l  Bz u n d  d e r  E b e n e  (cz e“) :

„ D i e  P o l a r e n  e i n e s  B e r ü h r u n g s k n o t e n s  d e r  F l ä c h e  
<p4 i n  B e z u g  a u f  d a s  S y s t e m  d e r  i h r  e i n g e s c h r i e b e n e n  
K e g e l s c h n i t t e  b i l d e n  e i n  S t r a h l b ü s c h e l ,  d e s s e n  S c h e i 
t e l  d e r  a n d e r e  B e r i i l i r u n g s k n o t e n  i s t  u n d  d e s s e n  
E b e n e  d i e  d u r c h  d e n  P o l  g e h e n d e  D o p p e l g e r a d e  
e n t h ä l t . “

D i e  E b e n e  (e\e")  i s t  d a h e r  d i e  P o l a r  e b e n e  v o n  Bz u n d  
(e'z e“) j e n e  v o n  B t b e z ü g l i c h  o \  D i e s e  E b e n e n ,  w e l c h e  w i r  a u c h  
D o p p e l  -  R ü c k k e h r t a n g e n t e n e b e n e n  v o n  n e n n e n  k ö n n t e n ,  
s c h n e i d e n  n a c h  A r t .  7  d i e  d e r  F l ä c h e  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l
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z w e i t e n  G r a d e s  I P  i n  z w e i  d e r a r t i g e n  p r o j e c t i v i s c h e n  K e g e l 
s c h n i t t s b ü s c h e l n ,  d a s s  z w e i  e n t s p r e c h e n d e  e i n  K e g e l p a a r  IP  u n d  
K\  f i x i r e n .  U m g e k e h r t  k a n n ,  w i e  w i r  e r k l ä r e n  w e r d e n ,  cp4 
i m m e r  a l s  E r z e u g n i s s  z w e i e r  g l e i c h a r t i g e r ,  p r o j e c -  
t i v i s c h e r  K e g e l s c h n i t t s b ü s c h e l  e r h a l t e n  w e r d e n  —  
n u r  m ü s s e n  g e w i s s e  E i n s c h r ä n k u n g e n  i n  d e r  A n n a h m e  d i e s e r  
G e b i l d e  g e m a c h t  w e r d e n .

W i r  w ä h l e n  z w e i  w i n d s c h i e f e  G e r a d e  A t u n d  A 2 z u  D o p p e l 
l i n i e n ,  e i n e  s i e  i n  Bv  r e s p e c t i v e  Bz s c h n e i d e n d e  G e r a d e  A  z u r  
D o p p e l e r z e u g e n d e n ,  d i e  P u n k t e  dv  dz a u f  A , ,  b e z i e h u n g s w e i s e  
A 2 z u  D o p p e l - I n f l e x i o n s p u n k t e n  u n d  d i e  v i e r  C u s p i d a l p u n k t e  cv 
c[, t \  u n d  c“_ d e r a r t ,  d a s s  (Bv  dv  c\, c " )  =  (Bz, dz, c'z, c“) - —  1
i s t .  I r g e n d  e i n  K e g e l s c h n i t t  z 2, w e l c h e r  i n  d e n  P u n k t e n  cv c'  d i e  
s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  c \dz u n d  c[dz z u  T a n g e n t e n  h a t ,  w i r d  —  
i n  F o l g e  d e r  A n n a h m e  —  d i e  G e r a d e  d{ dz i n  z w e i  P u n k t e n  w x 
u n d  wz s c h n e i d e n ,  w e l c h e  d u r c h  d{ u n d  dz h a r m o n i s c h  g e t r e n n t  
w e r d e n  u n d  d u r c h  d i e  —  a u s  d e m s e l b e n  G r u n d  —  e i n  K e g e l 
s c h n i t t  zz l ä u f t ,  d e r  d{ c'z, d { c "  i n  c'z, r e s p e c t i v e  c'z b e r ü h r t .  D i e s e r  
K e g e l s c h n i t t  f i x i r t  m i t  d e m  e r s t e n  z w e i  K e g e l  IP  u n d  K\,  d e r e n  
S p i t z e n  d’ u n d  d" s i c h  a u f  A  b e f i n d e n ,  w e i l  —  e b e n f a l l s  i n  F o l g e  
d e r  g e m a c h t e n  P r ä m i s s e n  —  d{ dz d i e  P o l a r e  v o n  IIx b e z ü g l i c h  z % 
u n d  d i e  P o l a r e  v o n  Bz b e z ü g l i c h  z % i s t ,  a l s o  d i e  T a n g e n t e n  d e r  
K e g e l s c h n i t t e  i n  w { u n d  wz s i c h  p a a r w e i s e  i n  B { u n d  Bz b e g e g n e n .  
D a  d i e  P u n k t e  d' u n d  d", w e i l  i n  j e d e m  n u r  e i n  K e g e l  d e r  b e -  
z e i c h n e t e n  A r t 1 s e i n e  S p i t z e  h a t ,  e i n e  I n v o l u t i o n  m i t  d e n  D o p p e l 
p u n k t e n  B v Bz b i l d e n ,  i s t  d i e  I d e n t i t ä t  d e s  K e g e l  IP  m i t  d e n ,  
a u s  P u n k t e n  v o n  A  d e r  F l ä c h e  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l  n a c h 
g e w i e s e n ,  u n d  d a h e r  a u c h  g e z e i g t ,  d a s s  d a s  E r z e u g n i s s  d e r  K e g e l 
s c h n i t t s b ü s c h e l  (z2) u n d  (zz) d i e s e  F l ä c h e  i s t .

D i e s e r  E r k l ä r u n g  e n t n e h m e n  w i r ,  d a s s  ^  a u c h  d a s  E r 
z e u g n i s s  e i n e s  K e g e l s c h n i t t s b ü s c h e l s  ( z 2)  u n d  e i n e r  
i h m  p r o j e c t i v i s c h e n ,  g e r a d e n  P u n k t - I n v o l u t i o n  A ( / / ' , d")

1 Nämlich ein Kegel, der irgend zwei entsprechende Kegelschnitte 
cind z2 enthält. Er ist durch Angabe seiner Spitze d' vollkommen be

stimmt, weil er die Ebenen {d' d x c'z), (d1 dx c2), [d! d2 c't) und (d1 d2 c \)  
längs den, nach den Cuspidalpunkten aus d'  gezogenen Geraden be
rühren muss, und desshalb mit dem aus d ’ der Fläche ?4 umschriebenen 
Kegel — der dieselben Bedingungen zu erfüllen hat — identisch ist.
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i s t ,  u n d  d a s s  d i e  A l l g e m e i n h e i t  d i e s e r  E i i t s t e l i u n g s a r t  b l o s s  i n s o -  
f e r n e  b e s c h r ä n k t  w i r d ,  a l s  d e r  e i n e  D o p p e l p u n k t  Bx d e r  I n v o l u t i o n  
a u f  d e r  B e r ü h r u n g s s e h n e  c\ c[ =  \  l i e g e n d ,  d i e s e r  e n t s p r e c h e n  
m u s s ,  u n d  d e r  z w e i t e  D o p p e l p u n k t  Bz d e r s e l b e n  d e m  ( a u c h  d e m  
B ü s c h e l  (z%) a n g e h ö r i g e n )  a u s  d e n  a l l e n  z 1 g e m e i n s c h a f t l i c h e n  
T a n g e n t e n  dz c'x u n d  d2c[ b e s t e h e n d e n  K e g e l s c h n i t t  z u g e o r d n e t  
w e r d e n  m u s s .  A l l e  w e i t e r e n  L a g e n - R e l a t i o n e n  s i n d  a l l g e m e i n .

R e c i p r o k  b i l d e n  d i e  a u s  d e n  z w e i  D o p p e l - I n f l e x i o n s p u n k t e n  
dx u n d  d% d e n  K e g e l s c h n i t t e n  d e r  F l ä c h e  u m b r i e b e n e n  K e g e l  
( ! 2) ,  ( f 2 )  z w e i  g l e i c h a r t i g e ,  p r o j e c t i v i s c h e  B ü s c h e l ,  w e l c h e  d i e  
F l ä c h e  l ä n g s  d e n  s i n g u l ä r e n  E r z e u g e n d e n  c ' „  c " ,  b e z i e h u n g s w e i s e  
ev  C g  b e r ü h r e n .  J e d e s  d i e s e r  K e g e l b ü s c h e l  e r z e u g t  m i t  d e r  d u r c h  
d i e  E b e n e n  c o n j u g i r t e r  K e g e l s c h n i t t e  ( C 2 , C 2)  g e b i l d e t e n  q u a d r a 
t i s c h e n  I n v o l u t i o n  a u f  A ,  d i e  F l ä c h e  —  w e l c h e  i n  d i e s e r  A r t  
a l s  O r t  e i n e s  K e g e l s c h n i t t e s  C z d e f i n i r t  e r s c h e i n t .  B e z ü g l i c h  d e r  
A n n a h m e  d e r  T r ä g e r  d i e s e r  G e b i l d e  u n d  d e r  Z u o r d n u n g  i h r e r  
E l e m e n t e ,  g e l t e n  d e n  o b i g e n  r e c i p r o k e  B e s t i m m u n g e n .  W i e  i n  
d i e s e n  v i e r  l e t z t e n ,  d i e  E n t s t e h u n g s a r t e n  v o n  b e t r e f f e n d e n  
T h e o r e m e n ,  k a n n  a u c h  i n  a l l e n  a n d e r e n  ( d e r  e r w ä h n t e n  A r t )  d i e  
C o n c l u s i o n  m i t  d e r  H y p o t h e s i s  v e r t a u s c h t  w e r d e n .

A r t .  1 5 .  A u c h  u n t e r  d e n  F u s s p u n k t f l ä c h e n  d e r  K e g e l  z w e i t e n  
G r a d e s  .Z f2 , d e n  F u s s  p u n k t  r e g  e l  f l ä c h e n ,  f i n d e n  w i r  S p e c i a l i -  
t ä t e n ,  w e l c h e  s i c h  d e r  i n  d i e s e m  A u f s a t z  b e h a n d e l t e n  F l ä c h e n  
g a t t u n g  e i n r e i h e n  l a s s e n .

I m  A l l g e m e i n e n  d e f i n i r e n  w i r  e i n e  F u s s p u n k t r e g e l f l ä c h e  Fl 
a l s  d e n  g e o m e t .  O r t  d e r  S c h n i t t l i n i e  e ' u n d  e "  e i n e r  s i c h  u m  
e i n e  f e s t e  G e r a d e  A  d r e h e n d e n  E b e n e  £ m i t  j e n e n  T a n g e n t i a l 
e b e n e n  t ' ,  t "  d e s  K e g e l s  7 f 2 ,  w e l c h e  a u f  i h r  s e n k r e c h t  s t e h e n .  
D i e s e  E b e n e n  b i  d e n  a u f  K \  e i n e  m i t  A  ( s )  p r o j e c t i v i s c h e  I n v o 
l u t i o n ,  m i t  e i n e r  a u f  A  s e n k r e c h t e n  I n v o l u t i o n s e b e n e  D e r  
D o p p e l k e g e l s c h n i t t  D  i s t  e i n  K r e i s ,  w e l c h e r  d i e  S p i t z e  d e s  
G r u n d k e g e l s  K \  u n d  d e n  S c h n i t t  s e i n e r  E b e n e  m i t  A  ( d e n  
B e r ü h r u n g s k n o t e n  B d e r  F l ä c h e )  z u  d i a m e t r a l  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  
P u n k t e n  h a t .  I s t  d i e  E b e n e  p a r a l l e l  z u  e i n e m  S y s t e m  v o n  K r e i s 
s c h n i t t e n  d e s  K e g e l s  K\,  s o  s i n d  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  d e s  
D o p p e l k r e i s e s  D  C u s p i d a l p u n k t e  d e r  F l ä c h e ,  u n d  j e d e  E b e n e  
d e s  e r w ä h n t e n  S y s t e m e s  b e s t i m m t  a u f  i h r  e i n e  „ L i m a c o n  d e s  
P a s c a l “ .
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S i n d  a u c h  n o c h  d i e  E b e n e n  ( A £ )  u n d  s( e i n a n d e r  b e z ü g l i c h  
Kl  p o l a r  c o n j u g i r t ,  s o  g r u p p i r e n  s i c h  d i e  E r z e u g e n d e n  d e r  
F l ä c h e  z u  Q u a d r u p e l n  u n d  b e s t i m m e n  a u f  A  u n d  D  q u a d r a t i s c h e  
I n v o l u t i o n e n .  D e r  K e g e l  K l  b e r ü h r t  s i e  i n  e i n e m  K r e i s ,  d e s s e n  
E b e n e  p a r a l l e l  z u  (D)  u n d  d e s s e n  M i t t e l p u n k t  d e r  D o p p e l -  
I n f l e x i o n s p u n k t  d  d i e s e r  F l ä c h e  G'l i s t .  ( S i e h e  A r t .  4 . )  D i e  E b e n e  
d i e s e s  B e r ü h r u n g s k r e i s e s  i s t  e i n e  A s y m p t o t e n e b e n e  d e s  v o n  d e n  
E b e n e n  d e r  K e g e l s c h n i t t e  d e r  F l ä c h e  G'l u m h ü l l t e n  D o p p e l -  
C y l i n d e r s  ® z . D i e  E b e n e  ( A $ )  i s t  e i n e  D o p p e l e b e n e  d e s  B ü s c h e l s  
A  ( s ) ,  s i e  s t e h t  a u f  d e r  z w e i t e n  D o p p e l e b e n e  —  ( A T 7)  d e r  T a n 
g e n t i a l e b e n e  i n  B  —  s e n k r e c h t ,  l i a l b i r t  d e n  W i n k e l  i r g e n d  z w e i e r  
G'l i n  e i n e m  P u n k t  v o n  A  b e r ü h r e n d e n  E b e n e n  u n d  i s t  d a h e r  
e i n e  S y m m e t r a l e b e n e  d i e s e r  F l ä c h e  e t c .
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