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Uber Regelfidchen vierten Grades, deren Erzeugenden
sich zu Quadrupeln gruppiren,

Yon Adolf Ameseder.

(Vorgelegt in der Sitzung am 18. Médrz 1880.)

I. Die Flache mit einem Doppelkegelschnitt.

Art. 1. Unter den Regelfliichen vierten Grades mit einem
Doppelkegelschnitt ist jene, deren Erzeugenden auf den Doppel-
linien quadratische Punkt-Involutionen bestimmen, wegen ihrer
schonen Eigenschaften, von besonderem Interesse.

Zum Ausgangspunkt der Untersuchung dieser Fliche —
deren Symbol G* sein moge — eignet sich am besten ihre Ent-
stehungsart durch ein Ebenenbiischel A und eine diesem
projectivische, quadratische Tangentenebenen-Invo-
lution J? auf einem Kegel zweiten Grades K?; da uns
diese, und zwar mit Hilfe der Abhandlung: , Uber Curven vierter
Ordnung mit drei Doppelpunkten,! gestattet, dic an der Fliche
vorkommenden Constructionen zum grossten Theil graphisch durch-
zufithren und fast simmtliche theeretiseh zu 16sen.

Wie wir im zweiten Artikel der Publication: ,Theorie der
tegelflichen vierten Grades mit einem Doppelkegelschnitt® ?
bereits bewiesen haben, miissen die erzeugenden Gebilde A und
K* [J?] eine derartige gegenseitige Lage haben, dass die Invo-
lutionsebene von J? und die durch die Spitze P von
K* fixirte Ebene (AP) des erzeugenden Biischels, be-
ziiglich des Triagerkegels K% polar conjugirt sind. Denn

1 Bitzungsberichte der k. Akademie der Wissenschaften zu Wien,
Jinnerheft 1879.

2 Sitzungsberichte der k. Akademie der Wissenschaften zu Wien vom
L. Februar 1880. Citate, welche sich auf diese Abhandlung beziehen, sind
kurz mit I, A. bezeichnet.
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legen wir — um den Beweis kurz zu wiederholen — durch einey
Punkt £’ des Doppelkegelschnittes D die ein conjugirtes Paar [von
J?] bildenden Tangentialebenen ¢/,  an K?; so schneiden diese
die Doppelgerade A in den zwei Punkfen o’ und «”, welche mit g
verbunden, die in diesem Punkt sich schneidenden Erzeugenden
¢’, ¢ der Flidche G* liefern. Sowohl durch o, als auch durch «”
geht noch eine Erzeugende e, respective ¢, deren jede mit K2
eine Tangentialebene ¢/, beziehungsweise ¢}, festlegt. Ist nun (A P)
der Ebene <, [von D] beziiglich £? polar conjugirt und nur dann
schneiden sich die Ebenen ¢}, ¢} in einer in ¢, liegenden Geraden
¢, d. h. sie bilden ein conjugirtes Ebenenpaar der erzeugenden
Involution J2 In diesem Fall allein geschieht es, dass die Erzeu-
genden ¢}, ¢} sich einem Punkte von D — dem zweiten Schnitt-
punkt 8" dieses Kegelschnittes mit ¢ — begegnend, mit ¢’, ¢ eine
in sich geschlossene Gruppe — ein Quadrupel — bilden; und
also nur unter den gemachten Primissen beschreiben die Punkte
o'y o' und B, B quadratische und zueinander projectivische In-
volutionen.

Entsprechende Punktepaare der Involutionen sind solche, die
von einem Quadrupel der Erzeugenden fixirt werden; und umge-
kehrt wird dieses durch jene bestimmt. Beide Involutionen haben
den Schnittpunkt B ihrer Triger [den Berithrungsknoten der
Flache] zum Doppelpunkt; die sich in ihm schneidenden Erzeu-
genden ep und e liegen mit A und der Tangente 7’ von D in ihm
in einer Ebene :5, welche die Fliche nur in B beriihrt, und eine
Doppelebene der durch die Ebenen des Biischels A (¢) gebildeten
Involution ist. [Vergleiche I. A. Art. 1.] Entsprechende Elemente
dieser sind je zwei Ebenen ¢, ¢, welche G* in denselben zwei—
ein Paar bildenden — Punkten «', «” von A beriihren, und daher
auf D conjugirte Punkte ' und 2" der Involution D (B’ §") aus-
schneiden. Der zweite Doppelpunkt d von A (' «'") kann nun, nur
durch die durch das Zusammenfallen zweier in einem Punkte 3’
sich treffenden Erzeugenden ¢/, ¢’, und zwar durch Drehung um
diesen, bewirkte Coincidenz der Punkte «', '’ entstehen, und hat
daher auch das Unendlichnaheriicken jener zwei Erzeugenden
zur Folge, welche mit ¢', ¢’ ein Quadrupel bilden, d. h. d ist der
Schnittpunkt der singuldren Erzeugenden ¢, ¢, diese
bilden also auch ein Quadrupel und schneiden D in den
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Cuspidalpunkten ¢, ¢,, welche conjugirte Elemente
von D (&' ") sind, und als soleche eine durch das Centrum
dieser Involution laufende Verbindungslinie haben. Aus P kann
man an D zwei Tangenten legen, die eine ist 77 und berithrt in B,
die andere 7" hat den zweiten Doppelpunkt ¢ von D (' 2'") zum
Beriithrungspunkt. In diesem schuneiden sich die zwei anderen
singuldren Erzeugenden ¢, ¢, welche auch ein Quadrupel con-
stituiren und auf A die, durch ¢ und B harmonisch getrenn-
ten, zwei weitere Cuspidalpunkte ¢, und ¢ fixiren.

Analoges gilt von den Cuspidalebenen. Jene [¢, und v,],
welche G* lings e,, beziehungsweise ¢,, berithren und dem
Biischel A (¢, ¢'") angehoren, werden durch die Doppelebenen ¢p
und (A9) desselben harmonisch getrennt. Beide beriihren also G*
in demselben Punkt &, welchen wir auch Doppel-Inflexionspunkt
dieser Flachc nennen konnen, machdem jede Gerade seines
Biindels, die in v, oder v, liegt, mit G* vier unendlich nahe, in
ihm vereinigte Punkte gemein hat. Die Cuspidalebenen », und ,,
weleche G* respective lings ¢, und ¢ beriihren, schneiden diese
Fliche in zwei eigentlichen Kegelschnitten C?, beziehungsweise
C:, die in dem Punkte die Gerade 7" zur Tangente haben.
C? trifft ¢; noch in einem Punkt j, und C% in gleicher Weise ¢, in
ju- Jede Gerade ¢ der Ebene v, welche j, enthilt, schneidet G*
nur noch in einem, und zwar auf C? gelegenen Punkt, und hat
also mit dieser Fliche drei benachbarte in j; befindliche Punkte
gemeinschaftlich. Da dies fiir jede Lage derselben gilt, erkennen
wir in j und j; Inflexionspunkte der Regelfliche. Ihre
Verbindungslinie 7, j, liegt in der Ebene (Ad) und sehneidet daher
A in m.

Bemerken wir, dass die drei Inflexionspunkte einer ebenen
Curve dritter Ordnung €? in einer Geraden liegen, dass demnach
die durch_rju und eine Erzeugende e,, welche dureh m liuft
— gleichgiltig welche — bestimmte Curve m zum Inflexionspunkt
haben muss, und dass G* auf A nur einen Inflexionspunkt d besitzt,
so ist klar, dass die Gerade j, j,, auch d enthilt:

ysDie zwei Inflexionspunkte und der Doppel-In-
flexionspunkt der Fliche G* liegen auf einer Geraden.“

Reciprok kann jene Tangentialebene (e, 7)) im Cuspidal-
punkt ¢,, welche die Tangente 7', von D in ¢, enthilt, Rickkehr-
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tangentenebene genannt werden — sie ist der geometrische
Ort der Riickkehrtangenten aller 6* eingeschriebenen, durch ¢,
laufenden ebenen Curven. Auech die zwel Rickkehrtangen-
tenebenen und die Doppelriickkehrtangentenebene (Ag)
von G* sehneiden sichin einer Geraden 5Q. Diese bildet
mit j, j;, A und 45 cinen harmonisehen Vierstrahl

Art. 2. Der aus irgend einem Punkt P des Doppelkegel-
schnittes D der Fliche umschriebene Kegel K? ist vom zweifen
Grade und berithrt die vier singuliiren Erzeugenden in den Cus-
pidalpunkten [siehe I. A. Art. 4.

Sein Schnitt mit der Ebene (Ad) ist daher ein Kegelschnitt
%, welcher ¢, und ¢, in ¢, respective ¢, beriihrt und die Gerade
BS in ihren Schnittpunkten Aiy by, mit ITl und 7’7; schneidet. Da
nun B dem  beziiglich ¢, und ¢ harmoniseh zugeordnet ist und
e, e, sich in ¢ begegnen, sehen wir, dass d der auf £* bezogene
Pol von B3 und daher Pd die Polare der Ebene (D) [oder <] be-
ziiglich K? ist.! Durchliduft P den Doppelkegelschnitt, so beschreibt
dP den Kegel (dD) = =2

sDer geometrische Ort der Polaren der Ebene des
Doppelkegelschnittes D, bezogen auf die G* umschrie-
benenKegelzweiten Grades K% ist der aus dem Doppel-
Inflexionspunkt ¢ dem Kegelschnitt D umschriebene
Kegel #2¢

Jede Ebene des Biischels dP ist in der Ebene ¢ beziiglich
K* polar conjugirt, daher auch (AP) = «:

yDie Involutionsebene{od.Eb.v. D] der Regelfliche
G* — deren Erzeugende auf den Doppellinien quadra-
tische und projectivische Punkt-Involutionen bestim-
men — ist irgend einer Ebene ¢ des Biischels A, und
zwar beziiglich jenes Kegels K* polar conjugirt, dessen
Spitze Pin der Ebene ¢ liegt.«

Jeder Kegel K% kann demnach als Triiger einer Tangénten-
ebenen-Involution J? betrachtet werden, welehe ¢ zur Involutions-

1 ¢, und e, berithren K2 in c,, respective ¢y, die K2 lings Pe, und Pe,
tangirenden Ebenen enthalten daher auch ¢;, beziehungsweise ¢y, und
schneiden sich demnach in der Geraden dP. Diese ist die auf K2 bezogene
Polare von ¢,



Uber RegeMisichen vierten Grades ote. 619

ebene hat und mit A (¢) die G* erzeugt; diese Flidche ist die
allgemeinste Fliche ihrer Art. Von zwei Ebenen, die beziig-
lich eines Kegels [zweiten Grades] polar conjugirt sind, schneidet
immer eine denselben in reellen Erzeugenden; es trifft daher ent-
weder D oder A den Kegel K* in reellen Punkten, d. h. die
Regelfliche G* hat mindestens zwei reelle Cuspidal-
punkte. Sind ¢,, ¢, imaginir, so ist ¢ ideell und B eigentlich;
wogegen beide eigentliche Doppelpunkte sind, wemn ¢, ¢,, imagi-
nir, also ¢,, ¢, reell sind. Sind alle Cuspidalpunkte reell, so ist
immer einer der Punkte o, B ideell, also innerhalb aller K* ge-
legen, wie ebenfalls aus der Relation [¢;¢,d B]=—1 resultirt.
Coincidiren ¢;, ¢, mit B, beriihrt also A alle K2 in B; so ist auch
jede Ebene (AP), da sie K? lings PB tangirt, mit der durch diese
Gerade gehenden Ebene von D polar conjugirt, und daher die durch
diese Annahme bedingte Fliche F;’, die wir in [[. A. Art. 9]
hereits untersucht haben, eine Specialitit von G*.

Durch die oben ausgesprochene Eigenschaft des Kegels #*
ist die Identitit seiner Bedeutung, fiir die Fliche G* mit jener
des Hyperboloides =? [s. I. A. Art. 6] fiir F* nachgewiesen. Mit
Beziehung auf (7. ¢. ) konnen wir die weiteren Eigenschaften von »*
kurz citiren:

sDiePolarebeneneinesPunktes PdesDoppelkegel-
schnittes D beziiglich der Trigerkegel K*schneiden
sich in einer Geraden dP, welche, wenn P den D durch-
liuft, den aus d dem D umschriebenen Kegel % erfiillt.
Die Punkte Pund ” bestimmen eine Involution mit den
Doppelpunkten ¢, ¢,.“

yConstruirt man die der Ebene (D), beziiglich je
zweier in einem Punkt von D sich schneidenden Er-
zeugenden von G* harmonisch conjugirte Gerade, so
erhilt man den Kegel =24

Umgekehrt schneidet jeder Strahl s des Biindels « die Fliche
in zwei weiteren Punkten «|, «|, welche durch  und die Ebenc
(D) — d. h. durch den Schnittpunkt p von s mit (D) — harmonisch
getrennt werden, wovon man sich direct iberzeugt, indem man
durch A und s die Ebene legt, um so in d, p, «;, «; den Schnitt
von s mit dem harmonischen Vierstrahl P [d, B, «', «] zu er-

kennen. ,Die Ebene des Doppelkegelschnittes — die Involutions-
Sitzb. d. mathem.-natmrw Cl. LXXXTI. Bd. IT, Abth. 40
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ebene — ist daher die auf die Regelfliche * bezogene Polarebene
des Doppel-Inflexionspunktes,“ Woraus weiter folgt, dass die
zwei Erzeugenden ep ez welche sich im Berihrungs-
knoten B schneiden, durch die Doppelgerade A und
die Tangente 7 von D in B harmonisch getrennt
werden.

Aus der Umkehrung des ersten Satzes in diesem Artikel geht
hervor, dass der Doppel-Inflexionspunkt 4 und die
Ebene (D) des Doppelkegelschnittes die gemeinschaft-
lichen Polargebilde — Pol und Polarebene — aller
Trigerkegel K* sind, so dass jede Ebene E, welche d ent-
hiilt, die Ebene (D) in einer Geraden schneidet, die die Polare
von d beziiglich aller Kegelschnitte (£ K?) ist. Geht die Ebene E
auch durch das Centrum € der Involution [(¢, ¢, PP") == —1], so
hat das System der Kegelschnitte (E K?) — weil P und P’ sich
beztiglich aller K* conjugirt sind — das Dreieck d PP zum ge-
meinsamen Polardreieck, und sie schneidet die Regelfliiche
in einer Curve C}, welche Inflexionstangenten zu Doppelpunkts-
tangenten besitzt, weil eben dPP' das Doppelpunktsdreieck und
die Kegelschnitte (EK?) die vierfach beziihrenden Kegelschnitte
von C} sind.!

,Jede Ebene des Biischels, welches die Schnitt-
linie dQ der Riickkehrtangentenebenen von G* zur Axe
hat, schneidet diese Regelfldche in einer Curve vierter
Ordnung, deren Doppelpunktstangenten sdmmtlich In-
flexionstangenten sind.®

Der aus einem Punkt { der Geraden dQ der Fliche 6* um-
schriebene Kegel K berithrt nach (I. A. Art. 4) diese in einer
Curve sechster Ordnung BY, welche in den vier Cuspidal-

Siehe: ,Uber rat. eb. Curven vierter Ordnung, deren Doppelpunkts-
tangenten in Inflexionstangenten iibergehen; ,Uber rat. eb. Curven dritter
und vierter Ordnung® und ,Uber vierfach beriihrende Kegelschnitte der
Curven vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten.“ Sitzungsberichte der
k. Akademie der Wissenschaften zu Wien, respective vom 20, Mérz, 9. Octo-
ber und 3. Juli 1879. Vergleiche auch [I. A. Art. 6]; das Ebenenbiischel
d 2 geht aus dem an dieser Stelle besprochenen Kegel f2 hervor; scine Be-
deutung kann daher auch mittelst dieser Untersuchung nachgewiesen
werden.
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punkten Riickkehrpunkte hat, also D, ausser in ¢, und ¢,,
nur noeh zweimal in P, und P, tiifft. Die Gerade [P, (dasselbe
ist von /P, zu sagen) beriihrt, als Kante des umschriebenen
Kegels, die Fliche in P,, und ist daher eine Doppelpunktstangente,
also auch Inflexionstangente des Schnittes C} der Ebene (4QP))
mit 6* in P,. In jedem Punkte, sowohl von #Q als auch von D
schneiden sich zwei Inflexions- oder Haupttangenten der
Regelfliche, ihr geometrischer Ort ist, als Erzeugniss der zwei-
zweideutigen Gebilde dQ (I) und D (P), cine Regelfliche 7°
sechsten Grades, welche D und 49 zu Doppellinien hat. Die
Haupttangenten in einem Punkte von D sind gleichzeitig mit den
durchgehenden zwei Erzeugenden von G* reell, beziehungsweise
imagindr, so dass aueh 7% in ¢, und ¢, Cuspidalpunkte besitzt;
und, die Realitiit dieser vorausgesetzt, von jeder Ebene des Biischels
dQ — einer ihrer vierfachen Tangentialebenen — in zwei reellen
und zwei imaginiren Erzeugenden geschnitten wird, von welchen
daher keine zwei einen Punkt von #Q gemeinschaftlich haben.
Die Fldche 7% hat ferner A zur Doppelerzeugenden, € zum
Doppel-Inflexionspunkt und enthiélt auch ¢, und ¢, etc.

ysDie Haupttangenten der Fliche ¢* in Punkten des
Doppelkegelschnittes D erfilllen eine Regelfldche
sechsten Grades 7% welehe D und dQ zu Doppellinien
hat, ete.

Art. 3. Unter den Beriithrungskegeln der Fliche 6* nimmt
der von den Doppeltangentenebenen umhiillte — und
als solcher doppelt zu zihlende — Kegel &2 eine ausgezeichnete
Stellung ein. Er kann noch bezeichnender als die Enveloppe aller
jener Ebenen («'2'f")={(e¢'e}) definirt werden, welche G* nach
eigentlichen Kegelschnitten C* schneiden, und ist demgemiiss, als
Erzeugniss des eindeutigen Scheines $§ (7' [der Involution
D (f'f'")] und der zweideutigen Reihe A(e'e”") — nachdem die
auf einander liegenden Elemente 7" und B sich entsprechen —
vom zweiten Grade.! Je zwei unendlich nahe, auf einander

1 Siche auch beziiglich des Folgenden (I. A. Art. 2). Das Erzeugniss
zweier ein- zweideutiger Gebilde im Raum ist — weunn durch Bewegung
einer Ebene entstanden — von der dritten Classe. Hier geht eine von den
sich selbst entsprechenden drei Ebenen, der durch eine Gerade g [des

40
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folgende dieser Ebenen, etwa E, und E,, schneiden sich in einer
Erzeugenden ¢ des Kegels @2, welche daher, weil genannte
Ebenen benachbarte Doppeltangentenebenen von G* sind die Ver-
bindungslinien #, n, der nieht auf D liegenden Schnittpunkte von
C* mit den in seiner Ebene E, befindlichen Erzeugenden ¢', ¢ ist.
Daraus folgt, dass der Kegel ®* die Ebenen <5 und (e, ¢,),
respective lings $B=7Tund der Verbindungslinie ¢, ¢,
der Cuspidalpunkte ¢,, ¢, bertihrt, von den Cuspidal-
ebenen v, v, beziehungsweise lings Pj, und Pj, tangirt
wird und mit G*eine Berithrungscurve vierter Ordnung
P* gemein hat, welche als Ort der Punkte »,, n,, in B
einen Doppelpunkt besitzt und in den Inflexions-
punkten j, j, die Kanten %j; und Ry, zu Tangenten hat.
Diese Kanten berithren auch die Kegelschnitte €3 €7 in'den
Punkten j,, respective j,,, welche man sich auch durch das [durch
die Coincidenz von ¢/, e, mit ¢, beziehungsweise ¢, bewirkte]
Zusammenfallen der Punkte »,, u, entstanden denken kann. Aus
welcher Thatsache, im Verein mit dem Umstand, dass C? und C}
die Gerade oP=1T" in o tangiren, ersichtlich ist, dass die
singuliren Erzeugenden e, ¢, die auf €}, respective
Cibezogenen Polaren von §, der Spitze des Doppel
kegels sind.

Der dem Punkt 3 beztiglich 2, 2, harmonisch conjugirte
Punkt = liegt in der Doppel-Riickkehrtangentenebene
(A0), nachdem diese und die Ebene ¢y=(A%g) — als Doppel-
ebenen der durch die Tangentialebenen von G* in Punkten von A
gebildeten Involution A (¢'<"") — mit dem Ebenenpaar (Ae'), (Ae))
ein harmonisches Biischel bildet, und 3, d, #,, , der Schnitt des-
selben mit ¢ ist. Die Verbindungslinie m«, von m mit dem Schnitt-
punkt der Erzeugenden e, ¢} ist daher dem Punkte 5, und zwar
beziiglich ¢’, ¢/ harmonisch conjugirt; sie beriihrt den Kegelschnitt

Biindels B] und die erz. Gebilde bestimmten zwei coaxialen Ebenenbiischel
— Dbei jeder Lage von g — durch T daher sind nur die zwei andern Ebenen
Tangentialebenen. Vergleiche: ,Geometrie der riiumlichen Erzeugnisse ein-
bis zweideutiger Elementargebilde, insbesondere der Regelfliichen dritten
Grades“ von Prof. Dr. Emil Weyr; erschienen 1871 bei Teubner in
Leipzig.



Uher Regelflichen vierten Grades ete. 623

M*=[(A0), 8] in m und umhiillt ihn, wenn « die Doppelgerade
A durchlduft. Bemerken wir, dass jede einfache Tangente der G*
welche B enthiilt, in einer der Cuspidalebenen v, v, liegen und
demnach ihren Beriihrungspunkt anf ¢, bezichungsweise e, haben
muss, so erkennen wir in me auch die in Bezng auf den in der
Ebene (¢'¢,) = E, befindlichen Kegelschnitt C* genommene Polare
von B, weil diese als Bertihrungssehne der v, respective ¢, ange-
horigen, aus §® an C? gezogenen Tangenten durch m laufend in
(A0)=1(¢,¢,) liegt. Jeder Strahl des Biindels P schneidet
also G*in vier Punkten, welche zu zweien durch §§ und
(Ad) harmonisch getrennt werden — G* selbst ist beziig-
lich @ und (A9) involutorisch symmetrisch; die letztere Ebene
ist die Polarebene der Spitze P des Doppelkegels &2
heziiglich der behandelten Regelfliche.

Nuch diesen Irlduterungen ist cs mit Hilfe der reciproken
Betrachtungen des vorhergehenden Artikels leicht, die Riehtigkeit
der folgenden Sitze nachzuweisen:

slrgend eine Tangente £ des Kegelschnittes M?* —
des Schnittes der Doppel-Riickkehrtangentenebene
mitdem Doppelkegel  — ist die Polare der Spitze B
von Q% beztiglichdesinderEbene (#R)liegenden, G* ein-
geschriebenen Kegelschnittes €% Sie ist auch der
geometrische Ort der Pole der, der Ebene (¢R) beztig-
lich der Cuspidalebenen #, », harmonisch zugeord-
netenTangentialebene von 2 in Bezug auf alle Kegel-
schnitte C* von G*.¢

ysDie Bertihrungscurve $B* des Doppelkegels &2
wird durch seine Spitze P und den Kegelschnitt M2
welcher die Doppelgerade im Beriihrungsknoten und
die singuldren Erzeugenden ¢, ¢, in den Inflexions-
punkten j, respective j, beriithrt, harmoniseh getheilt.“
(Vergleiche I. A. Art. 6.)

sDie Erzeugenden von G* bestimmen auf allen
dieser Fliche eingeschriebenen Kegelsechnitten C?
quadratische Involutionen mit dem Centrum . Dieses
ist beziiglich irgend eines dieser Kegelschnitte C?
Jjenem Punkte von A polar conjugirt, der sich in der
Ebene von C* befindet.“ [Siehe auch I. A. Art 7.]
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LG*hutmindestenszweireelle Cuspidalebenen ete.«

sDie Haupttangenten der Regelfiche G* welche
sich in den Tangentialebenen des Kegels ® befinden
— also in Punkten der Bertthrungscurve $* — erfiillen
eine Regelfliche sechsten Grades 7', welche die Linie
dj,j, der Inflexionspunkte zur vierfachen Geraden, A
zur Doppelerzeugenden und ®% zum Doppelkegel hat,
Sie hat ¢, ¢,,j, j; zu Cuspidalpunkten und ¢, ¢, zu singu-
liren Erzeugenden ete.“

Die in einer Tangentialebene E, von &* liegenden Haupt-
tangenten ¢, #' sind die Tangenten des durch E, bestimmten
Kegelschnittes €2 in den Punkten », n,; sie schneiden sich in
einem Punkt 0, dessen Ort d j, j,, ist.!

Art. 4. Die Ebenen :p und (e ¢,), welche & in seimen
Schnittlinien 7), respective ¢, ¢, mit ¢, beriihren, schneiden sich in
Pd; diese Gerade ist die Polare von ¢; in Bezug auf ®2. Jede
Ebene N ihres Biischels schneidet G¢* in einer Curve C¢, die d
zum Doppel-Inflexionspunkt und die einander beziiglich B und
der Schnittlinie (V¢;)) harmonisch conjugirten Schnitterzeugenden
B, n,, Pu)n, mit §2 zu Doppeltangenten, mit den Beriihrungs-
punkten %, n,, beziehungsweise 7], », hat. Die ®* liings den be-
zeichneten Kanten tangirenden Ebenen E, E, schneiden sich in
einer Geraden 3’5" der Polarebene von d, und fixiren dem-
nach auf G* ein Erzeugende-Quadrupel e, e,, ¢, e, dessen
Elemente einzeln durch die gleich bezeichneten der Punkte #,, n,,
), n, laufen. Daraus folgt nun, nachdem diese Punkte der Be-
rithrungseurve B* sind, und die Geraden », n), n,;, als in N und

t Obwoll 7'¢ der Fliche 7 (Art. 2) reciprok ist, wollen wir den Ort
des Punktes O direct bestimmen. Er ist dem Punkte m beziiglich der auf
ey, respective ¢ gelegenen Berithrungspunkte 4', 4", der aus P an C* ge-
zogenen Tangenten, harmonisch conjugirt; und kann daher auch als der in
Bezug auf ¢, ¢;, dem Beriihrungspunkt m der variablen Tangente mex von
M#, harmonisch conjugirte Punkt definirt werden. Verbinden wir s mit
(¢y ey =& und ziehen wir auch in dem zweiten Schuitt »’, dieser mit M+,
an diesen Kegelschnitt die Tangente, so schneidet diese m« in einem Punkt,
der offenbar als Pol von mn’ bezogen auf M*, von dieser Geraden durch
e, ¢l harmonisch getrennt wird und daher mit © identisch ist. Sein Ort ist
die Polare j,j, d von (e ¢y) beziiglich M.
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beziehungsweise (3'1), (5"4A) liegend, sich in , schueiden,
dass die Beriihrungscurve 8* [des Doppelkegels] aus
dem Doppel-Inflexionspunkte ¢ durch einen Kegel
zweiten Grades projicirt wird, nud dass je vier ihrer
Punkte, welche auf einem Quadrupel von Erzeugenden
(von 6*) liegen, sich in einer Ebene des Biischels
dBbefinden, und umgekehrt.

Die Ebenen E, und E, schneidex G* in zwei eigentlichen
Kegelschnitten €% €%, welche sich in 5 und 5" treffen und
beziehungsweise durch =, n, — #}, n, gehen; sie bilden ein
Paar:

ysDie Kegelschnitte der Regelfliche G* gruppiren
sich zu conjugirten Paaren, welche auf dem Doppelkegel-
schnitt D die Involution (') mit dem Centrum R,
und auf dem Doppelkegel @ die Involution E, E;, mit
der Involutionsebene (D)=c¢, bestimmen.

y,Beide Involutionen erzeugen respective mit den
geraden Involutionen A(za'), A(s<') die Fliche G* ¢

sDie Ebenen eines Kegelschnittpaares €* C* be-
stimmen auf G* ein Erzeugende-Quadrupel, welches sie
ausser in zwei Punkten von D in vier Punkten schneidet, die
der Curve $* angelisren und in einer Ebene des Biischels P
liegen.

Der aus dem Doppel-Inflexionspunkt ¢ einem Kegelschnitt
C* umschriebene Kegel £2 berithrt die Cuspidalebenen v, v, lings
der singuliiven Erzeugenden e,, ¢, — weil jede G* eingeschriebene
Curve, also auch C* die v, ¥, in Punkten von e,, beziehungsweise
¢, beriihrt — und hat also mit G¢* noch einen Kegelschnitt gemein.
Dieser ist kein anderer als €*, welcher C? conjugirt ist, denn der
aus ¢ ihm umschriebene Kegel 2 hat mit * die Kanten d n, n,
d nyiy, d3" und d 8" gemein und beriihrt ihn lings e, und e,; ist
also mit ihm identisch. Aus demselben Grund sind auch die aus

.

0 ={(e, ¢,) den C? C} umschrichenen Kegel f,, f} identisch; sie

1

1 Folgt anch, in Folge des oben von der Curve C¢ (mit einem Doppel-
Inflexionspunkte in ) Gesagten, aus dem Aufsatz: ,Uber rationale Curven
vierter Ordnung, deren Doppelpunktstangenten in Inflexionstangenten iiber-
gehen .«
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haben néimlich @7, d3” gemein und beriihren sich lings ¢,
und ¢,

yDurch jedes Paar conjugirter Kegelschnitte der
Regelfliche 6* kann man zwei Kegel zweiten Grades
legen,deren Gesammtheit demgemiiss aus zweiprojec-
tivischen Kegelbiischeln besteht. Wiahrend das eine
Biischel die Fliache lings den singulédren Erzeugenden
¢, ¢, tangirt und den Doppel-Inflexionspunkt 4 zur
Spitze hat — wird dieselbe von den andern lings den
singuldren Erzeugenden ¢, ¢, beriihrt, dieses hat also
& zur Spitze. Die beiden Kegelbiischel erzeugen die
Fliche G*

Unter allen Kegelschnitten von G* ist jener, in welchem diese
Flidche von der Ebene der singuldren Erzeugenden e, , ¢, geschnitten
wird, und welcher diesen in den Cuspidalpunkten ¢, ¢, beriihrt,
besonders bemerkenswerth. Umschreiben wir diesem Kegel-
schnitt € aus ¢ den Kegel K32, so berithrt dieser G* in ¢, und ¢,
und schneidet sie in einem Kegelschnitt, der auch durch ¢, ¢,
laufen soll, daher, weil durch diese Punkte nur €% geht, mit C,
identisch ist.! Der Kegel K% hat mit * in jedem Punkte von C}
zwei unendlich nahe Punkte gemein, d. h. €2 ist ein Beriihrungs-
kegelschnitt.

Ein anderer Beweis kann auch mittelst der Methode der
Projection erbracht werden. Wir wmschreiben aus ¢ der Regel-
fliche den Kegel K?; dieser ist nach [I. A. Art. 4] vom zweiten
Grade und berithrt 6* in einer Raumeurve B* vierter Ordnung, die
d zum Doppelpunkt hat und in den vier Cuspidalpunkten die
singuldren Erzeugenden tangirt. Diese Beriithrungscurve zerfallt
nun im vorliegenden Fall in ¢, ¢, weil £* die G* lings dieser
beriihren muss, und noch eine Curve zweiten Grades B?
welche ¢, ¢, respective in ¢,, ¢, beriihren soll, also mit C?
identisch ist:

1 Dass durch ¢, nur ein Kegelschnitt ¢ liuft, folgt daraus, dass man
durch ¢ B als einer Kante von & nur eine Tangentialebene an diesen —
von den Ebenen der Kegelschnitte umhiillten — Kegel legen kann. Auch
ist daraus ersichtlich, dass C2 aus zwei coineidirenden Kegelschnitten ent-
steht. Das Gesagte erhellt auch aus [I. A. Art. 8], weil jede Curve, dic
durch ', geht und hier keinen Riickkehrpunkt hat,  tangiren muss. ete.
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sDer aus dem Schnittpunkt ¢ der singuldren Er-
zeugenden ¢, ¢; der Regelfliche G* umschriebenen
Kegel zweiten Grades beriihrt sie in einem Kegel-
schnitt €}, welcher die singulédren Erzeugenden e, ¢,
in den Cuspidalpunkten ¢, ¢, tangirt.“

In diesem Satz hat dic folgende Entstehungsart von G* ihre
Begriindung:

,Oleitet eine Gerade an einen Kegel zweiten
Grades K, diesen in Punkten cines Kegelschnittes
C:Dberiihrend, und einer festen Geraden A; so erzeugt
sieeine Regelfliiche G* welche ete.

Auch A, D, K% €} konnen als Leitlinien genommen werden;
doch muss die Annahme so getroffen werden, dass (B, d, ¢, ¢,) =
=—1 ist etc.

Art. 5. Wenden wir uns wieder zur Untersuchung der durch
die conjugirten Kegelschnittpaare bestimmten Kegelbiischel. Zwei
entsprechende Kegel £? f, dieser Biischel beriihren sich in den
Punkten p', 8" — weil diese die Schnittpunkte der auf beiden
liegenden Kegelschnitte €%, €% sind —; ihre gemeinschaftlichen
Tangentialebenen ', <" schneiden sich in der Verbindungslinie
d5 ihrer Spitzen und enthalten die vier Tangenten £yt 1), t, der
C? C*in &, respective B". Von diesen Tangenten schneiden sieh
je zwei — so £, ¢/ — in einem Punkte o' von dd, aus welchem
man ausser der Ebene (C*) noch eine Tangentialebene an ®?
legen kann, die ebenfalls G* in einem Kegelschnitt €} schneidet,
dessen Tangenten ¢, ¢, in den auf D gelegenen Punkten B, 5,
sich auch in dem Punkt «' treffen. Wihrend also in jedem Punkt
f von D sich zwei Tangenten ¢ begegnen, schneiden sich in
irgend einem Punkt «' von od vier; die Beziehung zwisehen
beiden Systemen ist zwei- vierdeutig, und ihr Erzeugniss —
nachdem sich & doppelt selbst entspricht — eine Regelfliche F*
sechsten Grades.

,2Die Tangenten der Kegelschnitte der Regel-
flache G* inihren auf dem Doppelkegelschnitt D ge-
legenen Punkten erfiillen eine Regelfliche sechsten
Grades F® welche do zur vierfachen und D zur Doppel-
linie hat.“
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Diese ¥liche hat, -— wie leicht zu zeigen ist — 7" zur
Doppel-Erzeugenden, ¢, ¢, zu Cuspidalpunkten, e, e, zu singuléiren
Erzeugenden und & zum Reriihrungsknoten. Sie wird von €% in einer
Raumecurve sechster Ordnung beriihrt und aus irgend einem Punkt
des Raumes durch einen Kegel sechster Classe, zehnter Ordnung,
projicirt ete.

Art. 6. Die im Schluss des [Art. 7. 1. A.] erdrterte Ent-
stehungsart von F* durch projectivische Kegelsysteme, specialisirt
sich fiir G* folgendermassen:

pSind Dund M? zwei Kegelschnitte, die sich in
einem Punkte B schneiden, und ¢, ¢, die aus dem
zweiten der Ebene (M?) angehdrigen Punkt ¢ von D
an M*gelegten Tangenten, so schneiden sich je zwei
correspondirende, d. h. aus zwei auf einer Taungente =
von M?liegenden Punkten o', #” der Geraden ¢, ¢; dem
Kegelschnitt Dumschriebene Kegel in einem weiteren
Kegelschnitt C? dessen geometrischer Ort eine Regel-
flaiche G*ist.“!

Diese Fliche hat D und die Tangente A von M?in B zu
Doppellinien, ¢, e, zu singuliren Erzeugenden, und die Beriih-
rungspunkte dieser mit M? zu Inflexionspunkten. Der mit dem
Schnitt B, der Tangenten von D in B und g, dem M? umschriebene
Kegel ist ihr Doppelkegel.

Und reciprok:

»3ind 7* und Q% zwei in einem Punkt B sich be-
rithrende Kegelund ¢, ¢, die in der zweiten, aus der
Spitze d von z* an §* gezogenen Tangentenebene
liegenden Kanten von a?% so bestimmen je zwei cor-
respondirende, d. h. in einer Kante des Kegels n? sich
schneidende Ebenen von ¢ und ¢, anf @ zwei Kegel-
schnitte, welecher ausser ®* noch einen Kegel K*
gemein haben. Die Enveloppe dieses Kegels ist eine

1 Die Schnitte g/, £” von € mit D bilden in der That — als die Be-
rithrungspunkte der aus dem Schnittpunkt », von r=2a'a2" und der Ebene
(D), an D gezogenen Tangenten — eine Involution, mit den Doppelpunkten
B und 5. Dass durch £/, 8" noch ein zweiter Kegelschnitt € geht, folgt
daraus, dass die Scheine von ¢, (2’) und ey (x”) in r zwei Doppelstrahlen
haben, deren jeder auf ¢ ¢, zwei entsprechende Punkte a', 2’ bestimmt.
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Regelfliche G* welche Bd zur Doppelgeraden, e, ¢, %l
singuldren Erzeugenden, 4 zum Doppel-Inflexions-
punktund *zum Doppelkegel hat. Dieanf@*bezogene
Polarebene schneidet #*im Doppelkegelschnitt von
G* welcher auch als Ort der Spitze von K* definirt
werden kann.“

Aus dieser Erzeugungsart der behandelten Fliche ist anch
su ersehen, dass jeder [Triger-] Kegel A% den Doppelkegel ®*
doppelt beriihrt, und dass * dieselben Tangentialebenen noch
mit einem zweiten Trigerkegel K? gemein hat, der mit dem
ersten ein conjugirtes Paar bildet.

Wie in der letzten Anmerkung fiir €%, €% konnen wir hier
fiir K%, K* zeigen, dass ihre Spitzen £', 8" auf D die Involution,
mit dem Centrum $§§ constituiren. Denn umschreiben wir umgekehrt
aus 3’ und " der G* die Kegel K% K2, so werden beide die durch
5’5" an Q? gelegten Tangentlalebenen E., E_ beriihren, und zwar,
wenn wir die im Anfang des Art. 3 eingefiihrte Bezeichnung be—
niitzen, der ler Kegel i 2 lidngs j nz, respective m und der Kegel
K 1angs ﬁ"nl, beziehungsweise f"n. Diese Kegel berithren
sich auch doppelt, und zwar in den Schnittpunkten
bo=[Fny, f'n,] und 4, =[F"ny, f"%}], die auf der Schnitt-
linie @ der Ebenen (¢;¢,) und (¢¢,) eine quadratische
Involution, welche mit der Involution ®* (E.E,) perspectivisch
ist und ¢ sowie den Schnitt ¢ von & mit ¢, zu Doppelpunkten hat,
beschreiben. Die Beriihrungskanten £z, ,G”n2 erfiilllen bei Drehung
von E, um §* eine Fliche F?, welche der im vorhergehenden
Artikel besprochenen [zufolge ihrer Entstehung] reciprok ist; fiir
sie gilt der Satz:

pDie Beriihrungskanten der Trigerkegel [der G*
umschriebenen Kegel zweiten Grades] mit den Tangential-
ebenen des Doppelkegels R?erfiillen eine Regelfliche
sechsten Grades F§, welche ®=dg und D zu Doppel-
linien und A und ¢;¢, zu Doppelerzeungenden besitzt.
Jede Ebene des Biischels @ beriihrt sie vierfach und
jede des Kegels @ doppelt.«

Betrachten wir nun nochmals den Schnitt einer Tangenten-
ebene E, von @* mit G* so sehen wir, dass die Tangenten des
Kegelschnittes €? in den Punkten n,, »,, jenc in den Punkten
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&', 2", und schliesslich die Geraden 5 112, 1 n1, Jje eine Regel-
fliche sechsten Grades T, F® und F® erzeugen; wemn L, den
Kegel @? umhiillt. Der Punkt (B'n,, [j”nz) besehlelbt die Gerade
do, der Schnitt der Tangenten in »,, n, die Gerade dj,j, und der,
del Tangenten in 2, 8" die Gerade 0; alle drei Geraden hegeu
in der Doppelriickkehrtangentenebene (Ad) und schneiden sich
im Doppel-Inflexionspunkt ¢. Thre Lagen-Relation unter einander
und gegen die Singularitdten von G* driickt sich in den folgenden
Gleichungen aus:

(A, (lf dijw (lo) =—1
(4, s, 4’[{, dQ)=—1
(B, [lP’ ey, e)=—1
aOT: 6E e, ey) =—1,

wiithrend die Beziehung zwischen A, D und §* zu dem folgenden
Satz Veranlassung gibt:

»Gleitet eine Gerade an einem Kegelschnitt D,
ciner Geraden A, welehe D in B schneidet, und einem
Kegel zweiten Grades &2, der die Tangente 7 von D in
B zur Kante hat und in ihr die Ebene (7A) beriihrt, so
erzeugt sie eine Fliche G*¢

Art. 7. Wir haben bemerkt, dass je zwei ein Paar bildende
Kegel £* und K* sich in zwei conjugirten Punkten der Involution
® (Y, ;) beriihren. Ihr Schnitt mit der Ebene (¢, ¢,) besteht
aus zwei Kegelschnitten 2%, 2%, welche sich in ¢, und {, schneiden
und — weil alle der Regelfliche G* umschriebenen Kegel die
singulidre Erzeugenden in den Cuspidalpunkten beriihren — in
den ihnen auch gemeinsamen Punkten ¢,, ¢, die Geraden e, be-
ziehungsweise ¢, zu Tangenten haben, also identiseh sind. Jedes
Kegelpaar K2, K* schneidet daher die Ebene (e, ¢,) und — aus
demselben Grund — die Ebene (¢, ¢;) nur in einem Kegelschnitt
2%, respective z,; beide Kegelschnitte haben das Punktepaar ¢,
P, gemein und entsprechen sich projectivisch:

»Je zwei conjugirte, der Fliche G* umschriebene
Kegel zweiten Grades schneiden sich in zwei Kegel-
schnitten 2% z,, deren Gesammtheit aus zwei projec-
tivischen Biischeln besteht. Das eine Kegelschnitts-
biischel liegt in der Ebene (¢, e,) der singulédren
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Erzeugenden ¢,, ¢, und bertihrt diesc in den Cuspidal-
punkten ¢, ¢, — das andere in der Ebene der zwei
anderen singuliren Erzeugenden ¢, ¢; und hat diesec
analog in ¢, ¢, zu Tangenten.“

JEntsprechende Kegelschnitte schneiden sich in
conjugirten Punkten der Involution & (J,, ¥,) und
fixiren ein Kegelpaar, dessen Enveloppe G* ist.“

Fiir die Trigerkegel K* haben wir noch zu erwihnen, dass
sie mit irgend zwei in einem Punkt des Doppelkegelschnittes D
sich schneidenden Erzeugenden e, ¢’ zwei perspectivische Ebenen-
hiischel mit dem Durchschnitt (D) bestimmen. Reciprok schneiden
die G* eingeschriebenen Kegelschnitte C? je zwei Erzeugende e, ¢,,
welche sich in einem Punkt von A begegnen, in zwei perspectivi-
schen Punktreihen mit dem Centrum .

Art. 8. Ein Hyperboloid 2? bestimmt auf der Fliache G* eine
Raumcurve achter Ordnung R®, die auf A zwei und auf D vier
Doppelpunkte besitzt. Enthdlt nun das Hyperboloid A? ein Paar
conjugirter Kegelschnitte C?, €%, so hat es mit G* noch eine Curve
vierter Ordnung R* gemein, welche — weil (C#, C?) zwei Doppel-
punkte auf D hat — vier Doppelpunkte besitzt, von denen zwei
auf A und zwei auf D liegen, dic also aus einem Quadrupel von
Erzeugenden ¢', ¢”, ¢; und e, besteht. Umgekehrt wird jedes durch
ein Quadrupel gelegte Hyperboloid auf G* eine Curve R* fixiren,
die zwei Punkte von D zu Doppelpunkten hat, auf A jedoch keinen
Punkt besitzt — also aus zwei conjugirten Kegelschnitten %, C*
zusammengesetst ist:

,Jedes Quadrupel von Erzeugenden der Fldche G* liegt mit
irgend einem ihr eingeschriebenen Kegelschnittspaar auf einem
Hyperboloid.“

Weil zur vollstindigen Bestimmung von A* — wenn C? C*
gegeben ist — noch ein Punkt « von A — und wenn ¢, e, ¢, e
angenommen wurde — ein Punkt 8 von D beliebig gewiilt werden
darf. Es schneiden sichalsoauch jezweiHyperboloide,
deren jedes durch ein Kegelschnittspaar gelegt ist
und die einen Punkt « von A gemein haben in vier Er-
zeugenden, welche ein Erzeugende-Quadrupel von G*
bilden und diese Fliche erfiillen, wenn « die Gerade A
durchlauft. Umgekehrt haben zwei Hyperboloide,
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welehe durch einen Punkt 5 von D und je ein Er-
zeugende-Quadrupel bestimmt sind noch zwei Kegel-
schnitte gemein, welche ein conjugirtes Paar der 6*
cingeschriebenen Kegelschnitte bilden, und diese
Fliche zum Ort haben.

Nachdem ein Quadrupel von Erzeugenden mit A und der
Verbindungslinie 5’5", seiner auf D befindlichen Punkte ein
Tetraeder bildet, kann man sich G* auch folgendermassen ent-
standen denken:

sDeformirt sich ein Tetraeder derart, dass die
Endpunkte zweier Gegenkanten, beziehungsweise
auf einer festen Geraden A und einem Kegelschnitt
D, der A in B schneidet gquadratisehe Involutionen
bestimmen, die beide B zum Doppelpunkt haben,
so beschreiben die andern vier Kanten eine Regel-
fliche G*.¢
Anmerkung. Diese Entstehungsart gibt, auf die Regelfliiche mit

einer allgemeinen Doppellinie dritter Ordnung D?

itbertragen, die Bedingung an, unter welcher sich die Er-

zeugenden derselben zu Quadrupeln vereinigen. Sie lisst
sich, wie man aus dem Vergleich mit dem im dritten Artikel
des Aufsatzes: , Uber rationale Regelfliichen vierten Grades¢

[in Hoppes Archiv fiir Mathematik und Physik, Jahr-

gang 1880] Gesagten ersieht, durch den folgenden Satz aus-

driicken:

yDeformirt sich ein Tetraeder, welches einer
Raumecurve dritter Ordnung D? eingeschrieben ist,
derart, dass zwei Gegenkanten eine windschiefe
Fliche zweiten Grades h* beschreiben, so er-
zeugen die vier andern Kanten — ein Quadrupel
bildend — eine Regelfliche vierten Grades g%
welche D3 zur Doppellinie hat.“

Nennen wir die Ecken des Tetraeders 4, B, C, D, und
sind AB und €D die h? erzeugenden Gegenkanten, so be-
schreiben die Punkte 4, B auf D?® eine quadratische Invo-
lution, welche auch von den Punkten €, D beschrieben wird,
und kurz als die von der zweipunktigen Geraden-Schaar der
h* auf D?® gebildete Involution bezeichnet werden kann.
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Diese Involution kann noch besser als aus den zwei pro-
jectivischen Involutionen (4B) und (CD), welche die-
selben zwei Doppelpunkte , und d, Dbesitzen, bestehend
gedacht werden. Beide Involutionen erzeugen die
Regelflache vierten Grades ¢*, welche D? zur
Doppellinie hat; ibre Projectivitiit ist durch drei Punkte-
paare der Reihen (d4) = (B), oder (4) = (C), oder auch
(B) = (0), (B) = (D) bestimmt.

Coincidirt ein Punkt 4’ der Reihe ({) mit dem ihm ent-
sprechenden Punkt B’ von (B), so werden auch die diesen
Punkten beziiglich |, d, involutoriseh conjugirten Punkte C’
und D' von (C), respective (D) zusammenfallen. Die zwei
Doppelpunkte ¢, 3 der Reihen (4), (B) sind daher den
Doppelpunkten , & von (€) und (D), und zwar « dem  und
3 dem 0, harmonisch zugeordnet. Daraus folgt:

,Die Regelfliche ¢* hat vier Tangenten T,
T,, T, und T; von D? zu Erzengenden. Die Be-
rihrungspunkte «, 5, y und & dieser werden durch
die Doppelpunkte d,, d, harmonisch getrennt, und
zwar zvon yund 2 von d. Die Geraden «y und 25
sind die ¢* und A* gemeinschaftlichen Erzeu-
genden.®

Das Hyperboloid 22 hat auch die Tangenten T', 7, von
D3 in d, und d, zu Erzeugenden.

Den Punkten d,, d, entsprechen, als Elementen von (4)
oder (B), in (€) und (D) je zwei Punkte ¢}, ¢7, beziehungs-
weise ¢,, ¢,, welche Cuspidalpunkte von ¢* sind und in
angegebener Ordnung paarweise durch ¢, und d, harmo-
niseh getrennt werden. Sie liefern, mit diesen verbunden,
die vier singulédren Erzeugenden E, m, dz—al und d,¢; von
g*, und unter einander (je einmal) verbunden die Geraden
¢\c’, ¢,c,, welche auf 2* liegen.

Umschreiben wir der Curve D3 aus irgend einem ilirer
Punkte P den Kegel 7% so werden die Kanten desselben
durch die erzeugende Involution auf einander involutorisch
bezogen. Die Doppelelemente dieser Involution verbinden P
mit den Punkten #, und d,; der Schein derselben ist das aus
P dem Hyperboloid £* umschriebene Ebenenbiischel, welches

R

iy
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die der D?* einpunktig schneidenden Schaar angehorige,
darch P laufende Erzeugende Ps von A* zur Axe lat.
Dicse Erzeugende muss auch in den 2 lings P, und Pd,
beriihrenden Ebenen liegen, und ist demnach die auf 2
bezogene Polare der Ebene (Pd,d,). Diese Ebene ist
auch die Polarebene von Ps beziiglich jenes die Fliche ¢2
projicirenden Kegels K? (zweiten Grades), dessen Spitze P
ist; nachdem die Ebenen (Pcj¢)) und (Pe,c,) — weil T(‘
¢,¢, Erzeugende von A% und zwar der Schaar AC sind —
sich in Ps schneiden, und die K* lings Pei, Pc|, — Pc,, Pc;
tangirenden Ebenen die Geraden Pd,, respective Pd, zu
Sehnittlinien haben.

Durchliuft P die Curve D3, so beschreibt Ps die eine
Schaar von A2 und (Pd,d,) das Biischel 4 d,: ,Die Polar-
ebenen der die Doppellinie D? einmal schneiden-
den Erzeugenden-Schaar des Hyperboloides A?
beztiglich der der Flache ¢g* umschriebenen Kegel
zweiten Grades hilden ein Biischel, welches die
Verbindungslinie der zwei Doppelpunkte 4, d,,
der von der zweiten Erzeugenden-Schaar auf D?
gebildeten Involution zur Axe hat; und umge-
kehrt.«?

1 Bemerken wir, dass )3 eine allgemeine Raumcurve dritter Ordnung
ist, und dass d, d, beliebig gewilhit werden konnen, so ist durch Obiges
auch die Evidenz des folgenden Satzes erwiesen :

sEine Gerade Ps, welche eine Raumecarve dritter Ordnung
R3 cinmal [in P] schneidet, bestimmt mit ihr ein Hyperboloid
A2 vollkommen. Umschreiben wir aus P der B3 den Kegel {2 und
construiren die Polarebene von Ps beziiglich /2 so wird diese
R3 in zwei Punkten o), dy schneiden, die fest bleiben, wenn
PsdieFliche A2 durchliuft; umgekehrt wird Ps 42 beschrei-
ben, wenn sich die Ebene (Pd; dp) um d;dy dreht.

Die B3 zweimal schueidenle Erzeugende-Schaar bestimmt auf £3 eine
quadratische Involution mit den Doppelpunkten d;, dy. — Die Bezichung
zwischen d; dy und %2 ist eine eindeutige und involutorische, so dass derart
das Secantensystem von B3 auf das System der durch B? gehen-
den Linienfldichen zweiten Grades projectivisch bezogen ist. Dreht
sich d;d, um dy, so bilden alle 42 ein Biischel, dessen Elemente sich ausser
in B3 in der Tangente ¢;, dieser im Punkte ¢; schueiden. Diese Tangente
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Von den weiteren Eigenschaften der Fliche ¢* —
welche den, in den letzten fiinf Artikeln gefundenen Eigen-
schaften der Fliche 6* analog sind und #dhnlich bewiesen
werden konnen -— wollen wir hier nur erwiihnen, dass die
ihr cingeschriebenen Kegelschnitte sich auch zu Paaren
gruppiren, deren jedes mit irgend einem Quadrupel von
Erzeugenden auf cinem Hyperboloid liegt, und auf D?® ein
Punktepaar der Involution (4C) fixirt.

Dass ferner die Fliche ¢g* zwei Beriithrungskegel-
schnitte C? und C} besitzt (vergleiche Art. 4).

Die Ebene des Einen ist die der singuldren Erzeugenden
d ., W'_u er berithrt diese in den Cuspidalpunkten; die Spitze
des ¢* lings ihn berithrenden Kegels K% ist «?, der Schnitt
der zwei andern singuliiren Geraden dyc,, d,¢;. Die Ebene
(dycye,) dieser Geraden schneidet ¢* in dem Kegelschnitt CF)
in welchem ¢* von dem aus «, ihr umschriebenen Kegel K?
berithrt wird. Und schliesslich, dass ¢* auch als Erzeugniss
projectivischer Kegelschnittsbiischel [Art. 7] und ebensolcher
Kegelbiischel [Art. 4] erhalten werden kann.

I1. Die Fliche mit drei Doppelgeraden.

Art. 9. Bevor wir zu jener Regelfliche vierten Grades mit
drei Doppellinien f* iibergehen, deren Erzeugenden Quadrupeln
bilden, haben wir ither die allgemeine Fliche f* dieser Art
Einiges vorauszuschicken.

entspricht als Element des Secantensystems dem ans ¢; der B3 umschriebe-
nen Kegel ete.

Die Ebene (Pd;d,)schneidet 22 in einem durch P, d; und d, gehenden
Kegelschnitt m?, dessen Punkte den Punkten der Geraden Ps beziiglich B3
conjugirt sind. (Conjungirte Punkte sind bekanntlich solche, welche auf
einer Secante von I3 legend, durch diese Curve harmonisch getrennt
werden. Durchliuft der eine Punkt eine 23 nicht schneidende Gerade g, so
beschreibt der andere eine Raumecurve dritter Ordnung #3, welche B3 vier-
mal schneidet. Und allgemein: ist der Ort des letzteren Punktes eine Raum-
curve 3u-ter Ordnung, welche B3 4x-mal trifft, wenn der erstere eine allge-
mein gelegene Raumecurve n-ter Ordnung beschreibt. — Kubisehe Ver-
wandtschaft.)

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl, LXXXI. Bd. IT. Abth. 41
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Das Erzeugniss eines Ebenenbiischels A, und ciner ihm
projectivischen, quadratischen Tangentencbenen-Involution J? auf
einem Kegel zweiten Grades K? ist dann eine Regelfliche
f* [mit drei Doppellinien], wenn die durch die Axe A, und
die Spitze O von K? bestimmte Ebene das ihr ent-
sprechende Tangentenebenen-Paar von K* in zweizu-
sammenfallenden, d. h. in einer Geraden A schneidet.
Die Fliche hat A zur Doppelerzeugenden® und A, sowie
eine in der Involutionsebene [dem Durchschnitt von J] befind-
liche Gerade A, zu Doppelgeraden.

Aus der Gleichartigkeit? der Doppelgeraden A, und A, er-
hellt ihre Vertauschungsfihigkeit ohne Weiteres, so dass jede als
Axe cines Ebenenbiischels betrachtet werden kann, welches mit

9

einer Tangentenebenen-Involution [J* oder J7], die irgend

2
einen f* umschriebenen Kegel zweiten Grades K* zum Triger
hat, die Fliche erzeugt. Alle derartigen Involutionen, welche 3,
entsprechen, haben die Ebene (A),) zum Durchschnitt, wihrend
jene, welche mit dem Biischel 3, die f* erzeugen, (A3,) zum
Durchschnitt haben. Die Fliche /# kann auch als das Erzeugniss
der in zweideutiger Verwandtschaft stehenden Biischel A und 3, in
welchen sich die Ebenen (A, A) und (3,3) gegenseitig doppelt
entsprechen, definirt werden. Sie wird ferner von zwei projectivi-
schen Tangentenebenen-Systemen auf zwei Kegeln zweiten Grades
K% und K2 dann erzeugt, wenn die Zuordnung entsprechender
Elemente so getroffen wird, dass je einer durch die Ver-
bindungslinie A der Kegelspitzen an £ gelegten Tan-

I Dass irgend eine Gerade ¢, welche A schneidet, in ihrem Schnitt P
mit dieser, mit g¢ zwej unendlich nahe Punkte gemein hat, weist man mit
Hilfe der Abhandlung: ,Uber Curven vierter Ordnung mit drei Doppel-
punkten“ [Art. 1, 6] nach, indem man, wie dort, zeigt, dass irgend eine
durch g gelegtc Ebene E die ¢* in einer Curve C% schneidet, die in P einen
Doppelpunkt besitzt. Die Gerade A kann nicht von Erzeugenden geschnitten
werden. Je zwei Erzeugende, welche in einer Ebene des Biischels A; liegen,
haben einen Schnittpunkt, dessen geometrischer Ort nach (I. A. Art. 1) in
der Involutionsebene (04A) liegt, der als Ort des dritten Doppelpunktes von
Ct (zwei sind auf A; und A) eine mit A; windschiefe Gerade ist.

Dicse Gerade (3,) ist mit A; gleichartig, weil sich in jedem ihrer
Punkte zwei Erzeugende schneiden und in jeder Ebene ihres Biischels zwei
solche liegen, deren Schnitt auf A, ist.
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gentialebene eine durch diese Gerade gehende Be-
rithrungsebene von A2 beigeordnet ist, weil die Spitzen
aller f* umschriebenen Kegel zweiten Grades auf der Doppel-
erzeugenden liegen miissen. Reciprok bilden die Ebenen aller f*
eingeschriebenen Kegelschnitte ein Biischel mit der Axe A, Die
Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier projectivischer
Punktsysteme auf zwei Kegelschnitten C* und €%, deren Ebenen
sich in einer Geraden A schneiden, erfilllen daher nur unter der
Voraussetzung, dass je einem Schnittpunkt von A mit C?
ein auf A befindlicher Punkt von €2 zugeordnet ist,
eine Fliche /* woraus weiter folgt, dass man durch zwei
Kegelschnitte und eine Gerade, welche jeden einmal
trifft, zwei Regelflichen f* legen kann.?

Art. 10. Die Fliche f* besitzt zwei Berithrungknoten B,, B,
— es sind dies die Schnittpunkte von A mit A, und 4, — und vie:
Cuspidalpunkte ¢}, ¢}, — ¢, ¢;, welche zu zweien auf A und A,
sich befinden und die Verzweigungspunkte der von den Erzeugen-
den auf diesen Doppellinien gebildeten zwei zweideutigen
Reihen sind. Thnen entsprechen die Doppelpunkte dieser Reihen
[s0 ¢}, ¢ — dy, d} auf A, und ¢, ¢; — dy, d; auf A ], mit welchen
verbunden, sie die singuldren Erzeugenden ¢, ey — e, ¢, liefern.?
Wir wollen kurz ¢}, ¢} das A und e, ¢, das A, zugehdrige
Paar singuliirer Erzeugenden nennen; beide Paare sind, wegen
der Vertauschungsfihigkeit von A, A,, gleichartig.

Das in (I. A. Art. 6) gefundene Ergebniss lisst sich nun fiir
/* folgendermassen aussprechen:

,Das durch die Doppelerzeugende A und ein Paar
singuldren Erzeugenden bestimmte Hyperboloid =?
ist der geometrische Ort der Polaren der durch A und
die dem singuliren Erzeugendenpaar zugehdrige

1 Prof. Dr. Emil Weyr erhilt diese Fliche in der Note D: ,Die
windsehiefe Raumecollineation“ [siche Seite 169 der ,Geometrie der
riumlichen Erzeugnisse ein- zweideutiger Gebilde ete., Leipzig, 1871]
als dic windschief projicirende Fliche eines Kegelschnittes.

Die reciproken Bezichungen erwihnen wir, wegen Raumersparniss,
nicht, und verweisen ausser auf (I. A.) auf den Aufsatz: ,Uber die Regel-
fliche mit zwei Doppelgeraden® in ,Hoppes ,Archiv¥, Jahrg. 1880.

41
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Doppelgerade gelegten Ebene,bezogen auf das System
derf*umschriebenen Kegel zweiten Grades.“

Die Flache f* besitzt demnach zwei Hyperboloide 2%, ? der
eben bezeichneten Art. Jedes spielt nach 1. c. aber auch die Rolle
des dort * genannten, einschaligen Hyperboloides, d. h. =% ist
die Polarfliche des Beriihrungsknotens B, und =% jene
von B, beide in Bezug auf f* Um den Beweis fiir das letztere
kurz zu wiederholen, legen wir aus B, an irgend einen f* ein-
geschriebenen Kegelschnitt €* die Tangenten. Diese liegen in den
Cuspidalebenen des Biischels A, und in der Ebene » von C?; ihre
Bertihrungspunkte sind die Schnittpunkte 03, ©; von » mit e, und
¢,, und bilden auf diesen Geraden, wenn v sich um A dreht, zwei
projectivische Reihen, deren Erzeugniss die Polarfliche von B,
ist. Diese ist also, als geometrischer Ort der an A, ¢, und e
gleitenden Geraden 0,0;, identisch mit .

In  liegt auch eine Erzeugende von =%, die A, ¢} und ¢
schneidende Polare ©,0 von B, beziigliche?; sie trifft ©,0, in dem
Pol w der Geraden A, dessen geometrischer Ort Q, weil er auf
72 und =% liegt und beide Flichen sich schon in A, A,, und A
schneiden, eine gerade Linie ist.

Bemerken wir, dass die Schnittpunkte O, 0, von A mit
0;07, respective 0,0, und w durch 07, 07, beziehungsweise 0,
03 harmonisch getrennt werden, so sehen wir auch ein, dass, weil
dies fiir jede Lage von v gilt, die Geraden 2, A sowohl mit ¢, e,
als auch mit ¢;, ¢; vier harmonische Erzeugende von %,
beziehungsweise «2 bilden. Wir sehen ferner, dass Q, als Ort der
Pole von A beziiglich der C?, die A in dieser Art polar conju-
girte Gerade ist. Sie ist aber in analoger [reciproker| Weise,
der Doppelerzeugenden A auch beziiglich aller K* polar con-
jugirt, und zwar ist sie die Axe des von den Polarebenen der
Punkte von A beziiglich K? gebildeten Biischels. Jede Gerade g,
welche A und @ schneidet, hat mit dem in der Ebene (gA) befind-
lichen Kegelschnitt C? zwei Punkte p,, p, gemein, welche durch ihre
Schnittpunkte o und w mit A, respective @ harmonisch getrennt
werden. Woraus, in Verbindung mit dem in dem Aufsatz: , Uber
rationale Curven vierter Ordnung, deren Doppelpunktstangenten in
Inflexionstangenten iibergehen® Gesagten, erhellt, dass irgend
eine Ebene E, welche @ enthilt, die Fliche f* in einer
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Curve C} schneidet, die aufAeinen Doppel-Inflexions-
punkt besitzt, dass demnach die zwei Haupttangenten von
f*1in einem Punkt von A die Gerade @ treffen. Da umgekehrt die
zwel aus w an C? gezogenen Tangenten die Haupttangenten von
/* in den Schnittpunkten von C? mit A sind, ist klar, dass die
zwei Schmiegungshyperboloide von f* lings A, sich ausser
in A, und 4, in € durchschneiden.

ysDie zwei Schmiegungshyperboloide der Fléache
f*1lings der Doppelerzeugenden A schneiden sich in
A, A, und einer Geraden 2, welche mit A und jedem
Paar singulidrer Erzeugenden sich zu vier harmoni-
schen Geraden der durch sie bestimmten Polar-Hyper-
boloide z%, respective =} gruppirt. Jede Transversale
von A und @ hat mit f* zwei weitere Punkte gemein, die
durch die genannten zwei Geraden harmonisch ge-
trennt werden.“

Aus diesem Satz folgen fiir die Inflexionspunkte o}, oy, d,, d
und die Cuspidalpunkte ¢, ¢}, ¢;, ¢, die Relationen:

(¢} ("l', 1, Q) = (d), d, B,, Q) = —1
(e, €5 By, R,) = (d,, (I” B, Q)=
wenn man mit € und 2, die Schnittpunkte von Q mit A, be-
ziehungsweise A, bezeichnet.!

Art. 11. Sind die vier Cuspidalpunkte imaginir, so sind alle
drei Doppellinien ihrer ganzen Ausdehnung nach eigentlich.
Sind sie reell, so kann die Doppelerzengende — immer ihrer
ganzen Lidnge nach — eigentlich oder ideell sein, je nach-
dem die Beriithrungsknoten dem eigentlichen oder ideellen Theil
der Doppelgeraden angehdren, d. h. ausserhalb oder innerhalb
aller der Fliche umschriebenen Kegel zweiten Grades K*
liegen.

Istumgekehrt die Doppelerzeugende Aideell,
sosind die vier Cuspidalpunkte reell, nachdem A inner-
halb aller A? liegt. Daraus ist weiter zu ersehen (und zwar weil

1 Weil cin Punkt w von ¢ der Pol von A, beziiglich des in der Ebenc
(w A) befindlichen, /1 cingeschriebenen Kegelschnittes €2 ist, schneidet die
zu Q parallele Ebene des Biischels A die Iliche in einem Kegelschnitt,
dessen Mittelpunkt auf A liegt.
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innerhalb eines A* kein reeller, einfacher Punkt der Fliche sicl
befinden kann), dass jeder (£%,) [siehe I. A. Art. 3] eingeschriebene
Kegelschnitt die Doppelerzeugende in imagindren Punkten
schneidet,® dass ferner jede ebeme Curve dritter Ordnung [der
Fliiche (f},)] einen isolirten, auf A liegenden Doppelpunkt besitzt,
und dass nur diese Fliche eingeschriebene, ebene Curven vierter
Ordnung, mit drei isolirten Doppelpunkten enthilt.

Ist A eine Kante des Trigerkegels K* der erzeugenden Tan-
gentenebenen-Involution J? so schneidet irgend eine Ebene E die
Fliche in einer Curve vierter Ordnung C* die den Schnittpunkt ¢
von £ mit A zum Doppelpunkt hat und in dem Schnitt 7% von E
und K? einen Trigerkegelschnitt besitzt, d. h. einen Kegelschnitt,
der mit C* acht paarweise zusammenfallende Punkte gemein hat.
Da 4 sich auf 7' befindet, ist er nach Art. 12 in: ,Uber Curven
vierter Ordnung mit drei Doppelpunkten“ und Art. 2 des Auf-
satzes: , Uber vierfach beriihrende Kegelschnitte ete.“ ein Riick-
kehrpunkt von €* und diese Curve von der fiinften Classe. Die
Riickkehrtangente » bestimmt mit A die Bertihrungsebene & der
Fliache im Punkte 4; sie ist, als aus der Coincidenz der fiir die
allgemeine Fliche f* getrennten Tangentialebenen entstanden,
fiir die besprochene Fliiche f#* eine Doppelebene des Biischels A.
Sie hat nur ¢ zum Beriihrungspunkt, weil der in ihr liegende
Kegelschnitt €? durch & gehend, nicht in das Innere des Kegels
K* eindringen kann, also A im bezeichneten Punkt zur Tangente
hat. In Folge dieser Erlduterungen erkennen wir, mit Beriick-
sichtigung von (I. A. Art. 8), in ¢ einen Cuspidalpunkt und dem-
nach in A — dem Ort von ¢ — eine Cuspidalerzeugende
der Regelfliiche. Diese ist eine gemeinschaftliche Erzeu-
gende aller f* umschriebener Kegel zweiten Grades
und eine Tangente aller eingeschriebenen Kegel-
schnitte. Die Regelfliche selbst bertihrt sich in allen Punkten
von A und hat jede A schneidende Gerade zur Tangente; jede ihr
eingeschriebene, ebene Curve dritter Ordnung ist auch von der
dritten Classe, eine solche Curve vierter Ordnung hdchstens von
der fiinften Classe.

Der in 1 besprochene Kegelschnitt ist daher fiir (f,"-,-) ein Hyperbel.
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Aus diesem geht weiter hervor, dass eine Gerade, die an zwei
windschiefen Geraden A,, A, und einen Kegelschnitt €% welcher
eine Transversale A von A, A, zur Tangente hat,
gleitet, eine Fliche /% erzengt, und dass das Erzeugniss zweier
projectivischer Punktsysteme auf zwei Kegelschnitten mit einer
gemeingchaftlichen Tangente A, die Fliche £} ist, wenn
sich die Beriihrungspunkte entsprechen. Auch die zwei
folgenden Entstehungsarten finden ihre Begriindung in dem oben
Gesagten:

sDreht sich ein Kegelselnitt C*um eine Gerade A
seiner Ebene E, A in dem E projectivisech entsprechenden
Punkt o beriithrend, und gleitet er an drei unterein-
ander und gegen A windschiefen Geraden, so ist sein
geometrischer Ort eine Regelfliche f4.¢

»Ordnen wir in einem Ebenenbiischel A, (oder A,) und einer
ihm projectivischen Tangentenebenen-Involution J? auf einem
Kegel zweiten Grades K* der durch die Spitze O von K?
bestimmten Ebene (A 0) jene, als Element von J?
doppelt zu zihlende Tangentialebene von K* zu, die
diesen Kegel in einer seiner Schnitterzeugenden A
mit (A, 0) tangirt, so ist das Erzeugniss dieser Gebilde eine
Fldche f4.¢

Art. 12. Nach diesen Auseinandersetzungen knnen wir jene
Regelfliiche mit drei Doppellinien (¢*), deren Erzeugende sich zu
Quadrupeln gruppiren, als eine Specialitit von G¢* und f*, kwz
besprechen.

So entnehmen wir den zwei ersten Artikeln, weil die Spitzen
aller ¢* umschriebenen Kegel zweiten Grades K? mit A, und 4,
nur je eine Ebene (3, A), respective (A, A) fixiren, dass diese
Ebenen einander beztiglich aller £* polar conjugirt sein miissen,
wenn die Erzeugenden auf den Doppelgeraden projectivische,
quadratische Involutionen bestimmen:

»Sind die zwei durch die Doppelerzeugende A und
je eine Doppelgerade A, A, der Regelfliche * be-
stimmten Ebenen (A A) und (4, A) beziiglich eines —
also auch aller — der Fliche umschriebenen Kegel
zweiten Grades K? einander polar conjugirt, so be-
stimmen die Erzeugenden auf den Doppelgeraden
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quadratische und projectivische Involutionen und
gruppiren sich zu Quadrupeln. Und umgekehrt.“

Von den vier Doppelpunkten der zwei projectivischen Punkt-
Involutionen A, («) und A, (38) entsprechen sich zwei, sie sind die
Beriihrungsknoten B,, B, der Fliche, und ihre Verbindungslinie
A die Doppelerzeugende. Die zwei andern Doppelpunkte sind die
Doppel-Inflexionspunkte d, und ¢, von ¢*; ihnen sind die
Cuspidalpunkte ¢}, ¢/, beziehungsweise c,, ¢, zugeordnet, welche,
wie jedes Punktepaar einer Involution, durch B, und d,, respec-
tive durch B, und «, harmonisch getrennt werden. Die Ver-
bindungslinie d,d, ist, wie aus dem Gesagten erhellt, die in
Art. 10 mit @ bezeichnete Gerade, welche der Doppel-
erzeugenden A beziiglich der Regelfliche polar con-
jugirt ist. Jede Ebene E ihres Biischels schneidet o*
in einer Curve vierter Ordnung €}, deren simmtliche
Doppelpunktstangenten Inflexionstangenten sind und
bestimmt anf A,, A,, A dic Punkte d,, d,, «, welche ein gemein-
schaftliches Polardreieck aller Kegel K * fixiren.! Dieses Dreieck
ist sich auch beztiglich der Curven C} selbst conjugirt,® d. h. jeder
Eckpunkt ist der Pol der Gegenseite in Bezug auf C§, und daher
die Ebenen (d,A) und (4, A) die Polarebenen von d,, beziehungs-
weise d, beziiglich ¢*; nachdem der Ort von ¢ — bei Drehung
der Ebene E — A ist:

sDie Ebene (A4A,) der Doppelerzeungenden A und
der Doppelgeraden 4, ist die Polarcbene des auf der
andern Doppelgeraden A, liegenden Doppel-Inflexi-
onspunktes d,, sowohl beziiglich der Fliche selbst,
als auch aller ihr umsechriebenen Kegel zweiten

Grades. Dieselbe Beziehung besteht zwischen ¢, und
(aa).«

1 Siehe Schluss von Art.2, dann: ,Uber rationale Curven vierter
Ordnung, deren Doppelpunktstangente ete.* und in ,Cher rationale ebene
Curven dritter und vierter Ordnung die Anmerkung zu Art. 5. Aus diesen
Arbeiten folgt, dass, wenn &, und d, eigentliche Doppelpunkte von €}
[also auch von ¢!] sind, ¢ und mithin A ideell ist, und dass d; oder d, isolirt
sein muss, wenn A eigentlich ist; in diesem Fall sind ¢, ¢,’ oder ¢), cy
imaginér,
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Art. 13. Die Doppelgerade A, schneidet alle Kegel A2 in
denselben zwei Punkten, den Cuspidalpunkten ¢, ¢;, in welchen
die K? von den zwei singuliren Erzeugenden ¢,, ¢, tangirt
werden, die sich im Doppel-Inflexionspunkte o, schneiden. Be-
zeichnen wir die Spitze irgend eines der Kegel A? mit d, so sind de,
und de; die Berithrungskanten der sich in &, schueidenden Tan-
gentialebenen (e,d), respective (e,d). Sie liegen in der Ebene
(4,d), und d,d ist daher die auf K? bezogene Polare von 4,.
Durchlduft ¢ die Gerade A, so beschreibt #,d das Biischel
d, (AQ):

y,Diereciproken Polaren einer Doppelgeraden (4,)
beziiglich des Systems der der Fldche ¢* umschriebe-
nen Kegel zweiten Grades A* bilden ein Strahlen-
biischel, welches den auf der zweiten Doppelgeraden
(3,) hefindlichen Doppel-Inflexionspunkt (d;) zum
Scheitel und die dureh diesen und die Doppelerzeu-
gende bestimmte Ebene (A,A) zum Triager hath«

Je zwei Erzeugende ¢/, ¢/, welche sich in einem Punkte «
der Geraden A schneiden, bestimmen auf A, zwei Punkte 2', 2"
die durch B, und #, harmonisch getrennt werden. Es bilden ¢', "
selbst mit den in den Doppelebenen (A B,), (3,d,) des Biischels
A, und der Ebene (¢' ¢') liegenden Geraden einen harmonischen
Vierstrahl. Der Erzeugenden ¢’ ist in dieser Weise nicht nur e”,
sondern beziiglich (3, B,) und (3, 4,), in analoger Weise, ¢', co
jugirt — alle drei Erzeugenden gehoren einem Quadrupel an:

sDie Doppelebenen des Biischels einer Doppel-
geraden trennen die Flidche ¢* harmonisch.“

Die Ebenen (A,B,) und (A,B,) schneiden sich in A, die
Ebenen (A, d,) und (3, 4d,) in d,d,, einer Geraden, von der wir
im vorhergehenden Artikel sagten, dass sie mit A polar conjugirt
sei. Jede Gerade, welche sie und A schneidet, trifft, nach dem
letzten Satz und auch nach Art. 10, ¢* nach in zwei beziiglich
A, d,d, harmonisch zugeordneten Punkten.

Art. 14. Wie die Kegelschnitte der Fliche G* [Art. 4 und 8],
gruppiren sich auch jene der Fliche ¢* zu Paaren. Je zwei — so
vereinigte — Kegelschnitte C? und €% schneiden A in denselben

1 Siehe Beginn von Art. 2 und Art. 10 und (I. A. Art. 6).
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zwei Punkten o, ¢” der Involution, mit den Doppelpunkten B,
B,. Thre Tangenten ¢, t,, — ¢, ¢, in diesen Punkten sind Haupt-
tangenten der Regelfliiche und schneiden sich [nach Art. 10] paar-
weise, und zwar ¢, mit £ und £, mit ¢, in den Punkten w, respec-
tive w, der Geraden d,d,, auf welcher dicse eine Involution, mit
den Doppelpunkten d,, d, beschreiben. Die Gerade d,d, ist
daher die reciproke Polare von A beziiglich jeder Fliche zweiten
Grades, die durch C* und C? gelegt werden kann:

sDie Doppelerzeugende A und die Verbindungs-
linie d,d, der Doppel-Inflexionspunkte sind reciproke
Polaren in Bezug auf jede Fliche zweiter Ordnung,
welche mit »* zwei ein Paar bildende, eingeschriebene
Kegelschnitte, oder (reciprok) zweiso conjugirte, um-
schriebene Kegel zweiten Grades — in derselben
Eigenschaft — gemeinschaftlich hat.“

Die zwei Haupttangenten ¢, £, in d' sind die Doppelpunkts-
tangenten der Bertihrungscurve B* des aus d' der ¢* umschriebe-
nen Kegel K2 Sie werden durch d'd, und d'd, harmonisch ge-
trennt. Die Geraden ¢, ¢/, welche sich in w treffen, sind Riick-
kehrkanten jenes Kegels S, welcher ¢* aus w, projicirt; dieser
bertihrt die Fliche in einer Curve sechster Ordnung und sechsten
Ranges, welche in den vier Cuspidalpunkten Riickkehrpunkte
besitzt. [Vergl. I. A. Art. 4.]

Die auf irgend einen Kegelschnitt C? [der Fliche ¢*] be-
zogene Polare p, des Bertthrungsknotens B,, liuft durch den B,
riicksichtlich ', d" conjugirten Punkt B, und schneidet die singu-
liven Erzeugenden e, ¢, [siche Art. 10]; exfiillt also ein Strahlen-
biischel mit dem Scheitel B, und der Ebene (e, ¢;):

ysDie Polaren eines Beriihrungsknotens der Flidche
¢*in Bezug anf das System der ihr eingeschriebenen
Kegelschnitte bilden ein Strahlbiischel, dessen Schei-
tel der andere Beriibrungsknoten ist und dessen
Ebene die durch den Pol gehende Doppelgerade
enthidlt.«

Die Ebene (¢j¢]) ist daher die Polarebene von B, und
(¢y€,) jene von B, beziiglich ¢*. Diese Ebenen, welche wir auch
Doppel - Riickkehrtangentenebenen von nennen konnten,
schneiden nach Art. 7 die der Fliche umschriebenen Kegel
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sweiten Grades K* in zwei derartigen projectivischen Kegel-
schnittsbiiseheln, dass zwei entsprechende ein Kegelpaar X* und
k* fixien. Umgekehrt kann, wie wir erkliren werden, ¢*
immer als Erzeugniss zweier gleichartiger, projec-
tivischer Kegelschuittsbiischel erhalten werden —
nur miissen gewisse Einschriinkungen in der Annahme dieser
Gebilde gemacht werden.

Wir wiithlen zwei windschiefe Gerade A, und A, zu Doppel-
linien, eine sie in B,, respective B, schneidende Gerade A zur
Doppelerzeugenden, die Punkte ¢, d, auf A, beziehungsweise
A, zu Doppel-Inflexionspunkten und die vier Cuspidalpunkte ¢},
¢y, ¢, and ¢ derart, dass (B,, d,, ¢}, ¢}) = (B, dy, ¢, ¢;) = — 1
ist. [rgend ein Kegelschnitt 22, weleher in den Punkten ¢, ¢} die
singuliren Erzeugenden ¢|d, und ¢/d, zn Tangenten hat, wird —
in Folge der Annahme — die Gerade d, d, in zwei Punkten w,
und w, schneiden, welche durch ¢ und ¢, harmonisch getrennt
werden und durch die — aus demselben Grund — ein Kegel-
schnitt z, ldnft, der d, c,, d, ¢, in ¢, respective ¢; beriihut. Dieser
Kegelschnitt fixirt mit dem ersten zwei Kegel I* und K%, deren
Spitzen ' und @' sich auf A befinden, weil — ebenfalls in Folge
der gemachten Priimissen — d, d, die Polare von /, beziiglich z?
und die Polare von B, beziiglich 2? ist, also die Tangenten der
Kegelschnitte in w, und w, sich paarweise in B, und B, begegnen.
Da die Punkte &' und 4", weil in jedem nur ein Kegel der be-
zeichneten Art! seine Spitze hat, eine Involution mit den Doppel-
punkten B, B, bilden, ist die Identitit des Kegel K? mit den,
aus Punkten von A der Fliche ¢* umschriebenen Kegel nach-
gewiesen, und daher auch gezeigt, dass das Erzeugniss der Kegel-
schnittsbiischel (2%) und (z,) diese Fléiche ist.

Dieser Erklirung entnehmen wir, dass ¢* anch das Er-
zeugniss eines Kegelschnittsbiischels (z%) und einer
ibm projectivischen, geraden Punkt-Involution A(d,d")

! Niamlich ein Kegel, der irgend zwei entsprechende Kegelschnitte

und z, enthilt. Er ist durch Angabe seiner Spitze ¢’ vollkommen be-

stimmt, weil er die Ebenen (d’ dy ¢y), (&' dy cy), (&' dy ¢}) wnd (d' dy ¢y

lings den, nach den Cuspidalpunkten aus d' gezogenen Geraden be-

rithren muss, und desshalb mit dem aus ¢’ der Fliche »* umschriebenen
Kegel — der dieselben Bedingungen zu erfiillen hat — identisch ist.



646 Anreseder

ist, und dass die Allgemeinheit dieser Entstehungsart bloss inso-
ferne beschrinkt wird, als der eine Doppelpunkt B, der Involution
auf der Berithrungssehne cﬁ = A, liegend, dieser entsprechen
muss, und der zweite Doppelpunkt B, derselben dem (auch dem
Biischel (2?) angehorigen) aus den allen z* gemeinschaftlichen
Tangenten d, ¢, und d,c, bestehenden Kegelschnitt zugeordnet
werden muss. Alle weiteren Lagen-Relationen sind allgemein.

Reciprok bilden die aus den zwei Doppel-Inflexionspunkten
d, und d, den Kegelschnitten der Fliche ¢* umbriebenen Kegel
(8%, (f,) zwei gleichartige, projectivische Biischel, welche die
Fliche lings den singuliren Erzeugenden e, e/, beziehungsweise
e,, ¢, berithren. Jedes dieser Kegelbiischel erzeugt mit der durch
die Ebenen conjugirter Kegelschnitte (C?, C*) gebildeten quadra-
tischen Involution auf A, die Fliche ¢* — welche in dieser Art
als Ort eines Kegelschnittes C* definirt erscheint. Beziiglich der
Annahme der Triiger dieser Gebilde und der Zuordnung ihver
Elemente, gelten den obigen reciproke Bestimmungen. Wie in
diesen vier letzten, die Entstehungsarten von o* betreffenden
Theoremen, kann auch in allen anderen (der erwihnten Art) die
Conclusion mit der Hypothesis vertauscht werden.

Art. 15. Auch unter den Fusspunktflichen der Kegel zweiten
Grades K2, den Fusspunktregelflichen, finden wir Speciali-
titen, welche sich der in diesem Aufsatz behandelten Fldchen
gattung einreihen lassen.

Im Allgemeinen definiren wir eine Fusspunktregelfliche F,
als den geomet. Ort der Schnittlinie ¢’ und e” einer sich um
cine feste Gerade A drehenden Ebene ¢ mit jenen Tangential-
chenen </, =" des Kegels A2, welche auf ihr senkrecht stehen.
Diese Ebenen bi den auf A eine mit A (¢) projectivische Invo-
Iution, mit einer auf A senkrechten Involutionsebene Der
Doppelkegelschnitt D ist ein Kreis, welcher die Spitze  des
Grundkegels A% und den Schnitt seiner Ebene ¢; mit A (den
Bertihrungsknoten B der Fliche) zu diametral gegeniiberliegenden
Punkten hat. Ist die Ebene ¢, parallel zu einem System von Kreis-
schnitten des Kegels K2, so sind die unendlich fernen Punkte des
Doppelkreises D Cuspidalpunkte der Fldche, und jede Ebene
des erwihnten Systemes bestimmt auf ihr eine ,Limagon des
Pascal“,
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Sind auch noch die Ebenen (A9) und ¢; einander beziiglich
Kt polar conjugirt, so gruppiren sich die Erzeugenden der
Fliche zu Quadrupeln und bestimmen auf A und D quadratische
Involutionen. Der Kegel K} beriihrt sie in cinem Kreis, dessen
Ebene parallel zu (D) und dessen Mittelpunkt der Doppel-
Inflexionspunkt ¢ dieser Fliche ¢ ist. (Siehe Art. 4.) Die Ebene
dieses Beriihrungskreises ist eine Asymptotenebene des von den
Ebenen der Kegelschnitte der Fldche &7 wmhiillten Doppel-
Cylinders ®2. Die Ebene (A9) ist eine Doppelebene des Biischels
A (¢), sie steht auf der zweiten Doppelebene — (A7) der Tan-
gentialebene in B — senkrecht, halbirt den Winkel irgend zweier
G} in einem Punkt von A beriihrenden Ebenen und ist daher
eine Symmetralebene dieser Fliche ete.
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