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(Mit 17 Holzschnitten.)

1.

Die Bewegung auf einer vorgeschriebenen Fliche gehort
bekanntlich zu jenen Capiteln der theoretischen Mechanik, welche
noch eine eingehende Durchforschung als wiinschenswerth erschei-
nen lassen.Von allen Problemen dieser Art ist es fast einzig das des
sphérischen Pendels, welchem eine erschgpfende Behandlung zu
Theil geworden.

Indessen ist es leicht, fiir eine Gattung von Flichen Gesetze
aufzustellen, welche die Behandlung von Bewegungsproblemen
oberwihnter Art, im Principe wenigstens, aller Schwierigkeit ent-
kleiden. Es sind dies die developpablen Flichen, und die Auf-
stellung und beispielsweise Verwerthung jener Gesetze soll den
Gegenstand vorliegender Abhandlung bilden.

Zuniichst sei uns gestattet, auf einige grundsiitzliche Be-
trachtungen iiber die Bewegung auf vorgeschriebenen Flichen
allgemeiner Art zurtickzugreifen.

Bei der Bewegung auf einer vorgeschriebenen Fliche tritt zu
der gegebenen Beschleunigung des bewegten Punktes ein Zwang
hinzu, welcher den Punkt verhindert, die vorgeschriebene Fliche
zu verlassen.

Dieser Zwang kann, da er einen verindernden Einfluss auf
die Geschwindigkeit ausiibt, jederzeit durch eine Beschleunigung
ersetzt werden. Die Richtung dieses Zwanges wird im Allgemei-
nen nicht normal zur Fliche sein; bei Ausserachtlassung der
Reibung aunf der Fliche, wie im Folgenden auch angenommen
wurde, ist dies der Fall.
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Unter diesen Voraussetzungen zerlegen wir die Beschleuni-
gung des bewegten Punktes in jedem Momente in drei Com-
ponenten:

1. Nach der Richtung der Normalen der Fliche;
2. Nach der Richtung der Tangente an die Bahn;
3. Nach der auf diesen beiden senkrecht stehenden Richtung.
Fig. 1. ‘ Ist 7 die gegebene Be'schleu-
o nigung; sind ¢y, 7, und 7, die oben
/ 7 erwiihnten Componenten derselben;
4 _»7¢ 7r die Projection der Beschleuni-
N gung auf die Tangentenebene der
Fldche, @ der Winkel zwischen g
und 7y, und z« der Winkel zwischen
vr und v, so sind die Componenten
N der Beschleunigung durch folgende
Ausdriicke bestimmt:
Yy =7.co8W
¥ = %.sin W.cos o
Yn = v.sin W.gin 2.

Die Componente .y dient zur Bestimmung des Normalwider-
standes ¥V der Fliche; ist ndmlich v die Geschwindigkeit des
bewegten Punktes, und » der Kriimmungsradius des Normal-
schnittes der Fliche, welcher die Bahn des Punktes in M beriihrt,

s0 ist bekanntlich
2

v
1V=7 — YN

Die Componente 7, gibt die Verdnderung der Geschwindig-

keit; es ist somit
dv
a= "
die Tangentialbeschleunigung.

Die Componente . endlich ist die Normalbeschleunigung
der Bewegung beziiglich der Tangentenebene der Fliche. Sie
kann bekanntlich ausgedriickt werden durch die Relation
2

v
§=771)

wenn B den Radius der geoditischen Kriimmung bezeichnet.
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Die beiden Ausdriicke

cos dv
o, = Y. o6 = —
/" L& dt
. v*
Y = LSing = —
7 YT 24 ¥

lassen den Zusammenhang der Bewegung auf der krummen
Fliche und jener in der Ebene unmittelbar erkennen. Durch
successive Umlegung séimmtlicher Tangentenebenen der Bahn in
eine Ebene wird nédmlich B zum Kriimmungsradius der develop-
pirten Bahn; der Bewegungszustand jedes Punktes im Develop-
pement ist dann identisch mit dem Bewegungszustande des ent-
sprechenden Punktes auf der Fliche, vorausgesetzt, dass die
Gyossen g7 und « bei der Aufrollung nicht geéindert werden.

Aus dieser Betrachtung folgt unmittelbar, dass die fiir die Be-
wegungsgrossen der ebenen Bewegung aufgestellten Relationen
auch fiir die Bewegung aufvorgeschriebenen Flichen Giltigkeit be-
sitzen, nur miissen dem Obigen gemiss die Beschleunigung v
durch deren Projection vy, auf die Tangentenebene, der Kriim-
mungsradius p durch den geodiitischen Kriimmungsradius B, und
der Contingenzwinkel durch den geodiitischen Contingenzwinkel
E ersetzt werden.

Da nun ferner fiir die ebene Bewegung die Relationen gelten

ds C A

as of &
v=C.eJ‘-‘="“ und g = -—1 e Ji
o sin «

)

$0 kann nach Obigem fiir die Bewegung auf einer vorgeschriebenen
Fliche geschrieben werden:

ar ar

— C 2| =
v:C.e-['g‘"- und yp=—>L—.¢ J't‘v"’/-.
R sine

Diese Betrachtungen haben besonderen Werth fiir die Bewe-
gung auf developpabler Fliche. Bei dieser ist nimlich das Deve-
loppement unabhiingig von der Bahn des Punktes, indem
eben die Fliche selbst ein- fiir allemal in eine Ebene aufgerollt
werden kann. Alle Bewegungen auf der Fliche lassen sich somit
auf solche in der Ebene zuriickfithren.

Diese Behauptung ist allgemein giltig, und nicht nur fiir den
speciellen Fall, dass die Projection der Beschleunigung auf die

Sitzb, d. mathem.-naturw. CL LXXXI. Bd. II. Abth. 45
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Tangentenebene der Fliche in die Erzeugende derselben fallt —
wie bisher angenommen wurde.

Es ldsst sich also der Satz aufstellen: ,Wenn ein Punkt ge-
nothigt ist, sich unter dem Einflusse irgend einer Beschleu-
nigung auf einer developpablen Flidche zu bewegen, und letztere
zu irgend einer Zeit in eine Ebene ausgebreitet wird, so beschreibt
der Punkt die Deformationscurve seiner Bahn mit derselben
Geschwindigkeit, mit welcher er seine Bahn auf der Fliche
durchliuft, vorausgesetzt, dass die Beschleunigung ungeiindert
bleibt, sowohl ihrer Griosse nach, als ihrer Richtung gegen die
Tangentenebene der Fliche.

2.

Es seien m, o,, m,0,, myo0,,. .. die unmittelbar aufeinander-
folgenden Erzewngenden einer beliebigen developpablen Fliche;

Fig. 2.

0,04, 0,05, 050,. ... die entsprechenden Elemente ihrer Wende-
curve; ferner m,m,m,... die Bahn des betrachteten Punktes,
Y115 Y15, Y13+  die Projectionen seiner Beschleunigung auf die
Tangentenebenen der Fliche, endlich e, a,, oy,.... und B,, B,, Bg,----
die Winkel, welche jene Projectionen mit den Tangenten der
Bahn, respective den Erzeugenden der Fliche, einschliessen.
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Rollen wir die betrachtete Fliche sammt den in ihr enthal-
tenen Stiicken in eine Ebene auf, so bleiben dic Winkel « und f
ungeiindert; die Erzeugenden der Fliche umhiillen nach der Aui-
rollung eine ebene Curve, welche die Developpirte der urspriing-
lichen Wendecurve ist.

Da die Winkel 2 bekannt sind, wenn die Beschleunigung
gegeben ist, so ldsst sich das resultirende ebene Bewcgungs-
problem in folgende Worte kleiden:

,Es ist die Bewegung eines Punktes in der Ebene zu unter-
suchen, wenn die der Grosse nach bekannte Beschleunigung des-
selben jederzeit einen bestimmten Winkel einschliessen soll mit
der Tangente, die vom bewegten Punkte an eine gegebene fixe
Cwrve gezogen werden kann“.

Auf die nithere Beleuchtung dieses Problems mdge hier nicht
eingegangen werden. Es ist aus ihm nur ersichtlich, dass es von
Vortheil ist, bei allen Bewegungen auf einer developpablen Fliche
an deren Wendecurve anzubinden, weil dieselbe fiir alle Bewe-
gungen die niimliche Rolle spielt.

Tiir den speciellen Fall, dass die Projection ¢, der Beschleu-
nigung stets in die Erzeugende der Fliche fillt, lisst sich dem
Ausdrucke fiir die Geschwindigkeit

J’d['{’
v=0C.e't5"
eine bemerkenswerthe Form geben.
Fig. 3. In diesem Falle sind nimlich
ney mg  df simmtliche Winkel f gleich Null,

! .e . .
m.,3 und es Dberiihren simmtliche Be-

schlennigungsrichtungen v,  die
Wendecurve.

Behiilt man die friitheren Be-
zeichnungen bei, benennt ferner das
Element der Wendecurve o, 0, mit
dw; r und r——dr die Fabrstrahlen
des bewegten Punktes beziiglich o,
und o,, endlich ¢s den Contingenz-
winkel der Wendecurve, und be-
merkt, dass m; die Umlegung des
Punktes m; um die Erzeugende m, o,
9 45 *
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in die Ebene m, o, m, ist, wodurch in E der geoditische Con-
tingenzwinkel erscheint, so wird

(a+da)+dE = a-+ds
also

dE = d5— d«
nnd

Tillt man m,p senkrecht auf m o

01, 50 wird, da o,u = o;m,
angesehen werden kann,
(r—+dr)—dw = r—mu.
mu = duw—dr.
Ferner ist auch
mp. = rds.cotg o,

mithin
1 dw—1dy
tga  r.do
oder
dE da dr do
@ = tga Y r
somit -
d R dw
thfa = —[(rsina) +JT,
und c d;
T rsine.

Ist die developpable Fliche eine Cylinderfliiche, so kann
stets dw — dr gesetzt werden, es wird sodann
c
v = .
sin «

Fiir die Kegelfliiche hingegen wird dw = 0, mithin

_C

vV = : .
7”81 ¢«

Im ersteren Falle ist die developpirte Bewegung eine ebene
Bewegung mit constanter Beschleunigungsrichtung, im letzteren
Falle hat man es mit der Centralbewegung zu thun.
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3.

Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, dass es in jedem
einzelnen Talle nothwendig sein wird, die Wendecurve einer
Developpirung zu unterziehen, und es soll hier der Weg angege-
ben werden, auf welchem dies erreicht werden kann.

Bei der successiven Aufrollnng der Wendecurve um ihre
Tangenten in eine Ebene bleibt jedes ihrer Bogenelemente und
jeder ihrer Contingenzwinkel ungeéndert, mithin auch der Kriim-
mungsradius in jedem ihrer Punkte.

Nennt man & 7, ¢ und p die Coordinaten und den Kriim-
mungsradius der Wendecurve, @, y und r die Coordinaten und
den Kriimmungsradius ihrer Developpirten, ferner ds und ds die
entsprechenden Bogenelemente beider, so muss do = ds und

o=r sein. Nun ist
dn) 2 ((1’;) 2}“/:
{1 -+ [[Zﬁj + dt

VT G
\d &2 d& \d§ :

und

Sind ferner £, (§, n, {) = 0 und £, (&, #, ¢) = 0 die Gleichun-
gen der Wendecurve, so kann p = F (§) bestimmt werden, wo-
durch man erhilt:

1 dy)\ 2|
3—-»+d£§i—*'ﬁ~:F<s>. 5
da?

Da weiters

do =d¢ 31 -+ (drljz—k- ((l—f}zs 1/2= F,(§).d¢

dé d&
und
' 2) 1,
ds = dx 31 - (d_?/] %
dx
50 wird

dw{l + [:ﬂ $ —=F,(6). dt. B)
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Dividirt man ) durch o), so erhélt man

@ _re

—u = E d&,
I/ Al
1+ (7 ©

woraus
] , dy)_ F) ..
arc tang [(l.—z" = J P& dé = f(§)

und
dy . L
Y — tang (2). )

Es ist dann aus B)

G
_m .dg,

_ (RO
o J sec /(&)

da

woraus

dé = ¢(8). 9)

Ferner ist aus y)
dy = F,(%) .sinf(¢). dé,
woraus
y = JF,(E).sin f(2).df = W(E). 5
Aus &) und ¢) ergibt sich schliesslich durch Elimination von &
die Gleichung der developpirten Wendecurve
y=r(=)-
Ein anderer Weg, der in gewissen Fillen rascher zum Ziele
fiihrt, ist folgender:
Wihlt man die Bogenlinge s als unabhiéingig Verinderliche,
so wird

1
VG G @)
1
d N
un
'{E_z+d—3/2 _ E2+Tﬁz+7§2=kgz

Da p = ist, wird

[dzx]z (@]z_ ld_zz]z {dzn]z [dchz
ast) Tldst) T dst) T ast) T st
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woraus man mit Hilfe der Gleichungen fiir die Wendecurve auch
finden kann

d*z)\*? (d”y)z
—| + |55 | = F(s).
(rls2 J ds® ) «)
Hiemit combiniren wir die Gleichung
da\* ((h/)
—| + .
(/Is J ds B)
Durch Differentiation von £.) erhalten wir

dx d*x tly d21

ds ds* ' ds ds*

woraus da
dy  dax i

ds* —  ds* dy

ds

und durch Substitution in «)

oy, )
atx ds
() % ! [7_]“} = F)
ds
‘woraus d*z\* dy
[E.?J = ). (([SJ

L A
sowie analog [.

) <>[‘l—’]—F<s>=0

ds

7)
Setzt man di—- n, 80 wird
s D
dp\*? .
t£)==ﬁbw(ﬁ—p5

und dp
-+
Vi—p?
Bezieht man das eine Zeichen auf x, das andere auf y, so wird

are sin ([;9} =C +ﬁ/ F(s).ds

= Vlf—(s—) .ds.
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und Z—; == sin [€, +[/(s) . ds),
woraus

x = C, + [ sin [01—}—“/12@.113].([3
und

y = C3 + [ eos [Cl+4-[|/(s)- ds]. ds.

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich durch Elimination
von s

y =f(x)

als Gleichung der Developpirten.

4,

Hinsichtlich der Bestimmung des Normaldruckes auf die
developpable Fliche ist die folgende Bemerkung von Wichtigkeit.

Der Normaldruck ist nach frither bestimmt durch die Glei-
chung

.UZ
N= . ™

worin 7 den Kritmmungshalbmesser des die Bahn beriihrenden
Normalschnittes bezeichnet.

Nun liegen aber je zwei unendlich nahen Tangentenebenen
der developpablen Fliche parallel zu den entsprechenden des.
Richtungskegels der Flidche, indem die Erzeugenden des letzteren
parallel sind zu denen der Fliche; es geniigt daher, » fiir den
Richtungskegel zu bestimmen, wobei selbstverstindlich die Spitze
des Kegels in den betreffenden Punkt der Wendecurve verlegt ge-
dacht werden muss.

Nun gilt aber fiir den Kegel die bekannte Relation

sin*e’
worin 7, den Kriimmungshalbmesser des zur Erzeugenden senk-
rechten Normalschnittes, und « den Winkel der Bahn mit der
Erzeugenden bedeutet. Obige Relation fiir den Normaldruck N
nimmt daher die Form an

_ (v.sina)®
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-

.

Bewegung eines schweren Punktes auf der entwickel-
baren Schraubenfliche.

Die entwickelbare Schraubentliche ist der geometrische Ort
aller Tangenten der Schraubenlinie. Letztere ist mithin gleich-
zeitig die Wendecurve der Fliche.

Unter der Voraussetzung, dass die Axe des zugehorigen
Kreiscylinders vom Basishalbmesser « vertikal stehe, und der
Steigungswinkel der Wendecurve s hiesse, lauten die Gleichungen
der letzteren

®=a.cos ——und y = «.sin
w-tgs w.tys

Der Kriitmmungshalbmesser der Wendecurve ergibt sich mit

«
r= et
COS*s

also constant; die Developpirte derselben ist somit ein Kreis vom
Radius 7.

Bei der oben angenommenen Lage der Schraubenfliche ist
die Beschleunigung der Schwere parallel zu der Axe des Cylinders;
die Projection der Beschleunigung auf die Tangentenebene der
Flache fillt somit in die Richtung der Erzeugenden.

Die Grosse dieser Projection ist yp, = .sin s = g¢.sin s.

Nach der Aufrollung der Flidche berithrt die Richtung von ¢
stets den Kreis vom Halbmesser 7.

Fig. 4.
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Wihlt man im Developpement den Mittelpunkt dieses Kreises
zum Ursprunge eines Polarcoordinatensystems, so lauten die Be-
wegungsgleichungen

d*R [(lgo\z | R*— y?
s EJ B T b
th dgo d*p 7
2w =y 2)
Schreibt man die Gleichung 2) in der Form
1 d dgo] _
i m[ﬂ i) =1
80 wird
I
d(R?“") — 1 dt
und
2o
B P yrrt + C,
‘woraus
dp _yrrt+ C
dt R* 3)
Durch Substitution dieses Ausdruckes in 1) wird
2
B kT = (et + O 1)

eine Differentialgleichung zwischen R und ¢, welche nur hin-
sichtlich der ersten Integration Schwierigkeiten macht, wéhrend
die zweite Integration bekanntlich jederzeit moglich ist. Die Glei-
chungen 3) und 4) zusammengenommen geben durch Elimination
von ¢ die Gleichung der Babn.

Fiir die Geschwindigkeit » lisst sich jedoch leicht ein Aus-

druck angeben. Multiplicirt man nimlich die Gleichung 1) mit ‘é—fv
die Gleichung 2) mit R. gtf’ s0 wird nach Addition der beiden so

umgeformten Gleichungen:

dR d*R dR (de)? dy d* B:,* dR de
dt " de +R'd_t'(¢#oJ + R df dtf_ T[V - _+"_]

" dt dt .
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oder 1 d (((IRJ 2[(]_9]2}_ [VRET? dR dj]
2 de |\de B e S e A
Nun ist bekanntlich

= () (5]
v —(dt - R dt )’

daher 1 (l (v%) = 77 [VRR " .dR + rdy ]

und durch Integration

1 1 RZ 2
g v 5 v:i= 7T”V RJ .dR + 1'jdgo] + C.

Setzt man
VREr? =T,
sowird (/R p2qr _ (T*.dT _ Car T
S = =\ =T —1 a,lctangT—_
und 1,

1, T
g3 v = Yo [T—— rare tang; -+ rp + 01]
oder

v? = v} +2yr [\/R”—« 2 [go — are tanglﬂi_‘__f} —+ 01] 5)

Die Componenten v, und v, der Geschwindigkeit sind durch
dic Ausdriicke gegeben:

do  yrrt+C
“dt T R
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Die Niveaulinien der Bewegung sind nach Obigem leicht be-
stimmbar. Thre Gleichung ist ndmlich
T
T+ r(p—arctang ) + C, = 0.
,

Nun ist nach obenstehender Figuar

T
are tang; = g,
daher

p—arc tang == 113

und
T-+r¥+C, = 0.

Fiir den Beginn der Bewegung ist
Ty+r¥,+C, =0,
somit nach Subtraction
T—T7, =r(¥,—%) 6)

die Gleichung der Niveaulinien. Es sind somit die Evolventen des
Kreises, dessenRadius»ist, odermit anderen Worten: die Evolventen
der developpirten Wendecurve.

Um den Normaldruck auf die Schraubenfliche zu bestimmen,
beniitzen wir die in Nr. 4 gemachte Bemerkung. Der Richtungs-
kegel der Schraubenfliche ist ein senkrechter Kreiskegel mit dem
Winkel 180—2s an der Spitze.

Fig. 6.

yr
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Da ferner

— P __r
a=p ‘51

und tang f __ Uy
Ur
,
tang B, = [

so ergibt sich
Tol/l R2—9% —pp.p

tang a =
V.7 +vp. Y RP—1?

und )
sine — Ve VR*—1* —vp.2]?
R?v* '

Ferner ist fiir einen senkrechten Kreiskegel der Normal-
schnitt senkrecht zur Erzeugenden eine Kegelschnittslinie, deren
Scheitel in jener Erzeugenden liegt. Der Kriimmungshalbmesser
r, dieses Normalschnittes ist mithin der Kriimmungshalbmesser
im Scheitel des Kegelschnittes. Dies ist aber der halbe Parameter
p des Kegelschnittes, somit

P
? 1 = 5.
Wie man sich leicht tiberzengen kann, wird
p = 2T cotg s,

wenn 7' die Entfernung des Scheitels von der Kegelspitze, und s
den Basiswinkel des Kegels bezeichnet; somit wird

r, = T cotg s — |/ R*—r?%. cotg s.
Endlich wird in dem Ausdrucke {iir den Normaldruck N
YN =¢.COS 8,
es kann also nach entsprechender Substitution geschrieben werden:

v, VR*—% — v ]2

N I ——.COS § 1
R?/R*—1* . cotg s 7 ’ )

cin Ausdruck, welcher nur noch durch Substitution von v, und v,
ergénzt zn werden braucht, um ihn als Function von R, ¢ und ¢
zu erkennen.



712 Wittenbauer.
6.

Bewegung eines schweren Punktes auf einem schief-
liegenden Kreiscylinder.

Wir wihlen die Axe des Cylinders als Z-Axe, und senkrecht
hierauf in irgend einem Punkte O die X- und Y-Axe als Axen

eines rechtwinkligen Coordinatensystems. Die Ebene der XZ sei
parallel gewiihlt zur Beschleunigung der Schwere;  sei der
Winkel, welchen letztere mit den Erzeugenden des Cylinders
einschliesst.

Mit 5 bezeichnen wir wieder die Projection der Beschleu-
nigung ¢ auf die Tangentenebene des Punktes M, und mit y, und
v, die Projectionen von y, auf die Cylindererzeugende und senk-
recht darauf.

Es ist offenbar

7, = ¢-sine.sinA,

wenn A den Winkel der Normalen im Punkte M mit der XZ-Ebene
bezeichnet, und
Yy = § - COS <.

Developpiren wir nun die Cylinderfliiche, und nehmen im
Developpement die Erzeugende M, als Y-Axe, senkrecht darauf
die X-Axe an fiir ein rechtwinkliges Coordinatensystem in der
Ebene; bezeichnen ferner den Radius der Cylindergrundfliche

mitr, und bemerken, dass = »A, also A = — wird, so erhalten wir
’

fiir die Beschleunigungscomponenten der developpirten Bewegung
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A

. .
X = — ¢.sine.sin —
! ,

1)

Untenstehende Figur veranschaulicht das Oscilliren der Be-
schleunigungsrichtung im Developpement.

Y= —g.cose

Fig. 8.
Y
£
Nade i
Y.z geose ey
Prlgcose Pr=|g cos ¢
e rt s
— - X
r7c F?-c

Die Gleichungen 1) lassen sich leicht integriren, wie folgt:

s = 510 ¢ . sin i
(152 = ——'(] .S €.S '7—'
( ] [ ] sin Silm da
JF) = —9-sine.sin—.da
! [(l@] sin ¢ cos © —+ C
= = gr € COS — .
dt g r

Fiir den Beginn:

) x
5 vE, = grsine cos — + C
2 . r

woraus % H%‘]z—v@] = gr sin ¢ (cos 13 — €08 f—i") 2
oder auch % = / vE, +2¢rsine (éos ?f — €08 ?) 3)
Ebenso findet man:
% = —¢.cos¢

dy 1y
U .d (7;) —g.cos e dy
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IZJJ _ . ,
2((” =—yg.coss.y+C,.

Fiir den Beginn

5 vy = —g-C08 .y, +C,
woraus
A [ e E——
oder auch
W o2y cos < (y—). 5)

dt
Addirt man 2) und 4), und bemerkt, dass

dx dy :
[_J o4 (,J,] = v?und v i+v,s = v,*

dt dt
so wird
1, 1, . z Lo ‘
5 P 5 vyt =grsine (cos i cos 1—_)—|—[/ COS ¢ (yo—y). 6)

Um den hochsten Punkt zu ermitteln, welchen der bewegte
Punkt erreichen kann, setzen wir

dy _
dt

wodurch aus Gleichung 5) folgt:

v,y —+2¢ COS ¢ Yo—y,) =0
und daraus
Uy,
Yo=Y+ 2 cos c"és - 7

Aus Gleichung 5) folgt ferner
dy

dt = — -
\/uﬁ—!—?g cos ¢ (yo—y)

J,,n l/voj—|—2_q oS ¢ (_/0——1/)

-

( g CO8 < ‘/"0J+2J Cos ¢ (-/U_J)}

Y

Yo
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1 .
Wworaus = PRTTY .voy—{/ vd,+2¢ . cosz. (g/o—y)s 8)

Die Zeit, welche bis zur Erreichung des hiochsten Punktes

verflicsst, ergibt sich durch Beniitzung der Gleichung 7) mit

’on 9)

L= N
g Cos ¢

Gleichung 8) kann auch in der Form geschrieben werden:
1 t*
Yo—Y = §~(/ cos ¢ 9 Vyy- L.

Diese Gleichung ist von » ganz unabhiingig; ihre rechte
Seite ist der Ausdruck fiir den Weg eines Punktes, der sich
liings einer beliebigen Erzeugenden unter Einfluss der Anfangs-
geschwindigkeit v,, und der DBeschleunigung der Schwere
bewegt.

Diese Gleichung hat iibrigens fiir alle Cylinderflichen Giltig-
keit; sie drtickt aus, dass simmtliche Wege, welehe zwisehen
zwei auf den Erzeugenden senkrechten Ebenen liegen, in gleichen
Zeiten zuriickgelegt werden, vorausgesetzt, dass die Componente
vy, der Anfangsgeschwindigkeit dieselbe bleibe.

Die Integration der Gleichung 3) lisst sich auf folgende
Weise vornehmen. Es ist nimlich

dx
dt = /;t:: —
2 g T Yo
v+ 2¢r sin « (cos P COS 7).
Setzt man 2 . X,
Ve, —2¢r sin <. cos =
’
: =a
2g1 sin ¢ ’
50 wird o d [1]

dt = /7*, p— I

r o ({(71
=l )

woraus

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. LXXXT. Bd. II. Abth. £
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woraus

o 0 a =/
. r co8 z
t_—V2a'qsins‘J(1+ u’ d(;_-]'

Nun ist nach dem binomischen Lehrsatze:
X, 1/, / L& ‘a;z COS£3
g 0087}*1 1 "087) 1.3(°°S7>_1.3.5( A
a ———gk « ) T9 A\, 2.4.6\ a4 J

Die Integration dieser einzelnen Glieder ist nach der Formel
durchzufiihren:

X X
(e Z) (%) __cos*tr.siny  n—1 "t @
cos—| d|— -+ cos — d—.
7 r n n r ”

Fiihrt man diese Integration durch, so erhélt man

t= / r {AO T sin ';flei—A2 oS )3 ~+ 4, cos? ;3 —J}IO)

2ag sine| 7

J

worin die Coéificienten 4 die Werthe besitzen:

41,1811 1357 1.3 1

o= r5 49 2" 9.46.8 2.4 4

411 138521 138579 241

1 =3, 73463 @3 2.46.8.1055 &
L1311 185713 1 135.7.9.11 135 1

* =049 2468244 "246.8.10.12°246 &
413511 18579 14 1 135791113 146 1
37246 3 & 2468.10 35 @ " 246810.12.14 357 @t

oder in recurrenter Form ausgedriickt:

A, =4,
4, = 4,
4, = (4,—1)

111 1
Aa——(Ar‘? 1739
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1.3 1 1. 2
Ay=h—5 5 2)3

135 1 1.3
A= 5763 31

Die Coéfficienten 4 werden stets kleiner, wie man sich aus
den letzten Ausdriicken iiberzeugen kann; ebenso nehmen die
Potenzen des cosinus stets ab, so dass man die Reihe in der
Gleichung 10) an einer bestimmten, der verlangten Genaunigkeit
entsprechenden Grenze wird abbrechen konnen, um einen Werth
fir die Zeit £ zu erhalten.

Setzt man die Ausdriicke 8) und 10) einander gleich, so er-
hilt man die Gleichung der Bahn.

Der bewegte Punkt kann bei seiner Bewegung in der
Cylinderfliche dreierlei Arten von Bahnen zuriicklegen: er be-
schreibt entweder volle Umliufe; er oscillirt im Cylinder, ohne die
hiochste Erzeugende desselben je zu erreichen; oder endlich er
nihert sich der letzteren assymptotisch.

Ob der eine oder andere dieser Fille eintritt, lehrt eine
Discussion der Gleichung 3). Ersetzen wir hierin - wieder durch
A, so wird

dx

- = V/v2,+2¢grsine (cos A—cosA,).

Fiihrt man fiir A und A, die halben Winkel ein, so ist

cosA =1—2 sin’g

A
cos Ay= 1—2sin? 2—0,

oy . i\
mithin cosA — cosA, = 2(sin? ? —- sin? §)

und

dx . 2 . Y ., A
e V'vm—n—élgrsm ¢ (sin 5 — sin 5).

Die Bahn des Punktes wird tangentiell zu den Erzeugenden,
dx .
wenn i 0 wird, d. h.

46 *
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A A
ve——4gr sin s(sm2 =0 sin? 5)=20
2 2
. ) . o A
oder A Vea-dgrsine sin? =2
§in® = = L=y
2 4gr sine

A
Da nun si112'2— = 0 sein muss, so kann fiir =1 der Quozient:

Z—t nie Null werden, und die Bahn keine Erzeugende bertihren;
fir b<1 ergeben sich zwei Werthe von sin g’ also auch von 4,
welche nur durch das Vorzeichen von einander verschieden sind;
die Bahn beriihrt in diesem TFalle zwei zu der untersten sym-
metrisch gelegene Erzeugende. Fiir 6 =1 endlich fallen diese
Erzeugenden in eine einzige, die oberste des Cylinders, zusammen.

Es finden demnach volle Umliufe, Oscillationen oder eine
assymptotische Annéherung an die hochste Erzeugende statt, je
nachdem b grosser, kleiner oder gleich der Einheit ist.

Die Behandlung dieser drei Fiille ist tibrigens ganz die gleiche
wie bei der Pendelbewegung.

Specieller Fall. Fiir » = oo iibergeht der Cylinder in eine
Ebene. — Verwenden wir den Ausdruck 3):

da : -
= Vo2~ 2¢r sin < (cos A—cos Ay)
a
und bedenken, dass jetzt » cos A = r cos A, ist, so wird
) 0 4]
dx
ac ="
woraus x
t = +C
vO:L‘

Ferner ist nach 8)

1
= M {on - l/vg_v/"'— 2'(] COS ¢ (-7/0_./>} .

Die Gleichsetzung dieser beiden letzten Ausdriicke gibt die
Gleichung der Bahn

[x -+ C)l[z -+ C] geoss _2v°”J = 2(y,—v)-

vOI ox

Es ist dies mithin eine Parabel.
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Der Normalwiderstand der Fliiche ergibt sich aus der Formel
_ (vsin«)®
,

N

— 7N

« bedeutet hierin den Winkel der Geschwindigkeit mit der Er-
seugenden des Cylinders. Nun ist aber

. dx .
(vsine)? = (%—]2 = v, +2¢r sin ¢ (COSA—c084,).
(
Ferner ist

w2 2 o2 2

= 9 —"N—"
= ¢*—g*sin®:sin® A— g% cos?s
= ¢%sin<cos®A,

somit Yy =—¢ 8in ¢ COSA,

und zwar nimmt man das negative Zeichen deshalb, weil fir A=0

die Componente 7y dem Normaldruck der Fliche entgegengesetzt

ist. Es wird somit
2
vE, ) . .
N= —*+2¢sinz(cos A—cos A)) +¢ sin . cos A
, L .

2
(% . .
= [i’ — 2¢ sin ¢ cos A0]+3q sin s, cos A,
” i -
-oder, wenn wir fiir den ersten, constanten Theil dieses Aus-
druckes C setzen

N = C +3gsins.cos A 11)

Den grossten Werth erreicht dieser Ausdruck fir A =0, d. i.
fir die unterste Erzeugende, nfmlich
N, = C +3gsine.
Bei vollen Umlédufen wird der kleinste Werth des Normal-
-druckes in der hochsten Erzeugenden erreicht, d. i.
N, = C —3gsine.
Fir A = =+ = Dbesitzt der Normaldruck den Mittelwerth
zwischen N, und N,, ndmlich
N, =C.
Bei Oscillationen wird der kleinste Werth des Normaldruckes
in jener Erzeugenden erreicht, welche die Bahn des Punktes be-

viihrt, Es wird nimlich fiir %’: 0

N = —yy=g¢gsinc.cos A.
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1.
Bewegung eines Punktes aufder Kegelfliche.

Die Wendecwve der Kegelfliiche ist ein Punkt, nimlich die
Spitze des Kegels. Die Projection g, der Beschleunigung ¢ auf
die Tangentenebene zerlegen wir in ihre Componenten 7, und v,
nach der Erzeugenden des Kegels und senkrecht darauf, Nach Auf-
rollung des Kegels in eine Ebene haben wir es mit einem ebenen
Bewegungsproblem zu thun, das fixirt ist durch die Ausdriicke fiir
die Componenten der Beschleunigung in Polarcoordinanten:

d* '((ISOJZ .

ez ae) T
dr do d*p
[[7 . Ef —+ 1. W — /!? ]

1)

wobei die Spitze des Kegels als Pol figurirt.

Von einiger Wichtigkeit ist die Behandlung jenes Falles, in
welchem ¢, als Function von ¢, und ¢, als deren erste Derivirte
gegeben ist. Unter dieser Voraussetzung ist demnach
d* [(1'10) )
2 ") =1 (50)?

1Y
dr dy NG o <
@ ae e =)

Um zu einem Ausdrucke fiir die Geschwindigkeit zu gelangen,

s . . . LAy .
multipliciren wir die erste dieser Gleichungen mit 7 die zweite
d

mit 7. 130, und addiren beide, so erhalten wir:
dr d® dr ((ISDJ Lo dPe s
@ e \ae) T dae = a T  a

was zusammengefasst werden kann in
1d{dy? 1 d [ dsoJ
2 dt [E‘) R (lt‘< 7

aillae) = )= e

oder
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und mit Beniitzung des bekannten Ausdruckes fiir die Geschwin-

digkeit
vi= [({1']2 -+ [7' d—?]z
Tt “dt
wird , .
v — v} =2 [1rf — 1of)
oder auch
v2 =272+ C. 2)
Wihlen wir die Polaraxe derart, dass
v =2rfo 3)
wird, so ist € = 0, und wir konnen dann schreiben:
v2P=27rf. )1

Die Gleichung der Niveaulinien ist demnach
rf' = constant. 4)

Um zur Gleichung der Bahn zu gelangen, eliminiren wir vor-
erst aus den Gleichungen 1') die Verdnderliche ¢
Betrachten wir » als eine Function von ¢, so kann gesetzt
werden:
dr  dr dy

dt— do’ dt
und
det " de* \de do’ dt*’
Substituirt man diese Ausdriicke in die Gleichungen 1%), so
ttbergehen dieselben in folgende:

dx ] ((Z',o)z dr d*¢ .
(1) a) tagar =1

. 0\ 2 2
2(!7 ((l‘a] +.‘l?=f1

@ “\dt "o
woraus man findet:
\ dr
(i
i) — 7 Cauli (‘”J? .2 %)
" dy? ) T

Nun ist
[(lr}z '2((&,0]2 o
% -+ m‘ =0
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(%) [[j_]+ =t 8

. e lo)?
somit nach Elimination von (%DJ aus «) und £2)

oder nach oben

dr

o '
[[ﬂf—f— 1'2] T @f = p?
d a2 dr\2 2
14 7 d§a2_2[d—qz] —
und da
VP =2f

ist, ergibt sich

dr)\? 2]( .. " (lv'J_ [ d* [dr]z '2J—"
[[@J - r®l|fr —f ds 2rf "@zﬁ'?@ —1*|=0 bH)

als Differentialgleichung der Bahn.
Die Integration derselben lisst sich auf folgende Weise vor-
nehmen: Schreibt man die Gleichung in der Form

2 "_’)2 :

1 —|— ((]? B 2¢f
. dzy ((1};] 2 2 - . 2 dr
" s 2 & 7 fr—f &

und bedenkt, dass der Kriimmungsradius p der Bahn durch die
Formel gegeben ist

d,-)z].%/z

22 il

[) +((l<p

n =

i a2 ((Ir 2,
731‘;2'—-2 d—?] —r

0 ldsst sich der Gleichung 5) die Form geben:
o 2rf

[7.2+ (‘l_’) 1 'h: =f,.___f-1 (di;

-

Nun ist

.2 dr\*h_ ds ¢ —
[7 —+ (d?] ] = und ds = p.(ls,
wenn ds das Bogenelement und d:c den Contingenzwinkel be-
zeichnet, somit

dp  2of

le o o @
R
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und weiters

1 f! d
de = = [1~4_. a4 .d
2l
Hierin ist bekanntlich
dr
—= = cotang (s—y¢) 7)

und es iibergeht die Gleichung 5) in folgende
1

2d: = [1——’% . cotang‘(a—cp)] -de.

Setzen wir hierin
e—o =V, :=o+W, di=dop+d¥,

so bekommt die Gleichung die Form
‘1
2 d¥~+(1+ 7 .cotang W) dp =0 6)
eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen ¢ und ¥.
Durch Auflssung dieser Gleichung erhilt man

¥ =F(),
daher durch Substitution in Gleichung )

/ .
(1_-' = cotang F (¢).dy,
woraus
Lr =‘fcotang F(9).dyp + Const.
und ;
r— Ce cotang F (o). do 7)

als Gleichung der Bahn resultirt.
Ist beispielsweise die Beschleunigung gegeben durch ihre
Componenten
7, =e? und y, = e,
so tibergeht die Gleichung 6) in
2 d¥+(1+cotang W) dyp =0 b))

2dW

lo = — P ——
¥ 1 —+ cotang W
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Setzt man cotang ¥ = z, so wird d¥ = — =
1-4-2%
2dz dz dz zdz

d‘°=(1+z) (I428) " 142 122 1422

woraus nach Integration

142
p=1 T -+ arctang z + k. £)

Die Gleichung ¢) lisst sich jedoch auch unmittelbar integriren,
wodurch man erhilt
2% + ¢ + [ cotang W.dy = Fk,.

Nun ist nach )
dr

{ cotang W.dp = [ cotang (e—¢).dp = [‘@ . dp = Jdl =Ir
Jor r
daher wird
1
= 7 (ky—o—1n).

Bemerkt man mit Hilfe dieses Ausdruckes, dass

arctang z :%—arc cotgz = g — P = % (“_“ki _,_394_[,-)

und setzt diesen Werth flir arc tang = in ¢) ein, so iibergeht diese
Gleichung in

14-2)?
¢ —1Ur—+ Const. = l(l—n—z’)‘ ,
oder
1 (1+2)*  (14-cotang W)* .
ee. o Const. = T8 — Ircotang®® — 1+ sin 2%,

somit erhilt man in
C.e? = r[l+sin(k,—¢—1r)] 8)
die Gleichung der Bahn.

Die Geschwindigkeit der Bewegung ergibt sich nach Glei-
chung 2") mit
vi= 2re 9)
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Die Gleichung der Niveaulinien ist
r=2=C.e? 10)

es sind somit logarithmische Spiralen.

8.

Ein weiteres Beispiel fiir die oben gegebene, allgemeine
Ableitung bildet die Bewegung eines schweren Punktes auf der
Kreiskegelfliche.

Auch hier ergibt sich, wie im Folgenden gezeigt werden
soll, die Beschleunigungscomponente v, als Function von ¢, und
die Componente 7, als deren erste Derivirte.

Fig. 9.

—

Um zu diesen Componenten zu gelangen, projiciren wir die
Richtung S¢ der Beschleunigung der Schwere auf die Tangenten-
ebene des Kegels, und erhalten Sg'. Nennen wir ¢ den Winkel
zwischen Sg und der Erzeugenden, $ den Neigungswinkel von Sy
mit der Tangentenebene, endlich ¥ den Winkel zwischen der
Erzeugenden und der Projection S¢', so wird

Yr==(-COS ¢ I
7¢=g.cosﬁ.sinw,‘ 1

Um den Winkel ¢« auszudriicken, bezeichnen wir den ver-
4inderlichen Winkel MA, M, in der Basis des Kegels mit A, und
zéhlen denselben von jener Ebene an, die durch die Axe des
Kegels und die Beschleunigungsrichtung Sg geht.
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Ist ferner 2« der Winkel an der Spitze des Kegels, und p.
der Winkel der Kegelaxe mit der Beschleunigungsrichtung Sy,

Tig. 10.

so folgt aus dem sphérischen Dreiecke ABC, da Winkel BAC
gleich 180—A ist,

€0Se = — COS k. COS o+ Sinp . sin . cos A, @)

Betrachten wir ferner zwei unendlich nahe Erzeugende SH

TFig. 11.

und SM! des Kegels, verlingern dieselben iiber S hinaus, so
erhalten wir durch den Schnitt der aus S mit dem Radius gleich
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der Einheit beschriebenen Kugel zwei sphirische rechtwinklige
Dreiecke abc und «'bc. Hiebei ist Sb die Projection von Sg auf
die Tangentenebene,

Fig. 12. Aus «be folgt:

cos ¢ = — cos 3. cos W,
aus «'bc hingegen:
c08 (s-—ds) = —cos . cos (¥—dyp)

oder

cose—+ sinede = —cos 3. (cosW+sinW. dy),

mithin nach Abziehen der vorhergehenden Gleichung

sine.de = —cosB.sinW.dy,
daher
cosfB.sinW = —sgine. —.
dy

Differencirt man Gleichung o) nach ¢, so wird

. de . . . ,
—sine. — = —sinp..sln e.sin A. —,

dy dy

daher durch Vergleich der beiden letzten Gleichungen

. . . . dA
cos B.sin W = — sin p..sin ex.sin A. 7
g
Nun ist aber
dA 1
do sin «
und
A=_7
sin e

wenn angenommmen wird, dass die Winkel A und ¢ von der-
selben Erzeugenden aus geziihlt werden.

Es wird somit
cos fB.sin W = — sin p.sin A,
Subgtituirt man die so erhaltenen Relationen in die Glei-
chungen 1), so erhilt man
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- 2
Vo _gl COS .. €08 r—+sin .. sin «. cos (sm > l
N g 2)
_ bd
Yo = —g-sinp. SIH(S . aJ )
Es ist also auch hier
. 1 =1(), 1. =1"(9),
wobei ]
_ ¢
flp)=g [ COS U. COS ct—+8in p. sin «. €OS e aJ
Man findet also wie in Nr. 7
vt = 2r¢ [—»cos p.. €08 a—+sin p. sin a. ¢os ? J 3)
sin «

Die Gleichung der Bahn ergibt sich nach Nr. 7, Gleichung 6)
aus der Differentialgleichung:
C, sin 2

sin «

2dY+ (1+ cotang W) dp = 0. 4)

C,+C, cos ——

Steht die Axe des Kreiskegels vertical, so fillt die Projection
der Beschleunigung ¢ der Schwere auf die Tangentenebene des
Kegels stets in dessen Erzeugende; da deren Neigung gegen die
Kegelaxe constant bleibt, so bestehen hier die Relationen

yr =const,, vy, =0,

Die in Nr. 7 gegebene Ableitung kann hier nicht vollkommen
verwendet werden, da y, keine IFunction von ¢ ist, daher in dem
Ausdrucke 2) fiir die Geschwindigkeit die Constante nicht gleich
Null gesetzt werden darf.

Wir wollen deshalb diesen Fall separat behandeln.

Nennen wir wieder 2 « den Winkel an der Spitze des Kegels,
so konnen die Bewegungsgleichungen folgendermassen ge-

schrieben werden:

d*r dy
p7 (dt] —g.cos a 5)
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dr dy d*y
th.ﬁ“f—?.(ltz——o 6)
Schreibt man 6) in der Form
1df(, (l(pJ .
o ( at) =
go wird
r? do _ c
dt
und fiir den Anfang der Bewegung
Fo Vop = G,
somit
dy C
e R
Durch Substitution dieses Ausdruckes in 5) wird
d*  C*
T3 g-cos e
Setzt man
dr__dv_dp
it =P &= P
so wird

2
p.dp = [Ts —¢ €08 a] .dr
und durch Integration
02
pr=— 7_—2—2_(] cos « r+C,,
woraus fiir den Anfang der Bewegung
C,=vi+2gcosar,

sich ergibt. Es ist demzufolge

-1 .
%’; == V¢, r*—2¢ cos a r*—C* 8)

und nach Integration

e — " rdr 9)
° j V C*—2g cos ar®—C*

7o
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Die Geschwindigkeit ¢ Liisst sich leicht finden aus 7) und 8),
némlich
[,‘ 2 Iy 2
pR = (7%} -+~ (;—/%] = vy +2¢ cosar,—2¢g cos ar
oder
ri—vd = 2gcos a(ry—r). 10)

Die Niveaulinien sind somit Kreise,

Die Form der Bahn lisst sich
leicht aus folgender Discussion ent-
nehmen. Der bewegliche Punkt wird
die Kegelspitze S nie erreichen, er
miisste sich denn in einer Erzeu-
genden bewegen; es ist dies aus 8)
zu entnehmen, wenn man daselbst

. dr
r =0 setzt, in welchem Falle i

= |/ — oo wird. Der hichste und
tiefste Punkt des Kegels, welchen
der bewegliche Punkt iiberhaupt
erreichen kann, ergibt sich aus
d

- =0, niimlich:

dt
C r*—2¢gcosar®—(*=0
oder
g .2 2 .2
q A r,” U, N
) (L S ro] + 2% = 11)
2¢g cos 2¢ €08 a

Von den drei Wurzeln, welche diese Gleichung fiir » gibt, ist
eine negativ, wie das Zeichen des letzten Gliedes lehrt; es brau-
chen daher nur die beiden anderen Wurzeln niher beachtet zu
werden. Dieselben konnen aber entweder beide imaginér, oder
beide nur reell und gleichbezeichnet sein; wie jedoch das Vor-
zeichen minus von »? lehrt, konnen, wenn reelle Wurzeln auftreten,
beide nur positiv sein.

Die Frage reducirt sich also darauf, ob die beiden tibrigen
Wurzeln der Gleichung reell oder imaginiir sind.

Bildet man das charakteristische Binom der cubischen Glei-
chung, so findet man
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< 0. ..reelle Wurzeln

97 12 g2 c0s? o v% — (Vi+2r,¢ cos «)? NS ’

21709 o (v of ) = 0.. .imaginire Wurzeln.
Man kann sich nun leicht tiberzeugen, dass letzterer Fall nie

cintreten kann. Denn fiir v, = v,, tibergeht die gegebene cubische

Gleichung in

2 2,2
v r2v
r3—-p? [—° -+ ro] G+ —"—=0
2¢ cos « 2¢cos «
oder
2 2
v v
2 0 0
r—u,) (11— r— r,) =0
(r—=ro) ( 29 cos o 2¢cos a ) =0,

woraus sich als Wurzeln der Gleichung ergeben:

=1,

2 2 2 2
C v v
= ( - ] a1
4g cos « 4g cos o 2¢g cos «

N v, v :
7y = J— —+ P
4g cos « 4qg cos a 2¢ cos «

r, und 7, sind positiv, », negativ, es muss also das charak-
teristische Binom kleiner als Null sein.

Wenn dies aber fiir v, = v,, stattfindet, so muss es um so
mehr stattfinden fiir vy=>v », was ja doch in der Regel der Fall
sein muss.

Die cubische Gleichung 11) gibt daher stets zwei positive
Werthe fiir », es sind dies dic Hussersten Grenzen 7,,, und r,;,
zwischen denen sich der Punkt unaufhorlich bewegen wird, ohne
die Kegelspitze je zu crreichen. Die Bewegung ist demzufolge
eine Oscillation zwischen jenen Grenzen.

Nennt man ¢ die Oscillationsdauer fiir die Bewegung vom
hichsten bis zum tiefsten Punkte, so ist

r

max

rdy
V€ 1*—2¢ cos ar®—C%

min

t, =

also ein constanter Werth. Die volle Oscillationsdauer ist

T = 2¢,.

Sitzb. d. mathem,-naturw, Cl. LXXXI. Bd. IT. Abth. 47
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Die Gleichung der Bahn ergibt sich durch Division der Ausdriicke
7) und 8) folgendermassen:

-:% = % V C,r*—2gcos ar®*—C?
und hieraus
T C.dr
TR _J 7}/ C,r*—2g cos ar®—C* 12)

o0

Ldr .

Der Ausdruck fiir 75 nimmt fiir denselben Werth von » auch
[{44]

i

gleiche Werthe an, nur je nachdem positiv oder negativ, der
Quadratwurzel zufolge. Die Aste der Bahn zwischen je einem
hichsten und tiefsten Punkte sind daher congruent.

Ein beildiufiges Bild der Bahn im Developpement gibt fol-
gende Figur:

Fig. 14.
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Fiir den Fall, dass die Anfangsgeschwindigkeit v, hori-
gontal geriehtet ist, d. h. fir vy = v,,, erreichen die beiden
Grenzen von r die Werthe

2 2 2 2
v v v
=7, und 7, =-—2—+ ‘ [ 0 ] 0 _p.
l 4g cos 4gcos«)  2gcosa

v2

g €08 «
grosser oder kleiner als », ist. Im ersten Falle steigt also der
Punkt in der Kegelfliche auf, im zweiten fillt er.

Wird

Hiebei ist 7, grosser oder kleiner als 1y, je nachdem

2
Y,
g CoS a

=7, ,dasheist v, = |/gr, cos «,
0 werden 7, = 7, == 7" == 7,. Der Punkt beschreibt in diesem Falle

einen horizontalen Kreis in der Kegelfliche mit der constanten

Geschwindigkeit v = |/gr, cos «.

Um den Normaldruck auf die Kegelfisiche zu erhalten, braucht
man nur in Formel 7) von Nr. 5)...»r =0 zu setzen; man erhilt
dadarch

2
- op

T rdtang «

)

—g.sin « 13)

Je weiter also der bewegte Punkt von der Kegelspitze ent-
fernt ist, desto kleiner ist der Normaldruclk.

Fiir die Bewegung des Punktes im Kreise wird:

N=g.COS2a. 14)

COS «

9.

Wir wollen im Folgenden noch zwei Fille der Bewegung auf
der Kegelfliche behandeln, in welchen die Beschleunigung senk-
recht zu den Kegelerzeugenden bleibt. Ihre Grosse sei eine Func-
tion von 7.

I. Die Beschleunigung sei dem Radiusvector direct pro-

portional.
47%
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Dann lauten die Bewegungsgleichungen:

d?r do
aw ! [(ltJ = >
dr @a c g 1)
dt dt (/L‘2 =)
dr . .
Multipliciren wir dieselben mit — o respective mit ». % und
addiren sie, s0 bekommen wir, dhnlich wie frither
1 d [dz} _2[(19J2 g o
2@ |l e |
oder
1 d " o do
o @ = 2)

Multipliciren wir hingegen die erste der Gleichungen 1) mit »
d*r 2 [(/9]2
7. W — 1 W == O
und addiren hiezu
((IJ'T g (119]2 o,
dt. a) — U

. d*r [(h‘]z_ .
act ae)

$0 bekommen wir

oder auch (lﬁ2 — o 3)

Schreibt man ferner die zweite der Gleichungen 1) in der Form

1 d, ,do
r @ =0
so ist nach 2) (T/; P9 (P2

]2
oder e (20) — A0

und daher in Vergleich mit Gleichung 3)

d*r?

O A2
e 4C*%



Theorie der Bewegung auf developpablen Flichen. 735

Setzt man »* = ¢, s0 ergibt sich

6(41/’7" — 4020'/.;’
und mithin
o = -T_'v/‘i— 2C.

Es lautet demnach die Relation zwischen » und ¢:
R L S R L P
oder auch
R Cigv wit C,. cﬂl/z;c't—f—Bl .c0s([/2C.¢)+iB, .sin(\/ﬁt). 41

Zur Bestimmung der Constanten fiihrt die dreimalige Dif-
ferentiation dieses Ausdruckes, und Einfithrung von ¢ =0 und der
Anfangswerthe »,, v,, und »,, fiir den Radiusvector und die Com-
ponenten der Geschwindigkeit. Man findet

rp = C,+ Cy+C,+C,
27y vy, = [/2€ (€,—C,=+i C;—i C,)
vy = C(C,+C,—C,—C,)
Yo Voo = Vg (€, —C,—iC+i 0y,

woraus sich fiir die Constanten ergibt:

¢, = % (g;g—q—c", +r0/%(voo+1o:)%
¢, = i g’ 3+%’2 —7'0!’/_26_'(L0@—|—1/0,)}
B = C-C, = % ((M-g_ ’—LR)
i B, — i(C,— % /2 (8r—g5)-

Fiir gewisse Annahmen kann die Gleichung zwischen » und ¢
vereinfacht werden.
Setzt man ndmlich fiir den Anfang der Bewegung voraus, dass

—I/C ro und ey, = vy,
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ist, so werden die Constanten

C,=B =8,=0
und die Gleichung 4) tibergeht in
c.t
r=r,.e *

Da ferner aus den Gleichungen 3) und 2) folgt:

(131'2_ dv? 40 2¢l<p

AT T de? dt

und durch dreimalige Differentiation von r2=1%.¢

’[—’-_2 2CY2C. ¢V20
de?
wird, so ist o dp Y e e
4Cr = 2r2CY 2C . ¢ 720
und de /C
dt Vﬁ’
woraus durch Integration
[
i — %o l ’é‘ ¢
Es ist also nach 5) und 6)
P—0
r = 7'0 e

Vac.t

5

6}

)

die Gleichung der Bahn, welche eine logarithmische Spirale ist.

Fiir die Geschwindigkeit ergibt sich der Ausdruck
v=1VC.r

Die Niveaulinjen sind somit Kreise.

8)

II. Die Beschleunigung sei dem Radiusvector verkehrt pro-

portional.
Die Bewegungsgleichungen lauten dann:

d* dgo]
az [dt o

dr dp &% O

i de Al Ty

9
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Um die Gleichung der Bahn zu finden, schreiben wir die
letztere dieser Gleichungen in der Form:

LA G

rdt dt 7’
so wird
2 d'f’ C
2L — Ct4-C,.
dt 4

Nimmt man an, dass die Anfangsgeschwindigkeitin die Rich-
tung des Radiusvectors fillt, so wird €, = 0, und somit

do Ct
i “

wodurch der ersten der Gleichungen 9) die Form gegeben werden
kann:
d»  C**
aet %

10)

Um diese Gleichung zu vereinfachen, setzen wir
)

r=czund t = ¢,
wodurch
d* [(lzz N dz) o
dtt— \dst T do)’

wird. Durch Substitution dieses Ausdruckes in 10) iibergeht diese

Gleichung in
> dz C*

-y —; T g — 0.
ar @R
ool . d? ...
Setzt man hierin ZZ = @, so wird ;—lﬁ—z =z. i]—:' , mithin
dx c?
T = 11)

Gelingt es, aus dieser Gleichung x = f(2) zu bestimmen, so

findet man weiter aus % =z =[f(z)

g
=
6= F(2),

und
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somit wird
7 T
r=z.c""7und t = ¢

Durch Elimination von z aus diesen beiden Ausdriicken erhiilt

man
r=f '(t))
und mit Hilfe von Gleichung «)

r =T (v)
i
als Gleichung der Bahn.
Um einen Ausdruck fiir die Geschwindigkeit zu erhalten,

multipliciren wir die beiden Gleichungen 9) mit ;—l;, respective mit

do . . .
7. = und addiren dieselben, so erhalten wir:

E?
1d, , dy
gat )= Cu
woraus
1
5 172——§ vi=C (0—,)- 12)

Die Niveaulinien sind somit die Erzeugenden der Kegelfléiche.

10.

Die vorhergehenden Betrachtungen lassen sich mit Leichtig-
keit verwenden zur Untersuchung von Bewegungen auf vor-
geschriebenen Bahnen in developpablen Flichen.

Ist nihmlich eine beliebige developpable Fliche gegeben, und
auf ihr irgend eine Bahn, welche der bewegte Punkt zu durch-
laufen gezwungen ist, und sollen die Bewegungszustinde des letz-
teren in jedem Momente sowie der Normaldruck auf die Fldche
aufgesucht werden, so developpire man die Fliche, und mit ihr
die Bahn in eine Ebene, bestimme das Beschleunigungsgesetz
fiir die developpirte Bewegung, ermittle die Geschwindigkeit » und
den Widerstand » der ebenen Bahn.

Der Ausdruck fiir den Normalwiderstand N der Fldche ist be-
kanntlich:

(v.sin «)?
= B

N

— 7w
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¢ wurde soeben gefunden; «, der Winkel der Bahn mit der
Erzeugenden derFliche, istans dem Developpement zu entnehmen;
somit ist IV bekannt,

Der Totalwiderstand der vorgeschriebenen Bahn setzt sich
susammen aus dem Widerstande N der Fliiche, und jenem 2 der
developpirten Bahn; da N und » nothwendigerweise aufeinander
genkrecht stehen, indem iV in die Normale der Fliiche, » in deren
Tangentenebene fillt, so folgt die Relation

W= |/ N*5-22

Eine einfache Anwendung des Vorhergehenden mige hier
auf die Kreispendelbewegung auf cylindrischen oder konischen
Tlachen gemacht werden. Hiebei seivorausgesetzt, dass die Fliche
aus zwei unendlich nahen Schalen bestehe, zwisehen denen sich der
Taden des Pendels bewegen moge, so dass er sich in keiner Weise
von der Fliche entfernen kann.

Bei einem senkrechten XKreiscylinder
entsteht durch das Developpement die ein-
fache Kreispendelbewegung, indem die Be-
schleunigung ¢ die parallele Richtung bei-
behiilt. Es wird also

Fig. 15

0 v = vi+2¢ (y—u),

A\ worin y den Abstand des Punktes M von der
durch O gelegten Horizontalebene bedeutet.
Daler kann aunch geschrieben werden:

©? = ¢} +2¢r (cos A—cos A),

worin » die Pendelliinge und A den Auschlag-
winke] bedeutet. Nun ist sin « = cos A, daher

wird ve—+2¢r (cos A—cos A)

N= 22,
7 Ccos

Gelangt der Punkt # in gleiche Hohe mit dem Aufhéingepunkt
0, so wird A = 90°, und
N=0.

Da ferner der Widerstand des Pendels in der Ebene

v2+rg cos A
,

n =
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ist, so wird
1

Wittenbauer,

= |/ N?+n? R_

Fig. 16.

S

weil der Bahnwiderstand =

V R*(v?+rg cos A)—+-r2rtcos*A.

Die Pendelbewegung auf einem
senkrechten Kreiskegel kann ebenso
untersucht werden. Nur tibergeht sie
nach dem Developpement nicht in
eine gewohnliche Pendelbewegung;
denn die Beschleunigung erscheint
nach einem in endlicher Entfernung
gelegenen Punkte gerichtet.

Bezeichnen B und o die Polar-
coordinaten, 7 die Beschleunigung,
ng unda, die Componenten des Bahn-
widerstandes im Developpement, so
wird

d*R ((lgo 2

’(l? ‘—R ‘% = —'}‘ +72R
dR dgo (lzzro_ )
ddf A T

Multiplicirt man diese Glei-

chungen mit (ég , respective mit B %’;,
und addirt sie, so erhilt man:
1 a dR d dy
R 2 — = .
2 dt e T T
Nun ist aber
dR dy
Hp. W —+ 7 R it O

auf der Geschwindlgkeltsrichtung

senkrecht steht. Es wird also

v2—0d

und in Ubereinstimmung mit

¢
N=;

= —2y(R—R,)

Gleichung 13) aus Nr. 8,

—¢-sin «,
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wenn 2« den Winkel an der Spitze des Kegels bezeichnet. Driickt
man R durch den Ausschlagwinkel A des Pendels aus, so wird

R? = D*+ r>*—2Dr.cosA,

somit N C

(D2+7'2—2.D)'- coS A)v/; —¢ - S1nd.

Den kleinsten Werth erreicht der Normaldruck fiir A==, niimlich

= e—_—
M=y

den grossten hingegen fiir A = 0, und zwar

—g.sing,

N, = ¢ q.sina
2 -(D——r)3 q- a.
Ahnliche Resultate liefert die Untersuchung der Pendel-
bewegung auf schiefliegendem Cylinder und Kegel.

11.

Es ist unschwer, die bisherigen Betrachtungen auf ein Capitel
der Mechanik auszudehnen, welches freilich ausserhalb des Rah-
mens dieses Aufsatzes fillt.

Es ist dies die Theorie der Bewegung auf einer vorgeschrie-
benen Bahn.

Ist ndimlich die vorgeschriebene Bahn in Form einer belie-
bigen, doppelt gekrmmte n Curve gegeben, so lassen sich durch
dieselbe unendlich viele developpable Flichen legen. Wiihlt man
eine von diesen, bestimmt die Componenten der gegebenen Be-
schleunigung, welche in die Normale, beziehungsweise in die
Tangentenehene der gewéhlten Fliche fallen, und developpirt
letztere sammt der n ihr gegebenen Bahn, so ist das rdumliche
Bewegungsproblem auf ein solches in der Ebene zuriickgefiihrt.
Man bestimme nun den Normalwiderstand » der ebenen Bahn
und die Geschwindigkeit » des bewegten Punktes, und mit Hilfe
letzterer und des offenbar bekannten Winkels « den Normal-
widerstand & der developpablen Fliche. Beide Widerstinde zu-
sammengenommen geben den Totalwiderstand W der vor-
geschriebenen Bahn mittelst der Relation

W=YN2in?
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Es ist selbstverstindlich, dass man von allen developpablen
Flichen, welche durch die Bahn gelegt werden konnen, die ein-
fachste wiihlen wird. Dies wird entweder eine Cylinder- oder
Kegelfliche sein, oder aber eine durch die speciellen Eigen-
schaften der Bahn besonders empfohlene; wuch steht nichts im
Wege, die Bahn selbst als Wendecurve der Fliche anzusehen.

Zum Schlusse dicses Aufsatzes soll noch erwihnt werden,
wie die Theorie der Bewegung auf developpablen Flichen mit
Vortheil angewendet werden kann auf die Bewegung eines
Punktes auf beliebiger Fldche.

Es kann néimlich anf einer beliebigen Fliche irgend eine Bahn
gegeben sein, auf welcher sich der Punkt bewegen soll, und es
kann die Frage aufgeworfen werden: Welchem Beschleunigungs-
gesetze muss der bewegte Punkt unterworfen sein, wenn er bei
seiner Bewegung auf der Fliche jene Bahn nicht verlassen soll,
ohne dass dieselbe einen anderen Widerstand ausiibe, als jenen
normal zur Fldche?

Dies kann in folgender Weise auf die Bewegung auf deve-
loppablen Flichen zurtickgeftihrt werden. Legt man in allen Punk-
ten der gegebenen Bahn Tangentialebenen an die Flidche, so
umbhiillen dieselben eine developpable Fliche, deren Erzeugende
die Schnittlinien sind je zweier unendlich nahen Tangential-
ebenen. Dadurch wird aber die gegebene Bahn vollkommen auf
die developpable I'léiche iibertragen, und das Problem ist gerade
so zu behandeln, als wenn die Bewegung auf dieser stattfinden
wiirde. Das unterliegt aber nach dem Fritheren keinen Schwie-
rigkeiten.
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