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Über discrete Wirbelfäden,
Von Max Marg'ules. 

(V orge le g t  in der Sitzung am 8.  April  18 8 0 . )

I n  j e n e m  T h e i l e  c l e r  T h e o r i e  d e r  W i r b e l b e w e g u n g e n ,  w e l c h e r  
s i c h  a u f  d i e  B e t r a c h t u n g  d i s c r e t e r  W i r b e l f ä d e n  b e z i e h t ,  w e r d e n  
g e w i s s e  A n n a h m e n  g e m a c h t ,  a b e r  n i c h t  a u s g e s p r o c h e n ,  w e l c h e  
e i n e r  e i n g e h e n d e n  E r ö r t e r u n g  w e r t h  s i n d .  I c h  g l a u b e  z e i g e n  z u  
k ö n n e n ,  d a s s  e i n e  s o l c h e  D i s c u s s i o n  d a h i n  f ü h r t ,  d i e  G i l t i g k e i t  
d e r  S ä t z e  ü b e r  d i e  B e w e g u n g  m e h r e r e r  g e r a d l i n i g e n  p a r a l l e l e n  
W i r b e l f ä d e n  o d e r  e i n e s  k r e i s f ö r m i g e n  W i r b e l f a d e n s  a b h ä n g i g  z u  
m a c h e n  v o n  B e d i n g u n g e n ,  d e r e n  E r f ü l l b a r k e i t  n i c h t  b e w i e s e n  
w e r d e n  k a n n .

D i e  a l l g e m e i n e n  L e h r s ä t z e ,  w e l c h e  H e r r  H e l m h o l  t z  i n  d e r  
A b h a n d l u n g 1 „ Ü b e r  d i e  I n t e g r a l e  d e r  h y d r o d y n a m i s c h e n  G l e i 
c h u n g e n ,  w e l c h e  d e n  W i r b e l b e w e g u n g e n  e n t s p r e c h e n “  a b g e l e i t e t  
h a t ,  g e l t e n  u n t e r  d e r  A n n a h m e ,  d a s s  d i e  ä u s s e r e n  K r ä f t e ,  w e l c h e  
a u f  d i e  F l ü s s i g k e i t  w i r k e n ,  e i n  P o t e n t i a l  h a b e n .  D i e j e n i g e n  
R e c h n u n g e n  a b e r ,  w e l c h e  s i c h  a u f  I n t e g r a l e  d e r  h y d r o d y n a m i s c h e n  
G l e i c h u n g e n  b e z i e h e n ,  s i n d  g e g r ü n d e t  a u f  e i n e  U n t e r s u c h u n g ,  
w e l c h e  k e i n  K r ä f t e p o t e n t i a l  v o r a u s s e t z t .  I m  § .  3  w i r d  n ä m l i c h  
d i e  A u f g a b e  g e s t e l l t ,  u, v, w,  i n n e r h a l b  e i n e r  g e s c h l o s s e n e n  
F l ä c h e  S  z u  b e s t i m m e n  a l s  I n t e g r a l e  d e r  p a r t i e l l e n  D i f f e r e n t i a l 
g l e i c h u n g e n :

£ ,  ’C s i n d  i n n e r h a l b  S  a l s  F u n c t i o n e n  v o n  t  u n d  cv, y, z 
g e g e b e n ,  w e l c h e  z w e i  B e d i n g u n g e n  e r f ü l l e n ,  e r s t l i c h  d i e  G l e i c h u n g :

8 v 
dz

(I)

1 B o r c h a r d t ’s Journal f. Math. B. 55 (1858).
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Über cliscrete Wirbelfäden. 8 1 1

S c  3  tj

r---- r-----»dx dy

z w e i t e n s  d i e  G r e n z b e d i n g u n g :

£  C O S  cc - + -  r, C O S  ß -h  £  C O S  7  =  0 ,

( a )

C b )

w e n n  a ,  ß,  7  d i e  W i n k e l  b e z e i c h n e n ,  w e l c h e  d i e  N o r m a l e  a n  S  
m i t  d e n  A x e n  d e r  x,  y, z  b i l d e t .  D i e  L ö s u n g  d e s  P r o b l e m s  i s t  
e n t h a l t e n  i m  S y s t e m e :

<(ta b e z e i c h n e t  e i n  R a u m e l e m e n t  b e i  (a, b, c)  i n n e r h a l b  S  £a, ‘na, 
t a d i e  W e r t h e  v o n  £ ,  t j,  £  i n  (a, b, c), r  d i e  E n t f e r n u n g  d i e s e s  
P u n k t e s  v o n  ( x , y, z). P  i s t  e i n e  F u n c t i o n ,  w e l c h e  d i e  G l e i c h u n g  
A  P  =  0  e r f ü l l t ,  i m  Ü b r i g e n  u n b e s t i m m t .

D i e s e  L ö s u n g e n  s e t z e n  n i c h t  d i e  E x i s t e n z  e i n e s  K r ä f t e 
p o t e n t i a l s  v o r a u s .  M a n  k a n n  i n  e i n e r  u n b e g r e n z t e n  F l ü s s i g k e i t  
t ,  v j, ’C b e l i e b i g  w ä h l e n ,  w e n n  d i e s e  G r ö s s e n  n u r  d i e  G l e i c h u n g  (je) 
e r f ü l l e n  u n d  i m  U n e n d l i c h e n  v e r s c h w i n d e n ;  s e t z t  m a n  d a n n  
P = 0 ,  s o  s i n d  n, v, w  ü b e r a l l  e i n d e u t i g  b e s t i m m t .  S i e  b r a u c h e n  
a b e r  k e i n e s w e g s  s o  b e s c h a f f e n  z u  s e i n ,  d a s s  s i e  d i e  G l e i c h u n g e n :

b e f r i e d i g e n ,  w e l c h e  a u s d r ü c k e n ,  d a s s  d i e  ä u s s e r e n  K r ä f t e  e i n  
P o t e n t i a l  h a b e n .  J a ,  m a n  k a n n  i m  A l l g e m e i n e n  n i c h t  w i s s e n ,  w i e  
m a n  t, rh ’Q w ä h l e n  s o l l ,  d a m i t  d i e s e r  B e d i n g u n g  g e n ü g t  w e r d e .  
D e n n ,  e l i m i n i r t  m a n  I I  a u s  d e n  G r u n d g l e i c h u n g e n ,  s o  f o l g t :

_  dP  3  J V  3  M
11 d x  dy dz ’

3  P  3  L d N  _ _ dP  3  M  3  L
dy dz 3  x ’ dz  3 a 1 d y

> C H )

(1)
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Sc S(i ir,— c£) S(wE—-uC)

8f  S y  8 z

8 r , 8(/'C— w o )  8 (wo— v z )

81 82 00-’

8 £  8 (wz— uC) 8( t ; C — wo)
8 f  8 ,v 8 u8 y

( 2 )

A u s  d i e s e n  G l e i c h u n g e n  u n d  d e m  S y s t e m e  ( I )  l a s s e n  s i c h  
u, v, w  u n d  d e r e n  D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  n i c h t  e l i m i n i r e n .  M a n  
k a n n  a l s o ,  e h e  m a n  d i e  L ö s u n g e n  d e r  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  ( I )  
k e n n t ,  n i c h t  s a g e n ,  o b  d i e  g e w ä h l t e n  c ,  r ; , C z u  s o l c h e n  B e w e 
g u n g e n  f ü h r e n ,  w e l c h e  e i n e m  K r ä f t e p o t e n t i a l  e n t s p r e c h e n .

D i e s  m u s s  h e r v o r g e h o b e n  w e r d e n ,  w e i l  m a n  g e w ö h n l i c h  
s t i l l s c h w e i g e n d  v o r a u s s e t z t ,  d a s s  d i e  R e c h n u n g e n  n u r  a u f  s o l c h e  
F ä l l e  a n g e w a n d t  w e r d e n ,  i n  w e l c h e n  d i e  G l e i c h u n g e n  ( 1 )  e r f ü l l t  
s i n d .  S o  s a g t  H e r r  H e l m h o l t z :  „ B e i  d e r  g e g e b e n e n  Y e r t h e i -  
l u n g  v o n  c ,  v j, ’C k ö n n e n  n u n  t h e i l s  W i r b e l l i n i e n  V o r k o m m e n ,  
w e l c h e  i n n e r h a l b  d e s  R a u m e s  S  g e s c h l o s s e n  s i n d ,  t h e i l s  s o l c h e ,  
w e l c h e  d i e  G r e n z e  v o n  S  e r r e i c h e n  u n d  h i e r  a b b r e c h e n “ . E s  i s t  
b e w i e s e n ,  d a s s  d i e s e  E i g e n s c h a f t  d e n  W i r b e l l i n i e n  z u k o m m t ,  w e n n  
d i e  G l e i c h u n g e n  ( 1 )  b e s t e h e n ;  a b e r  d i e  B e h a u p t u n g  l ä s s t  s i c h  
n i c h t  u m k e h r e n :  w e n n  c ,  r,, C d i e  v e r l a n g t e  B e s c h a f f e n h e i t  h a b e n ,  
s o  f o l g t  d a r a u s  n i c h t ,  d a s s  d i e  B e w e g u n g  d e n  G l e i c h u n g e n  ( 1 )  e n t 
s p r i c h t .  A n d e r e r s e i t s  i s t ,  d a m i t  d i e  F o r m e l n  ( I I )  a n w e n d b a r  
s e i e n ,  n i c h t  e r f o r d e r l i c h ,  d a s s  c ,  rh C s o l c h e  W i r b e l l i n i e n  d a r 
s t e l l e n ,  w e l c h e  i n n e r h a l b  S  g e s c h l o s s e n  s i n d  ( o d e r  a n  d e r  G r e n z e  
v o n  S  a b b r e c h e n ;  i n  l e t z t e r e m  F a l l e  t r i t t  f ü r  d i e  I n t e g r a l e  L , 
M, N  e i n  R a u m  Si a n  S t e l l e  v o n  S).  W e n n  n u r  d i e  B e d i n g u n g e n  
(a) (b) e r f ü l l t  s i n d ,  k a n n  m a n  d i e  L ö s u n g e n  ( I I )  a n w e n d e n .  Z .  B .  
s e i  S  d e r  v o n  z w e i  c o n c e n t r i s c h e n  K u g e l n  b e g r e n z t e  R a u m ;  d e r  
M i t t e l p u n k t  d e r  K u g e l n  l i e g e  i m  C o o r d i n a t e n a n f a n g ,  R  s e i  d e r  
A b s t a n d  e i n e s  P u n k t e s  v o m  C e n t r u m ,  u n d

D i e s e n  W e r t h e n  e n t s p r e c h e n  u n g e s c h l o s s e n e  W i r b e l l i n i e n ,  
n ä m l i c h  H a l b k r e i s e ; d o c h  s i n d  d i e  g e n a n n t e n  B e d i n g u n g e n  
e r f ü l l t .
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Über discrete Wirbelfäden. 8 1 3

W i l l  m a n  a l s o  a u f  F l ü s s i g k e i t s b e w e g u n g e n ,  w e l c h e  a u s  d e n  
G l e i c h u n g e n  ( I I )  a b g e l e i t e t  s i n d ,  d i e  a l l g e m e i n e n  S ä t z e  ü b e r  
W i r b e l f ä d e n  a n w e n d e n ,  s o  m u s s  m a n  e r s t  n a c h w e i s e n ,  d a s s  d e n  

G l e i c h u n g e n  ( 2 )  g e n ü g t  w i r d .
U m  d a s  i n  d e m  S y s t e m e  ( I )  g e s t e l l t e  P r o b l e m  i n  s p e c i e l l e n  

F ä l l e n  z u  l ö s e n ,  h a t  i n a n  b e i  c o n t i n u i r l i c h e r  V e r t h e i l u n g  d e r  
W i r b e l g e s c h w i n d i g k e i t  R e c h n u n g e n  a u s z u f ü h r e n , w e l c h e  s e h r  
w e i t l ä u f i g  w e r d e n  u n d  k a u m  ü b e r s i c h t l i c h e  R e s u l t a t e  l i e f e r n  
k ö n n e n ;  s o  d a s s  a u c h  d i e  V e r i f i c a t i o n  d e r  G l e i c h u n g e n  ( 2 )  
u n m ö g l i c h  w i r d .  E s  w u r d e n  a b e r  j e n e  R e c h n u n g e n  a n g e w a n d t  
a u f  d e n  F a l l  d i s c r e t e r  W i r b e l f ä d e n ,  d .  h .  m a n  s e t z t e  v o r a u s ,  
E} y j, C  h a b e n  v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n e  W e r t h e  i n n e r h a l b  e i n e s  s e h r  
k l e i n e n  G e b i e t e s ,  o d e r  i n  m e h r e r e n  s o l c h e n  v o n  e i n a n d e r  g e 
t r e n n t e n  G e b i e t e n ;  i n  a l l e n  ü b r i g e n  T h e i l e n  d e r  F l ü s s i g k e i t  
s o l l t e n  s i c h  u, v, w  a u s  e i n e m  G e s c h w i n d i g k e i t s p o t e n t i a l  a b l e i t e n  
l a s s e n ;  a n  d e n  G r e n z e n  d i e s e r  G e b i e t e  a b e r  d ü r f t e n  s i c h  l,  v j, £  
s p r u n g w e i s e  ä n d e r n ,  w ä h r e n d  n o c h ,  d e n  G l e i c h u n g e n  ( I I )  g e m ä s s ,  
u, v, w  s t e t i g  b l e i b e n .1

D i e s e  A n n a h m e  g i b t  z u  z w e i e r l e i  B e d e n k e n  A n l a s s .  E r s t e n s  
m u s s  m a n  b e z w e i f e l n ,  o b  d i e  a l l g e m e i n e n  S ä t z e ,  w e l c h e  i m  
z w e i t e n  A b s c h n i t t e  d e r  H e l m  h o l  t z ’ s c h e n  A b h a n d l u n g  b e w i e s e n  
w u r d e n ,  a u f  s o l c h e  d i s c r e t e  W i r b e l f ä d e n  a n w e n d b a r  s i n d .  D e n n  
a l l e  d i e s e  S ä t z e  s i n d  h e r g e l e i t e t  a u s  d e n  G l e i c h u n g e n  ( 2 ) ,  w e l c h e  
w i e d e r  d u r c h  D i f f e r e n t i a t i o n  a u s  d e n  G r u n d g l e i c h u n g e n  e n t 
s t a n d e n  s i n d ; s i e  s e t z e n  d e m n a c h  v o r a u s ,  d a s s  s o w o h l  u, v, w  a l s  
a u c h  d e r e n  e r s t e  D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  ü b e r a l l  s t e t i g  s i n d .  
W e r d e n  d i e  l e t z t e r e n  a u c h  n u r  a n  e i n z e l n e n  S t e l l e n  d i s c o n t i n u i r l i c l i ,  
s o  g e l t e n  d i e  a u s  d e n  G l e i c h u n g e n  ( 2 )  g e z o g e n e n  S c h l ü s s e  i m  
A l l g e m e i n e n  n i c h t  m e h r .  D i e  e r s t e  d i e s e r  G l e i c h u n g e n  k a n n  
g e s c h r i e b e n  w e r d e n :

8£  8£  dl  8£  u 8u du , du
dt  8#  dy  dz da dy dz

D i e  l i n k e  S e i t e  p f l e g t  m a n  z u  s c h r e i b e n  ~ , i n d e m  m a n  d i e

Ä n d e r u n g ,  w e l c h e  d e r  W e r t h  v o n  l  i n  e i n e m  b e s t i m m t e n  F l t i s s i g -  
k e i t s t h e i l c h e n  w ä h r e n d  d e r  Z e i t  dt  e r f ä h r t ,  m i t  d l  b e z e i c h n e t .

1 Vergl. Kirchhoff: Mechanik (2. Aufl. Leipzig 1877) 20. Vorlesung.
52 *
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8 1 4 M a r g u  l.es.

M a n  s c h l i e s s t  d a n n ,  w e n n  n u r  z u  e i n e r  Z e i t  f ü r  e i n  T h e i l e l i e n

'i =  rt =  C =  0 , s o  i s t  a u c h  ^  =  0 , ä h n l i c h  ^  = 0 . ^  =  0  ;
dt dt dt  7

a l s o  e i n  F l ü s s i g k e i t s t h e i l c h e n ,  w e l c h e s  e i n m a l  n i c h t  r o t i r t ,  r o t i r t
n i e m a l s .  D i e s e r  S c h l u s s  g i l t  j e d o c h  n u r ,  w e n n  t ,  v j,  C ü b e r a l l
s t e t i g  s i n d ;  s o n s t  m ü s s t e  m a n  f o l g e r n ;  d i e  W i r b e l g e s c h w i n d i g 

k e i t  v e r l ä s s t  i n  e i n e m  F l ü s s i g k e i t s t h e i l c h e n ,  w e l c h e s  e i n m a l  n i c h t  
r o t i r t ,  d e n  W e r t h  N u l l  n i c h t  a l l m ä l i g ;  a b e r  s i e  k a n n  p l ö t z l i c h  z u  
e i n e m  e n d l i c h e n  W e r t h e  ü b e r s p r i n g e n .

[ B e k a n n t l i c h  h a t L a g r a n g e  d e n  m i t  d e m  h i e r  b e s p r o c h e n e n  
i d e n t i s c h e n  S a t z  b e w i e s e n :  d a s s  udx  - + -  vdy  wdz  n u r  z u  e i n e r  
Z e i t  e i n  v o l l s t ä n d i g e s  D i f f e r e n t i a l  z u  s e i n  b r a u c h e ,  d a m i t  e s  s t e t s  
e i n  s o l c h e s  b l e i b e ;  P o i s s o n  h a t  o h n e  A n g a b e  e i n e s  G r u n d e s  
d i e  a l l g e m e i n e  G i l t i g k e i t  d i e s e s  R e s u l t a t e s  b e z w e i f e l t  ; s e i n  
Z w e i f e l  e n t s p r i n g t  w o h l  d e r  E r w ä g u n g ,  d a s s  i n  d e m  B e w e i s e  
d i e  S t e t i g k e i t  d e r  D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  v o n  n, v, w  v o r a u s 
g e s e t z t  i s t . ]

D a s  z w e i t e  B e d e n k e n ,  w e l c h e s  d i e  A n n a h m e  d i s c r e t e r  
W i r b e l f ä d e n  h e r v o r r u f t ,  b e t r i f f t  d i e  Y e r t h e i l u n g  d e s  D r u c k e s  a n  
d e n  F l ä c h e n ,  a n  w e l c h e n  £ ,  rh C s i c h  s p r u n g w e i s e  ä n d e r n .  W e n n  
d i e  D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  v o n  u, v, io a n  e i n e r  F l ä c h e  i n n e r h a l b  
d e r  F l ü s s i g k e i t  e i n e  U n t e r b r e c h u n g  d e r  S t e t i g k e i t  e r l e i d e n , ,  
w ä h r e n d  u, v, w  s e l b s t  s t e t i g  b l e i b e n ,  s o  ä n d e r n  s i c h  n a c h  d e n

m  ■ i  m  i  9 1 1  8 1 1  9 1 1  • • n -  iG l e i c h u n g e n  ( 1 )  a u c h  — , — , —  s p r u n g w e i s e  a n  j e n e r  F l a c h e . .  
ox ay  oz

F a s s e n  w i r  d i e  b e i d e n  G e b i e t e  i n s  A u g e , w e l c h e  v o n  e i n e r  
s o l c h e n  g e s c h l o s s e n e n  F l ä c h e  g e s c h i e d e n  w e r d e n ; i n  d e m  e i n e n  
h a b e n  c ,  rh ’C e n d l i c h e  W e r t h e ,  i m  ä n d e r n  v e r s c h w i n d e n  s i e . .
u, v, io s i n d  a l s o  F u n c t i o n e n  g a n z  v e r s c h i e d e n e r  A r t  i n  u n d  a u s s e r  
d e r  F l ä c h e ;  d u r c h  d i e s e  G r ö s s e n  u n d  i h r e  D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  
i s t  a b e r  z u  e i n e r  g e g e b e n e n  Z e i t  I I  b e s t i m m t  b i s  a u f  e i n e  C o n 
s t a n t e ;  e s  i s t  a l s o  a u c h  I I  e i n e  g a n z  a n d e r e  F u n c t i o n  v o n  x,  y, z 
i m  I n n e r n  d e r  F l ä c h e  a l s  a u s s e r h a l b ,  u n d  m a n  k a n n  —  F ä l l e  
v o n  s i n g u l ä r e r  B e s c h a f f e n h e i t  a u s g e n o m m e n  —  n i c h t  d u r c h  e i n e  
e i n z i g e  C o n s t a n t e ,  ü b e r  w e l c h e  m a n  v e r f ü g t ,  b e w i r k e n ,  d a s s  I I  a n  
d e r  g a n z e n  T r e n n u n g s f l ä c h e  s i c h  c o n t i n u i r l i c h  ü b e r f ü h r e n  " l a s s e .  
W e n n  V d a s  P o t e n t i a l  d e r  ä u s s e r e n  K r ä f t e ,  p  d e n  D r u c k  i n  d e r  
F l ü s s i g k e i t ,  i h r e  D i c h t e  b e z e i c h n e t ,  s o  i s t
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D a  V s o w o h l ,  w i e  p  u n d  ju. a l s  c o n t i n u i r l i c h e  F u n c t i o n e n  a n 
g e s e h e n  w e r d e n  m ü s s e n ,  s o  g e l a n g t  m a n  d u r c h  d i e  A n n a h m e  
d i s c r e t e r  W i r b e l f ä d e n  i m  A l l g e m e i n e n  z u  u n z u l ä s s i g e n  F o l g e 
r u n g e n .

D i e s e n  F o l g e r u n g e n  e n t g e h t  m a n  n i c h t  d a d u r c h ,  d a s s  m a n  
d i e  W i r b e l f ä d e n  u n e n d l i c h  d ü n n  a n n i m m t ;  d a d u r c h  w ü r d e  a l l e r 
d i n g s  d i e  T r e n n u n g s f l ä c h e  d e r  G e b i e t e  u n e n d l i c h  k l e i n ,  a l s o  
k ö n n t e n  a u c h  d i e  D i f f e r e n z e n  v o n  I I  u n e n d l i c h  k l e i n  g e m a c h t  
w e r d e n  d u r c h  p a s s e n d e  W a h l  d e r  C o n s t a n t e n .  A b e r  d a s  R e c h n e n  
m i t  u n e n d l i c h  k l e i n e n  W e r t h e n  k a n n  n u r  g e r e c h t f e r t i g t  s e i n  d a ,  
w o  m a n  s i e  a l s  G r e n z w e r t h e  e n d l i c h e r  G r ö s s e n  e i n f ü h r t .

E s  e r ü b r i g t  n o c h  d i e  e r h o b e n e n  B e d e n k e n  a n  e i n e m  B e i s p i e l e  
z u  e r l ä u t e r n .  D i e s e m  B e i s p i e l e  w i l l  i c h  j e d o c h  e i n  a n d e r e s  v o r a u s 
s c h i c k e n ,  z u g l e i c h  d e n  —  s o v i e l  i c h  w e i s s  —  e i n z i g e n  F a l l ,  i n  w e l c h e m  
m a n  d i e  D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t s c o m p o n e n t e n  
u n s t e t i g  a n n e h m e n  d a r f ,  o h n e  z u  u n z u l ä s s i g e n  C o n s e q u e n z e n  
z u  g e l a n g e n .  M a n  b e t r a c h t e  d i e  R o t a t i o n  e i n e r  F l ü s s i g k e i t  u m  
e i n e  A x e  ( w e l c h e  z u r  z - A x e  g e w ä h l t  w i r d ) .  D i e  W i n k e l g e s c h w i n d i g 

k e i t  e i n e s  T h e i l c h e n s  w i r d  m i t  w ,  d i e  W i r b e l g e s c h w i n d i g k e i t  m i t  
’C b e z e i c h n e t ;  d i e  e r s t e  b e z i e h t  s i c h  a u f  d i e  f o r t s c h r e i t e n d e  

B e w e g u n g  i m  K r e i s e ,  d i e  a n d e r e  a u f  d i e  D r e h u n g  u m  e i n e  d e r
2- A x e  p a r a l l e l  d u r c h  d e n  S c h w e r p u n k t  d e s  F l ü s s i g k e i t s t h e i l c h e n s  
g e l e g t e  G e r a d e .  I s t  r  d e r  A b s t a n d  e i n e s  P u n k t e s  v o n  d e r  £ - A x e ,  
u n d  s e t z t  m a n :

11 =  —  y . w(r)  v =  cv. w (r) w  =  0,

;SO folgt aus (1)

F e r n e r  h a t  m a n :

2/  \  2 /  \  _ = - * . * ’ ( » • )  8- = - • - ? / •  * > * ( > • )

a l s o :
I I = _  \ r ) r d r  - ^ C o n s t .

r doi
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8 1 6 M a r g u l e s .

(Io)
I I  h ä n g t  v o n  — —  a l s o  v o n  d e n  D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  d e r  u, 

dr
v g a r  n i c h t  a b .  M a n  k a n n  w  u n d  T I  a l s  c o n t i n u i r l i c h e  F u n c t i o n e n  
b e s t i m m e n ,  w e n n  a u c h  t  a l s  d i s c o n t i n u i r l i c h e  F u n c t i o n  v o n  r  
g e g e b e n  i s t ;  d e n n  m a n  h a t

C
r

M a n  k a n n  d i e  I n t e g r a t i o n s c o n s t a n t e  a n  j e d e r  S t e l l e ,  w o  £  
u n s t e t i g  w i r d ,  s o  w ä h l e n ,  d a s s  w  s t e t i g  b l e i b t .  S e t z t  m a n  f ü r  
r =  0  C =  0  u n d  h a t  ’C v o n  N u l l  v e r s c h i e d e n e  W e r t h e  n u r  
z w i s c h e n  r =  0  u n d  r=JR,  s o  i s t  a u s s e r h a l b  d e s  W i r b e l c y l i n d e r s

2 rR
r d r >

o d e r  i n d e m  m a n £  2 Ti r d r  =  m d i e  „ M a s s e “  d e s  W i r b e l -

7)1
c y l i n d e r s  n e n n t  : o j = — D i e s e  l e t z t e r e  F o r m e l  f i n d e t  H e r r  H e l m -  

nr
h o l t z  g i l t i g  f ü r  e i n e n  u n e n d l i c h  d ü n n e n  W i r b e l f a d e n  v o n  b e l i e b i g  
g e f o r m t e m  Q u e r s c h n i t t  ; h i e r  g i l t  s i e  f ü r  W i r b e l c y l i n d e r  v o n  
e n d l i c h e m ,  a b e r  n u r  k r e i s f ö r m i g e m  Q u e r s c h n i t t .

[ E i n  u n e n d l i c h  d ü n n e r ,  c y l i n d r i s c h e r  W i r b e l f a d e n  m i t  e n d 

l i c h e m  W e r t h e  m i s t  m e c h a n i s c h  u n m ö g l i c h ;  £  m ü s s t e  e i n  G l i e d  ~

e n t h a l t e n ,  w o  n >  1  i s t ;  d i e  G e s c h w i n d i g k e i t  d e r  F l ü s s i g k e i t  roi 
m ü s s t e  i m  F a d e n  u n e n d l i c h  g r o s s  s e i n .  L ä s s t  m a n  d i e s  z u ,  s o  
e n t f ä l l t  d e r  G r u n d ,  a u s  w e l c h e m  m a n  i n  o j  C =  0  s e t z t  f ü r  r  =  0 ;  
u n d  t h u t  m a n  d a s  L e t z t e r e  n i c h t ,  s o  g i l t  a u c h  d i e  H e l m h o l t z ’ -  
s c h e  F o r m e l  n i c h t  m e h r ;  m a n  k a n n  d u r c h  p a s s e n d e  W a h l  v o n  C 
b e w i r k e n ,  d a s s  u m  e i n e n  W i r b e l f a d e n  v o n  e n d l i c h e r  „ M a s s e “  d i e  
F l ü s s i g k e i t  i n  R u h e  b l e i b t , ]

M a n  p f l e g t  n u n  v o n  e i n e m  g e r a d l i n i g e n  W i r b e l f a d e n  z u  d e m  
F a l l e  ü b e r z u g e h e n ,  i n  w e l c h e m  m e h r e r e  s o l c h e  p a r a l l e l e  W i r b e l 
f ä d e n  i n  e i n e r  u n b e g r e n z t e n  F l ü s s i g k e i t  v o r h a n d e n  s i n d .  A l l e  
a u f  d i e s e n  F a l l  b e z o g e n e n  R e c h n u n g e n  w e r d e n  b l o s s  a u f  d i e  
I n t e g r a l e  ( I I ) ,  o d e r  v i e l m e h r  a u f  d i e  ( w e n n  P =  0  g e s e t z t  w i r d )  
f ü r  e b e n e  F l ü s s i g k e i t s b e w e g u n g e n  g e l t e n d e n  F o r m e l n :
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g e g r ü n d e t ,  b e i  d e r e n  A b l e i t u n g  e b e n f a l l s  v o n  d e n  G l e i c h u n g e n  
( 1)  k e i n  G e b r a u c h  g e m a c h t  w i r d .  E s  e n t s t e h t  a l s o  z u n ä c h s t  d i e  
F r a g e :  G i b t  e s  ü b e r h a u p t  L ö s u n g e n ,  w e l c h e  d e r  E x i s t e n z  
z w e i e r  o d e r  m e h r e r e r  p a r a l l e l e n  W i r b e l f ä d e n  i n  d e r  
F l ü s s i g k e i t  e n t s p r e c h e n  u n d  d a b  e i  d i e  G l e i c h u n g e n  ( 1 )  
b e f r i e d i g e n ?  D i e s  i s t  v o n  v o r n h e r e i n  w e d e r  g e w i s s ,  n o c h  w a h r 
s c h e i n l i c h  u n d  e s  w e r d e n  d a m i t  a l l e  U n t e r s u c h u n g e n  ü b e r  m e h r e r e  
W i r b e l f ä d e n  g e g e n s t a n d s l o s .  M a n  k a n n  j e d o c h  v e r s u c h e n ,  d i e  B e 
w e g u n g  i n n e r h a l b  d e r  W i r b e l f ä d e n  v o n  v o r n h e r e i n  s o  a n z u n e h m e n ,  
d a s s  s i e  e i n e m  K r ä f t e p o t e n t i a l  e n t s p r e c h e ;  a u s s e r h a l b  d e r  F ä d e n  
e x i s t i r t  e i n  G e s c h w i n d i g k e i t s p o t e n t i a l ,  a l s o  s i n d  d i e  G l e i c h u n g e n  
( 1)  i n  j e d e m  d e r  e i n z e l n e n  G e b i e t e  e r f ü l l t .  H i e r  a b e r  s t ö s s t  m a n  
w i e d e r  a u f  d i e  S c h w i e r i g k e i t ,  d a s s  I I  a n  d e n  G r e n z e n  d e r  W i r b e l 
f ä d e n  u n s t e t i g  w i r d .  I c h  w i l l  d i e s  a n  d e m  e i n f a c h s t e n  B e i s p i e l e  
e r l ä u t e r n .

Z w e i  p a r a l l e l e  W i r b e l f ä d e n  v o n  g l e i c h e m  k r e i s f ö r m i g e m  
Q u e r s c h n i t t  r.(tl  u n d  c o n s t a n t e r  g l e i c h e r  u n d  e n t g e g e n g e s e t z t  
g e r i c h t e t e r  R o t a t i o n s g e s c h w i n d i g k e i t  7 , i n  d e r  E n t f e r n u n g  2 A 
v o n  e i n a n d e r ,  m ü s s t e n  i n  e i n e r  u n b e g r e n z t e n  F l ü s s i g k e i t  m i t

yu2
d e r  c o n s t a n t e n  G e s c h w i n d i g k e i t  —  s e n k r e c h t  z u r  E b e n e  f o r t -

s c h r e i t e n ,  w e l c h e  d u r c h  i h r e  A x e n  g e l e g t  i s t ;  d e n  F o r m e l n  ( H a )  
z u r  F o l g e .1 S e i  d i e  y - A x e  d e r  R i c h t u n g  d e s  F o r t s c h r e i t e n s  g e r a d e  
e n t g e g e n g e s e t z t  u n d  v o n  b e i d e n  W i r b e l f ä d e n  g l e i c h  w e i t  e n t f e r n t .  
M a n  s e t z e

< 7 « z , Z 2 2{Bi =  x — A, y x =  y  H -  r \ = x \ - h y \ ,

2
cet =  X -hA ,  y z =  y - i -  r \ = x \ - + - y \ 7

d a n n  i s t  i n n e r h a l b  d e s  e r s t e n  W i r b e l f a d e n s  ( r 2 ^ « z )

u —  7  y  - + -  v -— 7  v  II — II •
IJi  d x ’ / 1 d y ’ 11

i m  z w e i t e n  F a d e n ,  ( V 2 2g  a 2)

1 Helmholtz 1. c. §. 5.
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8ö 1 3 ü 1U =  y y i -H ^ J i «  =  — 7 a ? t - + -  J£±} n = I I 2

n n d  a u s s e r h a l b  d i e s e r  G e b i e t e :

3 a ;  01/

(p = y a i  a r c t a n  ~  ?z =  — a r c t a n  — .
x \ &2

D i e s e  A u s d r ü c k e  e n t s p r e c h e n  v o l l k o m m e n  d e n  F o r m e l n  
( H a ) ; a u s s e r d e m  g e n ü g e n  s i e  i n  j e d e m  e i n z e l n e n  G e b i e t e  d e n  
G l e i c h u n g e n  ( 2 ) .  A n  d e n  G r e n z e n  d e r  " W i r b e l f ä d e n  b l e i b e n  d i e  
W e r t h e  d e r  G e s c h w i n d i g k e i t s c o m p o n e n t e n  s t e t i g ;  n i c h t  s o  d i e  
W e r t h e  v o n  I I ;  d e n n  m a n  b e r e c h n e t  a u s  d e n  G l e i c h u n g e n  ( 1 )  f ü r  

<  a2

3a? 3a7t 2A 1 ' l x \ l t  ' 2[3a?J ' 2 { l y

0 (  0'^2 0^  \

3Tii = 3n1= _
dy 3yx 1 3 ^ 3 *  2 [3a?J 2 [ 3?/ J

-+. 7 J L r __x — v —
l  ^  2/1 8» ,

H i e r i n  b e z e i c h n e t  <L2 d i e  z u  g e h ö r i g e  c o n j u g i r t e  F u n c t i o n ,  
i n  d i e s e m  F a l l e  i s t  a l s o

,2
t z  =  y -  ¥ * 1 ^ )

M a n  f i n d e t  s o n a c h :

ri = f ( t )  T -  t  r2 0f2
1 2 2 1 3f 2 3a; 2 1 3 t,2 1 8 2 /

f o  r Q'fa 8^2 

A u s s e r h a l b  d e r  W i r b e l f ä d e n  a b e r  g i l t :
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3ü 1 ( d f t 1 r 0 y
J ^ 2 l  S y J

A n  d e r  G r e n z e  d e s  e r s t e n  W i r b e l f a d e n , s  {yl =  \faz— # 2 ) i s t  z u  
e i n e r  b e s t i m m t e n  Z e i t  t = T l I 3 e i n e  a l g e b r a i s c h e  F u n c t i o n  v o n  . r ,  
w ä h r e n d  I I j  e i n e  t r a n s c e n d e n t e  F u n c t i o n  d i e s e r  V e r ä n d e r l i c h e n  
e n t h ä l t ,  n ä m l i c h  M a n  k a n n  a l s o  n i c h t  b e w i r k e n ,  d a s s  l ä n g s  
j e n e s  K r e i s e s  T I ,  g l e i c h  I I 3 w e r d e .

M i t  R e c h t  w i r d  m a n  e i n w e n d e n ,  d a s s  d a s  B e i s p i e l  g a n z  w i l l 
k ü r l i c h  g e w ä h l t  i s t ; a b e r  m a n  v e r s u c h e  d o c h  e i n  a n d e r e s  z u  
f i n d e n ,  w e l c h e s  n i c h t  z u  d e n s e l b e n  B e d e n k e n  A n l a s s  g ä b e .  
G e l i n g t  e s  —  w a s  d o c h  s e h r  z w e i f e l h a f t  i s t  —  s o  g e l t e n  d i e  E n t 
w i c k e l u n g e n  f ü r  d e n  e i n e n  F a l l ,  e b e n s o  w i e  d i e  S ä t z e  f ü r  e i n e n  
e i n z e l n e n  W i r b e l f a d e n  n u r  a l s  b e w i e s e n  g e l t e n ,  w e n n  e r  v o n  
k r e i s f ö r m i g e m  Q u e r s c h n i t t  u n d  d i e  B e w e g u n g  r i n g s  u m  d i e  A x e  
g l e i c h a r t i g  i s t ,

E s  i s t  k a u m  n ö t h i g  z u  b e m e r k e n ,  d a s s  d i e s e l b e n  E r w ä g u n g e n  
z u  m a c h e n  s i n d ,  b e z ü g l i c h  d e r  U n t e r s u c h u n g ,  w e l c h e  ü b e r  e i n e n  
k r e i s f ö r m i g e n  W i r b e l r i n g  a n g e s t e l l t  w o r d e n  i s t .  A u c h  h i e r  n i m m t  
m a n  d e n  Q u e r s c h n i t t  d e s  F a d e n s  s e h r  k l e i n  a n ,  u m  v o n  d e n W e r t h e n  
d e r  G e s c h w i n d i g k e i t s c o m p o n e n t e n  i m  I n n e r n  d e s  F a d e n s  u n d  i n  
s e i n e r  N ä h e  a b s e h e n  z u  k ö n n e n .  D a d u r c h  w i r d  e s  a b e r  a u c h  
u n m ö g l i c h  z u  b e u r t h e i l e n ,  o b  d i e  L ö s u n g  e i n e m  K r ä f t e p o t e n t i a l  
e n t s p r i c h t ,

D i e  S ä t z e  ü b e r  d i e B e w e g u n g  d i s  e r  e t  e r  W i r b e l f ä d e n  
h a b e n  n u r  d a n n  e i n e n  I n h a l t ,  w e n n  b e w i e s e n  w e r d e n  
k a n n ,  d a s s  e s  L ö s u n g e n  g i b t ,  w e l c h e  d e r  E x i s t e n z  s o l 
c h e r  ( n i c h t  u n e n d l i c h  d ü n n e n )  W i r b e l f ä d e n  e n t s p r e c h e n ,  
w e l c h e  d i e  G l e i c h u n g e n  ( 2 )  ü b e r a l l  i d e n t i s c h  e r f ü l l e n  
u n d ,  e n t w e d e r  d i e  D i f f e r e n t i a l q u o t i e n t e n  v o n  n, v , w  i n  
d e n  F ä d e n  u n d  a n  i h r e n  G r e n z e n  c o n t i n u i r l i c h  s e i n  
l a s s e n ,  o d e r  g e s t a t t e n ,  d a s s  t r o t z  d e r  U n s t e t i g k e i t  d e r  
g e n a n n t e n  G r ö s s e n ,  d i e  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g e n  ( 1 )  d e f i -  
n i r t e  F u n c t i o n  I I  a l s  e i n e  i n n e r h a l b  d e r  g a n z e n  F l ü s s i g 
k e i t  s t e t i g e  G r ö s s e  b e s t i m m t  s e i .  I m  l e t z t e r e n  F a l l e  w ä r e  
n o c h  s p e c i e l l  z u  u n t e r s u c h e n ,  o b  d i e  W i r b e l f ä d e n  s t e t s  a u s  d e n 
s e l b e n  F l ü s s i g k e i t s t h e i l c h e n  z u s a m m e n g e s e t z t  b l e i b e n .
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