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Bemerkungen iiber kubische Involutionen.

Von Dr. C. Le Paige,

Professor an der Universitiit in Liittich.

Die Untersuchung der hoheren Involutionen fithrt, wie wir an
verschiedenen Stellen gezeigt haben, in einfachster Art zur
geometrischen Darstellung einer grossen Zahl von Invarianten
algebraischer Formen.

Der Gegenstand dieser kurzen Arbeit soll die Betrachtung
kubischer Involutionen sein; wir werden hiedurch zu einigen,
unseres Erachtens nicht uninteressanten Resultaten gelangen, und
bemerken, dass den Anstoss zu den folgenden Entwickelungen die
Note gegeben hat, welche Professor Emil W e yr unserer Arbeitiiber
die singuliiren Elemente kubischer Involutionen ! beigefiigt hat.

Es sei

ai+-ME = 0, (1)

die Gleichung der kubischen Involution; dann sind die Doppel-
punkte gegeben durch:

Ji = (ab)azb: =0, (?)
und die Verzweigungspunkte durch:
Pt = —3(1Ji+3pad +3xb3) = 0. (3)
Hierin ist:

I= (ab)®, p=(60)*, == (ba)*a,
und
62 = (ab)?a,b,.

Die in (3) vorkommende Combinante
piS+rb}
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kann durch die H esse’sche Function der Jacobi’schen Funetion
ersetzt werden, so dass:

W= —3(3H,+1J").

Die Verzweigungspunkte der beigeordneten kubischen Invo-

lution sind gegeben durch:
o = [(«b)?a,b, ] —[(ad) *aza' ] [(00")*b.b':] = O,
oder
ot = (13)*—ALvi = —(BH,—1J =0. (4)

Es ist nun leicht, auf Grund der Gleichung der Verzweigungs-
punkte den von Emil Weyr aufgestellten Satz zu beweisen: ,Es
gibt zwei kubische Involutionen mit gemeinschaftlichen Doppel-
punkten¥.

In der That, setzen wir voraus, diese Doppelpunkte wiren
gegeben durch die Gleichung:

-

[=ar=Ji=0.

&

Bekanntlich ist:
(bS] — 6T

es entsprechen daher die Verzweigungspunkte den Wurzeln der
Gleichung:

3(ax) el - \/W Lat =10

und es gibt somit zwei von einander verschiedene Gruppen von
Verzweigungspunkten, welche mit den Doppelpunkten kubische
Involutionen bilden.

Die zwei Verzweigungselementengruppen, welche derselben
Gruppe

von Doppelelementen entsprechen, sind somit die Wurzeln der
Gleichung:

3[(aa)rala2]—2(aa’)af]* = O.

Wie nun Professor Weyr gezeigt hat, lassen sich diese Ver-
zweigungspunkte paarweise construiren, sobald man die vier
Doppelpunkte kennt, wovon man sich analytisch in folgender
Weise iiberzeugen kann.
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Bringen wir die biquadratische Form in die kanonische Form:
axt—+bexty*+eyt,
so sind die Verzweigungspunkte die Wurzeln der Gleichung :

oW = (Pea®+bac(ae+9c?) %y — («*e*—bduec* —8lct)aty*+
~+bee(we+9c¥)xtyb+-aedy® = 0.

Bekanntlich kann man nun die linke Seite dieser Gleichung
in zwei Factoren zerlegen, denn es ist:

neg® = [aPex*+ {Be(ae+9e?)—A oyt +acty?] <

[«Peat~+ {Be(ae+9e?) -+ A wPyP+aety?),
wobei
[ DY

(e

A=—|—|/4D——

zu setzen ist, und D die Discriminante der Form «? darstellt.

Stellt man sich die vier Doppelpunkte als vier Punkte einer
kubischen Raumcurve vor, so kann man sich leicht die Verzwei-
gungspunkte herstellen. Die vier Curventangenten in den Doppel-
punkten haben zwei gemeinschaftliche Transversalen; ldsst man
um dieselben Ebenen rotiren, so bestimmen sie auf der Raumeurve
die beiden kubischen Involutionen. Die Ebene, welche man durch
eine dieser Transversalen und die Tangente ecines der Doppel-
punkte hindurchlegen kann, schneidet die Raumecurve in dem
Verzweigungspunkte, welcher jenem Doppelpunkte entspricht.

Nach dem Wey r’schen Satze trennen die beiden Verzwei-
gungspunkte =, v’,, welche einem Doppelpunkte ¢, entsprechen,
die Doppelelemente der durch die drei tibrigen Doppelpunkte
d, dy d, bestimmten cyklischen Projectivitit harmonisch.

Da jedes Doppelelement der cyklischen Projectivitit mit den
drei Elementen d, d, d, ein diquianharmonisches System bildet, so
sind die beiden Doppelelemente die Wurzeln der Hess e’schen
Determinante der Funetion:

I
(vy,—y=,)
Aber andererseits ist die Hes s ¢’sche Determinante der kano-
nischen Form:
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53—‘713
gleieh

— &y,

Man hat somit den bekannten Satz:

»Die Hesse’sche Function einer kubischen Foim stellt die
beiden dreifachen Elemente einer kubischen Involution dar, welche
durch das aus der kubischen Form fliessende Elemententripel
bestimmt erscheint.“

Es ist leicht, die Doppelpunkte einer cyklischen Projectivitit
zu construiren; verlegt man nidmlich die drei Punkte d, d, d, auf
einen Kegelschnitt und construirt die Tangenten desselben in
diesen Punkten, so ist das Tangentendreiseit mit dem Dreieck
d,d,d, perspectivisch und die Perspectivititsaxe trifft den Kegel-
schnitt in den beiden Doppelelementen.

Wenn d, d, d, drei Punkte einer kubischen Raumeurve sind,
s0 construire man ihre Schmiegungsebenen, welche sich in einem
Punkte der Ebene (d,d,d,) schneiden werden; die durch diesen
Punkt gehende Secante der Curve trifft die Curve in den beiden
Doppelpunkten der durch o,d,d, bestimmten cyklischen Projec-
tivitit,

Sind also vier Punkte durch «} = 0 gegeben und bestimmt
man durch je drei von ihnen eine cyklische Projectivitit, so miissen
sich, wie aus dem Fritheren folgt, die acht Doppelelemente der
vier cyklischen Projectivitiiten, die man so erhilt, durch Auflosung
einer einzigen biquadratischen Gleichung bestimmen lassen. Um
diese Gleichung zu finden, bilden wir das Product der IIe sse’schen
Formen von:

4 4 4 L3
al s t, ay

- ] . I . )
rY —yr, TY,— Y&,y TY3—Y&y 2Y,—Yyx,

Dies Product findet man leicht, wenn man «; in der Form
4 22y? 3 4
a2t +ba,2*y*+-ha,xy’+a,y

voraussetzt; es ergibt sich:

1 Siehe : W eyr, Grundziige einer Theorie der kubischen Involutionen.
S. 48. Abh. der kgl. bohm. Gesellschaft der Wissenschaften. 1874.
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2

oz = 24ik*+ 1 fP—12j. 1,

{

oder

4p% = 96(aa) (e e Z] [ (e )" o]
—48[(aa)(o'a") (" @) ][ (aet') ez T] i

Es ist iibrigens auch:

3___Q 2
48 Elcf—ikJ 96h2[l if’" J

woraus folgt:
. I . )
s 20Dl =D ]
) 12

Hiemit ist das oben erwihnte algebraische Theorem, welches
aus der Construction der p-Punkte folgte, erwiesen.

Uberdies kann auf Grund der vorigen Betrachtung auch der
folgende Satz ausgesprochen werden:

»Die Dopp elpunkte der vier cyelischen Projectivi-
titen bilden zwei Quadrupel der durch die Punktqua-
drupel ¢ W2 bestimmten biquadratischen Involution.“

Eine kubische Involution kann auch definirt werden als
Gesamnmtheit des Tripel

fiir welche
(ba)?a, =0
ist.
Denn in der That geniigt hiefiir, wenn man hat:
M8 2 &y 0, (B2 Yy XY 2,2, Y) -y (TY Yy +2, Y Y, —+
YY)+ syyYp = O,
XX, Xy~ (XX Y XY -2, 2, Y) 4ty (XY, Yo+ Y Y, +
2,y )+, Yy Y, = 0.

Die Doppelpunkte dieser kubischen Involution sind die

Wurzeln von:
e = 0.

Die dieser Involution beigeordnete Involution ist:

k(ay P32ty +3a,2y*+a,y®) (@, 03+, 2ty + Ba,wy*~+-
_‘"("43/3) =03
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beide haben dieselben Doppelelemente. Wir haben somit den
Satz:

ysDas Verschwinden der Hesse’schen Function der
Form «} liefert die Doppelpunkte der kubischen
Involution, welche man erhilt, wenn man die ersten
Polaren aller Punkte der Reihe beziiglich des Qua-
drupels «i bestimmt.“

Nehmen wir an, es soll die kubische Involution bestimmt
werden, wenn sie in obiger Weise definirt ist, und vier durch

af = 0

gegebene Doppelpunkte besitzt.

Diese Doppelpunkte werden dargestellt durch die Hesse’-
sche Funection einer gewissen biquadratischen Form; wenn wir
mit A;, die Hesse’sche Function von Af~+Ih darstellen, so ist

) [A —3 12] +f|— -+ 12}
und es muss somit:

ki—ézzzo

)
k = V-,
()]
sein.

Man wird somit zu zwei Gruppen von Punkten gefiihnt,
néamlich:

oder

i
=+ t/_G J+h = 0.

Auch diese zwei Gruppen gehoren der obenerwihnten biqua-
dratischen Involution an, und sollen nach Reye zwei apolare
Gruppen genannt werden.

Wenn 43 eine Gruppe der Involution

@+ =0

darstellt, so hat man:

T
— ! ,
A2, [/Iz—o—Vg .f‘jaz 0,
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wodureh eine neue Form der Beziehung zwischen einer Punkt-
gruppe und den vier Doppelelementen gegeben ist.*

Man sieht, dass sich an die Untersuchung der kubischen
Involution von selbst die Betrachtung der besonderen bigquadra-
tischen Involution:

kf+th =20 (5)
ansehliesst.

Bekanntlich ist die Jacobi’sche Funection der beiden Formen
fund A gleich der Covariante 7 der biquadratischen Form; das
Quadrat dieser Covariante ist gleich dem Producte:

(mf—h)(m'f—k)(m"f—h)

in welehem jeder Factor durch ein Quadrat dargestellt ist.

Die Doppelpunkte der biquadratischen Involution (5) ver-
einigen sich in drei verschiedenen Arten paarweise zu Quadrupeln
derselben Involution.

Auf Grund der durchgefiihrten Untersuchungen und mit Riick-
sicht auf die von Professor Emil Weyr erhaltenen Resultate®
{(dual iibersetzt) erhédlt man folgende Sitze:

»Ist auf einem Kegelschnitte eine krbische Punktinvolution,
so werden die Seiten der vollstiindigen Vierecke, welche gebildet
sind: aus den vier Doppelpunkten, aus den vier Verzweigungs-
punkten, aus den Verzweigungspunkten der beigeordneten Invo-
lution, aus den der Hesse'schen Function der Doppelpunkte
entspringenden Punkten, aus den zwei apolaren Gruppen und aus
den zwei p-Gruppen, eine Curve dritter Classe umhiillen. Die
gemeinsamen Tangenten dieser Curve und des Kegelschnittes
berithren letzterer in den sechs Doppelpunkten der Involution,
welche durch die Covariante 7' dargestellt werden. Diese sechs
Doppelpunkte lassen sich so in Paare 4,6, 8,9,, 8,0, gruppiren,
dass z. B. die Sehne 9,0, und die in 9, und &, an den Kegelschnitt
gelegten Tangenten ein der Curve dritter Classe umschriebenes
Dreiseit bilden.

1 Sur certaines covariants d’un systéme cubo-biquadratique; Bull, de
I'Acad. roy. de Belgique, 2m¢ série, t. XLVI, 1878.

2 Die Curven dritter Ordnung als Involutionscurven. Sitzungsb. der
kgl. bohm. Gesellschaft der Wissenschaften, 1877.
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Die Verzweigungspunkte dieser biquadratischen Involution
sind die Schuittpunkte der Curve dritter Classe mit dem Kegel-
schnitt, und da es zwdlf Verzweigungspunkte gibt, so ist die Curve
dritter Classe zugleich von der sechsten Ordnung.

Es wiren noch einige Bemerkungen zu machen iiber die
speciellen Fille, in denen die kubische Involution:

a4+ = 0

nicht mehr allgemeiner Natur ist.

Angenommen es wire (b)®=0. Dann ist die Quadrin-
variante der J acobi’schen IFunction gleich Null und die Doppel-
punkte bilden ein dquianharmonisches System.

Die beiden Verzweigungsgruppen sind in diesem Falle
identisch; sie sind dargestellt durch die Hesse’sche Function
der Jacobi'schen Function und sind ebenfalls dquianharmonisch.
Die beiden g-Gruppen fallen zusammen mit der Gruppe der
Doppelelemente und jener der Verzweigungselemente.

Dasselbe gilt von den beiden apolaren Gruppen.

Die Discriminante der Jacobi’schen Funetion ist das Product
der Invarianten R, Q zweier kubischer Formen; R ist ihre Resul-
tante und Q die Invariante, welche verschwindet, wenn die Invo-
lution einen dreifachen Punkt erhiilt.

Wenn Q = 0 ist, so wird D = 0; dann fallen zwei Doppel-
punkte zusammen. Das Product ¥ ist ein Quadrat und ebenso
die Form g5,

Alle diese Ergebnisse fliessen auch aus den von Herrn Emil
Weyr gegebenen geometrischen Constructionen.

Dieselben Schliisse gelten, wenn R = 0 ist; nur geht in
diesem Falle die kubische Involution iiber in einen festen Punkt
und eine quadratische Involution.
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