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Bemerkungen über kubische Involutionen.

Von Dr. C. Le Paige,
Professor an der U niversität in  L ü ttich .

D i e  U n t e r s u c h u n g -  d e r  h ö h e r e n  I n v o l u t i o n e n  f ü h r t ,  w i e  w i r  a n  
v e r s c h i e d e n e n  S t e l l e n  g e z e i g t  h a b e n ,  i n  e i n f a c h s t e r  A r t  z u r  
g e o m e t r i s c h e n  D a r s t e l l u n g  e i n e r  g r o s s e n  Z a h l  v o n  I n v a r i a n t e n  
a l g e b r a i s c h e r  F o r m e n .

D e r  G e g e n s t a n d  d i e s e r  k u r z e n  A r b e i t  s o l l  d i e  B e t r a c h t u n g  
k u b i s c h e r  I n v o l u t i o n e n  s e i n ;  w i r  w e r d e n  h i e d u r c h  z u  e i n i g e n ,  
u n s e r e s  E r a c h t e n s  n i c h t  u n i n t e r e s s a n t e n  R e s u l t a t e n  g e l a n g e n ,  u n d  
b e m e r k e n ,  d a s s  d e n  A n s t o s s  z u  d e n  f o l g e n d e n  E n t w i c k e l u n g e n  d i e  
N o t e  g e g e b e n  h a t ,  w e l c h e  P r o f e s s o r  E m i l  W e y r  u n s e r e r  A r b  e i t  ü b  e r  
d i e  s i n g u l ä r e n  E l e m e n t e  k u b i s c h e r  I n v o l u t i o n e n 1 b e i g e f ü g t  h a t .

E s  s e i
a l+ lb l  =  0, (1)

d i e  G l e i c h u n g  d e r  k u b i s c h e n  I n v o l u t i o n ;  d a n n  s i n d  d i e  D o p p e l 
p u n k t e  g e g e b e n  d u r c h :

=  (ab)albl  =  0 ,  ( 2)

u n d  d i e  V e r z w e i g u n g s p u n k t e  d u r c h :

e e  — 3 ( / J * h - 3 / m ®  - 1 - 3 7 zbl) =  0 .  ( 3 )

H i e r i n  i s t :

/ =  (ab)3, p  =  (pb)zbx Tr =  ( 6« ) 2 « *
u n d

b\ =  (abY<txbz .

D i e  i n  ( 3 )  v o r k o m m e n d e  C o m b i n a n t e  

pn3-hnbl

1 Sitzungsberichte der kais. Akademie der Wissenschaften, Bd. LXXXJ.
S. 1 5 9 — 1 6 4 .
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k a n n  d u r c h  d i e  H e s s e ’ s c h e  F u n c t i o n  d e r  J a c o b i ’ s c h e n  F u n c t i o n  
e r s e t z t  w e r d e n ,  s o  d a s s :

W4 =  —3(3 H j + I J ) .

D i e  V e r z w e i g u n g s p u n k t e  d e r  b e i g e o r d n e t e n  k u b i s c h e n  I n v o 
l u t i o n  s i n d  g e g e b e n  d u r c h :

© 4 . [{abfaj),]— [ ( « « ' ) zaxa'^[(bb'ybj)'x] =  0 ,

o d e r
y4  =  (9*)*—A'vS =  - ( 3  H j - I J  =  0. (4)

E s  i s t  n u n  l e i c h t ,  a u f  G r u n d  d e r  G l e i c h u n g  d e r  V e r z w e i g u n g s 
p u n k t e  d e n  v o n  E m i l  W e y r  a u f g e s t e l l t e n  S a t z  z u  b e w e i s e n :  „ E s  
g i b t  z w e i  k u b i s c h e  I n v o l u t i o n e n  m i t  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  D o p p e l 
p u n k t e n “ .

I n  d e r  T l i a t ,  s e t z e n  w i r  v o r a u s ,  d i e s e  D o p p e l p u n k t e  w ä r e n  
g e g e b e n  d u r c h  d i e  G l e i c h u n g :

f  =  =  Jx =  0 .

B e k a n n t l i c h  i s t :

[ ( „ i ) 3]2 =  6 (7 .7 ')4 ;

e s  e n t s p r e c h e n  d a h e r  d i e  V e r z w e i g u n g s p u n k t e  d e n  W u r z e l n  d e r  
G l e i c h u n g :

3(aa') 2 a 2.a/2 :+;^6(aa')4. a 4  =  0

u n d  e s  g i b t  s o m i t  z w e i  v o n  e i n a n d e r  v e r s c h i e d e n e  G r u p p e n  v o n  
V e r z w e i g u n g s p u n k t e n ,  w e l c h e  m i t  d e n  D o p p e l p u n k t e n  k u b i s c h e  
I n v o l u t i o n e n  b i l d e n .

D i e  z w e i  V e r z w e i g u n g s e l e m e n t e n g r u p p e n ,  w e l c h e  d e r s e l b e n  
G r u p p e

« 2  =  0 ,

v o n  D o p p e l e l e m e n t e n  e n t s p r e c h e n ,  s i n d  s o m i t  d i e  W u r z e l n  d e r  
G l e i c h u n g :

3 [(aa')4 « 2 *'2 ]2 —2(aa') 4 [a4 ] 2  =  0.

W i e  n u n  P r o f e s s o r  W e y r  g e z e i g t  h a t ,  l a s s e n  s i c h  d i e s e  V e r 
z w e i g u n g s p u n k t e  p a a r w e i s e  c o n s t r u i r e n ,  s o b a l d  m a n  d i e  v i e r  
D o p p e l p u n k t e  k e n n t ,  w o v o n  m a n  s i c h  a n a l y t i s c h  i n  f o l g e n d e r  
W e i s e  ü b e r z e u g e n  k a n n .
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B r i n g e n  w i r  d i e  b i q u a d r a t i s c h e  F o r m  i n  d i e  k a n o n i s c h e  F o r m :

b cx  Sj^-hey'*,

s o  s i n d  d i e  V e r z w e i g u n g s p u n k t e  d i e  W u r z e l n  d e r  G l e i c h u n g :

^'*1* =  a 3 ex  8r^b(tc(a a -+- 9  c 2)  x  Gy  2 —  (a2e2— h4aec2— %lc!i) x !iy !i-+-
-hbce(ae-\-9c2) x 2y G-h ae3y s =  0 .

B e k a n n t l i c h  k a n n  m a n  n u n  d i e  l i n k e  S e i t e  d i e s e r  G l e i c h u n g  
i n  z w e i  F a c - t o r e n  z e r l e g e n ,  d e n n  e s  i s t :

aefW  =  [a2e x %-\- { o r ( / r c - i - 9 c2) — A |  x 2ij2-h ae2y'4] X.
[a2exA r̂- { 3 c ( « e - H 9 i : ,2) - h A |  x 2 y 2 <te2 y'*\

w o b e i

A  =  + | / 4 / ) - ( ^ j

z u  s e t z e n  i s t ,  u n d  1) d i e  D i s c r i m i n a n t e  d e r  F o r m  uwx d a r s t e l l t .
S t e l l t  m a n  s i c h  d i e  v i e r  D o p p e l p u n k t e  a l s  v i e r  P u n k t e  e i n e r  

k u b i s c h e n  R a u m c u r v e  v o r ,  s o  k a n n  m a n  s i c h  l e i c h t  d i e  V e r z w e i 
g u n g s p u n k t e  h e r s t e i l e n .  D i e  v i e r  C u r v e n t a n g e n t e n  i n  d e n  D o p p e l 
p u n k t e n  h a b e n  z w e i  g e m e i n s c h a f t l i c h e  T r a n s v e r s a l e n ;  l ä s s t  m a n  
u m  d i e s e l b e n  E b e n e n  r o t i r e n ,  s o  b e s t i m m e n  s i e  a u f  d e r  R a u m c u r v e  
d i e  b e i d e n  k u b i s c h e n  I n v o l u t i o n e n .  D i e  E b e n e ,  w e l c h e  m a n  d u r c h  
e i n e  d i e s e r  T r a n s v e r s a l e n  u n d  d i e  T a n g e n t e  e i n e s  d e r  D o p p e l 
p u n k t e  h i n d u r c h l e g e n  k a n n ,  s c h n e i d e t  d i e  R a u m c u r v e  i n  d e m  
V e r z w e i g u n g s p u n k t e ,  w e l c h e r  j e n e m  D o p p e l p u n k t e  e n t s p r i c h t .

N a c h  d e m  W e y r ’ s c h e n  S a t z e  t r e n n e n  d i e  b e i d e n  V e r z w e i 
g u n g s p u n k t e  vv  v'v  w e l c h e  e i n e m  D o p p e l p u n k t e  dv e n t s p r e c h e n ,  
d i e  D o p p e l e l e m e n t e  d e r  d u r c h  d i e  d r e i  ü b r i g e n  D o p p e l p u n k t e  
d2 d3 d  ̂ b e s t i m m t e n  c y k l i s c h e n  P r o j e c t i v i t ä t  h a r m o n i s c h .

D a  j e d e s  D o p p e l e l e m e n t  d e r  c y k l i s c h e n  P r o j e c t i v i t ä t  m i t  d e n  
d r e i  E l e m e n t e n  dz dz dk e i n  ä q u i a n h a r m o n i s c h e s  S y s t e m  b i l d e t ,  s o  
s i n d  d i e  b e i d e n  D o p p e l e l e m e n t e  d i e  W u r z e l n  d e r  H e s s e ’ s c h e n  
D e t e r m i n a n t e  d e r  F u n c t i o n :

«’t  _
U v y — y x ^  ’

A b e r  a n d e r e r s e i t s  i s t  d i e  H e s s  e ’ s c h e  D e t e r m i n a n t e  d e r  k a n o 
n i s c h e n  F o r m :
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£ 3 — r s

gle ich
— 2 £ j .

M a n  h a t  s o m i t  d e n  b e k a n n t e n  S a t z :
„ D i e  H e s s e ’ s c h e  F u n c t i o n  e i n e r  k u b i s c h e n  F o r m  s t e l l t  d i e  

b e i d e n  d r e i f a c h e n  E l e m e n t e  e i n e r  k u b i s c h e n  I n v o l u t i o n  d a r ,  w e l c h e  
d u r c h  d a s  a u s  d e r  k u b i s c h e n  F o r m  f l i e s s e n d e  E l e m e n t e n t r i p e l  
b e s t i m m t  e r s c h e i n t , “

E s  i s t  l e i c h t ,  d i e  D o p p e l p u n k t e  e i n e r  c y k l i s c h e n  P r o j e c t i v i t ä t  
z u  c o n s t r u i r e n ;  v e r l e g t  m a n  n ä m l i c h  d i e  d r e i  P u n k t e  dz d3 dk a u f  
e i n e n  K e g e l s c h n i t t  u n d  c o n s t r u i r t  d i e  T a n g e n t e n  d e s s e l b e n  i n  
d i e s e n  P u n k t e n ,  s o  i s t  d a s  T a n g e n t e n d r e i s e i t  m i t  d e m  D r e i e c k  
dzd3dk p e r s p e c t i v i s c h  u n d  d i e  P e r s p e c t i v i t ä t s a x e  t r i f f t  d e n  K e g e l 
s c h n i t t  i n  d e n  b e i d e n  D o p p e l e l e m e n t e n . 1

W e n n  d2 dz d% d r e i  P u n k t e  e i n e r  k u b i s c h e n  R a u m c u r v e  s i n d ,  
s o  c o n s t r u i r e  m a n  i h r e  S c h m i e g u n g s e b e n e n ,  w e l c h e  s i c h  i n  e i n e m  
P u n k t e  d e r  E b e n e  (V /2rtf3r f 4)  s c h n e i d e n  w e r d e n ;  d i e  d u r c h  d i e s e n  
P u n k t  g e h e n d e  S e c a n t e  d e r  C u r v e  t r i f f t  d i e  C u r v e  i n  d e n  b e i d e n  
D o p p e l p u n k t e n  d e r  d u r c h  d%dzd  ̂ b e s t i m m t e n  c y k l i s c h e n  P r o j e c 
t i v i t ä t .

S i n d  a l s o  v i e r  P u n k t e  d u r c h  a% =  0  g e g e b e n  u n d  b e s t i m m t  
m a n  d u r c h  j e  d r e i  v o n  i h n e n  e i n e  c y k l i s c h e  P r o j e c t i v i t ä t ,  s o  m ü s s e n  
s i c h ,  w i e  a u s  d e m  F r ü h e r e n  f o l g t ,  d i e  a c h t  D o p p e l e l e m e n t e  d e r  
v i e r  c y k l i s c h e n  P r o j e c t i v i t ä t e n ,  d i e  m a n  s o  e r h ä l t ,  d u r c h  A u f l ö s u n g  
e i n e r  e i n z i g e n  b i q u a d r a t i s c h e n  G l e i c h u n g  b e s t i m m e n  l a s s e n .  U m  
d i e s e  G l e i c h u n g  z u  f i n d e n ,  b i l d e n  w i r  d a s  P r o d u c t  d e r  H e s s e ’ s c h e n  
F o r m e n  v o n :

O x  ( f x  C 'x  C‘ x

*y\ — ? / V  xVz—yx* nyz—yv* ^ —y ^

D i e s  P r o d u c t  f i n d e t  m a n  l e i c h t ,  w e n n  m a n  a'i i n  d e r  F o r m  

a ^ - i-b c ^  :v 2y  2 ~h h a3 x y  3+ « 4?/4 

v o r a u s s e t z t ;  e s  e r g i b t  s i c h :

1 Siehe : W e y  v, Grundzüge einer Theorie der kubischen Involutionen. 
•S. 48. Abh. der kgl. bölmi. Gesellschaft der Wissenschaften. 1874.
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Beinerkuugea über kubische Involutionen.

<2
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oder

4P« =  96(««01(«O Vk1]M(«OTM2
— 4 8 [(a a /) ( a 'a ,') ( a ,,a ) ] [ ( a a ')2a 2a ,2]a 4.

E s  i s t  ü b r i g e n s  a u c h :

4f>2 =
if~ i ~  h

-96 /i2
i 3— - 6 j '

w o r a u s  f o l g t :  

4  0«
2 4 / + 4 i ' A- 6 D  

if—  — - - . k

H i e m i t  i s t  d a s  o b e n  e r w ä h n t e  a l g e b r a i s c h e  T h e o r e m ,  w e l c h e s  
a u s  d e r  C o n s t r u c t i o n  d e r  p - P u n k t e  f o l g t e ,  e r w i e s e n .

Ü b e r d i e s  k a n n  a u f  G r u n d  d e r  v o r i g e n  B e t r a c h t u n g  a u c h  d e r  
f o l g e n d e  S a t z  a u s g e s p r o c h e n  w e r d e n :

„ D i e  D o p p e l p u n k t e  d e r  v i e r  c y c l i s c h e n  P r o j e c t i v i -  
t ä t e n  b i l d e n  z w e i  Q u a d r u p e l  d e r  d u r c h  d i e  P u n k t q u a -  
« d r u p e l  ^  b e s t i m m t e n  b i q u a d r a t i s c h e n  I n v o l u t i o n . “  

E i n e  k u b i s c h e  I n v o l u t i o n  k a n n  a u c h  d e f i n i r t  w e r d e n  a l s  
G e s a m m t h e i t  d e s  T r i p e l

bl =  0 ,
f ü r  w e l c h e

(ba)3cix =  0
i s t .

D e n n  i n  d e r  T h a t  g e n ü g t  h i e f ü r ,  w e n n  m a n  h a t :

^ xx%\h ̂ -x\ xt\)) ̂ (h{xV\V% -*~x i vy%-̂
- + - * W l ) - + - « 3 ^ 0 2  =  0 - 

x x t . t y -+-«8 ( x x y 1/ 2 - i - ^ t y ) - h a 3(x y ly t H - a ? t y y 2

- * - ^ 2 2/ . V i ) ^ - W i 2 /2  =  ° -

D i e  D o p p e l p u n k t e  d i e s e r  k u b i s c h e n  I n v o l u t i o n  s i n d  d i e  
W u r z e l n  v o n :

h %  =  0 .

D i e  d i e s e r  I n v o l u t i o n  b e i g e o r d n e t e  I n v o l u t i o n  i s t :  

Ä(a0x 3-h 3 a lx*y-+-3((vv y 2-ha3y s)-\-l(a lx 3-h3a2x'iy -h 3 a 3xy'i -t-

~i~aity'i) ~  <) j
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b e i d e  h a b e n  d i e s e l b e n  D o p p e l e l e m e n t e .  W i r  h a b e n  s o m i t  d e n

„ D a s  V e r s c h w i n d e n  d e r  H e s s e ’ s c h e n  F u n c t i o n  d e r  
F o r m  f4  l i e f e r t  d i e  D o p p e l p u n k t e  d e r  k u b i s c h e n  
I n v o l u t i o n ,  w e l c h e  m a n  e r h ä l t ,  w e n n  m a n  d i e  e r s t e n  
P o l a r e n  a l l e r  P u n k t e  d e r  R e i h e  b e z ü g l i c h  d e s  Q u a 
d r u p e l s  (4  b e s t i m m t . “

N e h m e n  w i r  a n ,  e s  s o l l  d i e  k u b i s c h e  I n v o l u t i o n  b e s t i m m t  
w e r d e n ,  w e n n  s i e  i n  o b i g e r  W e i s e  d e f i n i r t  i s t ,  u n d  v i e r  d u r c h

g e g e b e n e  D o p p e l p u n k t e  b e s i t z t .
D i e s e  D o p p e l p u n k t e  w e r d e n  d a r g e s t e l l t  d u r c h  d i e  H e s s e ’ 

s c h e  F u n c t i o n  e i n e r  g e w i s s e n  b i q u a d r a t i s c h e n  F o r m ;  w e n n  w i r  
m i t  hkj d i e  H e s s e ’ s c h e  F u n c t i o n  v o n  kf-\-lh  d a r s t e l l e n ,  s o  i s t

M a n  w i r d  s o m i t  z u  z w e i  G r u p p e n  v o n  P u n k t e n  g e f ü h r t ,  
n ä m l i c h  :

A u c h  d i e s e  z w e i  G r u p p e n  g e h ö r e n  d e r  o b e n e r w ä h n t e n  b i q u a -  
d r a t i s c h e n  I n v o l u t i o n  a n ,  u n d  s o l l e n  n a c h  R e y e  z w e i  a p o l a r e  
G r u p p e n  g e n a n n t  w e r d e n .

W e n n  Al  e i n e  G r u p p e  d e r  I n v o l u t i o n

u n d  e s  m u s s  s o m i t :

o d e r

s e i n .

d a r s t e l l t ,  s o  h a t  m a n :
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w o d u r c h  e i n e  n e u e  F o r m  d e r  B e z i e h u n g '  z w i s c h e n  e i n e r  P u n k t -  
g r u p p e  u n d  d e n  v i e r  D o p p e l e l e m e n t e n  g e g e b e n  i s t . 1

M a n  s i e h t ,  d a s s  s i c h  a n  d i e  U n t e r s u c h u n g  d e r  k u b i s c h e n  
I n v o l u t i o n  v o n  s e l b s t  d i e  B e t r a c h t u n g  d e r  b e s o n d e r e n  b i q u a d r a -  
t i s c h e n  I n v o l u t i o n :

Jcf-hlh =  0  ( 5 )
a n s c h l i e s s t .

B e k a n n t l i c h  i s t  d i e  J a c o b i ’ s c h e  F u n c t i o n  d e r  b e i d e n  F o r m e n  
f  u n d  h g l e i c h  d e r  C o v a r i a n t e  T  d e r  b i q u a d r a t i s c h e n  F o r m ; d a s  
Q u a d r a t  d i e s e r  C o v a r i a n t e  i s t  g l e i c h  d e m  P r o d u c t e :

(mf—  Ji) (m'f—  h) (tri 'f—  h)

i n  w e l c h e m  j e d e r  F a c t o r  d u r c h  e i n  Q u a d r a t  d a r g e s t e l l t  i s t .
D i e  D o p p e l p u n k t e  d e r  b i q u a d r a t i s c h e n  I n v o l u t i o n  ( 5 )  v e r 

e i n i g e n  s i c h  i n  d r e i  v e r s c h i e d e n e n  A r t e n  p a a r w e i s e  z u  Q u a d r u p e l n  
d e r s e l b e n  I n v o l u t i o n .

A u f  G r u n d  d e r  d u r c h g e f ü h r t e n  U n t e r s u c h u n g e n  u n d  m i t  R ü c k 
s i c h t  a u f  d i e  v o n  P r o f e s s o r  E m i l  W e y r  e r h a l t e n e n  R e s u l t a t e 2 
( d u a l  ü b e r s e t z t )  e r h ä l t  m a n  f o l g e n d e  S ä t z e :

„ I s t  a u f  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e  e i n e  k u b i s c h e  P u n k t i n v o l u t i o n ,  
s o  w e r d e n  d i e  S e i t e n  d e r  v o l l s t ä n d i g e n  V i e r e c k e ,  w e l c h e  g e b i l d e t  
s i n d :  a u s  d e n  v i e r  D o p p e l p u n k t e n ,  a u s  d e n  v i e r  V e r z w e i g u n g s 
p u n k t e n ,  a u s  d e n  V e r z w e i g u n g s p u n k t e n  d e r  b e i g e o r d n e t e n  I n v o 
l u t i o n ,  a u s  d e n  d e r  H e s s e ’ s c h e n  F u n c t i o n  d e r  D o p p e l p u n k t e  
e n t s p r i n g e n d e n  P u n k t e n ,  a u s  d e n  z w e i  a p o l a r e n  G r u p p e n  u n d  a u s  
d e n  z w e i  p - G r u p p e n ,  e i n e  C u r v e  d r i t t e r  C l a s s e  u m h ü l l e n .  D i e  
g e m e i n s a m e n  T a n g e n t e n  d i e s e r  C u r v e  u n d  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  
b e r ü h r e n  l e t z t e r e n  i n  d e n  s e c h s  D o p p e l p u n k t e n  d e r  I n v o l u t i o n ,  
w e l c h e  d u r c h  d i e  C o v a r i a n t e  T  d a r g e s t e l l t  w e r d e n .  D i e s e  s e c h s  
D o p p e l p u n k t e  l a s s e n  s i c h  s o  i n  P a a r e  o 5o ü g r u p p i r e n ,
d a s s  z .  B .  d i e  S e h n e  didz u n d  d i e  i n  u n d  o 2 a n  d e n  K e g e l s c h n i t t  
g e l e g t e n  T a n g e n t e n  e i n  d e r  C u r v e  d r i t t e r  C l a s s e  u m s c h r i e b e n e s  
D r e i s e i t  b i l d e n .  “

1 Sur certaines covariants cl’un systeme cubo-biquadratique; Bull, de 
lA cad. roy. de Belgique, 2 mc serie, t, XLVI, 1878.

2 Die Curven dritter Ordnung als Involutionscurven. Sitzungsb. der 
kgl. böhm. Gesellschaft der Wissenschaften, 1877.
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D i e  V e r z w e i g u n g s p u n k t e  d i e s e r  b i q u a d r a t i s c h e n  I n v o l u t i o n  
s i n d  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  C u r v e  d r i t t e r  C l a s s e  m i t  d e m  K e g e l 
s c h n i t t ,  u n d  d a  e s  z w ö l f  V e r z w e i g u n g s p u n k t e  g i b t ,  s o  i s t  d i e  C u r v e  
d r i t t e r  C l a s s e  z u g l e i c h  v o n  d e r  s e c h s t e n  O r d n u n g .

E s  w ä r e n  n o c h  e i n i g e  B e m e r k u n g e n  z u  m a c h e n  ü b e r  d i e  
s p e c i e l l e n  F ä l l e ,  i n  d e n e n  d i e  k u b i s c h e  I n v o l u t i o n :

ax~\~\bfx. =  0

n i c h t  m e h r  a l l g e m e i n e r  N a t u r  i s t .
A n g e n o m m e n  e s  A v ä r e  (ab)3 =  0 .  D a n n  i s t  d i e  Q u a d r i n -  

v a r i a n t e  d e r  J  a c  o b  i ’ s c h e n  F u n c t i o n  g l e i c h  N u l l  u n d  d i e  D o p p e l 
p u n k t e  b i l d e n  e i n  ä q u i a n h a r m o n i s c h e s  S y s t e m .

D i e  b e i d e n  V e r z w e i g u n g s g r u p p e n  s i n d  i n  d i e s e m  F a l l e  
i d e n t i s c h ;  s i e  s i n d  d a r g e s t e l l t  d u r c h  d i e  H e s s e ’ s c h e  F u n c t i o n  
d e r  J a c o b  i ’ s c h e n  F u n c t i o n  u n d  s i n d  e b e n f a l l s  ä q u i a n h a r m o n i s c h .  
D i e  b e i d e n  ^ - G r u p p e n  f a l l e n  z u s a m m e n  m i t  d e r  G r u p p e  d e r  
D o p p e l e l e m e n t e  u n d  j e n e r  d e r  V e r z w e i g u n g s e l e m e n t e ,

D a s s e l b e  g i l t  v o n  d e n  b e i d e n  a p o l a r e n  G r u p p e n .
D i e  D i s c r i m i n a n t e  d e r  J a c o b  i ’ s c h e n  F u n c t i o n  i s t  d a s  P r o d u c t  

d e r  I n v a r i a n t e n  jß ,  Q z w e i e r  k u b i s c h e r  F o r m e n ;  R  i s t  i h r e  R e s u l 
t a n t e  u n d  Q d i e  I n v a r i a n t e ,  w e l c h e  v e r s c h w i n d e t ,  w e n n  d i e  I n v o 
l u t i o n  e i n e n  d r e i f a c h e n  P u n k t  e r h ä l t .

W e n n  Q =  0  i s t ,  s o  w i r d  D =  0 ;  d a n n  f a l l e n  z w e i  D o p p e l 
p u n k t e  z u s a m m e n .  D a s  P r o d u c t  <pW i s t  e i n  Q u a d r a t  u n d  e b e n s o  
d i e  F o r m  p%

A l l e  d i e s e  E r g e b n i s s e  f l i e s s e n  a u c h  a u s  d e n  v o n  H e r r n  E m i l  
W e y r  g e g e b e n e n  g e o m e t r i s c h e n  C o n s t r u c t i o n e n .

D i e s e l b e n  S c h l ü s s e  g e l t e n ,  w e n n  R  =  0  i s t ; n u r  g e h t  i n  
d i e s e m  F a l l e  d i e  k u b i s c h e  I n v o l u t i o n  ü b e r  i n  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  
u n d  e i n e  q u a d r a t i s c h e  I n v o l u t i o n .
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