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Zur Theorie der symmetrischen Functionen.

Von F . M ertens.

1 .

D i e  H a u p t a u f g a b e  d e r  L e h r e  v o n  d e n  g a n z e n  s y m m e t r i s c h e n  
F u n c t i o n e n  n w i l l k ü r l i c h e r  E l e m e n t e  x v  x v  . .  . x n b e s t e h t  i n  d e m  
B e w e i s e  d e s  S a t z e s ,  d a s s  s i c h  j e d e  s o l c h e  F u n c t i o n  d u r c h  d i e  n 
e i n f a c h e n  s y m m e t r i s c h e n  V e r b i n d u n g e n

=  x x —i— Xg h — . . . —t—x  n 
C ,  =  X̂  Xz~t~Xy Xg—l—* . • —t—x n — i  x n

Cn —  x  |  x z . . .  x n ,

w o  Cx d i e  S u m m e ,  C2 d i e  S u m m e  d e r  P r o d u c t e  j e  z w e i e r , . . . .  Cn 
d a s  P r o d u c t  d e r  E l e m e n t e  b e z e i c h n e n ,  i n  g a n z e r  W e i s e  a u s d r ü c k e n  
l ä s s t ,  u n d  i n  d e r  A u f s t e l l u n g  e i n e s  b e q u e m e n  z u  d i e s e r  U m f o r ­
m u n g  f ü h r e n d e n  V e r f a h r e n s .  I n  d e m  F o l g e n d e n  s o l l  e i n  s o l c h e s  
V e r f a h r e n  a u s e i n a n d e r g e s e t z t  s o  w i e  a u c h  d i e  A n w e n d b a r k e i t  d e s  
C  a u  c h y ’ s c h e n  V e r f a h r e n s  1 a u f  s y m m e t r i s c h e  A u s d r ü c k e  v o n  a u s  
g l e i c h  v i e l e n  G l i e d e r n  b e s t e h e n d e n  E l e m e n t e n g r u p p e n  j g e z e i g t  
w e r d e n .

2.

D i e  i n  d e m  F o l g e n d e n  a u s e i n a n d e r z u s e t z e n d e  B e s t i m m u n g s -  
w e i s e  d e r  s y m m e t r i s c h e n  F u n c t i o n e n  b e r u h t  z u m  T h e i l  a u f  d e r  
V o r f r a g e : 2

W a s  k a n n  v o n  e i n e m  g a n z e n  s y m m e t r i s c h e n  A u s d r u c k e  S 
d e r  n  w i l l k ü h r l i c h e n  E l e m e n t e  x v  x v . . . x n b e h a u p t e t  w e r d e n ,

1 Exercices de m athem atiques IV, p. 103.
* Den ersten Theil dieses übrigens sehr leicht zu verallgemeinernden 

Satzes h a t H. K r o n e g k e r  in seinen V orlesungen an der Berliner Univer­
s itä t in den sechziger Jahren  gegeben.
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- w e l c h e r  i d e n t i s c h  v e r s c h w i n d e t ,  w e n n  m a n  e i n e s  d e r  E l e m e n t e ,  
- e t w a  x n, =  0  s e t z t ?

I n  e n t w i c k e l t e r  G e s t a l t  e r s c h e i n t  S  a l s  e i n e  S u m m e  v o n  
G l i e d e r n ,  w e l c h e ,  u n t e r  c e i n e n  v o n  x v x 2, . . . x n u n a b h ä n g i g e n  
C o e f f i c i e n t e n  u n d  u n t e r  « ,  , 3 , .  . v g a n z e  n i c h t  n e g a t i v e  Z a h l e n  v e r ­
s t a n d e n ,  s ä m m t l i c h  d i e  F o r m

« ß v -j \

CXY V  * ' X n ! )

b e s i t z e n ,  u n d  m a n  k a n n  s i c h  a l l e  d a s  n ä m l i c h e  P r o d u c t  . * / '  x ‘l . . . x  ‘ 
e n t h a l t e n d e n  G l i e d e r  z u s a m m e n g e z o g e n  b e z i e h u n g s w e i s e  g e ­
s t r i c h e n  d e n k e n ,  w e n n  s i c h  d i e s e l b e n  a u f h e b e n .  N a c h  d i e s e r  Z u -  
s a m m e n z i e h u n g  k a n n  e s  i n  d e r  E n t w i c k e l u n g  v o n  S  k e i n  G l i e d  
v o n  d e r  F o r m  1 )  m e h r  g e b e n ,  i n  w e l c h e m  e i n e s  d e r  E l e m e n t e  
x v  x 2,. . . x n f e h l t .  Z u n ä c h s t  f o l g t  n ä m l i c h  a u s  d e r  V o r a u s s e t z u n g ,  
d a s s  e s  k e i n e  G l i e d e r  g e b e n  k a n n ,  i n  w e l c h e n  x n f e h l t .  W ü r d e n
n u n  s i c h  n i c h t  a u f h e b e n d e  G l i e d e r  Vorkommen, i n  w e l c h e n  e t w a
d a s  E l e m e n t  x k f e h l t ,  s o  w ü r d e  d i e  V e r t a u s c h u n g  v o n  x n m i t  x k, 
w e l c h e  S  i d e n t i s c h  u n g e ä n d e r t  l ä s s t ,  i n  S  e i n e  G r u p p e  v o n  x n n i c h t  
e n t h a l t e n d e n  G l i e d e r n  e i n f ü h r e n ,  w e l c h e  s i c h  w e d e r  g e g e n  e i n ­
a n d e r  n o c h  a u c h  g e g e n  d i e  e t w a i g e n  a n d e r e n  — ■ x n e n t h a l t e n d e n
—  G l i e d e r  a u f h e b e n  k ö n n t e n .

I s t  n u n  d e r  G r a d  m v o n  S  i n  B e z u g  a u f  x v  x v . .  . x n <  u, s o  
m u s s  i d e n t i s c h  < S = 0  s e i n ,  w e i l  i n  d i e s e m  F a l l e  i n  S  k e i n e  a l l e  
E l e m e n t e  x v  x 2,.  . . x n e n t h a l t e n d e n  G l i e d e r  V o r k o m m e n  k ö n n e n .

I s t  d a g e g e n  m ^  n, s o  k a n n  d i e  E n t w i c k e l u n g  v o n  S  n u r  a u s  
G l i e d e r n  b e s t e h e n ,  w e l c h e  d a s  P r o d u c t  x t x 2 . . .  x n e n t h a l t e n ,  
u n d  m a n  k a n n

$  ■ X  |  t? g • . X  n

s e t z e n ,  w o  St e i n  g a n z e r  u n d ,  w i e  u n m i t t e l b a r  e r h e l l t ,  s y m m e t r i ­
s c h e r  A u s d r u c k  d e r  E l e m e n t e  x v  x 2,. . . x a v o m  G r a d e  m —  n i s t .  
I n s b e s o n d e r e  i s t  Sx e i n e  C o n s t a n t e ,  w e n n  m =  n.

3.

D i e s  v o r a u s g e s c h i c k t ,  l a u t e t  d e r  H a u p t s a t z  d e r  L e h r e  v o n  
d e n  g a n z e n  s y m m e t r i s c h e n  A u s d r ü c k e n  n w i l l k ü r l i c h e r  E l e m e n t e  
'r i> w i e  f o l g t :

E i n  g a n z e r  s y m m e t r i s c h e r  A u s d r u c k  S  d e r  E l e m e n t e  x v  
■ • ■ v n l ä s s t  s i c h  i m m e r  u n d  n u r  a u f  e i n e  W e i s e  i n  e i n e n  g a n z e n

63 *
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9 9 0 M e r te n s .

A u s d r u c k  d e r  i n  d e r  E n t w i c k e l u n g -  d e s  P r o d u c t e s  
( x - ^ x x) . . . ( . V H - d 7 2 )  . . . ( i F + a , ’ „ )  

n a c h  P o t e n z e n  v o n  x  a u f t r e t e n d e n  s y m m e t r i s c h e n  V e r b i n d u n g e n

Cj  =  Xy-hXg-h- . . - \ -Xn
C g  = =  X j  rCj  i'Vg —f— • . • —)— Xn_ \X n

C n =  x  j  ci g ■ • • x n

u m f o r m e n ,  d e s s e n  C o e f f i c i e n t e n  x v  x 2 , . . . x n n i c h t  m e h r  e n t h a l t e n  
u n d  i n  g a n z e r  g a n z z a h l i g e r  W e i s e  a u s  d e n  C o e f f i c i e n t e n  v o n  S  z u ­
s a m m e n g e s e t z t  s i n d .

D i e  B e h a u p t u n g ,  d a s s  d i e  g e n a n n t e  U m f o r m u n g  v o n  S  n u r  
a u f  e i n e  W e i s e  a u s f ü h r b a r  i s t ,  h a t  d e n  S i n n ,  d a s s ,  n a c h d e m  m a n  
i n  d e m  e r h a l t e n e n  A u s d r u c k e  v o n  C{, Cz . . Cn, d e s s e n  G l i e d e r  
a l l e  d i e  F o r m  c C7; C f . . .  C  h a b e n ,  a l l e  G l i e d e r  m i t  d e m s e l b e n1 2  n '
P r o d u c t e  C7 Cf2. . . C'n z u s a m m e n g e z o g e n  h a t ,  e i n e  z w e i t e  d e r a r t i g e  
F o r m  d e s s e l b e n  A u s d r u c k e s  S,  w e l c h e  n i c h t  G l i e d  f ü r  G l i e d  m i t  

j e n e r  ü b e r e i n s t i m m t ,  u n m ö g l i c h  i s t .  E i n e  u n m i t t e l b a r e  F o l g e  h i e ­

v o n  i s t ,  d a s s  d e r  G r a d  j e d e s  e i n z e l n e n  G l i e d e s  c C7 Cf. .C  i n  B e ­
z u g  a u f  x v  x v . . . x a i n  d e m  u m g e f o r m t e n  A u s d r u c k e ,  d .  h .  d i e  
Z a h l  cc —1— 2 / 3 —i— . . H - r c v  d e n  G r a d  m  v o n  S  n i c h t  ü b e r s t e i g e n  k a n n .  
W ä r e  d i e s  n ä m l i c h  d e r  F a l l ,  s o  k ö n n t e  m a n  d i e s e  G l i e d e r  d e r a r t  
i n  z w e i  G r u p p e n  y  u n d  $  t h e i l e n ,  d a s s  i n  j e d e m  G l i e d e  v o n  y 
<z-h2ß~t~. . -hnv  i n  j e d e m  G l i e d e  v o n  ip h i n g e g e n  a-h2ß  

w ä r e .  D a  a l s d a n n  S— y =  ip w ä r e  u n d  S— y  n a c h  
d e n  E l e m e n t e n  x v  x v . . . x n e n t w i c k e l t  n u r  G l i e d e r  e n t h a l t e n  k a n n , ,  
d e r e n  G r a d  m n i c h t  ü b e r s t e i g t ,  s o  m ü s s t e  i d e n t i s c h  S — y =  0  s e i n  
u n d  m a n  h ä t t e  f ü r  S  z w e i  U m f o r m u n g e n  y  u n d  y-hty.

U m  d i e s e n  S a t z  z u  b e w e i s e n ,  k a n n  m a n  a n n e h m e n ,  d a s s ,  
w e n n  i n  e i n e m  g a n z e n  s y m m e t r i s c h e n  A u s d r u c k e  S  d e r  E l e m e n t e  
x v  x v . . , x n x n =  0  g e s e t z t  u n d  d a s  R e s u l t a t  m i t  6 ’°  bezeichnet 
w i r d ,  S°  s i c h  u n d  z w a r  n u r  a u f  e i n e  W e i s e  i n  e i n e n  g a n z e n  A u s -  
d r u c k  d e r  d u r c h  d i e  I d e n t i t ä t

( x-hxy )  (x-\~xz) . . . 0 7 » _ i ) — Xn~ X =  B i Xn~*-hB2 Xn~ 3-h  . • •
- hB n — i

e r k l ä r t e n  V e r b i n d u n g e n  B v B %, . . . B n̂  u m f o r m e n  l a s s e .  D i e s e
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A n n a h m e  i s t  g e s t a t t e t ,  w e n n  n =  2 i s t ,  d a  i n  d i e s e m  F a l l e  i S 0 e i n e  
F u n c t i o n  v o n  x t a l l e i n  i s t ,  a l s o  u n m i t t e l b a r  a l s  g a n z e  F u n c t i o n  
d e s  C o e f f i c i e n t e n  d e s  A u s d r u c k e s  ( . r - 4 - a ?t) — x  e r s c h e i n t  u n d  n u r  
e i n e r  s o l c h e n  F o r m  f ä h i g  i s t .  W e n n  a b e r  n >  2 i s t ,  s o  i s t  S°  e i n  
g a n z e r  s y m m e t r i s c h e r  A u s d r u c k  d e r  n— 1  E l e m e n t e  x v  x 2, . . x n_ x 
u n d  d i e  o b i g e  A n n a h m e  l ä u f t  a u f  d i e  V o r a u s s e t z u n g  h i n a u s ,  d a s s  
d i e  G i l t i g k e i t  d e s  z u  b e w e i s e n d e n  S a t z e s  f ü r  n— 1  E l e m e n t e  b e ­
r e i t s  f e s t s t e h e .

W e n n  d i e  b e h a u p t e t e  U m f o r m u n g  v o n  S  m ö g l i c h  i s t  u n d  
m a n  s i c h  n a c h  A u s f ü h r u n g  d e r s e l b e n  a l l e  Cn n i c h t  e n t h a l t e n d e n  
G l i e d e r  i n  d e n  A u s d r u c k  f 0 (Cl , C2 , . . . Cn ^ : )  z u s a m m e n g e f a s s t  
d e n k t ,  w e l c h e r  u n t e r  U m s t ä n d e n  a u c h  i d e n t i s c h  =  0  s e i n  k a n n ,  
w e n n  n ä m l i c h  G l i e d e r  w i e  d i e  o b g e n a n n t e n  g a r  n i c h t  V o r k o m m e n ,  

. s o  i s t  d i e  D i f f e r e n z  S — y 0 (Cv  C2,.  . . j )  e n t w e d e r  i d e n t i s c h  =  0  
o d e r  d o c h  a u s  l a u t e r  G l i e d e r n  z u s a m m e n g e s e t z t ,  w e l c h e  Cn a l s  

F a c t o r  e n t h a l t e n .  S e t z t  m a n  d a h e r  x n =  0  u n d  b e z e i c h n e t  d e n  
A u s d r u c k ,  i n  w e l c h e n  d a d u r c h  S  ü b e r g e h t ,  m i t  S°,  s o  g e h e n  
■Cv C2, . . .  Cn- X b e z i e h u n g s w e i s e  i n  B v B2 , . . B ü b e r  u n d  e s  w i r d

S ° =  ?0 ( ß v  BV "  B n~0 -

D a  e i n e  s o l c h e  I d e n t i t ä t  n a c h  d e r  A n n a h m e  n u r  a u f  e i n e  
W e i s e  h e r g e s t e l l t  w e r d e n  k a n n ,  s o  e r h e l l t ,  d a s s  f 0 d e r  a u s  d e r  
V e r w a n d l u n g  d e s  g a n z e n  s y m m e t r i s c h e n  A u s d r u c k e s  S°  d e r  n— 1  
E l e m e n t e  x v  x 2, . . .  x n—i i n  e i n e  g a n z e  F u n c t i o n  v o n  B VB 2 } . . .  B n 
h e r v o r g e h e n d e  A u s d r u c k  s e i n  m u s s .  B e z e i c h n e t  u m g e k e h r t  

'9 o  ( ß v  • ’Bn—i) d i e s e n  A u s d r u c k  u n d  e r s e t z t  m a n  i n  d e m ­
s e l b e n  B v  B2,. . B n-1  b e z i e h u n g s w e i s e  d u r c h  Cv  C2 1 . . .  i ,  s o  
v e r s c h w i n d e t  d i e  D i f f e r e n z  S — y 0 (Cv  C2J. . .  i d e n t i s c h ,  w e n n
m a n  x n =  0  s e t z t ,  u n d  i s t  d a h e r ,  j e  n a c h d e m  d e r  G r a d  m v o n  
»V <  n o d e r  ^  n i s t ,  e n t w e d e r  i d e n t i s c h  =  0  o d e r  d u r c h  Cn t h e i l ­
b a r  u n d  d e r  Q u o t i e n t  e i n  g a n z e r  s y m m e t r i s c h e r  A u s d r u c k  v o n  

x 2, • . .  x n v o m  G r a d e  m — n.
I s t  n u n  m <  n, s o  i s t  d i e  U m f o r m u n g  v o n  S  b e e n d i g t  u n d  

m a n  h a t
$ =  ?o (^v r  • ' C«-i)-

I s t  m =  n, s o  i s t  St e i n e  C o n s t a n t e  c, d e r e n  W e r t h  d u r c h  E i n ­
s e t z u n g  b e s o n d e r e r  W e r t h e  f ü r  x v  x 2, . .  . x n l e i c h t  z u  e r m i t t e l n  
i s t ,  u n d
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9 9 2  Mertens.

S  =  f 0 (Cv  Cv . .  . C w_ j )  - i -  c Cn.

I s t  a b e r  in >  n,  s o  v e r f a h r e  m a n  m i t  S l s o  w i e  m i t  S.  E s -  
w i r d  d a n n ,  j e  n a c h d e m  m  <  2n  o d e r  m ^  2 n i s t ,

^1 =  ( ^ i >  • • • Cn-i)
o d e r

St =  cpj ( C j ,  C 2 , . .  . C h - i )  - + -  Cn Sz,

w o  5 2 s y m m e t r i s c h  u n d  v o m  G r a d e  m — 2n i s t .  S e t z t  m a n  d i e s e ;  
A u s d r ü c k e  s t a t t  St e i n ,  s o  e r g i b t  s i c h

S  — ?o (Cv  C j , . . . C i - i )  - + -  Cn ol (Cv  CZ). . Cn_ i )

b e z i e h u n g s w e i s e

S  =  <p0 (Cv  C 2 , . . . Cn_ i )  h -  Cn (pl (Cv  C2, . . .  - + -  C% iS g .

I m  e r s t e n  F a l l e  i s t  d i e  U m f o r m u n g  v o n  S  g e l e i s t e t .  I m  z w e i ­
t e n  F a l l e  i s t  s i e  e b e n f a l l s  e r r e i c h t ,  w e n n  m =  2n i s t ,  d a  a l s d a n n :  
S% e i n e  C o n s t a n t e  i s t .  W e n n  a b e r  m >  2n  i s t ,  s o  i s t  a u f  Sz w i e d e r  
d a s s e l b e  V e r f a h r e n  w i e  a u f  S  a n z u w e n d e n .  F ä h r t  m a n  i n  d i e s e r

W e i s e  f o r t ,  s o  m u s s  m a n  n a c h  h ö c h s t e n s  m ~+ " H ^

m-\-  7i— 1

S c h r i t t e n ,  w o
IC

7 7 1  -f-  I X ------1
d i e  g r ö s s t e  i n - - - - - - - - - - - -  e n t h a l t e n e  g a n z e  Z a h l  b e -

n
z e i c h n e t ,  z u  d e r  g e w ü n s c h t e n  U m f o r m u n g  v o n  S  g e l a n g e n .

D i e s e r  B e w e i s  e r h ä r t e t  d i e  W a h r h e i t  d e s  S a t z e s  z u n ä c h s t  
u n m i t t e l b a r  f ü r  z w e i  E l e m e n t e ;  s t e h t  d e r s e l b e  a b e r  f ü r  z w e i  E l e ­
m e n t e  f e s t ,  s o  g i l t  e r  a u c h  f ü r  d r e i ,  u .  s .  w .  Ü b e r d i e s  i s t  k l a r ,  d a s s ,  
w e n n  d i e  C o e f f i c i e n t e n  d e r  G l i e d e r  i n  <p0, <pv  i n  g a n z e r  g a n z ­
z a h l i g e r  W e i s e  a u s  d e n  C o e f f i c i e n t e n  v o n  S  z u s a m m e n g e s e t z t  s i n d ,  
d i e s  a u c h  v o n  d e r  U m f o r m u n g  v o n  S  g i l t  u n d  d a s s  e s  n u r  e i n e  
U m f o r m u n g  g e b e n  k a n n .

D i e  l ä s t i g e  B e s t i m m u n g  d e r  A u s d r ü c k e  Sv  S2 , . . .  k a n n  m a n  
u m g e h e n  u n d  o 0 , <pv . . . ,  w i e  f o l g t ,  b e s t i m m e n .

M a n  e n t w i c k e l e  S  n a c h  P o t e n z e n  v o n  x n b i s  z u r  kten P o t e n z ,

w e n n  k d i e  g r ö s s t e  i n  —  e n t h a l t e n e  g a n z e  Z a h l  b e z e i c h n e t ,  u n d  
n

S =  Q 0 - + -  Q j  x n Q g  x^ - t -  • - t -  Q »  &n - + - . • • •

es sei
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E s  s i n d  d a n n  Q .0 , Q r . . Q *  s y m m e t r i s c h  i n  B e z u g ’ a u f  x D 
x %, . u n d  k ö n n e n  d a h e r  i n  g a n z e  A u s d r ü c k e  v o n l ? l ;  Bv .. .  Bn_ 1 
v e r w a n d e l t  w e r d e n ,  s o  d a s s

S  =  f Q (Bv  B v . .  . B n—i )  - i -  x n f x (Bv  Z ? 2 , . . .  Bn_i)  h -  . . .  
-+-xknf  k (Bv  B z . . .  - B n- i ) h -  . .  . 

w i r d .  B e z e i c h n e t  m a n  n u n  a l l g e m e i n  d e n  C o e f f i c i e n t e n  v o n  x h i n  
d e r  E n t w i c k e l u n g  d e s  A u s d r u c k e s

^  (Cv  Cz , . .  . Cn—i )  =  ^  ( Bt - + -  x n, B z-\-Bx x n , . . . - ß n _ i  - + -  Bn—2 x n) 

n a c h  P o t e n z e n  v o n  x n m i t  ^ (7i) u n d  v e r g l e i c h t  i n  d e r  I d e n t i t ä t

?o (Pv  ^ 2 ?  • • • Vn—\)-*~Cn f i  (Cv  Cz r  . . Cn_ i )  h -  . . .
=  fo B z , . . Bn—i)-+-xn f \  (Bv  Bv . . . Bn— i )  - + - . . .

b e i d e r s e i t s  d i e  C o e f f i c i e n t e n  v o n  x°, x 1, . .  . x k, s o  e r g e b e n  s i c h  d i en 7 n 7 n 7 °

z u r  B e s t i m m u n g  v o n  f Q, y v . . . h i n r e i c h e n d e n  G l e i c h u n g e n :

? o = f o
+ Bn- 1 f l  =  A

B n _ !  ?2 = f t

? (0 1 'fil H - .  • . 4 - ^  fk = f k ,

i n  w e l c h e n  s i c h  d i e  F u n c t i o n s z e i c h e n  f 0, f Q ) . a u f  Bv  Bz,.  . .  B n- 1  
b e z i e h e n .  W e n n  i n s b e s o n d e r e  m e i n  V i e l f a c h e s  v o n  n  i s t ,  s o  i s t  
e i n e  C o n s t a n t e  u n d  d i e  l e t z t e  G l e i c h u n g  e n t b e h r l i c h .

4.
B e h u f s  B e u r t h e i l u n g  d e r  B r a u c h b a r k e i t  d e s  m i t g e t h e i l t e n  

V e r f a h r e n s  w i l l  i c h  d a s s e l b e  a u f  e i n i g e  w e n i g e r  e i n f a c h e  B e i ­
s p i e l e  a n w e n d e n .

I .  E s  s e i
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9 9 4  M e r t e n s .

Hier ist die Form

& =  fo  (ßv  ^2)_h 3̂ f i  Cz)-+~c 3̂ 

anzusetzen, w o c eine Constante bezeichnet. D a

S  =  [(a?t -4—o?8) Ä— 4 x s x z] [ x x x z— (a7t -4-a?Ä) x 3-+ -x ^ \%
=  ( B \ - ± B Z) (B\ 2 B X Bz x 3 —i— . . . )

ist, so hat man zur Bestim m ung von <p0, d ie G leichungen:

fo  = B \ B \ - ± B \  
fo W ^ z f t  =  % B 3t Bt + S B t B \ .

A us der ersten derselben folgt:

?0d) = 2 5 5 ^ — 10 5 ,  B \

und sodann aus der zw eiten:

Vt =  - i B \ + l % B l Bz.
Man hat also

s  ■= C \ C l— 4: C\ — 4 C \ Cg-f-18 Ct C% C3+ c  q .

Um  c zu bestim m en, setze m an x t =  2, x z =  x 3 =  — 1; es 
w ird dann S  =  0 , Cx =  0 , Cz =  — 3, Cz =  2 und som it c =  — 27. 
E s ist also

S = C \  C \— 4C®— 4C? ^ -+ -1 8  C2 27 Q .

II. E s sei
n =  4

6 'j  =  —i— o ?2 —f—o ?3  - + - 0 7 4
^2 =  X 1 x %-^~x \_ x 3- h X 1 X tl- h X 2 X 3-h -X z X i - h X 3 X k 
C3 =  X t X % X 3- \ - X x X z X !i-Jt -X l X 3 X k~ h X z x 3 x k 

•— X^ tTg #3 ^
B  i =  a ^ -i-# 2-»-a?3
7^2 =  X3~hX2 X3
B 3 =  x t x z x 3 und 

S  =  ( x x—  X z) \ x —  X 3) \ x x—  X ^ ) \ x z—  X 3) \ x z — # 4)*(a?3— ^ ) 2- 

H ier ist die Form  

$  =  fo  ( ß v  f i  ( ß v  ^ 2, C3) - \ - C l  f z (C v  Cz, C3)-+ -c  C l

anzusetzen, wo c eine Constante bezeichnet.
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S e t z t  m a n  z u r  A b k ü r z u n g

B\  B3- \ -1SBx B2 B3— 2 7 B\  =  D,

s o  e r g i b t  s i c h  a u f  G r u n d  d e s  v o r h e r g e h e n d e n  B e i s p i e l s

S  =  D ( x x— x ti)2(xz— x k)% (x3— x j 2 
=  D (B3- B % x ^ B x x l — x l Y  
=  D \ B \ — 2 B Z B3 x k-*-(B\-+-2Bx Bz) x \ + . .  . )

u n d  m a n  h a t  z u r  B e s t i m m u n g  v o n  y 0, <pv  <p2 d i e  G l e i c h u n g e n :  

fo =  * l D
f f )+ B z f l = - 2 B t Bl D

y»(ä,+ « 3  ? , “ > - * - #  i ,  =  < # - 1- 2*1 b , ) d .

A u s  d e r  e r s t e n  f o l g t :
f W  =  2BZ B3D-+-B23DW 
<p0w =  B \D -h 2 B z B3DM-+-B\DW', 

a u s  d e r  z w e i t e n

f i  =  — 4 B t D — B 3D M  
? W =  _ 4 BxD— öBzD ^ - ~ B zD ^  W ;

a u s  d e r  d r i t t e n

B3 ?2 =  6BxD -h 6 B zD ^ - h B 3(DW ( D _ / ) ( * ) ) .

E s  i s t  a b e r :

DW =  8 Bx B\-+-QB\B3— 2B\ B z — 3 6  Bz B3 
2 ) ( a )  =  b \— 2B\ Bz— % B \ + § B x Bs 

D d )  w  =  - 2 B \ - \ - l & B \  Bz — 2 4 B XBZ — 2 8  B \ .

D u r c h  E i n s e t z u n g  d i e s e r  A u s d r ü c k e  e r g i b t  s i c h :

%  W ,  Cv  C3) =  C\ C] C j - 4 Cl C l - 4 C \  C j + 1 8 C t C2 C J  
- 2 7 C J

f l  (Cv  c v  C3) =  1 6  Q — 4 C *  C 23 - H l 8 C f  C 2 ( 7 3 - 8 0  Cx C\ C3
— 6 C ] q - h l 4 A L \ q  

f t  (cv  CVC3) =  — 2 7  C f - n l 4 4 C f  ( 7 , - 1 2 8 ^ — 1 9 2 ^  C 3 .

c f i n d e t  m a n  a m  e i n f a c h s t e n ,  w e n n  m a n  x x — 1, x z =  — 1 ,  x 3 =  i, 
*r 3 —  — i  n i m m t .  E s  w i r d  d a n n  Cx =  Cz =  C3 =  0 ,  (7 4  =  —  1 ,  

=  — 2 5 6  u n d  d a h e r  c  =  2 5 6 .
I I I .  E s  s e i  n =  4  u n d
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# 8  ^ 3 + ^ 1  ^ 4  =  2 /3  5 
e s  s o l l e n  d i e  C o e f f i c i e n t e n

P  =  2/i+2/2- ^ 3 
Ö  =  ? / i  2 / 2 ^ - ü / i  2/ 3 2 / 3  
^  = =  2/1 2h  2/3

d e r  L  a  g  r  a n  g  e ’ s c h e n  E e s o l v e n t e

( y— 2/1) (2/— 2/*) (2/— 2/3) =  0
b e r e c h n e t  w e r d e n .

P  e r s c h e i n t  u n m i t t e l b a r  i n  d e r  F o r m  C2. U m  Q z u  b e s t i m m e n ,  
h a t  m a n  d i e  F o r m

Q =  ?0 ( ^ p  ^ 2y £3)-*-° 
a n z u s e t z e n ,  w o  c e i n e  C o n s t a n t e  b e z e i c h n e t .  S e t z t  m a n  x 4  =  0 ,  s o  
g e h t  Q i n  Bx Bz ü b e r ;  m a n  h a t  d a h e r

Q =  Cx C3-hc  C%.

Z u r  B e s t i m m u n g  v o n  c s e t z e  m a n  x x =  x z =  x 3 =  x^ =  1  
e s  w i r d  d a n n :

1 2  = 1 6 —1— c
a l s o

6- =  — 4
u n d

Q =  C, q - 4  Cv

F ü r  ß  i s t  d i e  F o r m

ß  =  ?o (fiv Cs)-+-Ck f i  C3) 

a n z u s e t z e n .  E n t w i c k e l t  m a n  R  n a c h  P o t e n z e n  v o n  x v  s o  e r g i b t  s i c h :  

R  =  B * + B a ( x \ + x l + x 32 )  * 4 + .

M a n  h a t  d a h e r :

? . = #
S V 1’ - * - » ,  f ,  =

A u s  d e r  e r s t e n  G l e i c h u n g  f o l g t :
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Zur Theorie der symmetrischen Functionen. 9 9 7

u n d  s o d a n n  a u s  d e r  z w e i t e n

?i =  B\
s o  d a s s

R =  q - h C \  C,—  4C2 c 4
w i r d .

I V .  E s  s e i  n =  4  u n d  d e r  s y m m e t r i s c h e  A u s d r u c k  

S  =  {Xy-hXg x 3 # 4 )  ( x x x z- h x 3 # 4 )  ( a ? t  a ? 2 4 ?3 H - a ? 4 )

u m z u f o r m e n .  H i e r  i s t  d i e  F o r m

$  =  ?o (Cv Cz, C3) 

a n z u s e t z e n  u n d  m a n  e r h ä l t  f ü r  x k =  0 :

( x x- \-xz # 3 )  x z-\~x3) ( x x x z x 3) =  cp0  (Bv  Bz, B3)*

S e t z t  m a n

?o (B v  Bv  Bz) =  'r'o (B v  # > ) ~ + ~ c  
s o  i s t  c e i n e  C o n s t a n t e  u n d  m a n  k a n n  z u r  B e s t i m m u n g ’ v o n  
x 3 =  0  s e t z e n .  E s  w i r d  d a n n :

'Po (X1 + *V  #2) =  (X —X\Y
=  ( x y - h x ^ K x ^ x ^ — 4 x t a ? Ä] .

H i e r a u s  e r g i b t  s i c h :

S e t z t  m a n ,  u m  c z u  b e s t i m m e n ,  x t =  x z =  x 3 =  1 ,  s o  w i r d  
— 1  =  — 9 h - c  a l s o  c =  8  u n d  d a h e r

?0 (Bv Bi , B 3) =  B l - 4 B l Bz- i -SB3 
S = C \ — 4 C X q , - h - 8 C 3 .

5 .
E i n  g a n z e r  s y m m e t r i s c h e r  A u s d r u c k  A  d e r  n G r u p p e n

x x y x. . .  . z x 
x z y z - - - - - z 2

^ n y  n • • • zn

v o n  j e  p  E l e m e n t e n  d .  h .  e i n  g a n z e r  A u s d r u c k  d i e s e r  E l e m e n t e ,  
w e l c h e r  i d e n t i s c h  u n g e ä n d e r t  b l e i b t ,  w e n n  m a n  d i e  G r r u p p e n  i n  
n ’g e n d  e i n e r  W e i s e  g e g e n  e i n a n d e r  v e r t a u s c h t ,  l ä s s t  s i c h  i m m e r
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' 9 9 8 M e r te n s .

i d e n t i s c h  a l s  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  C o e f f i c i e n t e n  d e s  n a c h  t, x,  y , . . . z  
z u  e n t w i c k e l n d e n  P r o d u c t e s

T  =  (t-+-t^) ( t - h t 2) .

d a r s t e l l e n ,  w o  z u r  A b k ü r z u n g

x c oc-i-yt  y - 4 - . . -hZi z  =  it
g e s e t z t  w o r d e n  i s t .

M a n  n e h m e  a n ,  d a s s  d i e s e r  S a t z  r i c h t i g  i s t ,  w e n n  m a n  s ä m m t -  
l i c h e  E l e m e n t e  x n, y n , . .  - zn d e r  l e t z t e n  G r u p p e  =  0  s e t z t .  D i e s e  
A n n a h m e  b e d a r f  f ü r  n =  2 k e i n e r  B e g r ü n d u n g  u n d  l ä u f t  f ü r  g r ö s ­
s e r e  W e r t h e  v o n  n a u f  d i e  V o r a u s s e t z u n g  h i n a u s ,  d a s s  d e r  S a t z  
f ü r  n — 1  G r u p p e n  v o n  j e  p  E l e m e n t e n  b e r e i t s  f e s t s t e h t .  G e l i n g t  
d a h e r  d e r  B e w e i s  d e s  S a t z e s  u n t e r  d i e s e r  A n n a h m e ,  s o  s c h l i e s s t  

m a n  d i e  R i c h t i g k e i t  d e s s e l b e n  z u n ä c h s t  f ü r  z w e i ,  s o d a n n  f ü r  d r e i  
G r u p p e n  u .  s .  w .

D e n k t  m a n  s i c h  A  n a c h  d e n  E l e m e n t e n  x n, y n,.  . , zn e n t ­
w i c k e l t ,  s o  s i n d  d i e  C o e f f i c i e n t e n  d e r  v e r s c h i e d e n e n  P r o d u c t e  v o n  
d e r  F o r m  x * y ß . .  .z* g a n z e  s y m m e t r i s c h e  A u s d r ü c k e  d e r  n —  1

71 n n °  v
d r u p p e n

x x y l . . . z i 
x 2 y 2. . . z2

x n— 1 2 /? i— 1 * * • s n— 1

- o d e r  a u c h  i n  d e m  F a l l e  n =  2 F u n c t i o n e n  v o n  x v  y v . . . z t a l l e i n  
u n d  l a s s e n  s i c h  d a h e r  n a c h  d e r  o b i g e n  A n n a h m e  i d e n t i s c h  a l s

Tg a n z e  F u n c t i o n e n  d e r  C o e f f i c i e n t e n  d e s P r o d u c t e s - - - - - - d a r s t e l l e n .

D i e s e  C o e f f i c i e n t e n  e r s c h e i n e n  a b e r  a l s  g a n z e  F u n c t i o n e n  v o n  x n, 
y n , . . .  zn u n d  d e r  C o e f f i c i e n t e n  v o n  T,  w e n n  m a n  d i e  e n t w i c k e l t e  
F o r m  v o n  T  d u r c h  t-\~tH a l g e b r a i s c h  t l i e i l t ,  w o d u r c h  n ä m l i c h ,  w e n n

T  =  t n- 1- i -P2 tn~ 2- h . .  . - h P n

g e s e t z t  w i r d ,

J L -  =  1„) t«-"-. . .  1-. . .  ±t„

- e r h a l t e n  w i r d .  E s  l ä s s t  s i c h  d a h e r  A  i d e n t i s c h  a l s  g a n z e  F u n c t i o u
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v o n  ccny y n , .  . . z n u n d  d e r  C o e f f i c i e n t e n  v o n  T  d a r s t e l l e n ,  s o  d a s s  
m a n

a  =  2 )

s e t z e n  k a n n ,  w o  Haß. ,mZ d i e  C o e f f i c i e n t e n  v o n  T  i n  g a n z e r  W e i s e  
e n t h ä l t .

M a n  k a n n  s o g a r  b e w i r k e n ,  d a s s  i n  j e d e m  G l i e d e  d i e s e r  
S u m m e  a- \ -ß - + - . . . h - s  c n  s e i .  D a  n ä m l i c h  T  f ü r  t =  — t n v e r ­
s c h w i n d e t ,  s o  h a t  m a n

f n_ p  t»r-i p  f - 2 _ ' "  =  o
n  1 n  & n  —  a

u n d  d u r c h  M u l t i p l i c a t i o n  m i t  t™~n, w e n n  m ^ n  i s t ,

r  =  p ,  tm+n^  -  r  t m+n~* - t - . .  + p )4 tm- \n 1 n * n ' ,c n

N i m m t  m a n  n u n ,  w o f e r n  a-t -ß-t -,  . .-\-z7^.n  i s t ,  m =  tx-hß 
- h . . H - s  u n d  v e r g l e i c h t  i n  d e r  v o r s t e h e n d e n  I d e n t i t ä t  b e i d e r s e i t s  
d i e  C o e f f i c i e n t e n  v o n  x* y ‘3 . ze, s o  e r h ä l t  m a n  x a . . z z l i n e a ru 7 n & n n
d u r c h  G l i e d e r  v o n  d e r s e l b e n  F o r m  a b e r  m i t  g e r i n g e r e r  E x p o n e n ­
t e n s u m m e  a u s g e d r ü c k t ,  w o b e i  a l s  C o e f f i c i e n t e n  d i e s e r  G l i e d e r  n u r  
g a n z e  V e r b i n d u n g e n  d e r  C o e f f i c i e n t e n  v o n  T  a u f t r e t e n  k ö n n e n .

D a  d i e  G l e i c h u n g  2 )  i n  B e z u g  a u f  a l l e  E l e m e n t e  i d e n t i s c h  
i s t ,  s o  k a n n  m a n  i n  d e r s e l b e n  d i e  G r u p p e n  b e l i e b i g  m i t  e i n a n d e r  
v e r t a u s c h e n  u n d  e r h ä l t

a  =  z h ,„.

A =  2  . .* x'1 ■ . 2 * .n ” n n

A d d i r t  m a n  d i e s e  I d e n t i t ä t e n  u n d  s e t z t  z u r  A b k ü r z u n g  r

Zur T heorie der symmetrischen Functionen. 9 9 9 1

* .ß  ? , a ß  £ a ß  - 
• * * 1 ^ 2  3^8 * ' " ^ n V n -  ' '  Z  n =

SSO w i r d

A =  — 2  Han. . . e S«ß. . 
n

S t e l l t  m a n  n u n  d e n  i n  B e z u g  a u f  tv  t2). . . t n s y m m e t r i s c h e n  
A u s d r u c k  . . .  a l s  g a n z e  F u n c t i o n  v o n  PV P %). . P n
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d a r ,  s o  e r s c h e i n t  d e r s e l b e  a u c h  a l s  g a n z e  F u n c t i o n  <p v o n  x, y , . 
u n d  d e r  C o e f f i c i e n t e n  v o n  T.  N i m m t  m a n  d a n n  k =  cc-hß-h- . . . - t - s  
u n d  v e r g l e i c h t  i n  d e r  I d e n t i t ä t

a u f  b e i d e n  S e i t e n  d i e  C o e f f i c i e n t e n  v o n  x'1- y lJ. . . z z, s o  e r g i b t  s i c h  
u n m i t t e l b a r  s aß . . . s a l s  g a n z e  F u n c t i o n  d e r  C o e f f i c i e n t e n  v o n  T.

N a c h  E i n s e t z u n g  d e r  f ü r  d i e  v e r s c h i e d e n e n  S u m m e n  « „ 3. . . .  
g e f u n d e n e n  W e r t h e  i s t  d i e  U m f o r m u n g  v o n  A  v o l l e n d e t .
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