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Uber Beziehungen zwischen Kegelschnittbiischeln und
rationalen Curven dritter Classe.

Von Michael Trebitscher,

ord. Horer der phil. Facultit in Wien.

1. Die unendlich weiten Punkie der einzelnen Elemente
eines Kegelschnittbiischels bilden eine Involution. Darin liegt
begriindet, dass jeder Kegelschnitt desselben durch seine Axen-
richtungen individualisirt ist. Construiren wir n#mlich in einer
Strahleninvolution fiir jedes Paar derselben die zwei, auf einander
senkrecht stehenden Halbirungsstrahlen der durch das Paar ge-
bildeten Winkel, so miissen die so erhaltenen Strahlenpaare
sammtlich von einander verschieden sein oder alle in eines zu-
sammenfallen; denn bildet ein solches Strahlenpaar die Hal-
birungsstrahlen von zwei Paaren der Involution, so muss dasselbe
als Strahlenpaar, welches zwei andere Strahlenpaare desselben
Biischels harmonisch trennt, das Doppelelementenpaar fiir die
durch jene Strahlenpaarc bestimmte Involution sein, woraus dev
Satz unmittelbar hervorgeht. Wenden wir diesen Satz auf die
Strahleninvolution an, welche wir erhalten, wenn wir die Paare
der Asymptotenrichtungen der Kegelschnitte des Biischels aus
irgend einem Punkte projiciren und ziehen in Betracht, dass jetzt
die Halbirungsstrahlen die Axenrichtungen enthalten, so sehen
wir, dass, wenn in einem Kegelschnittbiischel anch nur ein Kegel-
schnittspaar nicht durch seine Axenvichtungen individualisirt ist,
alle Elemente desselben dieselben Axenrichtungen haben miissen,
und dass dies nur dann eintritt, wenn die Involution der Asymp-
totenrichtungspaare ein Punktepaar als Doppelelementenpaar be-
sitzt, welches die imagindren Kreispunkte harmonisch trennt,
d. h. wenn in dem Biischel ein Kreis enthalten ist, oder, was das-
sclbe ist, wenn die Axen der zwei Parabeln, welche das Biischel
enthéilt, anf einander senkrecht stehen.
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2. Der Ort der Mittelpunkte fiir das Kegelschnittbiischel ist
bekanntlich wieder ein Kegelschnitt U,. Bringen wir diese Wahr-
heit mit der eben abgeleiteten in Verbindung, so bemerken wir,
dass die Axen der Kegelschnitte eines Biischels als Erzeugniss
einer 1—2deutigen Beziehung zwischen U, und der unendlich
weiten Geraden Koo auftreten. Jedem Kegelschnitte sind nimlich
projectivisch auf U, sein Mittelpunkt, auf Koo seine Axenrichtun-
gen zugewiesen.

Dureh Vermittelung des Kegelschnittbiischels entsprechen
also jedem Punkte von U, zwei Punkte der unendlich weiten Ge-
raden, jedem Punkte dieser aber nur ein Punkt von U,. Weil von
den zwei Axenrichtungen einer Parabel eine zugleich den Mittel-
punkt derselben bildet, hat noch diese 1—2deutige Verwandt-
schaft speciell die Eigenschaft, dass die gemeinsamen Punkte
und ¢ der Triiger, die Schnittpunkte von U, mit Koo einmal sich
selbst entsprechen. Wollen wir nun die Classe fiir die Enveloppe
aller Verbindungslinien entsprechender Punkte von U, und Koo
bestimmen, so brauchen wir nur die Anzahl der Doppelelemente
zweier concentrischer 1—4deutiger Strahlenbiischel zu finden,
welche wir in einem beliebigen Punkte p der Ebene erhalten,
wenn wir aus diesem einerseits das oben definirte Punktsystem
auf Koo, welches die imaginiiren Kreispunkte als Doppelelemente
besitzt, anderseits das auf dieses projectivisch bezogene Punkt-
continuum von U, projiciren. Von den in einer solchen conlocalen
Verwandtschaft erster Stufe auftretenden 5 Doppelstrahlen sind
zwei die von p nach den Mittelpunkten « und ¢ der zwei Parabeln
gerichteten Strahlen, welche ja zwei entsprechende, zusammen-
fallende Punkte verbinden. Die gesuchte Umhiillungscurve zer-
fillt daher in die zwei Parallelstrahlenbiischel (<) und (¢) und in
eine Curve dritter Classe, welche im Allgemeinen nicht mehr de-
generiren kann; sie muss ja Koo als Doppeltangente haben, weil
von jedem Punkte dieser Geraden — wegen der 1—2deutigen
Beziehung — ausser ihr selbst nur noch ein Strahl des Erzeug-
nisses geht; und zwar tritt Koo durch die Punkte in das Erzeug-
niss ein, welche den Punkten und ¢ ausser ihnen selbst noch
auf Koo entsprechen, das sind die zu ¢ =¢" und ¢ = ¢’ beziiglich
der imaginiren Kreispunkte conjugirten Punkte ', und ¢’,. Die
nach Trennung der Parallelstrahlenbiischel (¢) und (y) iibrig-
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gebliebene Enveloppe konnte daher hochstens in eine Parabel
und in ein Parallelstrahlenbiischel (¢',) oder (y',) zerfallen. Die
Strahlen dieses Biischels wiirden U, in je zwei Punkten schnei-
den, von welchen der eine durch die Verwandtschaft den betref-
fenden Strahl selbst erzeugen miisste; dieser Schnittpunkt wire
also — nach der obigen Feststellung der 1—2deutigen Bezie-
hung — der Mittelpunkt fiir denjenigen Kegelschnitt, fiir welchen
der Strahl eine Axe ist. Die sammtlichen Strahlen des Parallel-
strahlenbiischels konnten aber nur Axen fiir einen und denselben
Kegelschnitt sein, weil wir nur den allgemeinen Fall betrachten,
in welchem jeder Kegelschnitt des Biischels durch seine Axen-
richtungen individualisirt ist. Es geht also aus dieser Untersuchung
hervor, dass die Umhiillungseurve der Axen, als Curve dritter
Classe, fiir diejenigen Kegelschnittbiischeln, welche keinen Kreis
enthalten nur dann zerfallen kann, wenn in dem Biischel ein
Kegelschnitt enthalten ist, welcher unendlich viele Mittelpunkte
besitzt, d. h. eine degenerirte Parabel, oder, was dasselbe ist (man
vergl. meine Abhandlung: ,Uber die Reduction ete.“ Sitzungs-
berichte der kais. Akad. der W. Nov.-Heft, 1879), wenn U,
degenerirt. Im Allgemeinen istalso die Umhiillungsecurve
der Axen fiir das Kegelschnittbiischel eine einfache
Curve dritter Classe, welche die unendlich weite Ge-
rade in den Nebenaxenrichtungen ¢, und ¢, seiner
zwei Parabeln berithrt.

3. Welche die aus den Punkten von Koo gehenden Strahlen
der Enveloppe sind, ist schon erwihnt worden. Ich will noch die
Natur der Strahlentripel ndher bestimmen, welche aus jedem
Punkte von U, an die Enveloppe gehen. Jede Axe schneidet 7,
in zwei Punkten, von welchen der eine « den Mittelpunkt fiir den
der Axe zugehorigen Kegelschnitt bildet und ihr daher vermoge
der frither definirten Beziehung eindeutig zugeordnet ist, der an-
dere B den Mittelpunkt eines anderen Kegelschnittes darstellt
und mit der Axe auch rational verkntipft ist. Greifen wir diesen
letzteren Punkt heraus, so gehen durch ihn vom Erzeugnisse
erstens diese Axe, dann aber noch die zwei auf einander senk-
recht stehenden Axen des Kegelschnittes, welcher ihn als Mittel-
punkt besitzt. Da durch jeden Punkt von U, ausser der zwei,
ihm vermoge der festgestellten 1—2deutigen Beziehung ange-
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horigen Axen immer und nur noch eine Axe gehen kann,
s0 besteht zwischen den Richtungen der Axen und
den zugehdrigen B-Punkten von U, eine Projectivitiit:
jeder Richtung entspricht nur eine Axe, jeder Axe nur ein Punkt
von U, als (3, jedem Punkte von U, nur eine solche Axe und
endlich jeder Axe nur eine Richtung.

Die Umhiillungscurve der Axen kann daher auch
als Erzeugniss der projectivisch auf einander bezoge-
nen U, und Koo aufgefasst werden. In dieser projectivischen
Beziehung entsprechen den gemeinsamen Punkten ¢ und o der
Triger, wenn wir sie zu U, rechnen, die frither definirten Punkte
¢', und ', resp.

4. Vermbge dieser Projectivitit konnen beliebig viele Tan-
genten der in Rede stehenden Umbhiillungseurve linear construirt
werden, nachdem man einem Punkte « von U, in dem frither fest-
gestellten Sinne den zugehorigen Punkt ¢’ auf Koo zugeordnet hat.
Damit ist zugleich die Rationalitiit der Umhiillungscurve direct
gezeigt und sowohl auf U, als auf Koo eine Abbildung derselben
gegeben, indem jeder Punkt dieser Triger — vermige der Projec-
tivitit — nur eine Axe darstellt und jeder andere Punkt eine an-
dere. Die zwei Bilder der Doppeltangente Koo sind auf U, ¢ und
@, auf Koo ¢, und ¢',.

5. Weil die conjugirten Tangenten einer rationalen Curve
dritter Classe auf ihr eine Involution bilden, deren Doppelelemente
die Nachbartangenten der Doppeltangente sind, so bildet sich diese
Involution fiir unsere Umhiillungseurve auf U, durch die Punkt-
involution ab, deren Doppelpunkte ¢ und ¢ sind. Daraus folgt
dass die durch diametral gegentiiberliegende Punkte von U,
welche Mittelpunkte von conjugirten Kegelschnitten sind, gehen-
den dritten, d. h. die nach Absonderung der senkrechten Tan-
gentenpaare tibrig gebliebenen Strahlen der Enveloppe conju-
girte Tangenten derselben sind.

Jede Tangenteninvolution der Curve dritter Classe, deren
Paare sich auf einer Tangente der Curve durchschneiden, zu
welchen daher als Paar auch die Nachbartangenten der Doppel-
tangente gehoren, wird auf U, durch eine Involution abgebildet,
deren Centrum auf Koo liegt; und umgekehrt stellt jede Punkt-
involution von U,, deren Centrum unendlich weit ist, eine solche
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sogenannte centrale Tangenteninvolution der Curve dritter Classe
dar. Eine solche Punktinvolution von U, ist auch diejenige,
welche durch die Mittelpunkte der dhnlichen Kegelschnitte des
Biischels gebildet wird (man vergleiche meine oben citirte Ab-
handlung). Daraus folgt der Satz: die durch zwei Mittelpunkte
von dhnlichen Kegelschnitten des Biischels an die Enveloppe der
Axen gehenden dritten Strahlen schneiden sich in derselben Tan-
gente der Curve.

6. Durch Zihlung der Bedingungen erkennt man, dass jede
Curve dritter Classe, welche Koo als Doppeltangente
besitzt, als Umhiillungscurve der Axen betrachtet
werden kann, und zwar noch fiir unendlich viele Kegelschnitt-
biischel, fiir deren Bestimmung noch ein Basispunkt beliebig ge-
wihlt werden kann; der Ort U, der Mittelpunkte ist aber als
Involutionskegelschnitt der senkrechten Tangenten der Um-
hilllungscurve durch dieselbe schon eindeutig bestimmt, wihrend
zu einem Orte der Mittelpunkte noch unendlich viele Umhiillungs-
curven gehoren, da fir die Bestimmung der Projectivitit
zwischen U, und Koo noch eine Bedingung frei ist: denn dadurch,
dass den 2 Punkten ¢ und ¢ von U, die Punkte ¢';, ¢, von Koo
entsprechen, ist der Charakter von U, als Involutionskegelschnitt
der senkrechten Tangenten fiir das ebenfalls schon dadurch als
Umbhiilllungscurve der Axen charakterisirte Erzeugniss schon
bestimmt.

Betrachtet man z. B. die Steiner’sche Hypocycloide als Um-
hiilllungseurve der Axen, so ist der zugehorige Mittelpunktskegel-
schnitt U, ein Kreis (die Punkte ¢', ', sind hier die imaginiren
Kreispunkte, mit welchen demzufolge auch ¢ und ¢ zusammen-
fallen) und das Kegelschnittbiischel enthdlt lauter gleichseitige
Hyperbeln. Man sieht zugleich, dass die Umhiillungs-
curve der Axen fiir ein Kegelschnittbtischel, welches
aus lauter gleichseitigen Hyperbeln besteht, immer
eine Steinersche Hypoeycloide ist.

7. Die Realitéit der Spitzen der Umhiillungscurve hiingt, nach
bekannten Sitzen, von der Realitit der Punkte ¢ und ¢ ab. Ist
U, eine Ellipse, so sind alle drei Spitzen reell, ist U, eine Hyper-
bel so sind zwei Spitzen imaginir, fallen die zwei Parabeln des

Kegelschnittbiischels zusammen, so ist anch ¢',/=¢', und die
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Curve dritter Classe hat Koo als Inflexionstangente und ist daher
eine Curve dritter Ordnung.

8. Abgesehen von dem Falle, wo in dem Biischel ein Kreis ent-
halten ist, wo also U, eine gleichseitige Hyperbel ist, konnte —
nach fritheren Untersuchungen — unsere Curve dritter Classe nur
noch degeneriren, wenn U, degenerirt. Dass in diesem Falle die
Umbiillungscurve der Axen auch wirklich degenerirt, zeigt fol-
gende Uberlegung. Der eine Bestandtheil von U, ist in diesem
Falle die Mittellinie der degenerirten Parabel, welche in dem
Biischel enthalten sein muss. Jedem Punkte dieser Geraden &
entspricht in dem Sinne der frither festgestellten 1—2deutigen
Beziehung auf Koo die Richtung  der Geraden und die darauf
senkrechte Richtung ¢';. Der andere Bestandtheil &, von U, ent-
hilt die Mittelpunkte aller Kegelschnitte des Biischels; von jedem
Punkte derselben gehen zwei auf einander senkrechte Strahlen
der Enveloppe als Axen des zugehorigen Kegelschnittes und
ausserdem ein Strahl des Parallelstrahlenbiischels (¢',). Die frither
definirte projectivische Beziehung zwischen U, und Koo ist also
jetzt vertreten durch eine Beziehung, vermdge welcher jedem
Punkte von &, derselbe Punkt ¢ entspricht, jedem Punkte von
z aber immer eine von Koo und umgekehrt entspricht. Die En-
veloppe besteht daher aus dem Parallelstrahlen-
biischel (¢/)) und aus einer Parabel fiir welche & eine
Tangente und &, als Ort der Schnittpunkte senkrech-
ter Tangenten, die Directrix ist. Sind beide Parabeln des
Biischels degenerirt, so degenerirt auch noch diese Parabel, und
die Enveloppe besteht jetzt aus den Parallelstrahlenbiischeln (¢',)
und (¢',) und aus einem Strahlenbiischel, dessen Scheitel der
Doppelpunkt von U,, der gemeinsame Mittelpunkt aller Kegel-
schnitte des Biischels ist.

9. Dieselben Untersuchungen, die wir hier fiir die
Umhiillungscurve der Axen durchfiithrten, gelten anch
fiir die Umhiillungscurve der Asymptoten, mit dem Unter-
schiede, dass dieselbe die unendlich weite Gerade nicht in ¢'; und
¢, sondern in ¢ und ¢ selbst beriibrt, weil die Asymptoten-
richtungen der Kegelschnitte eines Biischels eine Involution bil-
den, deren Doppelpunkte < und ¢ sind, wihrend dic Involution
der Axenrichtungen die imaginiren Kreispunkte als Doppel-
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punkte besass. Die Projectivitit zwischen U, und Koo, als deren
Erzeugniss auch die Umhiillungscurve der Asymptoten auftritt,
hat hier daher die Eigenschaft, dass die gemeinsamen Punkte
cund ¢ der Triger sich wechselseitig entsprechen. Eine solche
Projectivitiit zwischen einer Geraden G und einem Kegelschnitte
C, lasst sich — wie gleich gezeigt werden wird — in sehr ein-
facher Weise vervollstindigen.

10. Projicirt man die schon durch ein Paar entsprechender
Punkte a-—a’ bestimmten, entsprechenden Punktepaare w—a’ von
C, und G aus einem Dbelicbigen Punkte s von €, durch Strahlen-
paare y—y', so bilden diese eine Involution, weil sie ein ge-
schlossenes Strahlenpaar enthalten, welches durch Projection des
geschlossenen Punktepaares (e=f") — (e'=f') entsteht, das den
Trigern C, und G gemeinsam ist. Wihlen wir s als zweiten
Schnittpunkt der Verbindungslinie (#«") mit C,, so ist (sa)=(sa")
und weil dem Strahle (sa’) als y' (sa) als y entspricht, ist auch
demselben Strahle (sa")=(sz) als x (s«) als ;' zugeordnet, d. h.
der dem Punkte @ von C, entsprechende Punkt & von
G wird als Sehnittpunkt von («¢s) mit ¢ gefunden, wenn
s den zweiten Schnittpunkt der Geraden (x«') mit C,
bedeutet. Derselbe Satz kann auch so ausgesprochen werden :
»Ist die Projectivitit zwischen einem Kegelschnitte C, und einer
Geraden & von der Beschaffenheit, dass sich die gemeinsamen
Elemente e, f gegenseitig entsprechen, und sind drei Punkte «,
s, @ so auf C, gelegen, dass einem unter ihnemn, z. B. dem
Punkte « der Schnittpunkt «' der ihm gegeniiberliegenden Seite
(sa) des Dreieckes («sa’) mit G entspricht, so haben auch die
iibrigen zwei Punkte s und = diese Eigenschaft: ,dem Punkte
entspricht der Schnittpunkt von («s), dem Punkte s der von (ax)
mit &.“

Das Erzeugniss solcher projectivischer Kegelschnitte €, und
(7 ist natiirlich eine Curve dritter Classe, welche G in den gemein-
samen Punkten e, f der Triager beriihrt. — Es lisst sich leicht
zeigen, dass der Cayley’sche Kegelschnitt des Erzeugnisses C,
selbst ist. (Verallgemeinert lautet der Satz: Das Erzeugniss projec-
tivischer Geraden und Kegelschnitte ist eine Curve dritter Classe,
fiir welche die Gerade die Doppeltangente und der Kegelschnitt
einen Involutionskegelschnitt bildet.)
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Denn wegen der Projectivitit stellt jeder Punkt des Kegel-
schnittes €, und der Geraden & nur einen Strahl der Enveloppe
dar und jeder andere Punkt einen andern. Das Erzeugniss ist da-
her auf beiden Trigern abgebildet, und die Involution der conju-
girten Tangenten wird auf ihnen durch die Involution dargestellt,
deren Doppelpunkte die Bilder ¢ =f", f=¢' der Doppeltangente
ist. Aus den Polareigenschaften eines Kegelschnittes ist aber un-
schwer zu ersehen, dass, wenn man ein Paar o —a, einer Punkt-
involution auf demselben aus einem beliebigen Punkte des Kegel-
schnittes auf die Axe der Involution projicirt, das so erhaltene
Punktepaar a'—a’, die Schnittpunkte e, f der Axe mit dem
Kegelschnitte harmonisch trennt, und — umgekehrt — verbindet
man ein solches Punktepaar a'—a', mit irgend einem Paare
x—a, so schneiden sich die Verbindungslinien (x«’) und (2, 2',)
in einem Punkte des Kegelschnittes. Die conjugirten Tangenten-
paare des Erzeugnisses der projectivischen Tiiger €, und &
schneiden sich daher als Verbindungslinien ibrer zu ¢, f har-
monisch conjugirten Bilder auf €, und & immer in einem Punkte
von C,, d. h. C, ist der Cayley’sche Kegelschnitt desselben.

11. Demzufolge ist die Umhiillungscurve der Asymp-
toten fiir ein Kegelschnittbiischel eine Curve dritter
Classe, welche die Koo in den Mittelpunkten der zwei,
dem Biischel angehdrigen Parabeln bertihrt, und fiir
welehe der Mittelpunktskegelschnitt U, den Cayley’-
schen Kegelschnitt bildet. Auch hier sind daher die durch
Gegenpunkte von U, (ausser den zugehorigen Asymptoten noch
hindurchgehenden) dritten Strahlen des Erzeugnisses conjugirte
Tangenten, welche sich aber hier auf U, selbst durchschneiden, und
fiir welche — wie unmittelbar ersichtlich ist — der Schnittpunkt
selbst der zugehorige Mittelpunkt ist. Die Asymptotenpaare der
Kegelschnitte eines Biischels sind also conjugirte Tangenten der
Umhiillungscurve derselben und schneiden den Ort der Mittel-
punkte U, ausser in ihrem Schnittpunkte in Gegenpunkten.

12.Betrachten wir die drei durch den Mittelpunkt von U, gehen-
den Strahlen der Enveloppe, welche bekanntlich die Spitzentan-
genten der Curve dritter Classe bilden. Der eine der Schnitt-
punkte («) eines solchen Strahles mit U, ist der ihm als Asymp-
tote zugehorige Mittelpunkt, der andere (B) ist sein Bild. Die dem
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ersten («) noch angehorige zweite Asymptote ist — nach friihe-
ren — die demselben zukommende conjugirte Tangente und
muss daher U, ausser in dem zugehdrigen Mittelpunkte « in
einem Punkte schneiden, welcher der Gegenpunkt von g ist, d. h.
wieder in ¢« und daher U, in « beriihren. Da die drei durch einen
Punkt von U, gehenden Tangenten der Enveloppe die zwei ihm
zugehorigen Asymptoten sind und der Strahl ist, weleher durch
den betreffenden Punkt abgebildet ist, und weil die Tangente
in « diesen Punkt zugleich als Mittelpunkt und als Abbild besitzt,
0 vertritt dieselbe zwei in ihr zusammenfallende Tangenten der
Enveloppe, « ist ein Punkt derselben, dessen Tangente an die Um-
hiillungsceurve zugleich Tangente an U, ist. Die den drei, durch
den Mittelpunkt von U, gehenden Strahlen zugehérigen «-Punkte
sind daher drei Beriihrungspunkte von U, mit der Enveloppe und
bilden daher mit und ¢ zusammen die 8 Schnittpunkte von U,
mit der Curve. Der Ort der Mittelpunkte U, beriihrt somit die Um-
hilllungscurve der Asymptoten in den Punkten, in welchen die
Spitzentangenten die Curve schneiden.

13. Auch hier zeigt es sich, dass jede Curve dritter
Classe, fiir welche Koo Doppeltangente ist, als
Umhtillungscurve der Asymptoten fiir unendlich
viele Kegelschnittbiischel betrachtet werden kann,
dass durch dieselbe der Ort U, der Mittelpunkte, als ihre
Cayley’sche Curve, aber sie nicht — umgekehrt — durch U,
eindeutig bestimmt ist.

14. Dass mit der Umhiillungseurve der Asymptoten die der
Axen eindeutig verkniipft ist, braucht nicht erst gezeigt zu werden,
da ja durch dic Asymptoten eines Kegelschnittes seine Axen ein-
deutig bestimmt sind. Ebenso ist leicht zu ersehen, dass mit der
Umhiillungscurve der Axen zugleich die der Asymptoten gegeben
ist. Denn aunf ihrem Involutionskegelschnitte U, der senkrechten
Tangenten sind jedem Punkte ein durch ihn gehendes senkrech-
tes Tangentenpaar zugeordnet, es ist das ihm als Mittelpunkt zu-
gehorige, nunmehr bekannte Axenpaar, und das Asymptotenpaar
des betreffenden Kegelschnittes wird als ein durch jenen Punkt
hindurchgehendes Strahlenpaar eindeutig gewonnen, welches so-
wohl jenes Axenpaar, als auch auf Koo die Asymptotenrichtungen
des Involutionskegelschnittes U, harmonisch trennt.
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Es ist ersichtlich, dass in dieser Weise jeder Curve dritter
Classe, fiir welche Koo Doppeltangente ist, dadurch, dass sie als
Umbiillungsecurve der Axen oder der Asymptoten betrachtet wird,
zwei andere Curven derselben Art angehdren, welche die zuge-
horige Umhiillungscurve der Asymptoten resp. der Axen bilden;
im ersten Ifalle ist der Involutionskegelschnitt der senkrechten
Tangenten der Fundamentaleurve der Cayley’sche Kegelschnitt
der entsprechenden, im zweiten Falle tritt das Umgekehrte ein.
Die zwei entsprechenden Curven einer Steiner’'schen Hypocyeloide
fallen zusammen und zwar wieder in eine Steiner’sche Hypocy-
cloide, weil fiir dieselbe der Cayley’sche Kegelschnitt mit dem In-
volutionskegelschnitte der senkrechten Tangenten identisch ist,
und die Operation, durch welche man aus den Axen einer gleich-
seitigen Hyperbel seine Asymptoten findet, dieselbe ist, wie die,
mittelst welcher man aus den Asymptoten die Axen herleitet. Die
Steiner’schen Hypercycloiden der Ebene gruppiren sich also zu
Paaren, die entsprechenden Hypocycloiden sind einander con-
gruent, haben densclben Cayley’schen Kegelschnitt, und die eine
entsteht aus der andern durch eine blosse Drehung der Spitzen
um 180°; ein Kegelschnittbiischel, welches die eine als Umhiil-
lungscurve der Axen, resp. der Asymptoten besitzt, besteht aus
lauter gleichseitigen Hyperbeln und hat die andere zur Umbhiil-
lungscurve der Asymptoten vesp. der Axen.

15.Bemerkenswerth ist noch, dass durch die Umhiillungscurve
der Axen oder der Asymptoten die mit ihren #hnlichen Kegel-
schnitten zusammenfallenden, ausgezeichneten Kegelschnitte P,
und @, der zugehorigen Kegelschnittbiischel schon ihre Mittel-
punkte erhalten, und dass daher auf ), auch die Involution der
Mittelpunkte @hnlicher Kegelschnitte bestimmt ist. Auf dem Cay-
ley’schen Kegelsehnitte U, der Umhiillungscurve der Asymptoten
ist ndmlich der Mittelpunkt der gleichseitigen Hyperbel @, der-
jenige Punkt, in dem sich die zwei zu den Axen von U, parallelen
conjugirten Tangenten schneiden, denn diese miissen bekanntlich
die Asymptoten fiir @, sein.

16. Die hier fiir die Asymptoten eines Kegel-
schnittbtischels gewonnenen Resultate lassen sich
dahin verallgemeinern, dass statt Koo irgend eine
Gerade der Ebene in derselben Weise, wie jene der
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Untersuchung zu Grunde gelegt wird. Dann lauten
die betreffenden Sitze:

Construirt man an die Kegelschnitte eines Bii-
schels in ihren Schnittpunkten mit einer Geraden C,
die Tangenten, so umhiillen diese eine Curve dritter
Classe C" welche die Gerade in denjenigen zwei
Punkten ¢ f beriihrt, in welchen sie von je einem
Kegelschnitte des Bitschelstangirt wird. Der Cayley’sche
Kegelschnitt C, dieser Curve ist der Ort der Pole dieser Geraden
beziiglich der Kegelschnitte des Biischels, und die Tangenten-
paare, welche die einzelnen Kegelschnitte in ihren zwei Schnitt-
punkten mit der Geraden besitzen, bilden die conjugirten Tan-
genten. Die 6 Seiten des vollstindigen Viereckes, welches durch
die Basispunkte des Biischels gebildet wird, sind — als Tangen-
ten der degenerirten Kegelschnitte in den Schnittpunkten mit der
Geraden — auch Tangenten der Curve.

Jede rationale Curve dritter Classe kann als eine
solche Umhiillungscurve €™ betrachtet werden; ihre
Doppeltangente ist C,, ihr Cayley’scher Kegelschnitt der Ort
der Pole fiir die Gerade €| beziiglich der Kegelschnitte der noch
unbestimmt gebliebenen Kegelschnittbiischel, welche zur Curve
als Umbhiillungseurve gehoren.

Alle Kegelschnittbiischel, welche in dieser Weise
mit jeder rationalen Curve dritter Classe verkniipft
sind, haben die Eigenschaft, dass die einfachen Sechs-
seite der durech ihre Scheitel bestimmten vollsténdi-
gen Vierecke der Curve dritter Classe selbst um-
schriebensind, und jedes vollstiindige Viereck, dessen
Sechsseit der Curve umschrieben ist, bildet die Sehei-
tel fiir ein ihr zugehdriges Kegelschnittbiischel, wel-
ches mit der Doppeltangente in der angegebenen
Weise die Curve erzeugt.

Eine Cwrve dritter Classe, welche durch eine Gerade C|
als Doppeltangente und durch 6 Seiten eines vollstindigen
Viereckes bestimmt ist, fillt zusammen mit der Umbhiillungs-
curve der Tangenten an die Kegelschnitte des durch das Vier-
eck bestimmten Kegelschnittbiisehels in ihren Schnittpunkten mit
der Geraden ().
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Natiirlich gelten auch die reciproken Sitze: ,Jede rationale
Curve dritter Ordnung lisst sich als Ort der Berithrungspunkte
der aus ihrem Doppelpunkte an die Kegelschnitte gewisser
Kegelschnittsreihen gezogenen Tangenten batrachten; das Sechs-
eck des Basisvierseits fiir eine solche Kegelschnittsreihe ist der
Curve eingeschrieben, und jedes solche Vierseit erzeugt mit dem
Doppelpunkt in der angedeuteten Weise die Curve; der Cayley’
sche Kegelschnitt derselben ist die Umhiillungseurve der Polaren
des Doppelpunktes beziiglich der Elemente der Kegelschnitts-
reihe ¢ ete.
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