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Beitrag zur Theorie der Normalenflächen.
(Mit 1 Tafel.)

Von Dr. G ustav Ad. Y. P e sch k a ,
k. k. Regierungsrath , ord. öfftl. Professor der k. 1c. technischen Hochschule in  B rünn .

N a c h d e m  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e n  b i s h e r  n u r  e i n e  ä u s s e r s t  
s p ä r l i c h e  a n a l y t i s c h e  u n d ,  w o  m ö g l i c h ,  e i n e  n o c h  b e s c h r ä n k t e r e  
s y n t h e t i s c h e  u n d  c o n s t r u c t i v e  B e h a n d l u n g  f a n d e n ,  d ü r f t e  e s  e i n e r ­
s e i t s ,  i n  A n b e t r a c h t  d e r  W i c h t i g k e i t  d i e s e r  F l ä c h e n g a t t u n g  f ü r  
d e n  C o n s t r u c t e u r  u n d  d e n  a u s ü b e n d e n  I n g e n i e u r ,  a n d e r e r s e i t s  
a b e r  g a n z  b e s o n d e r s  i n  A n b e t r a c h t  d e s  h o h e n  I n t e r e s s e s ,  w e l c h e s  
d i e s b e z ü g l i c h e  e i n g e h e n d e  U n t e r s u c h u n g e n  i n  t h e o r e t i s c h e r  u n d  
w i s s e n s c h a f t l i c h e r  B e z i e h u n g  b i e t e n ,  g e r e c h t f e r t i g t  e r s c h e i n e n ,  
w e n n  m a n  v o r  A l l e m  d e r e n  E n t s t e h u n g s w e i s e n  i n  k u r z e n  U m ­
r i s s e n  b e s p r i c h t ,  d e r e n  E i g e n s c h a f t e n ,  a u f  w i s s e n s c h a f t l i c h e r  B a s i s  
f u s s e n d ,  z u  e r m i t t e l n ,  u n d  s o d a n n  d e r  U e b e r s i c h t ü c h k e i t  w e g e n ,  
d i e  d u r c h  U n t e r s u c h u n g ,  s o w i e  d u r c h  g r ü n d l i c h e  P r ü f u n g  d e r  
g e w o n n e n e n  R e s u l t a t e  f e s t g e s t e l l t e n  E i g e n t h ü m l i c h k e i t e n  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e n  i n  e i n z e l n e  S ä t z e ,  s o w e i t  d i e s e  a l l g e m e i n e  G i l t i g ­
k e i t  b e s i t z e n ,  z u  k l e i d e n  s u c h t .

D a s  W e n i g e , 1 w a s  d i e s f a l l s  b i s h e r  g e b o t e n  w o r d e n  i s t ,  
w u r d e  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h  b e n ü t z t ,  m i t  d e r  v o r l i e g e n d e n  A b h a n d ­
l u n g  i n  E i n k l a n g  g e b r a c h t ,  d i e  F o r m  a b e r ,  d a  h i e r  d i e  U n t e r ­
s u c h u n g e n  d u r c h w e g s  r e i n  g e o m e t r i s c h  g e f ü h r t  w u r d e n ,  i n  g e e i g ­
n e t e r  W e i s e  a b g e ä n d e r t ,  u n d  i n d e m  d a s  B e k a n n t e  g l e i c h z e i t i g  m i t  
a l s  P r ü f s t e i n  f ü r  d i e  h i e r  e r z i e l t e n  R e s u l t a t e  v e r w e n d e t  w u r d e ,  
e i n e  n i c h t  g e r i n g e  Z a h l  n e u e r  S ä t z e  a u f g e s t e l l t .  L e t z t e r e  e r g a b e n  
s i c h  e i n e r s e i t s  a l s  n a t ü r l i c h e  F o l g e  d e r  A n w e n d u n g  d e r  P r i n c i p i e n  
d e r  s y n t h e t i s c h e n  G e o m e t r i e  d e r  C u r v e n  u n d  F l ä c h e n  h ö h e r e r
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O r d n u n g ' ,  a n d e r e r s e i t s  a b e r  d u r c h  d i r e c t e  B e t r a c h t u n g e n ,  s o  w i e  
d u r c h  B e r ü c k s i c h t i g u n g  d e r  E r z e u g u n g s w e i s e  d e r  N o r m a l e n -  
f i ä c h e n  u n d  d e r  E i g e n s c h a f t e n  i h r e r  L e i t f l ä c h e n  u n d  L e i t c u r v e n .

E i n e  Z u s a m m e n s t e l l u n g  d e r  g r a p h i s c h e n  E r m i t t l u n g s w e i s e n  
e i n z e l n e r  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e n  f ü r  d i e  v e r s c h i e d e n e n  
G a t t u n g e n  v o n  L e i t f l ä c h e n  d e n  v o r l i e g e n d e n  U n t e r s u c h u n g e n  
v o r a u s z u s c h i c k e n ,  u n d  d a b e i  g l e i c h z e i t i g  a u f  d i e  b e i  d e r  C o n ­
s t r u c t i o n  d e r  N o r m a l e n  s i c h  d a r b i e t e n d e n  V e r e i n f a c h u n g e n  h i n z u -  
w Te i s e n ,  u n t e r b l i e b ,  d a  e s  d e m  Z w e c k e  d i e s e r  A b h a n d l u n g  
„ N e u e s  z u  b i e t e n “  n i c h t  g a n z  e n t s p r ä c h e .

Eigenschaften der Normalenflächen.
E i n e  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  d e r  g e o m e t r i s c h e  O r t  d e r  N o r m a l e n  

e i n e r  g e g e b e n e n  F l ä c h e  F  i n  d e n  e i n z e l n e n  P u n k t e n  e i n e r  a u f  
d i e s e r  F l ä c h e  F  v e r z e i c h n e t e n  C u r v e  C.

D i e  g e g e b e n e  F l ä c h e  F  b e z e i c h n e n  w i r  i n  d i e s e r  E i g e n s c h a f t  
a l s  d i e  „ D i r e c t r i x -  o d e r  L e i t f l ä c h e “  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  w ä h r e n d  
w i r  d i e  a u f  F  v e r z e i c h n e t e  C u r v e  C d i e  „ D i r e c t r i x -  o d e r  L e i t c u r v e “  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  n e n n e n .

D a  e i n e  j e d e  N o r m a l e n f l ä c h e  n a c h  o b i g e r  D e f i n i t i o n  d u r c h  
g e r a d e  L i n i e n  e r z e u g t  w i r d ,  s o  k a n n  d i e s e l b e  n u r  e i n e  „ w i n d ­
s c h i e f e “  o d e r  i n  b e s o n d e r e n  F ä l l e n  ( w i e  b e k a n n t ,  l ä n g s  d e r  
„ K r ü m m u n g s l i n i e n , , )  e i n e  „ a u f w i c k e l b a r e “ , a l s o  k u r z  e i n e  R e g e l ­
f l ä c h e  s e i n .

V o n  h e r v o r r a g e n d e r  W i c h t i g k e i t  i s t  e s ,  d e n  j e w e i l i g e n  G r a d  
d e r  N o r m a l e n  f l ä c h e  z u  b e s t i m m e n ,  w e n n  d i e  L e i t f l ä c h e  u n d  
a u f  d e r s e l b e n  d i e  L e i t c u r v e  g e g e b e n  i s t .

W i r  w o l l e n  d i e s f a l l s  v o r a u s s e t z e n ,  d i e  L e i t f l ä c h e  F  ( F i g .  1 )  
s e i  e i n e  a l l g e m e i n e  F l ä c h e  in- t e r  O r d n u n g  ( o h n e  v i e l f a c h e  C u r v e n  
u n d  o h n e  S p i t z e n ) .  A u f  F  s e i  a l s  L e i t c u r v e  f ü r  d i e  N o r m a l e n ­
f l ä c h e  e i n e  C u r v e  L  v o n  d e r  O r d n u n g  mx g e g e b e n ,  w o b e i  e s  
g l e i c h g ü l t i g  s e i n  m a g ,  o b  d i e  C u r v e  L  a l s  v o l l s t ä n d i g e r  o d e r  t h e i l -  
w e i s e r  S c h n i t t  d e r  F l ä c h e  F  m i t  i r g e n d  e i n e r  z w e i t e n  F l ä c h e  F' 
v o n  d e r  O r d n u n g  m '  r e s u l t i r e .  I m  F a l l e  d e s  v o l l s t ä n d i g e n  D u r c h ­
s c h n i t t e s  b e i d e r  F l ä c h e n  i s t  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h

= m .m \
D e n k e n  w i r  u n s  i n  a l l e n  P u n k t e n  d e r  L e i t c u r v e  L  a n  d i e  

F l ä c h e  F  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e n  g e l e g t ,  s o  u m h ü l l e n  d i e s e  e i n e
Sitzb. d. mathem.-naturv. Cl. LXXXI. Bd. II. Abtli. <2
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d e v e l o p p a b l e  F l ä c h e  D, w e l c h e  d e r  F l ä c h e  F l ä n g s  d e r  C u r v e  L 
u m s c h r i e b e n  i s t .

D a  n u n  d i e  N o r m a l e n  d e r  F l ä c h e  F  i n  d e n  e i n z e l n e n  F u n k t e n  
v o n  L  a u f  d e n  b e z ü g l i c h e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  s e n k r e c h t  s t e h e n ,  
s o  s i n d  d i e s e l b e n  g l e i c h z e i t i g  a u c h  N o r m a l e n  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D, 
d .  h .  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  d e r  F l ä c h e  F  l ä n g s  d e r  C u r v e  L 
i s t  i d e n t i s c h  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  j e n e r  D e v e l o p p a b l e n  D 
l ä n g s  L, w e l c h e  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  F l ä c h e  F  n a c h  d e r  C u r v e  L 
u m s c h r i e b e n  w u r d e .

W i r  w o l l e n  z u n ä c h s t  d i e  C l a s s e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D, d .  l i .  
d i e  A n z a h l  d e r  B e r ü h r u n g s e b e n e n  a n  d i e s e l b e ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e n  
b e l i e b i g e n  P u n k t  P  g e h e n ,  e r m i t t e l n .

D a  d i e s e  T a n g i r u n g s e b e n e n  a u c h  d i e  F l ä c h e  F  u n d  z w a r  i n  
P u n k t e n  d e r  C u r v e  L  b e r ü h r e n  m ü s s e n ,  s o  e r h ä l t  m a n  d i e  B e r ü h ­
r u n g s p u n k t e  cc, [3, 7. . .  d e r s e l b e n  m i t  d e r  F l ä c h e  F  a l s  S c h n i t t ­
p u n k t e  d e r  C u r v e  L u n d  . d e r  B e r ü h r u n g s c u r v e  B  d e r  F l ä c h e  F  m i t  
d e m  i h r  a u s  P  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l .

D i e  g e n a n n t e  B e r ü h r u n g s c u r v e  B  i s t  a b e r  b e k a n n t l i c h  d e r  
S c h n i t t  d e r  F l ä c h e  F  m i t  d e r  d e m  P u n k t e  P  e n t s p r e c h e n d e n  
e r s t e n  P o l a r f l ä c h e ,  w e l c h e  v o n  d e r  (in— l ) - t e n  O r d n u n g  i s t .

D i e  P o l a r f l ä c h e  s c h n e i d e t  d i e  L e i t c u r v e  L  i n  (in— 1 )  
P u n k t e n ,  w e l c h e  k e i n e  ä n d e r n  a l s  d i e  o b g e n a n n t e n  B e r ü h r u n g s ­
p u n k t e  cc, ß, y, o . . . s e i n  k ö n n e n .

D i e  A n z a h l  d e r  v o n  e i n e m  P u n k t e  P  a n  d i e  D e v e l o p p a b l e  D 
g e f ü h r t e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n ,  o d e r  m i t  a n d e r e n  W o r t e n ,  d i e  C l a s s e  
d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  i s t  m i t h i n :

mt (in— 1 ) .
D a  d e r  e b e n e  S c h n i t t  e i n e r  a u f w i c k e l b a r e n  F l ä c h e  v o n  d e r  

n ä m l i c h e n  C l a s s e  i s t  w i e  d i e s e  s e l b s t ,  s o  i s t  w e i t e r s  a u c h  k l a r ,  
d a s s  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  C u r v e  Ud d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  g l e i c h ­
f a l l s  v o n  d e r  mx(in— l ) - t e n  C l a s s e  s e i n  w i r d .

D a s s e l b e  g i l t  a u c h  v o n  d e m  R i c h t u n g s k e g e l  R d d e r  D e v e ­
l o p p a b l e n  D, d .  h .  v o n  e i n e m  K e g e l ,  w e l c h e r  m i t  D  d i e  u n e n d l i c h  
f e r n e  C u r v e  Ud g e m e i n s c h a f t l i c h  h a t ,  o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  
w e l c h e r  s i c h  a l s  E n v e l o p p e  d e r  d u r c h  e i n e n  f e s t e n  P u n k t  z u  d e n  
B e r ü h r u n g s e b e n e n  D  p a r a l l e l  g e l e g t e n  E b e n e n  e r g i b t .

N a c h  d i e s e r  k u r z e n  V o r b e r e i t u n g  k e h r e n  w i r  z u r  B e t r a c h t u n g  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  z u r ü c k .
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D e n k e n  w i r  u n s  i n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  A  d e r  L e i t c u r v e  L 
d i e  N o r m a l e  AA',  d .  i .  d i e  S e n k r e c h t e  z u r  e n t s p r e c h e n d e n  T a n ­
g e n t i a l e b e n e  T  d e r  F l ä c h e  F  o d e r  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  c o n s t r u i r t ,  
s o  w i r d  d i e  G e r a d e  SA",  w e l c h e  m a n  d u r c h  d e n  S c h e i t e l  S  d e s  
R i c h t u n g s k e g e l s  R d p a r a l l e l  z u r  N o r m a l e  AA'  z i e h t ,  a u c h  s e n k ­
r e c h t  s t e h e n  a u f  j e n e r  B e r ü h r u n g s e b e n e  T' d e s  R i c h t u n g s k e g e l s  R d, 
■ w e l c h e  z u r  T a n g e n t i a l e b e n e  T  p a r a l l e l  i s t .

Z i e h t  m a n  s o m i t  z u  a l l e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  d e s  K e g e l s  R d 
d u r c h  d e n  S c h e i t e l  S  S e n k r e c h t e ,  s o  e r h ä l t  m a n  e i n e n  z w e i t e n  
K e g e l  R n , d e s s e n  E r z e u g e n d e n  z u  s ä m m t l i c h e n  N o r m a l e n  d e r  
E l ä c h e  F  l ä n g s  d e r  C u r v e  L  p a r a l l e l  s i n d ,  u n d  w e l c h e r  d e m n a c h  
d e n  R i c h t u n g s k e g e l  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  v o r s t e l l t .

N e n n e n  w i r  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  C u r v e  d i e s e s  R i c h t u n g s k e g e l s ,  
w e l c h e  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h  a u c h  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a n g e h ö r t  Un, s o  
i s t  l e i c h t  n a c h z . u w e i s e n ,  d a s s  Un v o n  d e r  — l ) - t e n  O r d n u n g  s e i .

D i e  E r z e u g e n d e n  d e s  K e g e l s  R n s i n d  n ä m l i c h  s e n k r e c h t  z u  
d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e s  z w e i t e n  K e g e l s  R d. D i e  u n e n d l i c h  
f e r n e n  C u r v e n  Un u n d  Ud s i n d  s o m i t  p o l a r  r e c i p r o k  i n  B e z u g  a u f  
d e n  i m a g i n ä r e n  K u g e l k r e i s  i m  U n e n d l i c h e n ,  d .  h .  d i e  O r d n u n g  
d e r  e i n e n  i s t  d e r  C l a s s e  d e r  a n d e r e n  g l e i c h ,  u n d  u m g e k e h r t .

E s  w u r d e  a b e r  n a c h g e w i e s e n ,  d a s s  d i e  C u r v e  Ud v o n  d e r  
mx(in— l ) - t e n  C l a s s e  s e i ,  w o r a u s  f o l g t ,  d a s s  d i e  C u r v e  Un d e r  
mx(m— l )  t e n  O r d n u n g  a n g e h ö r e .

H i e r n a c h  k e n n e n  w i r  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  b e r e i t s  z w e i  
L e i t l i n i e n ,  u n d  z w a r  d i e  C u r v e n  L  u n d  Un.

B e r ü c k s i c h t i g t  m a n ,  d a s s  e s  i m  A l l g e m e i n e n  z u  e i n e r  b e l i e ­
b i g e n  N o r m a l e n  d e r  F l ä c h e  i n  P u n k t e n  d e r  g e g e b e n e n  L e i t c u r v e  
k e i n e  z w e i t e ,  p a r a l l e l e  g e b e ,  u n d  d a s s  a n d e r e r s e i t s  i n  j e d e m  
P u n k t e  d e r  L e i t l i n i e  L  a u c h  n u r  e i n e  N o r m a l e  z u r  F l ä c h e  F  g e ­
z o g e n  w e r d e n  k a n n ,  s o  i s t  k l a r ,  d a s s  d i e  C u r v e n  L  u n d  Un e i n ­
f a c h e  L e i t l i n i e n  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  s i n d .

E i n e  u n m i t t e l b a r e  F o l g e  h i e v o n  i s t ,  d a s s  d i e  k r u m m e n  P u n k t ­
r e i h e n ,  w e l c h e  a u f  i h n e n  d u r c h  d i e  e r z e u g e n d e n  N o r m a l e n  
b e s t i m m t  w e r d e n ,  e i n — e i n d e u t i g  s i n d .

W ä r e  d i e s  n i c h t  d e r  F a l l ,  s o n d e r n  w ä r e  d i e  C u r v e  L  e t w a  
(w - d e u t i g  u n d  j e n e  Un. . . / j ^ - d e u t i g ,  s o  w ü r d e n  j e d e m  P u n k t e  v o n  
L .  P u n k t e  a u f  Un e n t s p r e c h e n ,  d .  h .  d u r c h  j e d e n  P u n k t  v o n  
L  w ü r d e n  E r z e u g e n d e  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  g e h e n ; s i e  w ä r e
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a l s o  e i n e  f j i - j f a c h e  C u r v e  d i e s e r  F l ä c h e .  A n d e r e r s e i t s  w ü r d e  d i e  L e i t ­
c u r v e  ün e i n e  y . - f a c h c  C u r v e  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  v o r s t e l l e n .

D i e  E r z e u g e n d e n  d e r  w i n d s c h i e f e n  N o r m a l f l ä c h e  e r g e h e n  
s i c h  m i t h i n  a l s  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e n  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  
z w e i e r  e i n d e u t i g e n  R e i h e n  a u f  d e n L e i t c u r v e n  L  u n d  ü„, w e l c h e  
b e z i e h u n g s w e i s e  v o n  d e n  O r d n u n g e n  u n d  m {(m —  1 )  s i n d .

D i e s e  B e d i n g u n g  e r l a u b t  u n s ,  d e n  G r a d  d e r  N o r m a l e n ­
f l ä c h e ,  d .  h .  d i e  A n z a h l  i h r e r  S c h n i t t p u n k t e  m i t  e i n e r  b e l i e b i g e n  
G e r a d e n  G, o d e r  d i e  A n z a h l  i h r e r  E r z e u g e n d e n ,  w e l c h e  G 
s c h n e i d e n ,  o h n e  j e d w e d e  S c h w i e r i g k e i t  z u  b e s t i m m e n .

D e n k e n  w i r  u n s  n ä m l i c h  d i e  G e r a d e  G a l s  g e m e i n s c h a f t l i c h e  
A x e  z w e i e r  E b e n e n b ü s c h e l  G, u n d  Gu, w o v o n  d a s  e r s t e r e  z u  
d e r  R e i h e  a u f  L , d a s  z w e i t e  z u  d e r  R e i h e  a u f  Un p e r s p e c t i v i s c h  
i s t ,  u n d  s e h e n  w i r  n a c h ,  i n  w e l c h e r  W e i s e  d i e s e  b e i d e n  E b e n e n ­
b ü s c h e l  e i n a n d e r  e n t s p r e c h e n .

I r g e n d  e i n e  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  Gj s c h n e i d e t  d i e  C u r v e  L 
i n  P u n k t e n ,  w e l c h e n ,  w i e  o b e n  v o r a u s g e s e t z t  w u r d e ,  a u f  d e r  
C u r v e  U„ g l e i c h f a l l s  my P u n k t e ,  m i t h i n  E b e n e n  d e s  z w e i t e n  
B ü s c h e l s  Gu e n t s p r e c h e n .  D i e s e s  l e t z t e r e  B ü s c h e l  i s t  a l s o  W j - d e u t i g .

H i n g e g e n  s c h n e i d e t  e i n e  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  Gu d i e  C u r v e  
Un i n  — 1 )  P u n k t e n ,  w e l c h e n  a u f  d e r  C u r v e  L  e b e n f a l l s  
mv(in —  1 )  P u n k t e  i m  B ü s c h e l  Gl} a l s o  — 1 )  E b e n e n  e n t ­
s p r e c h e n .  D i e s e s  E b e n e n b ü s c h e l  i s t  s o n a c h  m ^m — l ) - d e u t i g .

W ä h r e n d  a l s o  j e d e r  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  Gt . .m v E b e n e n  
d e s  B ü s c h e l s  Gu e n t s p r e c h e n ,  e n t s p r e c h e n  e i n e r  j e d e n  E b e n e  d e s  
B ü s c h e l s  Gu. . .m ^m — 1 )  E b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  G , .

N a c h  d e m  C h a s l e s ’ s c h e n  C o r r e s p o n d e n z s a t z e  h a b e n  d i e s e  
b e i d e n  E b e n e n b ü s c h e l :

—  1 )  =  m

D o p p e l  e b e n e n ,  d .  h .  e s  k ö m m t  i m  G a n z e n  w w j i n a l  v o r ,  d a s s  
e i n e  E b e n e  d e s  e i n e n  B ü s c h e l s  m i t  i h r e r  e n t s p r e c h e n d e n  i m  
z w e i t e n  B ü s c h e l  z u s a m m e n f ä l l t .

J e d e  d i e s e r  mm t D o p p e l e b e n e n  e r h ä l t  a u s s e r  d e r  A x e  G 
z w e i  e n t s p r e c h e n d e  P u n k t e  d e r  R e i h e n  a u f  L  u n d  U„, m i t h i n  e i n e  
E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .

E s  g i b t  a l s o  mmx E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  d e r e n  j e d e  
m i t  d e r  b e l i e b i g  g e w ä h l t e n  G e r a d e n  G i n  e i n e r  E b e n e  l i e g t ,  d i e -
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s e l b e  s o n a c h  s c h n e i d e t  o d e r  m i t  a n d e r e n  W o r t e n :  D i e  b e t r a c h t e t e  
N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  v o m  w m ^ - t e n  G r a d e .

H i e r n a c h  e r g i b t  s i c h  d e r  S a t z :
„ D i e  N o r m a l e n f l ä c h e ,  d e r e n  L e i t f l ä c h e  e i n e  a l l g e m e i n e  

F l ä c h e  w - t e r  O r d n u n g ,  u n d  d e r e n  L e i t c u r v e  e i n e  a u f  d i e s e r  F l ä c h e  
v e r z e i c h n e t e  C u r v e  W j - t e r  O r d n u n g  i s t ,  w i r d  i m  A l l g e m e i n e n  e i n e  
w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  « ? . ? w . 1 - t e r  O r d n u n g  s e i n . “

Z u  d e m  v o r s t e h e n d e n  R e s u l t a t e  k a n n  m a n  a u c h  a u f  f o l g e n d e  
W e i s e  g e l a n g e n :

D i e  L e i t c u r v e n  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  s i n d  L  u n d  Un ; d i e  
E r z e u g e n d e n  d e r s e l b e n  s i n d  d i e  V e r b i n d u n g s g e r a d e n  d e r  e n t s p r e ­
c h e n d e n  P u n k t e  z w e i e r  a u f  L  u n d  Un l i e g e n d e n  p r o j e c t i v i s c h e n  
P u n k t r e i h e n .  F e r n e r  i s t  b e k a n n t ,  d a s s  d e r  e b e n e  S c h n i t t  e i n e r  
F l ä c h e  v o n  d e r  n ä m l i c h e n  O r d n u n g  s e i ,  w i e  d i e  F l ä c h e  s e l b s t .

C m  d a h e r  d e n  G r a d  ( d i e  O r d n u n g )  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  z u  
b e s t i m m e n ,  b e t r a c h t e n  w i r  e i n e n  i h r e r  e b e n e n  S c h n i t t e ,  e t w a  

j e n e n  m i t  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e .  D i e s e r  b e s t e h t  f ü r s  E r s t e  
a u s  d e r  e i n f a c h e n  L e i t c u r v e  Un, w e l c h e  v o n  d e r  mv(in— l ) - t e n  
O r d n u n g  i s t ,  f e r n e r  t r i f f t  d i e  C u r v e  L, d a  s i e  d e r  W j - t e n  O r d n u n g  
a n g e h ö r t ,  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  E b e n e  i n  m l ( r e e l l e n  o d e r  i m a g i ­
n ä r e n )  P u n k t e n ,  w e l c h e n  a u f  UH e b e n f a l l s  rn{ P u n k t e  e n t s p r e c h e n ,  
s o  d a s s  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  E b e n e  a u s s e r  d e r  C u r v e  Un n o c h  mx 
E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e n t h ä l t .

D e r  G e s a m m t s c h n i t t  d i e s e r  F l ä c h e  m i t  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  
E b e n e  b e s t e h t  d e m n a c h  a u s  d e r  e i n f a c h e n  C u r v e  U„ u n d  mv E r z e u ­
g e n d e n ,  i s t  d e m g e m ä s s  v o n  d e r  O r d n u n g :

w ? j ( w . — 1 ) h - w ? 1 =  m m l} 

w e l c h e s  R e s u l t a t  m i t  d e m  f r ü h e r e n  ü b e r e i n s t i m m t .
D i e  N o r m a l e n f l ä c h e n  d e r  F l ä c h e n  z w e i t e n  G r a d e s  l ä n g s  

i h r e r  e b e n e n  S c h n i t t e  s i n d  b e r e i t s  t h c i l w e i s e  1 u n t e r s u c h t  u n d  a l s  
F l ä c h e n  v i e r t e n  G r a d e s  e r k a n n t  w o r d e n .  D a  h i e r b e i ,  m =  mv =  2  
i s t ,  e r g i b t  s i c h  in . ml =  4 .

F ü r  d e n  F a l l ,  d a s s  d i e  L e i t f l ä c h e  F  e i n e  E b e n e  i s t ,  w i r d  
m =  1 .  F ü r  i r g e n d  e i n e  i n  d i e s e r  E b e n e  l i e g e n d e  C u r v e  w ?1 - t e r  
O r d n u n g  i s t  d i e  N o r m a l e n f l ä c l i e  e i n  C y l i n d e r  w ? , - t e r  O r d n u n g ;  e s  
b e h ä l t  d a h e r  d e r  O r d n u n g s w e r t h  in .w l =  mx s e i n e  v o l l e  G i l t i g k e i t .

1 K o u tn y ,  S o lin .
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S e t z e n  w i r  n u n  g a n z  a l l g e m e i n  v o r a u s ,  d i e  L e i t f l ä c h e  F  
b e s i t z e  d o p p e l t e  C u r v e n ,  w e l c h e  d i e  L e i t l i n i e  L  d e r  N o r -  
m a l e n f l ä c h e  i n  s P u n k t e n  s c h n e i d e n .

D e n k e n  w i r  u n s  a b e r m a l s  d e r  F l ä c h e  F  l ä n g s  d e r  L e i t c u r v e  L 
d i e  D e v e l o p p a b l e  D  u m s c h r i e b e n  u n d  d e r e n  C l a s s e ,  d .  h .  d i e  
A n z a h l  d e r  v o n  e i n e m  b e l i e b i g e n  a u s s e r h a l b  d e r  F l ä c h e  l i e g e n d e n  
P u n k t e  P  a n  d i e s e  m ö g l i c h e r w e i s e  z u  f ü h r e n d e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  
b e s t i m m t .  I m  v o r h e r g e h e n d e n  F a l l e  h a b e n  w i r  d i e s e  A n z a h l  ü b e r ­
e i n s t i m m e n d  m i t  d e r  Z a h l  d e r  S c h n i t t p u n k t e  v o n  L  m i t  d e r  e r s t e n  
P o l a r f l ä c h e  d e r  F l ä c h e  F  f ü r  d e n  P u n k t  P  g e f u n d e n  u n d  d u r c h  
mx{ni— 1 )  a u s g e d r ü c k t .

D i e s e r  W e r t h  e r l e i d e t  e i n e  V e r ä n d e r u n g ,  w e n n  d i e  F l ä c h e  F  
v i e l f a c h e  C u r v e n  b e s i t z t .

E s  i s t  n ä m l i c h  b e k a n n t ,  d a s s  i n  d i e s e m  F a l l e  d i e  e r s t e  
P o l a r f l ä c h e  d e r  F l ä c h e  F f t i r  i r g e n d  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  P  m i t  
d e r  F l ä c h e  F  a u s s e r  d e r  B e r ü h r u n g s c u r v e  B  d e r  v o n  P  a u s  g e z o ­
g e n e n  T a n g e n t e n  a u c h  n o c h  s ä m m t l i c h e  v i e l f a c h e  L i n i e n  g e m e i n  
h a t .  E s  i s t  h i e r n a c h  k l a r ,  d a s s  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e n  v o n  F  i n  d e n  
P u n k t e n  d i e s e r  v i e l f a c h e n  C u r v e n ,  d a  s i e  e i n e  g a n z  b e s t i m m t e  
L a g e  h a b e n ,  d u r c h  d e n  w i l l k ü r l i c h  g e w ä h l t e n  P u n k t  n i c h t  h i n ­
d u r c h g e h e n  k ö n n e n .

U n t e r  d e n  mx(m— 1 )  S c h n i t t p u n k t e n  d e r  L e i t c u r v e  L  m i t  d e r  
e r s t e n  P o l a r f l ä c h e  f ü r  d e n  P u n k t  P  s i n d  n u n  a u c h  d i e  v o r a u s ­
g e s e t z t e n  s S c h n i t t p u n k t e  d e r  L e i t c u r v e  L  m i t  d e n  d o p p e l t e n  
L i n i e n  d e r  F l ä c h e  F  i n b e g r i f f e n .  I n  d i e s e n  P u n k t e n  b e s i t z t  d i e  
F l ä c h e  F, a l s o  a u c h  d i e  i h r  l ä n g s  L  u m s c h r i e b e n e  D e v e l o p p a b l e  D 
g a n z  b e s t i m m t e  T a n g e n t i a l e b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  d e n  P u n k t  P  
n i c h t  h i n d u r c h g e h e n ,  b e i  d e r  B e s t i m m u n g  d e r  C l a s s e  d e r  D e v e ­
l o p p a b l e n  D  m i t h i n  n i c h t  g e z ä h l t  w e r d e n  d ü r f e n .

E s  e r g i b t  s i c h  s o m i t  i n  d i e s e m  F a l l e  a l s  C l a s s e  d e r  D e v e l o p ­
p a b l e n  D  d i e  Z a h l :

mx(m— 1 ) — s.

N a c h d e m  d i e s  f e s t g e s t e l l t  i s t ,  w i r d  d e r  w e i t e r e  G a n g  u n s e r e r  
B e t r a c h t u n g e n  m i t  d e m  f r ü h e r  e i n g e s c h l a g e n e n  i n  v o l l e m  E i n ­
k l ä n g e  s e i n .  D i e  O r d n u n g  d e s  R i c h t u n g s k e g e l s  R n d e r  N o r m a l e n ­
f l ä c h e ,  o d e r ,  w a s  g l e i c h b e d e u t e n d  i s t ,  d i e  O r d n u n g  d e r  u n e n d ­
l i c h  f e r n e n  L e i t c u r v e  Un d e r  N o r m a l f l ä c h e  i s t ,  w i e  i m  v o r h e r -
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g e h e n d e n  F a l l e ,  g l e i c h  d e r  C l a s s e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D, a l s o  
g l e i c h :

mx(in— 1 ) — s.

D i e  N o r m a l e n f l ä c h e  s e l b s t  i s t  d e r  O r t  d e r  V e r b i n d u n g s g e r a d e n  
e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  z w e i e r  e i n d e u t i g e n  R e i h e n  a u f  L  u n d  Un, 
u n d  d e r  G r a d  d e r s e l b e n  e r g i b t  s i c h  a l s  S u m m e  d e r  O r d n u n g e n  
d e r  b e i d e n  L e i t c u r v e n  L  u n d  Un, w i r d  s o n a c h  a u s g e d r ü c k t  d u r c h :

— 1 ) — s =  m m l— s.

W i r  e r h a l t e n  s o m i t ,  w e n n  in d i e  O r d n u n g  d e r  L e i t f l ä c h e  F, 
m{ d i e  O r d n u n g  d e r  L e i t l i n i e  L  u n d  s d i e  A n z a h l  d e r  S c h n i t t ­
p u n k t e  v o n  L  m i t  d e n  d o p p e l t e n  L i n i e n  a u f  d e r  F l ä c h e  F b e d e u t e t ,  
d e n  S a t z :

„ D e r  G r a d  d e r  e i n e r  F l ä c h e  F  l ä n g s  e i n e r  a u f  i h r  v e r z e i c h -  
n e t e n  L e i t c u r v e  L  e n t s p r e c h e n d e n  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  d u r c h :  
(in inx— s)  b e s t i m m t .  “

W i r  w o l l e n  d i e  R i c h t i g k e i t  d e s  g e f u n d e n e n  R e s u l t a t e s  d u r c h  
A n w e n d u n g  d e s s e l b e n  a u f  e i n e  b e k a n n t e  E i g e n s c h a f t  w i n d s c h i e f e r  
F l ä c h e n  e r h ä r t e n .

B e k a n n t l i c h  b e s i t z t  e i n e  R e g e l f l ä c h e  w - t e n  G r a d e s  e i n e  
D o p p e l c u r v e ,  w e l c h e  j e d e  E r z e u g e n d e  i n  (in— 2 )  P u n k t e n  t r i f f t .  
D e r  G r a d  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  l ä n g s  
e i n e r  g e r a d l i n i g e n  E r z e u g e n d e n  d e r s e l b e n ,  w i r d  n u n ,  n a c h  d e m  
o b e n  a u f g e s t e l l t e n  S a t z e ,  d a  mv =  1  u n d  s =  m— 2  i s t ,  d u r c h :

mxm— s =  m— (m— 2 )  =  2  
a u s g e d r ü c k t  e r s c h e i n e n .

I n  d e r  T h a t  b e s i t z t  e i n e  R e g e l f l ä c h e  l ä n g s  e i n e r  g e r a d l i n i g e n  
E r z e u g e n d e n  e i n  h y p e r b o l i s c h e s  P a r a b o l o i d  a l s  N o r m a l e n f l ä c h e .

U m  z u  w e i t e r e n  R e s u l t a t e n  z u  g e l a n g e n ,  w o l l e n  w i r  n o c h  d i e  
ü b r i g e n  C h a r a k t e r i s t i k e n  d e r  d e r  L e i t f l ä c h e  F  l ä n g s  d e r  L e i t ­
c u r v e  L  u m s c h r i e b e n e n  D e v e l o p p a b l e n  D  e r m i t t e l n .

D i e  O r d n u n g  d e r  F l ä c h e  s e i  in u n d  d i e  L e i t c u r v e  L, w e l c h e  
w i r  a l s  v o l l s t ä n d i g e n  D u r c h s c h n i t t  d e r  F l ä c h e  F m i t  e i n e r  F l ä c h e  
m ' - t e r  O r d n u n g  v o r a u s s e t z e n  w o l l e n ,  w e r d e  s o n a c h  d u r c h  e i n e  
C u r v e  mm'-t e r  O r d n u n g  d a r g e s t e l l t .

I s t  n u n  P  e i n  P u n k t  i m  R a u m e ,  s o  i s t  d e s s e n  e r s t e  P o l a r f l ä c h e  
i n  B e z u g  a u f  d i e  F l ä c h e  F  v o n  d e r  (in— l ) - t e n  O r d n u n g .  D i e s e l b e  
s c h n e i d e t  d i e  L e i t c u r v e  L  s o m i t  i n  m .m '(m — 1 )  P u n k t e n .
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I n  j e d e m  d i e s e r  P u n k t e  g - e l i t  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  d e r  F l ä c h e  F, 
a l s o  a u c h  j e n e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  d u r c h  d e n  P u n k t  P, d .  h . ,  
d i e  Z a h l

mm'(in— 1 )
b e s t i m m t  d i e  C l a s s e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D .

N e h m e n  w i r  n u n  a n ,  d i e  e r s t e  P o l a r f l ä c h e  d e s  P u n k t e s  P  b e ­
r ü h r e  d i e  L e i t c u r v e  L  i n  i r g e n d  e i n e m  P u n k t e  R, o d e r  m i t  a n d e r e n  
W o r t e n ,  d e r  P u n k t  R  v e r e i n i g e  i n  s i c h  z w e i  d e r  mm'(in— 1 )  S c h n i t t ­
p u n k t e .  U n t e r  d i e s e r  V o r a u s s e t z u n g  g i b t  e s  o f f e n b a r  i n  R  z w e i  u n ­
m i t t e l b a r  a u f e i n a n d e r f o l g e n d e  T a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  F l ä c h e  F, 
a l s o  a u c h  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D, w e l c h e  d u r c h  d e n  P u n k t  P  g e h e n .

D e r  S c h n i t t  PR  d i e s e r  b e i d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  i s t  m i t h i n  
e i n e  E r z e u g e n d e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D, o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  
d e r  P u n k t  P  l i e g t  a u f  D.

A u f  G r u n d  d i e s e r  E i g e n s c h a f t  i s t  e s  n u n m e h r  l e i c h t ,  d i e  
O r d n u n g  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  z u  b e s t i m m e n ,  d .  h .  d i e  
A n z a h l  d e r  P u n k t e ,  w e l c h e  e i n e  b e l i e b i g e  G e r a d e  G d e s  B a u m e s  
m i t  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  g e m e i n  h a t ,  f e s t z u s t e l l e n ,  o d e r  m i t  
R ü c k s i c h t  a u f  d a s  V o r h e r g e g a n g e n e ,  d i e  A n z a h l  j e n e r  P u n k t e  
a u f  d e r  G e r a d e n  G, d e r e n  e r s t e  P o l a r f l ä c h e n  i n  B e z u g  a u f  d i e  
F l ä c h e  F  d i e  C u r v e  L  b e r ü h r e n ,  a n z u g e b e n .

D a  d i e  F l ä c h e  F  v o n  d e r  w ? - t e n  O r d n u n g  i s t ,  s o  i s t  i h r e  e r s t e  
P o l a r f l ä c h e  v o n  d e r  O r d n u n g  (in— 1 ) ;  d i e  P o l a r f l ä c h e n  a l l e r  
P u n k t e  d e r  G e r a d e n  G b i l d e n  m i t h i n  i n  B e z u g  a u f  d i e  F l ä c h e  F, 
e i n  F l ä c h e n b ü s c h e l  d e r  (in-— l ) - t e n  O r d n u n g .

N u n  i s t  b e k a n n t  ( C r  e m o  n a ,  T h e o r i e  d e r  O b e r f l ä c h e n ) ,  d a s s  
e s  i n  e i n e m  F l ä c h e n b ü s c h e l  / j . - t e r  O r d n u n g :

^ r F > i + F - 2  +  2 fx - ' 4 )
F l ä c h e n  g i b t ,  w e l c h e  d i e  S c h n i t t l i n i e  z w e i e r  F l ä c h e n  v o n  d e n  
O r d n u n g e n  u n d  ;j.2 b e r ü h r e n .

I m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  i s t :  p .= m — 1 ,  p .^ m  u n d  j u 2 = m ' ,  
m i t h i n  o b i g e  Z a h l  g l e i c h :

in.m'[m  - 4 - w '  - f -  2 (m— 1 ) — 4 ] = » i « / ( 3 f f l + m ' — 6 ) .
D i e s  i s t  s o m i t  d i e  A n z a h l  d e r  P o l a r f l ä c h e n  j e n e r  

P u n k t e  d e r  G e r a d e n  G, w e l c h e  z u g l e i c h  d i e  L e i t c u r v e  L  b e r ü h r e n ,  
a l s o  d i e  Z a h l  d e r  P u n k t e ,  w e l c h e  G m i t  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D 
g e m e i n  h a t ,  o d e r  m i t  a n d e r e n  W o r t e n ,  d i e  O r d n u n g  d e r  D e v e ­
l o p p a b l e n  D, w e l c h e  w i r  k u r z  m i t  r  b e z e i c h n e n  w o l l e n .
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D i e  u n  e n d l i c h  f e r n e  C u r v e  Ud d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  i s t  
m i t h i n  e i n e  C u r v e

mm'(3m-hin '— 6 ) - t e r  O r d n u n g  
u n d  mm'(in— l ) - t e r  C l a s s e .

B e z e i c h n e n  w i r  m i t  i d i e  Z a h l  d e r  I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  
u n d  m i t . 3 - j e n e  d e r  D o p p e l t a n g e n t e n  d e r  C u r v e  Ud, s o  i s t  n a c h  
P I  i i c k e r :

r = u ( i i — 1 ) — 2 . 5 - — 3 /  
o d e r ,  i n d e m  w i r  f ü r r u n d  n d i e  o b e n  a n g e g e b e n e n  W e r t h e  e i n s e t z e n  : 

mm'(3m -hm '— 6 ) — mm'(in— 1 ) [ » / » / ' ( ) » — 1 ) — 1 ] = — (2S -h 3 i).

J e d e r  I n f l e x i o n s t a n g e n t e  w ü r d e  e i n e  s t a t i o n ä r e  o d e r  W e n d e ­
e b e n e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  e n t s p r e c h e n ,  d .  l i . ,  e s  m ü s s t e n  a u f  d e r  
L e i t c u r v e  L  P u n k t e  v o r h a n d e n  s e i n ,  i n  w e l c h e n  d i e  L e i t f l ä c h e  
s t a t i o n ä r  w ä r e .  D a  e s  a b e r  a u f  e i n e r  F l ä c h e  i m  A l l g e m e i n e n  b l o s s  
e i n e  e n d l i c h e  A n z a h l  v o n  P u n k t e n  g i b t ,  w e l c h e  d i e s e  E i g e n s c h a f t  
b e s i t z e n ,  u n d  d i e s e l b e n  d e m n a c h  g l e i c h s a m  n u r  z u f ä l l i g  a u f  d e r  
L e i t c u r v e  L  l i e g e n  k ö n n t e n ,  s o  f o l g t ,  d a s s  i m  A l l g e m e i n e n  j = 0  i s t .

W i r  h a b e n  d a h e r :
2 S = m m '(m —  1 )[mm'(m— 1 ) — l(\— mm'(3m -h iri— 6 )  

— mzm'z(m —  l ) 2— mm'(in —  1 ) — mm'(3m. -h ir i— 6 )  
=mm'[mm'(m — l ) 2 — ( 4 m -+- iri— 7 ) ]  

u n d  h i e r n a c h  d i e  A n z a h l  d e r  D o p p e l t a n g e n t e n  d e r  u n e n d l i c h  
f e r n e n  C u r v e n  Ud d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  g l e i c h :

7 ) W 1 >

3 =  - x —  [mm'(in— l )2— (Am -+- m’— 7 ) ] .

N u n  i s t  a b e r ,  w i e  f r ü h e r  g e z e i g t  w u r d e ,  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  
L e i t l i n i e  Un d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  d i e  R e c i p r o c a l c u r v e  d e r  
C u r v e  Ud b e z ü g l i c h  d e s  i m a g i n ä r e n  K u g e l k r e i s e s .  D e n  D o p p e l ­
t a n g e n t e n  j  d e r  l e t z t e r e n  e n t s p r e c h e n  d a n n  D o p p e l p u n k t e  o d e r  
e r s t e r e n  i n  g l e i c h e r  Z a h l ,  w o r a u s  f o l g t ,  d a s s  d i e  A n z a h l  d e r  
D o p p e l p u n k t e ,  w e l c h e  d i e  C u r v e  Un b e s i t z t ,  a u s g e d r ü c k t  
w i r d  d u r c h :

mm’
o = — —  [mm'(m— l ) 2 — ( 4 m -h m ' — 7 ) ]

A u s s e r  d i e s e n  o  P u n k t e n  e n t s p r e c h e n  a b e r  d e m  S c h n i t t e  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  m i t  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e  n o c h  
a n d e r e  D o p p e l p u n k t e .
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D e r  S c h n i t t  b e s t e h t  n ä m l i c h  a u s  d e r  C u r v e  Un u n d  a u s  d e n  
mm' E r z e u g e n d e n  d e r  F l ä c h e ,  w e l c h e  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  L e i t ­
c u r v e  L  ( v o n  d e r  mm'-t e n  O r d n u n g )  u n d  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  
E b e n e  m i t  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e n  v o n  Un v e r b i n d e n .

D i e s e  mm' E r z e u g e n d e n  s c h n e i d e n  s i c h  g e g e n s e i t i g  i n  
mm'
—~-(m m ' — 1 )

u
P u n k t e n ,  w e l c h e  D o p p e l p u n k t e  d e s  G e s a m m t s c h n i t t e s  v o r s t e l l e n .  
F e r n e r  s c h n e i d e t  j e d e  d i e s e r  E r z e u g e n d e n  d i e  C u r v e  Un i n

mm'(in— 1 )
P u n k t e n ,  v o n  w e l c h e n  e i n e r  d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t  d e r  u n e n d l i c h  
f e r n e n  E b e n e  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  d e r  b e t r e f f e n d e n  E r z e u g e n ­
d e n  v o r s t e l l t ,  w ä h r e n d  d i e  ü b r i g e n

[ » ! » / ( m — 1 ) — 1 ]
P u n k t e  a u f  j e d e r  d e r  m m ' E r z e u g e n d e n  w i r k l i c h e  D o p p e l p u n k t e  
s i n d .

E s  e r g i b t  s i c h  s o n a c h  d i e  Z a h l  s ä m m t l i c h e r  D o p p e l p u n k t e  
a l s  S u m m e  v o n :

wiiii!
o ,  - r - ( » i m ' —  1 )  u n d  m m ' [ m m ' ( m — 1 ) — 1 ]

u
u n d  i s t  d a h e r  a u s g e d r ü c k t  d u r c h :
771111'
-fr-  [ 2 m m ' ( m — 1 ) — 2  - + -  mm! — 1  m m ' ( m — l ) 2— ( 4 m  - 4 -  m ' — 7 ) ]

mm!
=  - [ 2 m 2m '  —  2 mm' - + -  mm’ - + -  m3m ' —  2 m 2 m ' - i -

u
-hmm'— 4 m — m ' n - 7 — 3 ]

mm'r -i , a , j -i—  — —  \nrm  — 4  m  —  m  —f -  4 J .

D i e  g e f u n d e n e n  D o p p e l p u n k t e  s i n d  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  
u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e  m i t  d e r  D o p p e l c u r v e  d e r  w i n d s c h i e f e n  
N o r m a l e n f l ä c h e ;  i h r e  A n z a h l  b e s t i m m t  m i t h i n  d i e  O r d n u n g  d i e s e r  
D o p p e l c u r v e .

E s  g i l t  m i t h i n  d e r  S a t z :
„ D i e  D o p p e l l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  F l ä c h e  m - t e r  O r d ­

n u n g  l ä n g s  i h r e s  D u r c h s c h n i t t e s  m i t  e i n e r  F l ä c h e  m ' - O r d n u n g  i s t  
e i n e  C u r v e “

mm'
——  [ m 3 m '  —  4 m  —  m '  - + -  4 ] - t e r  O r d n u n g .

Li
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E s  u n t e r l i e g t  n u n m e h r  a u c h  k e i n e r  w e i t e r e n  S c h w i e r i g k e i t ,  
d i e  ü b r i g e n  C h a r a k t e r i s t i k e n  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  z u  
b e s t i m m e n .

B e z e i c h n e n  w i r  w i e d e r  m i t  r  d i e  O r d n u n g ,  m i t  n d i e  C l a s s e  
d e r  D e v e l o p p a b l e n  D, m i t  i  d i e  Z a h l  d e r  I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  i h r e s  
e b e n e n  S c h n i t t e s  u n d  m i t  p. d i e  O r d n u n g  d e r  z u g e h ö r i g e n  C u s p i -  
d a l k a n t e ,  s o  i s t  n a c h  P l i i c k e r :

;j. —  i  - -  3  ( Y — n)

o d e r ,  d a  i m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  t =  0 ,

r =  m m '(3m -\-m '— 6 )  u n d  n =  mm'(m —  1 )  i s t ,  w i r d :  
jx =  3mm'(3m  - f -  m' —  6 —  m - + - 1 )  o d e r :
H =  3mm'(2m  - + -  m' —  5 ) .

B e n e n n e n  w i r  m i t  ß  d i e  s t a t i o n ä r e n  P u n k t e  d e r  C u s p i d a l -  
k a n t e ,  s o  e r h a l t e n  w i r  d i e s e  n a c h  d e r  P i l i  c k e r ’ s c h e n  F o r m e l

n —  ß  =  3  (r  —  ix).

N a c h d e m  n =  mm' (m  —  1 )  5 r  =  mm' (3m -+- m' —  6 )  u n d  
j). =  3mm'(2m-\-m'  —  5 )  i s t ,  w i r d :

ß =  11 —  3 ( r —  ix) o d e r : 
ß =  mm'(in—  1 )  —  3mm'\(3m  - 1-  m' —  6)  —  3 ( 2 m h -  m! — 5 ) ]

=  mm'\in—  1  —  9m  —  3m' - + - 1 8  - h  1 8 m  - 1-  9 iri —  4 5 )  o d e r  
ß  =  2 mm'(Öm - + -  3  iri — 1 4 )

F ü r  d i e  x  D o p p e l p u n k t e  d e s  e b e n e n  S c h n i t t e s  m i t  d e r  
D e v e l o p p a b l e n  D  h a t  m a n  d i e  b e k a n n t e  G l e i c h u n g :

n =  r(r  —  1 )  —  2 x  —  3 ;x o d e r  
2x  =  ?■(?• —  1 )  —  n —  3tx ;

f ü r  r, 11 u n d  <x d i e  e n t s p r e c h e n d e n  W e r t h e  s u b s t i t u i r t  e r h ä l t  m a n :

2 x  = m zm'i(3m-+-iri— 6 ) 2— mm' (3m,-hm'— 6) — mm'(in— 1 )  —  9  miri 
(2m -hm '— 5 )  o d e r

mzm'z
x  =  ( 3  m  - 1-  iri —  6 ) z — m m ' ( l  I m  - + -  5  iri —  2 6 ) .

u
D i e  S i n g u l a r i t ä t e n  d e s  e b e n e n  S c h n i t t e s  d e r  D e v e ­

l o p p a b l e n  D  g e l t e n  n a t ü r l i c h  a u c h  f ü r  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  C u r v e  Ud 
d e r s e l b e n .
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N u n  w i s s e n  w i r ,  d a s s  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  C u r v e  Un d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  z u  Ud r e c i p r o k  i s t ,  E s  e n t s p r e c h e n  s o n a c h  d e n  
S i n g u l a r i t ä t e n  v o n  Ud e b e n f a l l s  S i n g u l a r i t ä t e n  d e r  C u r v e  Un, u n d  
z w a r  d e n  D o p p e l -  u n d  R ü c k k e h r p u n k t e n  v o n  Ud D o p p e l -  u n d  
I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  v o n  Un u n d  u m g e k e h r t .

N a c h d e m  d i e  A n z a h l  d e r  D o p p e l p u n k t e  v o n  Ud d u r c h :
777 2777 ' ^

x  = — - —  (3 m -h m '—  6 ) 2— m m '(lim  - t -  bm'— 2 6 )

f e s t g e s t e l l t  w u r d e ,  e r g e b e n  s i c h  d i e  D o p p e l t a n g e n t e n  v o n  Un 
i n  g l e i c h e r  Z a h l .

D i e  R ü c k k e h r p u n k t e  v o n  Ud e r g e b e n  s i c h  a l s  S c h n i t t ­
p u n k t e  d e r  C u s p i d a l k a n t e  m i t  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e ;  i h r e  
A n z a h l  s t i m m t  ü b e r e i n  m i t  d e r  O r d n u n g  d e r  C u s p i d a l k a n t e ,  i s t  
a l s o  g l e i c h :

3mm'(2m -h m' —  5 ) ,

d u r c h  w e l c h e  Z a h l  m i t h i n  a u c h  d i e  I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  d e r  
C u r v e  Un a u s g e d r ü c k t  e r s c h e i n e n .

D i e  A n z a h l  d e r  D o p p e l p u n k t e  v o n  Un w u r d e  b e r e i t s  d u r c h

7)lWlr
— — (m sm' —  4 m —  m' -+- 4 )

u
f e s t g e s t e l l t .

B e d e u t e t  v d i e  O r d n u n g  e i n e r  e b e n e n  C u r v e ,  /j. d e r e n  C l a s s e ,  
o d i e  Z a h l  d e r  D o p p e l p u n k t e ,  x  j e n e  d e r  R ü c k k e h r p u n k t e ,  d i e  
d e r  D o p p e l t a n g e n t e n ,  i d i e  A n z a h l  d e r  I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  u n d  p 
d a s  G e s c h l e c h t  d i e s e r  C u r v e ,  s o  i s t  b e k a n n t l i c h :

(v — 1 ) 0  —  2) ,  ( y . - l ) ( ^ _ 2 )
r  o  u o

U n t e r  d e m  G e  s c  h l  e c h t e  e i n e r  R a u m c u r v e  v e r s t e l l t  
m a n  d a s  G e s c h l e c h t  i h r e r  P r o j e k t i o n  a u f  e i n e  E b e n e .

D a s  G e s c h l e c h t  v o n  Un w i r d  d a h e r ,  d a  f ü r  d i e  L e i t c u r v e  Un

v  =  7 n m ' ( m — 1 ),

_ l ) * _ ( 4 Wj-+_ 

g e f u n d e n  w u r d e ,  a u s g e s p r o c h e n  d u r c h :

o =  — —-[mm'(m  —  l ) 2 — (4 m-hm' —  7 ) ] u n d  x  =  0
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^[m m '(m -  1 )  - l ] j ) » m ' ( w — 1 ) — 2 ]—'m ™ ( m — l ) 2 - f - ^ - ( 4 ? « n - m — 7 )

mhn'1 2 3 mm' m%m'%.
=  — g -  ( m  —  1 ) 2 ------------------------------------g - ( m  —  1) 1 ----------_  ( m  —  l ) 2

h - - - - - - - - - - - - - - - - - ( 4 w ,  - f -  m —  7 )  o d e r :

m m '  /  • A \  1- ( m  —i— m  —  4) -i- 1.

B e z e i c h n e t  m a n  f e r n e r  m i t  v  d i e  O r d n u n g ’ d e r  L e i t c u r v e ,  
r e s p e c t i v e  i h r e r  P r o j e c t i o n  a u f  e i n e  E b e n e  u n d  m i t  h d i e  A n z a h l  
d e r  s c h e i n b a r e n  D o p p e l p u n k t e  d .  i .  d e r  d u r c h  e i n e n  b e l i e b i g e n  
P u n k t  g e h e n d e n  z w e i p u n k t i g e n  S e c a n t e n  d e r  R a u m c u r v e  ( D o p p e l ­
p u n k t e  i h r e r  P r o j e c t i o n ) ,  s o  i s t  d a s  G - e s c h l e c h t  d e r  L e i t c u r v e  L 
o d e r  b e z i e h u n g s w e i s e  j e n e s  i h r e r  P r o j e c t i o n  a u f  e i n e  E b e n e  
a u s g e d r ü c k t  d u r c h :

l (v_ 1)(v_ 2 )_ 7 i.

N a c h d e m  d i e  O r d n u n g  d e r  L e i t c u r v e ,  a l s o  a u c h  i h r e  P r o j e c t i o n  
g l e i c h  mm' i s t ,  w i r d  d i e  Z a h l

h  =  - ^ i ( m — l) ( m ' — 1) 

m i t h i n  d a s  G e s c h l e c h t  v o n  L :
1 /  , - I W  , ' V  V W l '  /  I W  , I N- ( h ®  — 1 )  (mm — 2 ) - - - - -̂ -  (m — l ) (m  — 1 )
— u

mzm'% 3  mm' mz m'z mm', mm'
=  ~ 2 - - - - - - - - 2  ^  2  h  ^ }  _  “ 2 “

m m >  (  IN 1=  ——-  ( m  -t- m  — 4) 1

s e i n .
H i e r a u s  i s t  g l e i c h z e i t i g  z u  e r s e h e n ,  d a s s  d i e  b e i d e n  L e i t -  

c u r v e n  Un u n d  L  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  v o n  g l e i c h e m  G e -  
s c h l e c h t e  s i n d .  D i e s e s  g i l t ,  w i e  b e k a n n t 1, f ü r  a l l e  a u f  e i n e r  
w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  v e r z e i c h n e t e n  C u r v e n ,  w e l c h e r  O r d n u n g  d i e ­
s e l b e n  a u c h  s e i n  m ö g e n ,  w e n n  d i e  E r z e u g e n d e n  d e r  w i n d s c h i e f e n  
F l ä c h e  a u f  d i e s e n  C u r v e n  e i n d e u t i g e  P u n k t r e i h e n  b e s t i m m e n ,  
w o r a u s  d a s  G e s a g t e  i n  d e r  o b e n  e n t w i c k e l t e n  W e i s e  f o l g t .

1 C rom on a , Theorie der Oberflächen. Cap. VIII. §§. 57, 58.
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1 1 4 2 P e s c h k  a,

N a c h  d i e s e n  A u s e i n a n d e r s e t z u n g e n  w o l l e n  w i r  n o c h  z u  
e r m i t t e l n  s u c h e n ,  w i e  v i e l e  E r z e u g e n d e  e i n e  w i n d s c h i e f e  
N o r m a l e n f l ä c h e  b e s i t z e ,  i n  w e l c h e n  s i e d e n  C h a r a k t e r  
e i n e r  a u f w i c k e l b a r e n  F l ä c h e  a n n i m m t ,  d .  h .  l ä n g s  
w e l c h e r  s i e  e i n e  e i n z i g e  B e r ü h r u n g s e b e n e  z u l ä s s t ,  o d e r  m i t  a n d e r e n  
W o r t e n ,  w i r  w o l l e n  d i e  A n z a h l  j e n e r  N o r m a l e n  f e s t s t e l l e n ,  w e l c h e  
v o n  d e n  u n m i t t e l b a r  f o l g e n d e n  g e s c h n i t t e n  w e r d e n .

Z u  d i e s e m  B e h u f e  s t e l l e n  w i r  f o l g e n d e  V o r b e t r a c h t u n g e n  a n :
I n  i r g e n d  e i n e r  E b e n e  s e i e n  z w e i  b e l i e b i g e  C u r v e n  C\ u n d  Cz 

( F i g .  2 ) ,  v o n  d e n  b e z ü g l i c h e n  C l a s s e n  nx u n d  nz u n d  v o m  s e l b e n  
G e s c h l e c h t e  g e g e b e n .  D i e s e l b e n  s e i e n  a l s  E n v e l o p p e n  e i n d e u t i g  
a u f  e i n a n d e r  b e z o g e n .  J e d e r  T a n g e n t e  d e r  e i n e n  C u r v e  w i r d  s o m i t  
e i n e ,  a b e r  a u c h  n u r  e i n e  T a n g e n t e  d e r  a n d e r e n  e n t s p r e c h e n .

D e r  g e o m e t r i s c h e  O r t  d e r  D u r c h s c h n i t t s p u n k t e  e n t s p r e c h e n d e r  
T a n g e n t e n  i s t  e i n e  C u r v e  K, d e r e n  O r d n u n g  l e i c h t  z u  b e s t i m m e n  
s e i n  w i r d .

N e h m e n  w i r  e i n e  b e l i e b i g e  G e r a d e  G i n  d e r  E b e n e  d e r  b e i d e n  
C u r v e n  Cx u n d  Cz a n  u n d  b e t r a c h t e n  w i r  d i e  b e i d e n  P u n k t r e i h e n  
R x u n d  R v  w e l c h e  d i e  T a n g e n t e n  d e r  C u r v e  Cx, r e s p e c t i v e  C\ a u f  
G b e s t i m m e n .

D a  d i e  C u r v e  Cx v o n  d e r  w t - t e n  C l a s s e  i s t ,  w e r d e n  v o n  e i n e m  
b e l i e b i g e n  P u n k t e  x x d e r  G e r a d e n  G a u c h  nx T a n g e n t e n  a n  C\
g e z o g e n  w e r d e n  k ö n n e n ,  d i e  w i r  m i t  t\, t \7 t \ . . . . . . . tnx* b e z e i c h n e n
w o l l e n .

J e d e r  e i n z e l n e n  d i e s e r  T a n g e n t e n  e n t s p r i c h t  e i n e  T a n g e n t e  d e r  
C u r v e  Cz, w e l c h e  w i r  t xv  t\, t \ .  . . t ”> n e n n e n ,  w ä h r e n d  d i e  S c h n i t t ­
p u n k t e  d e r s e l b e n  m i t  d e r  G e r a d e n  G, d u r c h  wz, # 2 , a ? 2 . . . . 
b e z e i c h n e t  s e i e n .

B e t r a c h t e n  w i r  d e n  P u n k t  x x a l s  E l e m e n t  d e r  R e i h e  R x, s o  
e n t s p r e c h e n  d e m s e l b e n  i n  d e r  R e i h e  R z d i e  nx P u n k t e  a ? 2 , sc\, 
a ’ 2 . . . . a ? " '  u n d  a u f  g l e i c h e  W e i s e  w e r d e n  e i n e m  P u n k t e  ? /2 d e r  
R e i h e  R z d i e  nz P u n k t e  y\, y\, y \ . . . y'{- d e r  R e i h e  R x e n t s p r e c h e n .  
D i e  b e i d e n  R e i h e n  R x u n d  Rz s i n d  m i t h i n  i n  d e r  W e i s e  a u f e i n a n d e r  
b e z o g e n ,  d a s s  e i n e m  P u n k t e  d e r  e i n e n ,  nx P u n k t e  d e r  z w e i t e n  u n d  
u m g e k e h r t  e i n e m  P u n k t e  d e r  z w e i t e n  R e i h e ,  nx P u n k t e  d e r  e r s t e n  
e n t s p r e c h e n .

N a c h  d e m  C h a s l e s ’ s c h e n  C o r r e s p o n d e n z p r i n c i p e  b e s i t z e n  
d i e s e  b e i d e n  a u f  G l i e g e n d e n  R e i h e n  (iix h - w 2 )  D o p p e l p u n k t e ,  d .  h .
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e s  k ö m m t  (nx - t -  w 2 ) m a l  v o r ,  d a s s  e i n  P u n k t  d e r  e i n e n  R e i h e  m i t  
s e i n e m  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  a u f  d e r  a n d e r e n  R e i h e  c o T n e i d i r t .

A u f  e i n e r  b e l i e b i g e n  G e r a d e n  G g i b t  e s  a l s o  (nx - f - nz) P u n k t e ,  
i n  w e l c h e n  s i c h  e n t s p r e c h e n d e  T a n g e n t e n  d e r  b e i d e n  C u r v e n  Cx 
u n d  Cz s c h n e i d e n ,  u n d  d i e  C u r v e ,  w e l c h e  d i e  S c h n i t t p u n k t e  
e n t s p r e c h e n d e r  T a n g e n t e n  v o n  Cx u n d  C2 e r z e u g e n ,  i s t  v o n  d e r  
(nx -+- w 2 ) - t e n  O r d n u n g .

S e i  n u n  R  e i n e  w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  ? w - t e r  O r d n u n g  u n d  r - t e n  
R a n g e s ,  w o b e i  u n t e r  R a n g  d i e  C l a s s e  e i n e s  e b e n e n  S c h n i t t e s  
d e r  F l ä c h e  z u  v e r s t e h e n  i s t ,  u n d  n e h m e n  w i r  a n ,  cx u n d  cz 
( F i g .  3 )  s e i e n  z w e i  e b e n e  S c h n i t t e  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  R, 
a l s o  d e r  V o r a u s s e t z u n g  g e m ä s s ,  C u r v e n  r - t e r  C l a s s e .

D i e  D e v e l o p p a b l e n  D x u n d  D 2, w e l c h e  d e r  w i n d ­
s c h i e f e n  F l ä c h e  R  l ä n g s  d e r  b e i d e n  e b e n e n  S c h n i t t e  cx u n d  c2 
u m s c h r i e b e n  g e d a c h t  w e r d e n  k ö n n e n ,  s i n d  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h  
g l e i c h f a l l s  v o n  d e r  r - t e n  C l a s s e .

D i e  g e r a d l i n i g e n  E r z e u g e n d e n  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  R  
s c h n e i d e n  d i e  b e i d e n  C u r v e n  cx u n d  c2 i n  e i n d e u t i g e n  P u n k t r e i h e n ,  
e s  k ö n n e n  s o m i t  a u c h  d i e  T a n g e n t e n  d e r  C u r v e n  cx u n d  cz i n  
e n t s p r e c h e n d e n ,  d .  i .  i n  s o l c h e n  P u n k t e n  u n d  £v  w e l c h e  e i n e  
E r z e u g e n d e  g  v o n  R  a u f  <\ u n d  c2 b e s t i m m t ,  e i n d e u t i g  a u f  e i n a n d e r  
b e z o g e n  w e r d e n .

D a s s e l b e  g i l t  a b e r  a u c h  v o n  d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e r  
D e v e l o p p a b l e n  Dx u n d  D 2. D i e  E b e n e ,  w e l c h e  d u r c h  g  u n d  d i e  
T a n g e n t e  tx i m  P u n k t e  g e h t ,  b e r ü h r t  d i e  w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  i n  
d e m  n ä m l i c h e n  P u n k t e ,  i s t  m i t h i n  e i n e  e r z e u g e n d e  E b e n e  ( T a n ­
g e n t i a l e b e n e )  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D x. A n d e r e r s e i t s  i s t  d i e  E b e n e  
d u r c h  g  u n d  d i e  T a n g e n t e  t2 i m  P u n k t e  c 2 d i e  B e r ü h r u n g s e b e n e  
d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  i m P u n k t e  t z, f o l g l i c h  a u c h  e i n e  e r z e u g e n d e  
E b e n e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D2.

D i e  e r z e u g e n d e n  o d e r  B e r ü h r u n g s - E b e n e n  d e r  b e i d e n  D e v e ­
l o p p a b l e n  D x u n d  D2 s i n d  a b e r  d e r a r t  a u f  e i n a n d e r  b e z o g e n ,  d a s s  
s o l c h e  E b e n e n ,  w e l c h e  d i e  w i n d s c h i e f e F l ä c h e  R  i n  e n t s p r e c h e n d e n  
P u n k t e n  u n d  f 2 d e r  C u r v e n  cx u n d  cz b e r ü h r e n ,  e i n a n d e r  e n t ­
s p r e c h e n .

D e n k e n  w i r  u n s  n u n  d i e  b e i d e n  D e v e l o p p a b l e n  Dx u n d  D %, 
w e l c h e  s o  w i e  i h r e  L e i t l i n i e n  cx u n d  cz v o n  d e r  r - t e n  C l a s s e  s i n d ,  
d u r c h  e i n e  b e l i e b i g e  E b e n e  E  g e s c h n i t t e n ,  s o  e r g e b e n  s i c h  z w e i
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1 1 4 4 P e s c h lc a.

C u r v e n  r - t e r  C l a s s e  a l s  S c h n i t t e ,  d e r e n  T a n g e n t e n ,  i n d e m  s i e  
S c h n i t t e  d e r  E b e n e  E  m i t  d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e r  D e v e l o p ­
p a b l e n  D x l i n d  Dz v o r s t e l l e n ,  g l e i c h f a l l s  e i n d e u t i g -  e i n a n d e r  e n t ­
s p r e c h e n .

N a c h  F r ü h e r e m  i s t  d i e  C u r v e ,  w e l c h e  s i c h  a l s  g e o m e ­
t r i s c h e r  O r t  d e r  S c h n i t t p u n k t e  e n t s p r e c h e n d e r  T a n g e n t e n  
v o n  Cx u n d  Cz e r g i b t ,  v o n  d e r  2 r - t e n  O r d n u n g .

B e r ü c k s i c h t i g t  m a n  a b e r ,  d a s s  j e  z w e i  e n t s p r e c h e n d e  E b e n e n  
d e r  D e v e l o p p a b l e n  D x u n d  Dz i m m e r  e i n e  E r z e u g e n d e  d e r  w i n d ­
s c h i e f e n  F l ä c h e  g e m e i n  h a b e n ,  s o  i s t  k l a r ,  d a s s  d e r e n  S c h n i t t e  
m i t  d e r  E b e n e  E, d .  i .  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  T a n g e n t e n  d e r  C u r v e n  
C\ u n d  Cz s i c h  i n  j e n e m  P u n k t e  t r e f f e n  w e r d e n ,  i n  w e l c h e m  d i e  
b e s a g t e  E r z e u g e n d e  d i e  E b e n e  E  s c h n e i d e t ,  s o  d a s s  d i e  C u r v e ,  
w e l c h e  v o n  d e n  S c h n i t t p u n k t e n  e n t s p r e c h e n d e r  T a n g e n t e n  d e r  C\ 
u n d  Cz e r z e u g t  w i r d ,  m i t  d e m  S c h n i t t e  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  R  
u n d  d e r  E b e n e  E  i d e n t i s c h  i s t .

D a  a b e r  i n  d i e s e r  H i n s i c h t  d i e  O r d n u n g  d e s  S c h n i t t e s  g l e i c h  
j e n e r  d e r  R e g e l f l ä c h e  R, a l s o  g l e i c h  m i s t ,  w ä h r e n d  f r ü h e r  d i e  
O r d n u n g  g l e i c h  2 r  g e f u n d e n  w u r d e ,  s o  i s t  l e i c h t  e i n z u s e h e n ,  d a s s  
e s  u n t e r  d e n  T a n g e n t e n  v o n  Cx u n d  Cz s o l c h e  g e b e n  m ü s s e ,  
w e l c h e  m i t  i h r e n  e n t s p r e c h e n d e n  T a n g e n t e n  z u s a m m e n f a l l e n  u n d  
l i i e m i t  o f f e n b a r  G e r a d e  r e p r ä s e n t i r e n ,  w e l c h e  z u  d e m  E r z e u g n i s s e  
d e r  S c h n i t t p u n k t e  e n t s p r e c h e n d e r  T a n g e n t e n  m i t g e h ö r e n .

D e r  G e s a m m t o r t  d e r s e l b e n  i s t  v o n  d e r  2 / - - t e n  O r d n u n g ; e i n  
T h e i l  h i e v o n  s t e l l t  e i n e  C u r v e  w - t e r  O r d n u n g  d a r ,  u n d  s o n a c h  
e r g i b t  s i c h  d i e  A n z a h l  d e r  P a a r e  z u s a m m e n f a l l e n d e r ,  
e n t s p r e c h e n d e r  T a n g e n t e n  a l s  d i e  D i f f e r e n z :

( 2  r — ni).
N u n  i s t  a b e r  w e i t e r s  k l a r ,  d a s s  s i c h  d i e  b e i d e n  C u r v e n  q  

u n d  cz a u f  d e r  R e g e l f l ä c h e  R i n  m P u n k t e n  s c h e i d e n .  D i e  l e t z t ­
g e n a n n t e n  m  P u n k t e  s i n d  n ä m l i c h  j e n e ,  i n  w e l c h e n  d i e  S c h n i t t ­
g e r a d e  i h r e r  E b e n e n  d i e  R e g e l f l ä c h e  t r i f f t .

D i e  B  e  r  I i  h  r  u  n  g  s  e  b  e  n  e  n  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  i n  d i e s e n  
m P u n k t e n  s i n d  g l e i c h z e i t i g  e r z e u g e n d e  E b  e n e n  d e r  b e i d e n  
D e v e l o p p a b l e n  D x u n d  Dz. U n t e r  d e n  v o r e r w ä h n t e n  ( 2 r  —  m) 
G e r a d e n ,  w e l c h e  z u s a m m e n f a l l e n d e ,  e n t s p r e c h e n d e  T a n g e n t e n  v o n  
Cx u n d  Cz v o r s t e l l e n ,  r ü h r e n  d e m n a c h  m d e r s e l b e n  v o n  d e n  o b g e ­
n a n n t e n  E b e n e n  h e r ,  s o  z w a r ,  d a s s  s i c h  n u n m e h r  n o c h  e i n  R e s t  v o n
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2  ( r —  m)
h e r a u s g e s t e l l t .

D u r c h  d a s  Y o r a u s g ’e s c h i c k t e  w u r d e  w e i t e r s  k l a r  g e l e g t ,  d a s s  
z w e i  e n t s p r e c h e n d e  E b e n e n  d e r  D e v e l o p p a b l e n  Dx u n d  D% e i n e  
E r z e u g e n d e  v o n  R  g e m e i n  h a b e n .  U n t e r  a l l e n  P a a r e n  s o l c h  e n t ­
s p r e c h e n d e r  E b e n e n  g i b t  e s  d e m n a c h  2 ( r —  m) d e r s e l b e n ,  w e l c h e  
n o c h  e i n e  z w e i t e  G e r a d e ,  d .  i .  e i n  P a a r  z u s a m m e n f a l l e n d e r  T a n ­
g e n t e n  a n  C j  u n d  C% g e m e i n  h a b e n ,  o d e r  e s  g i b t  2 ( r — m) z u ­
s a m m e n f a l l e n d e ,  e n t s p r e c h e n d e  E b e n e n  d e r  D e v e ­
l o p p a b l e n  D j  u n d  Dz.

J e d e  d i e s e r  E b e n e n  b e r ü h r t  d i e  w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  i n  z w e i  
v e r s c h i e d e n e n  P u n k t e n  e i n e r  E r z e u g e n d e n  u n d  f o l g l i c h  i n  a l l e n  
P u n k t e n  d e r s e l b e n .  L e t z t e r e s  i s t  a b e r  n u r  d a n n  m ö g l i c h ,  w e n n  
d i e s e  E r z e u g e n d e  v o n  d e r  u n m i t t e l b a r  f o l g e n d e n  g e s c h n i t t e n  w i r d .

W i r  g e l a n g e n  m i t h i n  z u  d e m  R e s u l t a t e ,  d a s s  e i n e  w i n d ­
s c h i e f e  R  e  g  e  1 f  1 ä  c  h  e  m - 1 e  r  O r d n u n g  u n d  r - t e n  R a n g e s  
2 ( r — m) E r z e u g e n d e n  b e s i t z t ,  i n  w e l c h e n  s i e  d e n  C h a r a k t e r  
e i n e r  a u f  w i c k e l b a r e n  F l ä c h e  a n n i m m t ,  a l s o  2 ( r  —  m) E r ­
z e u g e n d e n  b e s i t z e ,  d i e  v o n  d e n  u n m i t t e l b a r  b e n a c h b a r t e n  g e ­
s c h n i t t e n  w e r d e n . 1

U m  d a s  N a c h g e w i e s e n e  a u f  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  a n z u w e n d e n ,  
w i r d  e s  n o t h w e n d i g  s e i n ,  d e r e n  O r d n u n g  u n d  R a n g  z u  b e ­
s t i m m e n .

W a s  d i e  O r d n u n g  b e t r i f f t ,  s o  w u r d e  d i e s e l b e  d u r c h :

f e s t g e s t e l l t ,  w e l c h e  O r d n u n g s z a h l ,  w i e  w i r  w i s s e n ,  a u c h  m i t  d e r  
e i n e s  e b e n e n  S c h n i t t e s  d e r s e l b e n  ü b e r e i n s t i m m t .

D i e  C l a s s e  r  d e s  l e t z t e r e n ,  d .  i .  d e r  R a n g  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ^  
e r g i b t  s i c h  a u s  d e r  P l ü c k e r ’ s c h e n  G l e i c h u n g :  

r =  [a([x —  1 )  —  2 o  —  3 x ,  
i n  w e l c h e r  b e k a n n t l i c h  ju. d i e  O r d n i m g ,  o  d i e  Z a h l  d e r  D o p p e l ­
p u n k t e  u n d  x  j e n e  d e r  R ü c k k e h r p u n k t e  b e z e i c h n e t .  N u n  i s t  
ix =  mz .m', u n d  d a  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e  D o p p e l c u r v e

(mhri— 4m —  w . ' - b 4 ) - t e r  O r d n u n g  b e s i t z t ,  i s t  § g l e i c h  d i e s e r
u
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O r d n u n g s z a h l ,  w ä h r e n d  x ,  d a  i m  S c h n i t t e  k e i n e  R ü c k k e h r p u n k t e  
V o r k o m m e n ,  g l e i c h  N u l l  i s t .

E s  e r g i b t  s i c h  s o n a c h :

r =  mhri (m hri—  1 )  —  mm' (mhri  —  4 m —  m' - 1- 4 ) ,  o d e r  
r  =  mm' (3m -\-m' —  4 ) .

G r e i f e n  w i r  a u f  d a s  v o r d e m  i n  d e r  a l l g e m e i n e n  E n t w i c k l u n g  
e r h a l t e n e  R e s u l t a t  2 (r — m) z u r ü c k ,  w o d u r c h  d i e  A n z a h l  d e r  
E r z e u g e n d e n  f i x i r t  w u r d e ,  i n  w e l c h e n  d i e  w i n d s c h i e f e  R e g e l ­
f l ä c h e  d e n  C h a r a k t e r  e i n e r  a u f w i c k e l b a r e n  a n n i m m t ,  s o  e r h a l t e n  
A v i r  d u r c h  S u b s t i t u t i o n  a u f  d e n  v o r l i e g e n d e n  F a l l  a n g e w e n d e t :

2 [mm' (3m  - + -  iri ■—  4 )  —  m2m'] o d e r
2  mm' (2m -h  iri —  4 )

w o r a u s  d e r  S a t z  f o l g t :
„ D i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  F l ä c h e  w ? . - t e r  O r d n u n g  l ä n g s  i h r e s  

S c h n i t t e s  m i t  e i n e r  F l ä c h e  w ' - t e r  O r d n u n g  b e s i t z t  
2 mm'(2m  - t -ir i  —  4 )

g e r a d e  E r z e u g e n d e ,  w e l c h e  v o n  i h r e n  u n m i t t e l b a r  f o l g e n d e n  g e ­
s c h n i t t e n  w e r d e n ,  o d e r  l ä n g s  w e l c h e r  s i e  d e n  C h a r a k t e r  e i n e r  
a u f w i c k e l b a r e n  F l ä c h e  b e s i t z t . “

D i e s e  E r z e u g e n d e n z a h l  l ä s s t  s i c h  ü b r i g e n s  a u c h  d u r c h  d i e  
C h a r a k t e r e  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  L e i t f l ä c h e  z u m  A u s ­
d r u c k e  b r i n g e n .  N a c h  F r ü h e r e m  i s t  n ä m l i c h  m d i e  O r d n u n g  u n d  
r =  m(m — 1 )  d e r  R a n g  o d e r  d i e  C l a s s e  e i n e s  e b e n e n  S c h n i t t e s  
d e r s e l b e n .  D i e  C l a s s e  d  e  r  L  e  i  t  c  u  r  v  e  L  w u r d e  e i n g a n g s  d u r c h  
p — miri (m— 1 ) ,  i h r e  O r d n u n g s z a h l  d u r c h  /j. =  mm' b e s t i m m t ,  u n d  
d i e  Z a h l  ex.' d e r  I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  d e r  L e i t f l ä c h e  i n  P u n k t e n  
d e r  L e i t l i n i e  i s t  b e k a n n t l i c h  g l e i c h  miri (3m  h -  2m '— 8 ) ,  w o n a c h :

ft. —i— p - t -  cn! =  mm' -i- mm'(in — 1 )  h -  miri (3m 2 iri —  8)
=  2mm'(2m  - + -  m' — 4 ) ,

w e l c h e s  R e s u l t a t  m i t  d e m  o b i g e n  i n  v o l l e r  Ü b e r e i n s t i m m u n g  i s t .
D e  l a  G o u r n e r i e  n e n n t  d e r a r t i g e  E r z e u g e n d e n  e i n e r  

w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e ,  w e l c h e  v o n  d e n  u n m i t t e l b a r  f o l g e n d e n  g e ­
s c h n i t t e n  w e r d e n ,  „ K a n t e n “  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  u n d  d i e  
o b b e z e i c h n e t e n  S c h n i t t p u n k t e  „ S p i t z e n “  d e r s e l b e n .

E s  w i r d  n u n  a u c h  k e i n e m  A n s t a n d e  u n t e r l i e g e n ,  d e m  v o r h e r  
a u f g e s t e l l t e n  S a t z e  ü b e r  d i e  2mm' (2m -h m '— 4 )  K a n t e n  d e r  N o r ­
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m a l e n f l ä c h e  e i n e  e t w a s  a n d e r e  F a s s u n g -  z u  g e b e n ,  u n d  w o l l e n  w i r ,  
z u r  E r r e i c h u n g  u n s e r e s  Z w e c k e s ,  f o l g e n d e  B e t r a c h t u n g  a n s t e l l e n .

J e d e  E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  e i n e  N o r m a l e  d e r  
g e g e b e n e n  L e i t f l ä c h e .

S c h n e i d e n  s i c h  z w e i  u n m i t t e l b a r  a u f e i n a n d e r f o l g e n d e  N o r ­
m a l e n  d e r  L e i t f l ä c h e ,  s o  i s t  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  i h r e r  F u s s -  
p u n k t e  e i n  E l e m e n t  e i n e r  K r ü m m u n g s l i n i e  d e r  L e i t f l ä c h e .

H i e r n a c h  i s t  e i n l e u c h t e n d ,  d a s s  d i e  L e i t c u r v e  L  d e r  N o r ­
m a l e n f l ä c h e  2m m !(2m -\-m '— 4 )  E l e m e n t e  b e s i t z t ,  w e l c h e  g l e i c h ­
z e i t i g  E l e m e n t e  v o n  K r ü m m u n g s l i n i e n  s i n d ,  o d e r  m i t  ä n d e r n  
W o r t e n ,  d a s s  d i e  L e i t c u r v e  L  v o n  [2mm'(2m  - + -  m'— 4 ) ]  K r ü m m u n g s ­
l i n i e n  d e r  F l ä c h e  b e r ü h r t  w i r d .

A u f  G r u n d  d i e s e r  e i n f a c h e n  B e t r a c h t u n g  l ä s s t  s i c h  d e r  o b i g e  
S a t z  i n  f o l g e n d e  F o r m  b r i n g e n :

„ U n t e r  d e n  K r i i m m u n g s l i n i e n  e i n e r  F l ä c h e  ? n - t e r  O r d n u n g  
g i b t  e s  i m m e r

2mm '(2m -\-m'  —  4 ) ,  
w e l c h e  d i e  S c h n i t t c u r v e  d i e s e r  F l ä c h e  m i t  e i n e r  F l ä c h e  w i ' - t e r  
■ O r d n u n g  b e r ü h r e n ,  o d e r :

e i n e  C u r v e  w ? m ' - t e r  O r d n u n g  a u f  e i n e r  F l ä c h e  m-t e r  O r d ­
n u n g  h a t

2mm'(2m  - + -  m ' — 4 )  
K r ü m m u n g s l i n i e n - T a n g e n t e n .  “

I s t  s p e c i e l l  m '=  1 ,  d .  h .  d i e  L e i t l i n i e  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  
e i n  e b e n e r  S c h n i t t  d e r  L e i t f l ä c h e ,  s o  i s t  d i e  Z a h l  d e r  K a n t e n  
- d e r  N o r m a l f l ä c h e :

2m(2m  —  3 ) .
D i e s e  Z a h l  d r ü c k t  a u s ,  w i e  g r o s s  d i e  A n z a h l  d e r  K r ü m -  

m u n g s l i n i e n  d e r  F l ä c h e  i s t ,  w e l c h e  e i n e  E b e n e ,  o d e r ,  w a s  
d a s s e l b e  i s t ,  e i n e n  e b e n e n  S c h n i t t  d e r  L e i t f l ä c h e  b e r ü h r e n .

D a  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  b e l i e b i g e n  F l ä c h e  F  l ä n g s  
e i n e r  L e i t c u r v e  L  i d e n t i s c h  i s t  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  d e r  D e v e ­
l o p p a b l e n  D, w e l c h e  d e r  F l ä c h e  F  l ä n g s  d e r  C u r v e  L  u m s c h r i e b e n  
i s t ,  s o  d r ä n g t  s i c h  u n s  d i e  A n s i c h t  a u f ,  d a s s  e s  v o n  N u t z e n  s e i n  
d ü r f t e , d i e N o r m a l e n f l ä c l i e n  d e r  a u f w i c k e l b a r e n F l ä c h e n  
e i n e r  e i n g e h e n d e r e n  B e t r a c h t u n g  u n d U n t e r s u c h u n g  z u  u n t e r z i e h e n .

S e t z e n  w i r  z u  d i e s e m  Z w e c k e  v o r a u s ,  d i e  C u s p i d a l k a n t e  d e r  
D e v e l o p p a b l e n  s e i  d u r c h  d i e  S c h n i t t l i n i e  z w e i e r  F l ä c h e n  m-t e r

73 *
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u n d  iri-t e r  O r d n u n g ,  m i t h i n  d u r c h  e i n e  C u r v e  mm’-t e r  O r d n u n g -  
g e g e b e n .

D e r  A n n a h m e  g e m ä s s  i s t  s o d a n n  d i e  O r d n u n g  d e r  D e v e  
l o p p a b l e n :

mm'(in-hm'— 2 ) ;
u n d  i h r e  C l a s s e :

3  mm'(m -+- in ' —  3 ) .

D i e  N o r m a l e n  d e r  a u f w i c k e l b a r e n  F l ä c h e  s t e h e n  a u f  d e n  
B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e r s e l b e n  s e n k r e c h t .  D i e  u n e n d l i c h  f e r n e n  
P u n k t e  d e r  N o r m a l e n  s i n d  i n  F o l g e  d e s s e n  p o l a r r e c i p r o k  z u  d e n  
u n e n d l i c h  f e r n e n  G e r a d e n  d e r  b e t r e f f e n d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e r  
D e v e l o p p a b l e n  i n  B e z u g  a u f  d e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  K u g e l k r e i s .

D i e  u n e n d l i c h  f e r n e  L e i t l i n i e  e i n e r  j e d e n  N o r m a l e n ­
f l ä c h e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  i s t  a l s o  d i e  R e c i p r o k a l c u r v e  d e r  
u n e n d l i c h  f e r n e n  C u r v e  d e r  l e t z t e r e n  i n  B e z u g  a u f  d e n  i m a g i ­
n ä r e n  K u g e l k r e i s ,  m i t h i n  e i n e  C u r v e

3mm’(m - i -  iri— 3 ) - t e r  O r d n u n g .

N a c h d e m  d a s  G e s a g t e  v o n  d e r  F o r m  u n d  d e n  C h a r a k t e r e n  
d e r  L e i t c u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e n  u n a b h ä n g i g  i s t ,  e r g i b t  s i c h  
a l s  u n m i t t e l b a r e  F o l g e r u n g  d e r  S a t z :

„ S ä m m t l i c h e  N o r m a l e n f l ä c h e n  e i n e r  D e v e l o p p a b l e n  h a b e n  
j e n e  C u r v e  i m  U n e n d l i c h e n  g e m e i n ,  w e l c h e  s i c h  a l s  R e c i p r o k e  d e r  
u n e n d l i c h  f e r n e n  C u r v e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  i n  B e z u g  a u f  d e n  
i m a g i n ä r e n  K u g e l k r e i s  e r g i b t . “

N e h m e n  w i r  a l s L e i t c u r v e  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  i n s b e s o n d e r e  
d i e  C u s p i d a l k a n t e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  a n ,  s o  e r h a l t e n  w i r  a l s  N o r ­
m a l e n f l ä c h e  j e n e  w i n d s c h i e f e  F l ä c h e ,  w e l c h e  u n t e r  d e m  N a m e n  d e r  
F l ä c h e  d e r  B  i  n  o  r  m  a  1 e  n  f ü r  d i e s e  C u s p i d a l k a n t e  b e k a n n t  i s t .  
J e d e  E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  d i e s f a l l s  e i n e  G e r a d e ,  
w e l c h e  d u r c h  e i n e n  P u n k t  d e r  C u s p i d a l k a n t e  s e n k r e c h t  z u  d e r  
z u g e h ö r i g e n  S c h m i e g u n g s e b e n e  g e f ü h r t  w i r d ,  u n d  d a h e r  d i e  B i n o r -  
m a l e  d e r  C u s p i d a l k a n t e  i n  d e m  b e t r e f f e n d e n  P u n k t e  r e p r ä s e n t i r t .

D i e  b e z e i c h n e t e  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  s o n a c h  d u r c h  z w e i  L e i t ­
l i n i e n ,  d .  i .  d e r  C u s p i d a l k a n t e  mm'-t e r  O r d n u n g  u n d  d e r  u n e n d l i c h  
f e r n e n  L e i t l i n i e ,  w e l c h e  v o n  d e r  3mm'(m -+- iri— 3 ) - t e n  O r d n u n g *  
i s t ,  g e g e b e n .
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D i e  E r z e u g e n d e n  s i n d  G e r a d e ,  w e l c h e  d i e  E l e m e n t e  z w e i e r  
e i n d e u t i g e n  R e i h e n  a u f  d e n  b e z e i c l m e t e n  C u r v e n  m i t  e i n a n d e r  
v e r b i n d e n ;  e s  e r g i b t  s i c h  s o n a c h  d e r  G r a d  d e r  F l ä c h e  a l s  S u m m e  
d e r  O r d n u n g e n  i h r e r  L e i t l i n i e n  u n d  i s t  d a h e r :

mm' —t -  3mm'(m h -  m'—  3 )  =  mm'(3m -+- 3 m —  8 )

H i e r a u s  e r g i b t  s i c h  d e r  S a t z :
„ D e r  G r a d  d e r  B i n o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  R a u m c u r v e ,  w e l c h e  

s i c h  a l s  S c h n i t t  z w e i e r  F l ä c h e n  v o n  d e n  O r d n u n g e n  m u n d  m' 
e r g i b t ,  i s t  a u s g e d r ü c k t  d u r c h :

mm'(3m  - + -  3m ' —  8 ) .

E i n e  w e i t e r e  E i g e n s c h a f t ,  w e l c h e  s i c h  a u f  a l l e  N o r m a l e n ­
f l ä c h e n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  a u f w i c k e l b a r e n  F l ä c h e  
b e z i e h t ,  e r g i b t  s i c h  d u r c h  f o l g e n d e  B e t r a c h t u n g .

D i e  u n e n d l i c h  f e r n e  L e i t c u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e n  e i n e r  a u f ­
w i c k e l b a r e n  F l ä c h e  i s t  d i e  P o l a r r e c i p r o k e  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  
C u r v e  d i e s e r  D e v e l o p p a b l e n .

B e z e i c h n e n  w i r  d i e s e  b e i d e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  C u r v e n  w i e d e r  
b e z i e h u n g s w e i s e  m i t  U„ u n d  üd, s o  e n t s p r i c h t  j e d e r  T a n g e n t e  
v o n  Ud e i n  P u n k t  d e r  Un d e r a r t ,  d a s s  d i e  d u r c h  d i e  T a n g e n t e  
g e f ü h r t e  e r z e u g e n d e  E b e n e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  s e n k r e c h t  s t e h t  
z u  d e r  d u r c h  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t  g e h e n d e n  E r z e u g e n d e n  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .

U m g e k e h r t  w i r d  a b e r  a u c h  j e d e r  T a n g e n t e  v o n  Un e i n  P u n k t  
a u f  Ud i n  d e r  W e i s e  e n t s p r e c h e n ,  d a s s  e i n e  d u r c h  d i e  e r s t e r e  
g e l e g t e  E b e n e  z u  e i n e r  d u r c h  d e n  l e t z t e r e n  g e h e n d e n  G e r a d e n  
s e n k r e c h t  s t e h t .

N e n n e n  w i r  d a h e r  /  e i n e  E r z e u g e n d e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D 
u n d  B  d i e  z u g e h ö r i g e  B e r ü h r u n g s e b e n e ,  w e l c h e  d i e  u n e n d l i c h  
f e r n e  E b e n e  i n  e i n e r  T a n g e n t e  t b d e r  C u r v e  Ud s c h n e i d e t .  D e r  
B e r ü h r u n g s p u n k t  v o n  tb i s t  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e  P u n k t  u, d e r  E r ­
z e u g e n d e n  / .  S e i  f e r n e r  g  j e n e  E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  
w e l c h e  a u f  d e r E b e n e  B  s e n k r e c h t  s t e h t ,  s o  w i r d  i h r  u n e n d l i c h  f e r n e r  
P u n k t  ug d e r  C u r v e  Un a n g e h ö r e n  u n d  r e c i p r o k  d e r  T a n g e n t e  tb 
e n t s p r e c h e n .

D e n k e n  w i r  u n s  d i e  T a n g e n t e  ta i m  P u n k t e  v g d e r  C u r v e  Un 
h i n z u ,  s o  e n t s p r i c h t  d i e s e  r e c i p r o k  d e m  P u n k t e  ? / /  d e r  C u r v e  Ud,
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u n d  d i e  d u r c h  g  u n d  d i e s e  T a n g e n t e  ta g e l e g t e  E b e n e  A  w i r d  
m i t h i n  a u f  d e r  E r z e u g e n d e n  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  s e n k r e c h t  
s t e h e n .

B e i  n ä h e r e r  B e t r a c h t u n g  d e r  s o  e r h a l t e n e n  E b e n e  A f i n d e n  
w i r ,  d a s s  d i e s e l b e  d i e  a s y m p t o t i s c h e  E b e n e  d e r  w i n d s c h i e f e n  
N o r m a l e n f l ä c h e  f ü r  d i e  E r z e u g e n d e  g  s e i ,  o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  
d a s s  d i e s e  E b e n e  d i e  w i n d s c h i e f e  N o r m a l e n f l ä c h e  i m  u n e n d l i c h  
f e r n e n  P u n k t e  ug d e r  E r z e u g e n d e n  g  b e r ü h r e .  D i e s e l b e  e n t h ä l t  
n ä m l i c h  d i e  b e z e i c h n e t e  E r z e u g e n d e  u n d  a u s s e r d e m  d i e  u n e n d l i c h  
f e r n e  T a n g e n t e  ta i m  P u n k t e  ug u n d  b e r ü h r t  s o m i t  d i e  F l ä c h e  i n  
d e m  l e t z t g e n a n n t e n  P u n k t e .

H i e r a u s  i s t  g l e i c h z e i t i g  z u  e r s e h e n ,  d a s s  d i e  a s y m p t o t i s c h e  
E b e n e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  f ü r  e i n e  i h r e r  E r z e u g e n d e n  g  s e n k r e c h t  
s t e h e  z u  d e r  e n t s p r e c h e n d e n  E r z e u g e n d e n  l d e r  D e v e l o p p a b l e n  D. 
D i e  d u r c h  g  u n d  l  g e l e g t e  E b e n e  S  w i r d  m i t h i n  a u f  d e r  a s y m p t o ­
t i s c h e n  E b e n e  s e n k r e c h t  s t e h e n .

N u n  i s t  b e k a n n t ,  d a s s  e i n e  E b e n e ,  w i e  S, w e l c h e  d u r c h  d i e  
E r z e u g e n d e  g  e i n e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  s e n k r e c h t  z u  d e r  a s y m ­
p t o t i s c h e n  E b e n e  d i e s e r  E r z e u g e n d e n  g e l e g t  w i r d ,  d i e  w i n d s c h i e f e  
F l ä c h e  i n  d e m  C e n t r a l p u n k t e  d i e s e r  E r z e u g e n d e n  * / ,  d .  i .  i n  
j e n e m  P u n k t e ,  w e l c h e r  d e r  S t r i c t i o n s l i n i e  a n g e h ö r t ,  b e r ü h r t .

W e i t e r s  h a b e n  w i r  z u  b e a c h t e n ,  d a s s  d i e  E b e n e  S, d a  s i e  
d u r c h  d i e  N o r m a l e  g  u n d  d i e  E r z e u g e n d e  l  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D 
g e h t ,  z u  d e r  T a n g e n t i a l e b e n e  B  d e r  l e t z t e r e n  s e n k r e c h t  s t e h e .  
N u n  i s t  a b e r  l  e i n e  T a n g e n t e  d e r  C u s p i d a l c u r v e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  
u n d  B  d i e  z u g e h ö r i g e  S c h m i e g u n g s e b e n e ;  e s  w i r d  m i t h i n  d i e  
d u r c h  l  z u  B  s e n k r e c h t  g e f ü h r t e  E b e n e  e i n e  r e c t i f i c i r e n d e  
E b e n e  d e r  C u s p i d a l k a n t e  s e i n .

A u f  G r u n d  d i e s e s  E r g e b n i s s e s  g e l a n g e n  w i r  z u  d e m  R e s u l t a t e ,  
d a s s  a l l e  C e n t r a l e b e n e n  d e r N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  D e v e l o p p a b l e n / ) ,  
d . i .  a l l e  E b e n e n ,  w e l c h e  e i n e  w i n d s c h i e f e  N o r m a l e n ­
f l ä c h e  i n  P u n k t e n  i h r e r  S t r i c t i o n s l i n i e  b e r ü h r e n ,  
g l e i c h z e i t i g  r e c t i f i c i r e n d e  E b e n e n  j e n e r  D e v e l o p p a b ­
l e n  s e i e n .

D i e  a u f w i c k e l b a r e  F l ä c h e  a l s o ,  w e l c h e  d e r  w i n d s c h i e f e n  
N o r m a l e n f l ä c h e  l ä n g s  i h r e r  S t r i c t i o n s l i n i e  u m s c h r i e b e n  w e r d e n  
k a n n ,  i s t  m i t h i n  d i e  r e c t i f i c i r e n d e  F l ä c h e  d e r  C u s p i d a l k a n t e  d e r  
d e v e l o p p a b l e n  L e i t f l ä c h e  D.
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A u s  d e m  U m s t a n d e  e n d l i c h ,  d a s s  b e i  u n s e r e r  B e t r a c h t u n g  
d i e  L e i t c u r v e  L  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a u f  d e r  D e v e l o p p a b l e n  g a n z  
u n d  g a r  u n b e s t i m m t  g e l a s s e n  w u r d e ,  w i r d  a n s t a n d s l o s  g e f o l g e r t  
w e r d e n  k ö n n e n ,  d a s s  o b i g e  E i g e n s c h a f t  f ü r  a l l e  N o r m a l e n f l ä c h e n  
e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  D e v e l o p p a b l e n  D  g i l t .

W i r  k ö n n e n  s o m i t  d e n  S a t z  a u f s t e l l e n :
„ D i e  r e c t i f i c i r e n d e  F l ä c h e  e i n e r  R a u m c u r v e  b e r ü h r t  s ä m m t ­

l i c h e  N o r m a l e n f l ä c h e n  d e r  z u  d i e s e r  R a u m c u r v e  g e h ö r e n d e n  T a n ­
g e n t e n f l ä c h e  l ä n g s  i h r e n  S t r i c t i o n s l i n i e n . “

U n t e r  d e n  N o r m a l e n f l ä c h e n  e i n e r  a u f w i c k e l b a r e n  F l ä c h e  
h a b e n  w i r  b e r e i t s  f r ü h e r  d i e j e n i g e  h e r v o r g e h o b e n ,  w e l c h e  z u r  
L e i t l i n i e  d i e  C u s p i d a l k a n t e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  h a t  u n d  d i e  B i -  
n o r m a l e n f l ä c h e  d i e s e r  C u s p i d a l k a n t e  v o r s t e l l t .  A u c h  d i e s e  w i r d  
d e m  v o r h e r g e h e n d e n  S a t z e  g e m ä s s  v o n  d e r  r e c t i f i c i r e n d e u  F l ä c h e  
d e r  C u s p i d a l k a n t e  l ä n g s  i h r e r  S t r i c t i o n s l i n i e  b e r ü h r t .

M a n  s i e h t  a b e r  s o f o r t ,  d a s s  d i e s e  B e r ü h r u n g s l i n i e  k e i n e  
a n d e r e ,  a l s  d i e  C u s p i d a l k a n t e  s e l b s t  i s t ,  s o  d a s s  d e r  S a t z  g i l t :  

„ D i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  B i n o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  R a u m c u r v e  
i s t  d i e s e  R a u m c u r v e  s e l b s t . “

I m  A l l g e m e i n e n  i s t  d i e  L e i t l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  n i c h t  
a u c h  g l e i c h z e i t i g  d i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  o b w o h l  
m a n  h i e z u  l e i c h t  d u r c h  d i e  i r r t h ü m l i c h e  A n n a h m e  v e r l e i t e t  w e r d e n  
k ö n n t e ,  d a s s  s ä m m t l i c h e  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a u f  d e r  
L e i t l i n i e  s e n k r e c h t  s t e h e n .

W i r  w o l l e n  h i e r  u n t e r s u c h e n ,  w a n n  d e r  f r a g l i c h e  F a l l  Avirk- 

l i c h  e i n t r i t t .
E s  w u r d e  i n  d e i n  V o r h e r g e h e n d e n  b e A v i e s e n ,  d a s s  d i e  N o r ­

m a l e n f l ä c h e  e i n e r  a u f A v i c k e l b a r e n  F l ä c h e  l ä n g s  i h r e r  C u s p i d a l ­
k a n t e  d i e  B i n o r m a l e n f l ä c h e  d e r  l e t z t e r e n  r e p r ä s e n t i r e ,  u n d  d a s s  
d i e  C u s p i d a l k a n t e  i n  d i e s e m  F a l l e  g l e i c h z e i t i g  d i e  S t r i c t i o n s l i n i e  
d e r  B i n o r m a l e n f l ä c h e  s e i .

N u n  i s t  a b e r  w e i t e r s  a u c h  k l a r ,  d a s s  d i e  C u s p i d a l k a n t e  e i n e r  
a u f w i c k e l b a r e n  F l ä c h e  d i e  e i n z i g e  C u r v e  a u f  d e r s e l b e n  i s t ,  w e l c h e  
a l s  L e i t l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a n g e n o m m e n ,  z u g l e i c h  d i e  S t r i c ­
t i o n s l i n i e  d e r  l e t z t e r e n  d a r s t e l l t .

S e i  a l s o  F  i r g e n d  e i n e  F l ä c h e ,  L  e i n e  a u f  d e r s e l b e n  g e g e b e n e  
C u r v e  a l s  L e i t l i n i e  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  u n d  e n d l i c h  D  d i e  d e r  
F l ä c h e  F  l ä n g s  d e r  C u r v e  L  u m s c h r i e b e n e  D e v e l o p p a b l e .
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D a  d i e  F l ä c h e  F  u n d  d i e  i h r  u m s c h r i e b e n e  D e v e l o p p a b l e  D 
l ä n g s  d e r  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  B e r ü h r u n g s c u r v e  L  d i e  n ä m l i c h e  
N o r m a l e n f l ä c h e  b e s i t z e n ,  s o  i s t  h i e r a u s  d i e  B e d i n g u n g  l e i c h t  z u  
e r k e n n e n ,  A v e l c h e r  L  g e n ü g e n  m u s s ,  u m  g l e i c h z e i t i g  d i e  S t r i c t i o n s -  
l i n i e  r e p r ä s e n t i r e n  z u  k ö n n e n .

D i e  C u r v e  L  m u s s  n ä m l i c h  i n  d i e s e m  F a l l e  z u  g l e i c h e r  Z e i t  
a u c h  d i e  C u s p i d a l k a n t e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  s e i n ,  o d e r  m i t  ä n d e r n  
W o r t e n ,  d i e  C u r v e  L  a u f  d e r  F l ä c h e  F  m u s s  d i e  E i g e n s c h a f t  
b e s i t z e n ,  d a s s  i h r e  S c h m i e g u n g s e b e n e n  z u g l e i c h  d i e  F l ä c h e  F  
b e r ü h r e n .  E i n e  C u r v e  d i e s e r  E i g e n s c h a f t  w i r d  b e k a n n t l i c h  e i n e  
a s y m p t o t i s c h e  L i n i e  d e r  F l ä c h e  F  g e n a n n t .  W i r  g e l a n g e n  
h i e r n a c h  z u  d e m  S a t z e :

„ W i r d  a u f  e i n e r  b e l i e b i g e n  F l ä c h e  a l s  L e i t l i n i e  f ü r  d i e  N o r ­
m a l e n f l ä c h e  e i n e  a s y m p t o t i s c h e  L i n i e  d e r  l e t z t e r e n  a n g e n o m m e n ,  
s o  r e p r ä s e n t i r t  d i e s e  g l e i c h z e i t i g  d i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  N o r m a l e n ­
f l ä c h e . “

F e r n e r  w u r d e  i n  d e m  V o r h e r g e g a n g e n e n  g e z e i g t ,  d a s s  d i e  
a s y m p t o t i s c h e  E b e n e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  D e v e l o p p a b l e n  
f ü r  e i n e  E r z e u g e n d e  d e r  e r s t e r e n  s e n k r e c h t  s t e h e  a u f  d e r  e n t ­
s p r e c h e n d e n  g e r a d l i n i g e n  E r z e u g e n d e n  d e r  l e t z t e r e n .

D i e s e  E i g e n s c h a f t  f ü h r t  u n t e r  e i n e r  b e s t i m m t e n  V o r a u s s e t z u n g  
ü b e r  d i e  N a t u r  d e r  L e i t c u r v e  z u  e i n e n  h ö c h s t  w i c h t i g e n  S a t z .

S e t z e n  w i r  n ä m l i c h  v o r a u s ,  e s  s e i  C ( F i g .  4 )  d i e  C u s p i d a l ­
k a n t e  d e r  d e v e l o p p a b l e n  L e i t f l ä c h e  D. A l s  L e i t l i n i e  L  f ü r  d i e  
N o r m a l e n f l ä c h e  n e h m e n  w i r  e i n e  s o g e n a n n t e  o r t h o g o n a l e  
T r a j e c t o r i e  ( F i l a r e v o l v e n t e )  d e r  R a u m c u r v e  C, d .  i .  e i n e  C u r v e  
a u f  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  a n ,  w e l c h e  s ä m m t l i c l i e  E r z e u g e n d e n  
d e r s e l b e n  r e c h t w i n k l i g  s c h n e i d e t .

S e i  /  e i n e  E r z e u g e n d e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D , w e l c h e  d i e  
v o r g e n a n n t e  T r a j e c t o r i e  L  i m  P u n k t e  m t r e f f e n  m a g .  D i e  T a n ­
g e n t e  t  a n  L  i m  P u n k t e  m i s t ,  d e r  V o r a u s s e t z u n g  g e m ä s s ,  s e n k ­
r e c h t  z u  l. F e r n e r  s e i  g  d i e  N o r m a l e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  i m  
P u n k t e  m, a l s o  e i n e  E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .

D i e  a s y m p t o t i s c h e  E b e n e  A  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  f ü r  d i e  
E r z e u g e n d e  g  i s t ,  w i e  b e r e i t s  n a c h g e w i e s e n ,  s e n k r e c h t  z u  l. D i e ­
s e l b e  e n t h ä l t  m i t h i n  a u c h  d i e  z u  l  s e n k r e c h t e  G e r a d e  t. D i e  T r a ­
j e c t o r i e  L  i s t  e i n e  C u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  u n d  t  i h r e  T a n g e n t e  
i m  P u n k t e  m. D i e  E b e n e  A, w e l c h e  d u r c h  d i e  E r z e u g e n d e  g  g e h t
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l i n d  d i e s e  T a n g e n t e  t  e n t h ä l t ,  b e r ü h r t  d e m n a c h  d i e  N o r m a l e n ­
f l ä c h e  n i c h t  n u r  i n  d e m  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  v o n  g , s o n d e r n  
a u c h  i m  P u n k t e  m d e r  n ä m l i c h e n  E r z e u g e n d e n .

W i r  w i s s e n  a b e r ,  d a s s  e i n e  w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  v o n  e i n e r  
E b e n e ,  w e l c h e  d u r c h  e i n e  i h r e r  E r z e u g e n d e n  g e l e g t  w i r d ,  n u r  i n  
e i n e m  P u n k t e  d i e s e r  l e t z t e r e n  b e r ü h r t  w i r d .

T r i t t  m i t h i n  d e r  F a l l  e i n ,  d a s s  e i n e  E b e n e ,  w e l c h e  d u r c h  
e i n e  g e r a d l i n i g e  E r z e u g e n d e  e i n e r  R e g e l f l ä c h e  g e h t ,  d i e s e  i n  z w e i  
P u n k t e n  b e r ü h r t ,  s o  k a n n  d i e s e F l ä c l i e  n u r  e i n e  a u f w i c k e l b a r e  s e i n ,  
u n d  w i r d  d i e s e l b e  a u c h  i n  a l l e n  a n d e r e n  P u n k t e n  d e r  b e s a g t e n  E r ­
z e u g e n d e n  m i t  d e r  o b e r w ä h n t e n  E b e n e  e i n e  B e r ü h r u n g  e i n g e h e n .

M a n  e r s i e h t  h i e r a u s ,  d a s s  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  d e r  a u f w i c k e l ­
b a r e n  F l ä c h e  D  l ä n g s  d e r  o r t h o g o n a l e n  T r a j e c t o r i e  L  k e i n e  
w i n d s c h i e f e ,  s o n d e r n  e i n e  a u f w i c k e l b a r e  F l ä c h e  i s t ,  d a s s  a l s o  
d i e  T  r  a j  e  c  t o  r i  e  L e i n e  K  r  i i  m  m u  n  g  s  1 i  n  i  e  d e r  a u f w i c k e l b a r e n  
F l ä c h e  D  s e i .

D a s  G e s a g t e  g i l t  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h  v o n  a l l e n  o r t h o g o n a l e n  
T r a j e c t o r i e n .

W e i t e r s  i s t  k l a r ,  d a s s  d i e  g e r a d l i n i g e n  E r z e u g e n d e n  d e r  
D e v e l o p p a b l e n  D  g l e i c h f a l l s  K r ü m m u n g s l i n i e n  d e r  F l ä c h e  s i n d ,  
i n d e m  l e t z t e r e  i n  a l l e n  P u n k t e n  e i n e r  s o l c h e n  E r z e u g e n d e n  v o n  
e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  E b e n e  b e r ü h r t  w i r d .  D i e  N o r m a l e n  w e r d e n  
d e m n a c h  e b e n f a l l s  e i n e  E b e n e  r e p r ä s e n t i r e n ,  w e l e h e  g l e i c h z e i t i g  
e i n e  r e c t i f i c i r e n d e  E b e n e  d e r  C u s p i d a l k a n t e  i s t .  E s  f o l g t  h i e r a u s  
d e r  b e k a n n t e  S a t z :

„ A u f  e i n e r  d e v e l o p p a b l e n  F l ä c h e  b i l d e n  d i e  g e r a d l i n i g e n  
E r z e u g e n d e n  d a s  e i n e  S y s t e m ,  d i e  o r t h o g o n a l e n  T r a j e c t o r i e n  
d a g e g e n  d a s  a n d e r e  S y s t e m  v o n  K r ü m m u n g s l i n i e n . “

B e i  e i n e r  a u f w i c k e l b a r e n  F l ä c h e  v e r t r i t t ,  w i e  w i r  w i s s e n ,  
d i e  C u s p i d a l k a n t e  d i e  S t e l l e  d e r  S t r i c t i o n s l i n i e ;  e s  w e r d e n  d a h e r  
a u c h ,  n a c h  e i n e m  v o r h e r  a n g e f ü h r t e n  S a t z e  d i e  C u s p i d a l k a n t e n  
a l l e r  e n t w i c k e l b a r e n  N o r m a l e n f l ä c h e n  e i n e r  D e v e l o p p a b l e n  D 
a u f  d e r  r e c t i f i c i r e n d e n  F l ä c h e  d e r  C u s p i d a l k a n t e  C v o n  D  l i e g e n .

B e i  i n t e n s i v e r e m  E i n g e h e n  u n d  n ä h e r e r  B e t r a c h t u n g  d e r  
e r z i e l t e n  R e s u l t a t e  g e l a n g e n  w i r  n o c h  z u  e i n e r  ä u s s e r s t  i n t e r e s s a n ­
t e n  E i g e n s c h a f t ,  d i e  w i r  h i e r  n i c h t  u n e r ö r t e r t  l a s s e n  w o l l e n .

W i e  e r w ä h n t ,  i s t  d i e  d u r c h  g  u n d  t  ( F i g .  4 )  g e h e n d e  E b e n e  A 
e i n e  B e r ü h r u n g s e b e n e  d e r  a u f w i c k e l b a r e n  N o r m a l e n f l ä c h e  u n d
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g  d i e  B e r ü h r u n g s e r z e u g e n d e  a u f  d e r  l e t z t e r e n .  B e z e i c h n e n  w i r  n u n  
d i e  z u  d e r  d e v e l o p p a b l e n  N o r m a l e n f l ä c h e  g e h ö r e n d e  C u s p i d a l k a n t e  
m i t  CL, s o  i s t  g  e i n e  T a n g e n t e  v o n  CL u n d  d i e  E b e n e  A d i e  z u g e ­
h ö r i g e  S c h m i e g u n g s e b e n e .

F ü h r e n  w i r  d u r c h  g  z u  A  e i n e  s e n k r e c h t e  E b e n e , s o  b e r ü h r t  
d i e s e  g l e i c h f a l l s  d i e  C u r v e  CL u n d  w i r d  z u r  r e c t i f i c i r e n d e n  E b e n e  
v o n  C x .  F e r n e r  e n t h ä l t  a b e r  d i e s e l b e  E b e n e  a u c h  d i e  E r z e u g e n d e  L 
d e r  g e g e b e n e n  D e v e l o p p a b l e n  u n d  s t e h t  a u f  d e r  B e r ü h r u n g s e b e n e  
B, d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  D e v e l o p p a b l e n  D  l ä n g s  l, s e n k r e c h t ,  d a  i n  
i h r  d i e  z u  d i e s e r  E b e n e  s e n k r e c h t e  G e r a d e  g e l e g e n  i s t ;  d i e s e l b e  
i s t  s o m i t  a u c h  e i n e  r e c t i f i c i r e n d e  E b e n e  d e r  C u s p i d a l k a n t e  C d e r  
D e v e l o p p a b l e n  D.

H i e d u r c h  i s t  s i c h e r g e s t e l l t ,  d a s s  s ä m m t l i c h e  r e c t i f i c i r e n d e n  
E b e n e n  d e r  C u s p i d a l k a n t e  C d e r  L e i t d e v e l o p p a b l e n  D  g l e i c h ­
z e i t i g  r e c t i f i c i r e n d e  E b e n e n  f ü r  d i e  C u s p i d a l k a n t e n  a l l e r  e n t ­
w i c k e l b a r e n  N o r m a l e n f l ä c h e n  v o n  D  s i n d ,  o d e r ,  m i t  ä n d e r n  W o r ­
t e n ,  d a s s  d i e  r e c t i f i c i r e n d e  F l ä c h e  v o n  C a u c h  r e c t i f i c i r e n d e  F l ä c h e  
f ü r  d i e  C u s p i d a l k a n t e n  a l l e r  a u f w i c k e l b a r e n  N o r m a l e n f l ä c h e n  v o n  
D  s e i e n ,  d a s s  a l s o  d i e  C u s p i d a l k a n t e n  d e r  l e t z t e r e n  g e o d ä t i s c h e  
L i n i e n  d e r  r e c t i f i c i r e n d e n  F l ä c h e  d e r  C u s p i d a l k a n t e  C v o n  D  s i n d .

B e z e i c h n e n  w i r  n u n ,  d e r  K ü r z e  h a l b e r ,  e i n e  a u f w i c k e l b a r e  
N o r m a l e n f l ä c h e  i r g e n d  e i n e r  b e l i e b i g e n  F l ä c h e  a l s  „ N o r m a l  e n -  
t o r s e “ , s o  k ö n n e n  w i r  d e n  S a t z  a u f s t e l l e n :

„ D i e  r e c t i f i c i r e n d e  F l ä c h e  e i n e r  R a u m c u r v e  i s t  g l e i c h z e i t i g  
a u c h  r e c t i f i c i r e n d e  F l ä c h e  f ü r  d i e  C u s p i d a l k a n t e n  a l l e r  N o r m a l e n -  
t o r s e  d e r  z u  d i e s e r  R a u m c u r v e  g e h ö r e n d e n  T a n g e n t e n d e v e l o p p a -  
b l e n “ ,  o d e r :

„ D i e  C u s p i d a l k a n t e n  a l l e r  N o r m a - l e n t o r s e  e i n e r  d e v e l o p p a ­
b l e n  F l ä c h e  s i n d  g e o d ä t i s c h e  L i n i e n  a u f  d e r  r e c t i f i c i r e n d e n  F l ä c h e  
d e r  C u s p i d a l k a n t e  j e n e r  L e i t d e v e l o p p a b l e n . “

I s t  e i n e  D e v e l o p p a b l e  v o n  d e r  m - t e n  O r d n u n g  u n d  d e r  7 i - t e n  
C l a s s e ,  s o  g i l t  d a s s e l b e  a u c h  v o n  e i n e m  e b e n e n  S c h n i t t e  d e r ­
s e l b e n .

D i e  N o r m a l e n f l ä c h e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  l ä n g s  d i e s e s  e b e n e n  
S c h n i t t e s  i s t  v o m  ( m - t - r c ) - t e n  G r a d e , d a  d i e  e i n e  L e i t l i n i e  S  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  v o n  d e r  w - t e n  O r d n u n g ,  u n d  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  
L e i t l i n i e  ün a l s  R e c i p r o k e  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  C u r v e  Ud d e r  
D e v e l o p p a b l e n ,  v o n  d e r  n - t e n  O r d n u n g  i s t .
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D e n k e n  w i r  u n s  d i e  E b e n e  d e s  S c h n i t t e s  S  a l s  P r o j e k t i o n s ­
e b e n e ,  s o  s i n d  d i e  T a n g e n t e n  v o n  S  g l e i c h z e i t i g  d i e  T r a c e n  d e r  
B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e r  D e v e l o p p a b l e n  i n  d e n  P u n k t e n  v o n  S, m i t ­
h i n  d i e  N o r m a l e n  d e r  C u r v e  S  z u  g l e i c h e r  Z e i t  a u c h  d i e  P r o ­

j e c t i o n e n  d e r  F l ä c h e n n o r m a l e n  a u f  d i e  E b e n e  d e s  S c h n i t t e s  S, 
o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  d i e  E v o l u t e  d e r  C u r v e  S  i s t  d i e  o r t h o ­
g o n a l e  C o n t o u r  d e r  w i n d s c h i e f e n  N o r m a l e n f l ä c h e  a u f  d e r  
E b e n e  d e r  L e i t l i n i e  S.

N a c h d e m  a b e r ,  w i e  w i r  w i s s e n ,  d i e  C o n t o u r  e i n e r  w i n d ­
s c h i e f e n  F l ä c h e  (a . - t e n  G r a d e s  e i n e  C u r v e  ju t - t e r  C l a s s e  i s t ,  w i r d  d i e  
E v o l u t e  d e r  C u r v e  S  v o n  d e r  (m-hn)-t e n  C l a s s e  s e i n .

H i e r n a c h  e r g i b t  s i c h  d e r  C h a s  l e s ’ s c h e  S a t z :
„ V o n  e i n e m  P u n k t e  a u s  k ö n n e n  a n  e i n e  C u r v e  m - t e r  O r d ­

n u n g  u n d  « - t e r  C l a s s e  ( m + n )  N o r m a l e n  g e z o g e n  w e r d e n “ , 
o d e r :

„ D i e  E v o l u t e  e i n e r  e b e n e n  C u r v e  m - t e r  O r d n u n g  u n d  n-t e r  
C l a s s e  i s t  e i n e  C u r v e  (m -hn)-ter  C l a s s e . “

A u c h  d i e  O r d n u n g  d e r  E v o l u t e  e i n e r  C u r v e  m - t e r O r d n u n g  
u n d  w - t e r  C l a s s e  l ä s s t  s i c h  d u r c h  e i n e  e i n f a c h e  B e t r a c h t u n g  U b e r  
N o r m a l e n f l ä c h e n  a n s t a n d s l o s  e r m i t t e l n .

S e t z e n  w i r  v o r a u s ,  e s  w e r d e  d u r c h  d i e  C u r v e  C (m, n) e i n e  
a u f w i c k e l b a r e  F l ä c h e  g e l e g t .  D i e  N o r m a l e n f l ä c h e  d e r  l e t z t e r e n  
l ä n g s  d e r  C u r v e  C i s t ,  w i e  v o r h e r  g e z e i g t ,  e i n e  w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  
v o m  ( m H - w ) - t e n  G r a d e .  D i e  o r t h o g o n a l e  C o n t o u r  d e r  N o r ­
m a l e n f l ä c h e  a u f  d e r  E b e n e  d e r  L e i t c u r v e  C ( l e t z t e r e  a l s  P r o j e c -  
t i o n s e b e n e  b e t r a c h t e t )  i s t ,  w i e  b e r e i t s  n a c h g e w i e s e n ,  d i e  E v o l u t e  
d e r  C u r v e  C.

E s  i s t  k l a r ,  d a s s  d i e  C o n t o u r  e i n e r  F l ä c h e  a u f  i r g e n d  e i n e r  
E b e n e  v o n  d e r  n ä m l i c h e n  O r d n u n g  i s t ,  w i e  d e r  d e r  F l ä c h e  a u s  
e i n e m  b e l i e b i g e n  P u n k t e  u m s c h r i e b e n e  K e g e l .  D i e s e  i s t  a b e r ,  
w e n n  w i r  d i e  O r d n u n g  d e r  F l ä c h e  m i t  jx u n d  j e n e  i h r e r  D o p p e l -  
c u r v e  m i t  b b e z e i c h n e n ,  v o r a u s g e s e t z t ,  d a s s  d i e  F l ä c h e  k e i n e  
C u s p i d a l k a n t e  b e s i t z t ,  a u s g e d r ü c k t  d u r c h :

JUL ( jul— 1 ) — 2b.

F ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  jul =  m - h n .

D i e  O r d n u n g  b d e r  D o p p e l  c u r v e  e r g i b t  s i c h  w i e  f o l g t .
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D i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e n t s t e l l t  a l s  O r t  d e r  V e r b i n d u n g s ­
s t r a h l e n  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  z w e i e r  e i n d e u t i g e n  P u n k t r e i h e n ,  
d e r e n  e i n e  a u f  d e r  e b e n e n  L e i t c u r v e  m - t e r  O r d n u n g ,  u n d  d e r e n  
z w e i t e  a u f  d e r  i m  U n e n d l i c h e n  l i e g e n d e n  L e i t c u r v e  w - t e r  O r d n u n g  
s i c h  v o r f i n d e t .

D e r  S c h n i t t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  m i t  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  
E b e n e  b e s t e h t ,  a u s s e r  d e r  b e t r e f f e n d e n  C u r v e ,  a u s  d e n  m E r z e u ­
g e n d e n ,  w e l c h e  d i e  m S c h n i t t p u n k t e  d e r  C u r v e  C m i t  d e r  u n e n d ­
l i c h  f e r n e n  E b e n e  m i t  d e n  i h n e n  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e n  a u f  
Un v e r b i n d e n .

D i e s e r  u n e n d l i c h  f e r n e  G r e s a m m t s c h n i t t  b e s i t z t  e i n e r s e i t s  d i e  
r  e i g e n t l i c h e n  D o p p e l p u n k t e ,  a n d e r e r s e i t s  d i e  i  e i g e n t l i c h e n  R ü c k -

7 1 1
k e h r p u n k t e  d e r  C u r v e  Un u n d  f e r n e r  d i e  —  (m— 1 )  S c h n i t t p u n k t e

Ci
d e r  m  E r z e u g e n d e n  u n t e r e i n a n d e r .  E n d l i c h  s c h n e i d e t  j e d e  d i e s e r  
in E r z e u g e n d e n  d i e  C u r v e  Un i n  n P u n k t e n ,  w o v o n  e i n e r  e i n  
B e r ü h r u n g s p u n k t  d e r  F l ä c h e  m i t  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  E b e n e  i s t ,  
d i e  ü b r i g e n  (n— 1 )  d a g e g e n  D o p p e l p u n k t e  s i n d .

D i e  G - e s a m m t l i e i t  a l l e r  D o p p e l p u n k t e  i s t  h i e r n a c h :

7 1 1
m(ii— l ) - f -  —  (in— l ) - h r - f - i  o d e r :

7 1 1
mn-\— — ( m— 3 ) - t - r n

D i e  Z a h l e n  r  u n d  i l a s s e n  s i c h  l e i c h t  d u r c h  C h a r a k t e r e  d e r  
g e g e b e n e n  L e i t c u r v e  C7 w e l c h e  » i - t e r  O r d n u n g  u n d  w - t e r  C l a s s e  
i s t ,  a u s d r i i c k e n .  D a  n ä m l i c h  d i e  C u r v e  Un e i n e  P o l a r r e c i p r o k e  z u  
d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  C u r v e  d e r  D e v e l o p p a b l e n ,  a l s o  e i n e  C u r v e  
v o n  d e r  O r d n u n g  n u n d  d e r  C l a s s e  m i s t ,  b e d e u t e t  a u c h  z  d i e  
A n z a h l  d e r  D o p p e l t a n g e n t e n  u n d  /  j e n e  d e r  I n f l e x i o n s ­
t a n g e n t e n  d e r  g e g e b e n e n  C u r v e  C.

S e t z e n  w i r  i  a l s  b e k a n n t  v o r a u s ,  s o  f o l g t  a u s  d e r  P l ü c k e r -  
’ s e h e n  F o r m e l :

m = n (ii■— 1 ) — 2 r — 3 «  

t  = ~ [ n ( n — 1 ) — in— 3 / ]
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u n d  s o n a c h  f ü r  d i e  o b a n g e g e b e n e  Z a h l  d e r  D o p p e l p u n k t e  ( i m  
U n e n d l i c h e n ) :

in 1
mn-h (m— 3 )-h-^[n{ii— 1 ) — in— 3 « ] - h - «  o d e r :

~  [(in -hu)  2— 4m — u-— i ] ,

w e l c h e  Z a h l  o f f e n b a r  a u c h  d i e  O r d n u n g  b d e r  D o p p e l  c u r v e  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  b e s t i m m t .

M i t h i n  w i r d  d i e  O r d n u n g  d e s  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a u s  e i n e m  
P u n k t e  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l s  o d e r ,  m i t  ä n d e r n  W o r t e n ,  d i e  O r d ­
n u n g  i h r e r  P r o j e c t i o n  ( C o n t o u r )  a u f  e i n e  E b e n e  o d e r  e n d l i c h  d i e  
O r d n u n g  d e r  E v o l u t e  d e r  e b e n e n  L e i t c u r v e ,  a u s g e d r ü c k t  
d u r c h :

( ) ) ! + / / ) ( f f l + « — 1 ) — [ ( t w h - w ) 2— 4m— n— i] =  'dm-hi.

D i e  e b e n  g e f u n d e n e  Z a h l  ( 3 m -ht)  i s t  a b e r ,  w e n n  x d i e  
A n z a h l  d e r  R ü c k k e h r p u n k t e  d e r  g e g e b e n e n  C u r v e  b e d e u t e t ,  n a c h  
d e r  P l ü c k e r ’ s c h e n  G l e i c h u n g :  i— *  =  3 (n— in) a u c h  g l e i c h :

3  n-h/..

H i e r a u s  f o l g t  d e r  S a t z :
„ D i e  O r d n u n g  d e r  E v o l u t e  e i n e r  e b e n e n  C u r v e  w - t e r  O r d ­

n u n g  u n d  n - t e r  C l a s s e  m i t  i I n f l e x i o n s t a n g e n t e n  u n d  x R ü c k k e h r ­
p u n k t e n  i s t  b e s t i m m t  d u r c h :

3  m -h i  =  'du~hx.u

B i s h e r  h a b e n  w i r  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e n  a u f  d e n  d e v o l o p -  
p a b l e n  F l ä c h e n  n u r  s o l c h e  C u r v e n  a l s  L e i t l i n i e n  i n  B e t r a c h t  g e z o ­
g e n ,  w e l c h e  m i t  j e d e r  E r z e u g e n d e n  d e r  D e v e l o p p a b l e n  b l o s s  
e i n e n  P u n k t  g e m e i n  h a b e n .

I n  F o l g e n d e m  w o l l e n  w i r  a l l g e m e i n e r  v o r g e h e n  u n d  v o r a u s ­
s e t z e n ,  d i e  L e i t l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a u f  d e r  D e v e ­
l o p p a b l e n  s e i  d e r  v o l l s t ä n d i g e  D u r c h s c h n i t t  d i e s e r  
F l ä c h e  m i t  i r g e n d  e i n e r  b e l i e b i g e n  F l ä c h e  j x - t e r  O r d ­
n u n g .  D e r  G r a d  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  z u  b e s t i m m e n .

E s  s e i  D  d i e  g e g e b e n e  L e i t d e v e l o p p a b l e ,  L  i h r  v o l l s t ä n d i g e r  
D u r c h s c h n i t t  m i t  d e r  F l ä c h e  j u - t e r  O r d n u n g  u n d ,  d e r  A n n a h m e
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g e m ä s s ,  g l e i c h z e i t i g  d i e  L e i t l i n i e  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e .  A l s  
z w e i t e  L e i t l i n i e  f ü r  d i e  l e t z t g e n a n n t e  F l ä c h e  e r h a l t e n  w i r  j e n e  
u n e n d l i c h  f e r n e  L e i t c u r v e  Un, w e l c h e  z u  d e r  i m  U n e n d l i c h e n  l i e ­
g e n d e n  C u r v e  Ud d e r  D e v e l o p p a b l e n ,  i n  B e z u g  a u f  d e n  i m a g i n ä ­
r e n  K u g e l k r e i s  i m  U n e n d l i c h e n ,  p o l a r r e c i p r o k  i s t .

J e d e  E r z e u g e n d e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  D  w i r d  o f f e n b a r  v o n  
d e r  F l ä c h e  / j . - t e r  O r d n u n g  i n  ja  P u n k t e n  g e s c h n i t t e n ,  w e l c h e  S c h n i t t ­
p u n k t e  s ä m m t l i c h  d e r  C u r v e  L  a n g e h ö r e n .  E s  h a t  s o n a c h  d i e  
L e i t c u r v e  L  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  m i t  j e d e r  E r z e u g e n d e n  d e r  D e v e ­
l o p p a b l e n  D, [j. P u n k t e  g e m e i n s c h a f t l i c h .

D e n k e n  w i r  u n s  n u n  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  
l ä n g s  e i n e r  i h r e r  E r z e u g e n d e n  g  k o n s t r u i r t ,  s o  e r g e b e n  s i c h  d i e  
E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  d e n  [x P u n k t e n ,  w e l c h e  g  m i t  
L  g e m e i n  h a t ,  a l s  d i e  S e n k r e c h t e n  z u  d i e s e r  B e r ü h r u n g s e b e n e .  
D i e s e l b e n  s i n d  s o m i t  u n t e r e i n a n d e r  p a r a l l e l ,  u n d  d e r  i h n e n  
g e m e i n s c h a f t l i c h e  u n e n d l i c h  f e r n e  P u n k t  w i r d  o f f e n b a r  d e r  L e i t ­
c u r v e  Un d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a n g e h ö r e n .

H i e r a u s  i s t  z u  e r s e h e n ,  d a s s  e s  u n e n d l i c h  v i e l e  G r r u p p e n  v o n  
j e  (j. p a r a l l e l e n  E r z e u g e n d e n  a u f  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  g e b e ,  d a s s  
a l s o  m i t  ä n d e r n  W o r t e n ,  d u r c h  j e d e n  P u n k t  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  
L e i t c u r v e  Un, /j. E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  g e h e n .  B e s a g t e  
C u r v e  i s t  s o m i t  e i n e  y. - f a c h e  L e i t l i n i e  d e r  N o r m a l f l ä c h e .

D i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e n t s t e h t  m i t h i n  a l s  E r z e u g n i s s  d e r  V e r ­
b i n d u n g s s t r a h l e n  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  z w e i e r  P u n k t r e i h e n  a u f  
d e n  C u r v e n  L  u n d  Un, w e l c h e  d e r a r t  m i t  e i n a n d e r  v e r w a n d t  s i n d ,  
d a s s  e i n e m  P u n k t e  v o n  Un, {u. P u n k t e  a u f  L, j e d e m  P u n k t e  v o n  L 
h i n g e g e n  n u r  e i n  e i n z i g e r  P u n k t  v o n  Un e n t s p r i c h t .

S e t z e n  w i r  v o r a u s ,  e s  s e i  m  d i e  O r d n u n g  u n d  n d i e  C l a s s e  d e r  
g e g e b e n e n  L e i t d e v e l o p p a b l e n ,  s o  e r h a l t e n  w i r  a l s  L e i t c u r v e  L 
e i n e  C u r v e  w z j u - t e r  O r d n u n g ,  w ä h r e n d  d i e  / j . - f a c h e  C u r v e  Un, i m  
U n e n d l i c h e n ,  v o n  d e r  n - t e n  O r d n u n g  i s t .

U m  n u n  a u s  d e n  h i e r  g e s a m m e l t e n  D a t e n ,  s o w i e  a u s  d e r  
N a t u r  d e r  o b e n  a n g e d e u t e t e n  V e r w a n d t s c h a f t  d e n  G r a d  d e r  N o r ­
m a l e n f l ä c h e  a b z u l e i t e n ,  w o l l e n  w i r  n o c h  f o l g e n d e  a l l g e m e i n e  
B e t r a c h t u n g  a n s t e l l e n .

S e i e n  Ct u n d  Ct  z w e i  R a u m c u r v e n ,  d e r e n  O r d n u n g e n  
b e z i e h u n g s w e i s e  mx u n d  m% s e i n  m ö g e n .  A u f  d i e s e n  C u r v e n  s e i e n  
z w e i  P u n k t r e i h e n  d e r a r t  g e g e b e n ,  d a s s  e i n e m  P u n k t e  d e r  R e i h e
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a u f  Cv  a. P u n k t e  d e r  R e i h e  Cz> u n d  e i n e m  P u n k t e  d e r  R e i h e  
Cz . .ß  P u n k t e  d e r  R e i h e  Cx e n t s p r e c h e n ;  e s  i s t  d e r  G r a d  j e n e r  
R e g e l f l ä c h e  z u  b e s t i m m e n ,  d e r e n  E r z e u g e n d e n  d i e  V e r b i n d u n g s ­
s t r a h l e n  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  v o n  Cx u n d  Cz s i n d .

N e h m e n  w i r  z u  d i e s e m  B e l i u f e  e i n e  b e l i e b i g e  G e r a d e  g  i m  
R a u m e  a n ,  u n d  s u c h e n  w i r  d i e  Z a h l  i h r e r  S c h n i t t p u n k t e  m i t  d e r  
R e g e l f l ä c h e  d .  i .  d i e  A n z a h l  j e n e r  E r z e u g e n d e n  d e r  R e g e l f l ä c h e ,  
w e l c h e  d i e  G e r a d e  g  s c h n e i d e n .  D e n k e n  w i r  u n s  f e r n e r  z u  d i e s e m  
Z w e c k e  d i e  G e r a d e  g  a l s  g e m e i n s c h a f t l i c h e  A x e  z w e i e r  E b e n e n ­
b ü s c h e l  u n d  d e r e n  e r s t e r e s  z u  d e r  P u n k t r e i h e  a u f  Cv  u n d  
d e r e n  z w e i t e s  z u  d e r  P u n k t r e i h e  a u f  Cz p e r s p e k t i v i s c h  i s t .

B e z e i c h n e n  w i r  m i t  E x e i n e  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  H 17 s o  t r i f f t  
d i e s e  E b e n e  d i e  R a u m c u r v e  Cx i n  mx P u n k t e n .  J e d e m  d i e s e r  mx 
P u n k t e  e n t s p r e c h e n  a u f  d e r  C u r v e  C\, a P u n k t e ;  d e n  P u n k t e n ,  
o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  d e r  E b e n e  Ex d e s  B ü s c h e l s  e n t s p r e c h e n  
s o m i t  a .m x P u n k t e  d e r  R e i h e  a u f  d e r  C u r v e  Cz. D u r c h  j e d e n  
d i e s e r  a. . mA P u n k t e  u n d  d i e  G e r a d e  g  g e h t  j e  e i n e  E b e n e ,  w e l c h e  
d e r  E b e n e  Ex e n t s p r i c h t ,  w o r a u s  f o l g t ,  d a s s  e i n e r  E b e n e  d e s  
B ü s c h e l s  a u c h  amx E b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  2 2 e n t s p r e c h e n .

I s t  u m g e k e h r t  Ez e i n e  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  S 2 , s o  t r i f f t  d i e s e  
d i e  C u r v e  Cz i n  mz P u n k t e n ,  d e r e n  j e d e m  a u f  d e r  C u r v e  Cx . . ß 
P u n k t e  e n t s p r e c h e n .  D e r  G e s a m m t h e i t  d e r  m% P u n k t e  e n t s p r e c h e n  
m i t h i n  a u f  d e r  C u r v e  Cx . . . ßmz P u n k t e .  D u r c h  j e d e n  d e r s e l b e n  
u n d  d i e  G e r a d e  g  i s t  e i n e  E b e n e  b e s t i m m t ,  w e l c h e  j e n e r  Ez e n t ­
s p r i c h t ,  d a h e r  e i n e r  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  S 2 . . ßmz E b e n e n  i m  
B ü s c h e l  '2l e n t s p r e c h e n .

A u s  d i e s e n  e i n f a c h e n  E r ö r t e r u n g e n  g e h t  h e r v o r ,  d a s s  d i e  
b e i d e n  z u  d e n  P u n k t r e i h e n  Cx u n d  Cz p e r s p e c t i v i s c h e n  E b e n e n ­
b ü s c h e l  s o  a u f  e i n a n d e r  b e z o g e n  s i n d ,  d a s s  e i n e r  E b e n e  d e s  
e i n e n  B ü s c h e l s  a ? » 1 E b e n e n  d e s  z w e i t e n  u n d  u m g e k e h r t  e i n e r  
E b e n e  d e s  z w e i t e n  B ü s c h e l s  ßmz E b e n e n  d e s  e r s t e r e n  e n t ­
s p r e c h e n .

N a c h  d e m  C h a s l e s ’ s c l i e n  C o r r e s p o n d e n z p r i n c i p e  b e s i t z e n  
d i e s e  b e i d e n  E b e n e n b ü s c h e l

(amx -+- ßm z )

D o p p e l e l e m e n t e ,  o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  e s  k ö m m t  i m  G a n z e n
h -  |3?w.2 ) m a l  v o r ,  d a s s  e i n e  E b e n e  d e s  e i n e n  B ü s c h e l s  m i t
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d e r  i h r  e n t s p r e c h e n d e n  E b e n e  d e s  a n d e r e n  B ü s c h e l s  z u s a m m e n ­
f ä l l t ,

D i e  B e d e u t u n g  d i e s e r  D o p p e l e b  e n e n  f ü r  d i e  R e g e l ­
f l ä c h e  i s t  l e i c h t  z u  e r m i t t e l n .  B e a c h t e t  m a n ,  d a s s  j e d e  d i e s e r  
D o p p e l e b e n e n  a n s s e r  d e r  G e r a d e n  g  n o c h  z w e i  e i n a n d e r  e n t ­
s p r e c h e n d e  P u n k t e  d e r  R e i h e n  Cx u n d  C2, a l s o  e i n e  E r z e u g e n d e  
d e r  f r a g l i c h e n  R e g e l f l ä c h e  e n t h ä l t ,  s o  i s t  a n d e r w e i t i g  k l a r ,  d a s s  
e s  (a.mx - t -  ßmz) E r z e u g e n d e n  d e r  R e g e l f l ä c h e  g i b t ,  w e l c h e  d i e  
b e l i e b i g  a n g e n o m m e n e  G e r a d e  g  s c h n e i d e n .

J e d e r  S c h n i t t p u n k t  v o n  g  m i t  e i n e r  s o l c h e n  E r z e u g e n d e n  i s t  
g l e i c h z e i t i g  e i n  S c h n i t t p u n k t  v o n  g  m i t  d e r  R e g e l f l ä c h e ,  w o r a u s  
f o l g t ,  d a s s  l e t z t e r e  v o m

(amx - + -  j 3 w 2 ) - t e n

G r a d e  i s t .
F ü r  d i e  z u  b e t r a c h t e n d e  N o r m a l e n f l ä c h e  t r e t e n  a n  d i e  S t e l l e  

d e r  a l l g e m e i n  a n g e n o m m e n e n  L e i t l i n i e n  Cx u n d  C2 d i e  C u r v e n  L 
u n d  Un; e s  i s t  m i t h i n  mi =  m\x u n d  m2 =  n.

F e r n e r  e n t s p r i c h t  e i n e m  P u n k t e  v o n  L e i n  e i n z i g e r  P u n k t  a u f  
Un\  e s  i s t  a l s o :  a  =  l .  I n  ä h n l i c h e r  W e i s e  e n t s p r e c h e n  e i n e m  

P u n k t e  d e r  Un. . . \x P u n k t e  d e r  C u r v e  L} s o  d a s s  ß  =  [x w i r d .
M i t  B e z u g  a u f  d i e  h i e r  f e s t g e s t e l l t e n  D a t e n  n i m m t  d e r  A u s ­

d r u c k  ( « f f l j  -j-ß?nz) d e n  W e r t h :

/jim -t- jxu =  u.(m -+- n)

a n ,  w e l c h e r  d e n  G r a d  d e r  b e t r a c h t e t e n  N o r m a l e n f l ä c h e  b e s t i m m t .
E s  b e s t e h t  d e m g e m ä s s  d e r  S a t z :
„ D i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  a u f w i c k e l b a r e n  F l ä c h e  m - t e r  

O r d n u n g  u n d  n - t e r  C l a s s e  l ä n g s  i h r e s  v o l l s t ä n d i g e n  D u r c h ­
s c h n i t t e s  m i t  e i n e r  F l ä c h e  (u - t e r  O r d n u n g ,  i s t  e i n e  w i n d s c h i e f e  
F l ä c h e  1a ( w n - ? * ) - t e n  G r a d e s . “

F ü r  /j. =  1 ,  d .  h .  f ü r  e i n e n  e b e n e n  S c h n i t t  d e r  d e v e l o p ­
p a b l e n  F l ä c h e  a l s  L e i t l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  r e d u c i r t  s i c h  d e r  
G r a d  a u f  (m-+-n), w e l c h e s  R e s u l t a t  m i t  d e m  b e r e i t s  f r ü h e r  
g e f u n d e n e n  ü b e r e i n s t i m m t .

W e n n  f e r n e r  a n  d i e  S t e l l e  d e r  L e i t c u r v e  L  v o n  d e r  mix-ten 
O r d n u n g ,  e i n e  C u r v e  mx - t e r  O r d n u n g  t r i t t ,  w e l c h e  m i t  j e d e r  
E r z e u g e n d e n  d e r  D e v e l o p p a b l e n  b l o s s  e i n e n  P u n k t  g e m e i n  h a t ,
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s o  i s t  a u c h  p. =  1 ,  u n d  d a h e r  d e r  G r a d  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  f ü r  
d i e s e n  F a l l :  (ml -hn),  w e l c h e s  R e s u l t a t  g l e i c h f a l l s  m i t  j e n e m  i n  
Ü b e r e i n s t i m m u n g  i s t ,  d a s  v o r d e m  a u f  a n d e r e m  W e g e  v e r m i t t e l t  
w u r d e .

D i e  jul N o r m a l e n  d e r  d e v e l o p p a b l e n  F l ä c h e  i n  d e n  p S c h n i t t ­
p u n k t e n  e i n e r  b e l i e b i g e n  E r z e u g e n d e n  g  m i t  d e r  L e i t l i n i e  L  l i e g e n  
s ä m m t l i c h  i n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  E b e n e ,  d e r j e n i g e n  E b e n e  n ä m ­
l i c h ,  w e l c h e  d u r c h  g  z u  d e r  B e r ü h r u n g s e b e n e  d e r  D e v e l o p p a b l e n  
s e n k r e c h t  g e f ü h r t  w e r d e n  k a n n .

E i n e  s o l c h e  E b e n e  b e r ü h r t  d i e  w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  i n  i r g e n d  
e i n e m  P u n k t e  e i n e r  j e d e n  d i e s e r  p. E r z e n g e n d e n  u n d  i s t  m i t h i n  
e i n e  (u f a c h e  B e r ü h r u n g s e b e n e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .

D e r  G e s a m m t s c h n i t t  d i e s e r  E b e n e  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  
e i n e  C u r v e  p.(m h -  w ) - t e r  O r d n u n g .  D i e  /ul g e r a d e n  E r z e u g e n d e n  
b i l d e n  e i n e n  B e s t a n d t h e i l  ju L - t e r  O r d n u n g  i n  d i e s e m  S c h n i t t e ,  u n d  
d e r  R e s t  i s t  s o n a c h  e i n e  C u r v e :

— l ) - t e r  O r d n u n g .

B e s a g t e  C u r v e  s c h n e i d e t  d i e  p. E r z e u g e n d e n  i n

p}(m h -  n —  1 )

P u n k t e n ,  i n  d e r e n  Z a h l  d i e  o b g e n a n n t e n  p. B e r ü h r u n g s p u n k t e  m i t  
i n b e g r i f f e n  s i n d .

D i e  ü b r i g e n :

p}(m -+- n —  1 )  —  [x =  p.[p.(m H— n —  1 )  —  1 ]

P u n k t e  g e h ö r e n  d e r  D o p p e l c u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a n .  
A u f  j e d e  d e r  p. E r z e u g e n d e n  e n t f a l l e n  s o m i t :

p.(ni -+- ii —  1 )  —  1 =  fx(in -+- n) —  (p. - + - 1)

P u n k t e  d e r  D o p p e l c u r v e .
N u n  i s t  a b e r  a u s  F r ü h e r e m  b e k a n n t ,  d a s s  d i e  D o p p e l ­

c u r v e  e i n e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  p. (m -+- « ) - t e r  O r d n u n g  j e d e  
E r z e u g e n d e  i n :

p. (in -+- ii) —  2
P u n k t e n  s c h n e i d e t .

W i e  e r s i c h t l i c h ,  s t e l l t  s i c h  d i e s f a l l s  z w i s c h e n  d e n  b e i d e n  h i e r  
a n g e f ü h r t e n  W e r t h e n  e i n e  D i f f e r e n z  v o n  (p. —  1 )  h e r a u s ,  u n d  e s
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k a n n  d i e  n a t ü r l i c h e  F r a g e  a u f g e w o r f e n  w e r d e n ,  w o r i n  d i e  U r s a c h e  
d i e s e r  V e r s c h i e d e n h e i t  l i e g e  u n d  w e l c h e r  d i e s e r  b e i d e n  W e r t h e  
d e r  r i c h t i g e  s e i .

D i e  s i c h  e r g e b e n d e  D i f f e r e n z  i s t  s e h r  l e i c h t  e r k l ä r l i c h ,  w e n n  
m a n  b e d e n k t ,  d a s s  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e  P u n k t  d e r  ;x E r z e u g e n d e n  
a u f  j e d e r  d e r s e l b e n  a l s  (jx— l ) f a c h e r  P u n k t  g e r e c h n e t  w u r d e ,  
i n d e m  j e d e  d e r  {x E r z e u g e n d e n  i n  d e m s e l b e n  v o n  a l l e n  ü b r i g e n  
(/x —  1 )  E r z e u g e n d e n  g e s c h n i t t e n  w i r d .

N a c h d e m  j e d o c h  d i e s e r  P u n k t  d e r  e i g e n t l i c h e n  D o p p e l ­
c u r v e  n i c h t  a n g e h ö r t ,  s o  i s t  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h ,  d a s s  d i e  A n z a h l  
d e r  a u f  e i n e r  E r z e u g e n d e n  l i e g e n d e n  D o p p e l p u n k t e  ( i m  e r s t  
a n g e g e b e n e n  W e r t h e )  u m  (fx—  1 )  v e r m i n d e r t  w e r d e n  m ü s s e .

H i e d u r c h  i s t  d i e  v o l l k o m m e n e  Ü b e r e i n s t i m m u n g  d e r  b e i d e n  
o b a n g e g e b e n e n  W e r t h e  h e r g e s t e l l t  u n d  d i e  u n b e d i n g t e  R i c h t i g k e i t  
d e s  l e t z t e r e n  n a c h g e w i e s e n .

H i e m i t  w o l l e n  w i r  u n s e r e  d e r m a l i g e n  U n t e r s u c h u n g e n  ü b e r  
N o r m a l e n f l ä c h e n  a b s c h l i e s s e n ,  b e h a l t e n  u n s  j e d o c h  v o r ,  d i e  a l l e n -  
f a l l s i g e n  E r g ä n z u n g e n  d i e s e r  P a r t i e  e b e n s o  w i e  d i e  A n w e n d u n g  
d e r  g e w o n n e n e n  R e s u l t a t e  a u f  N o r m a l e n f l ä c h e n  f ü r  s p e c i e l l e  
F l ä c h e n g a t t u n g e n  a l s  L e i t f l ä c h e n ,  s o  w i e  f ü r  s p e c i e l l e  L a g e n  d e r  
L e i t c u r v e n  a u f  d e n s e l b e n  e h e s t e n s  f o l g e n  z u  l a s s e n .
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