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Normalenflächen längs ebener Flächenschnitte.

Von Dr. G ustav  A(l. Y. P esc lik a ,
k. Regierungsratli o. Professor an der k. k. technischen Hochschule in Brünn.

(Mit 4 Tafeln.)

(V orge leg t in der S itzung am 2 2 . April 1 8 8 0 .)

D i e  g e r i n g e  B e a c h t u n g ,  w e l c h e  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e n  v o m  
S t a n d p u n k t e  d e r  r e i n e n  M a t h e m a t i k  s o w o h l ,  a l s  a u c h  v o n  j e n e m  
d e r  p r o j e c t i v i s c h e n  G e o m e t r i e  b i s h e r  g e f u n d e n  h a b e n ,  d ü r f t e - e s  
r e c h t f e r t i g e n ,  w e n n  d e r  V e r f a s s e r  s e i n e m  d e r  k a i s .  A k a d e m i e  d e r  
W i s s e n s c h a f t e n  b e r e i t s  u n t e r b r e i t e t e n ,  j e d o c h  n o c h  k e i n e s w e g s  
a b g e s c h l o s s e n e n  „ B e i t r a g  z u r  T h e o r i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e n “  u n 
m i t t e l b a r  e i n e  z w e i t e  A b h a n d l u n g  f o l g e n  l ä s s t ,  w e l c h e  s i c h  a u f  
d i e  „ N o r m a l e n f l ä c h e n  l ä n g s  e b e n e r  F l ä c h e n s c h n i t t e “  b e z i e h t .  
D i e  h i e r  n i e d e r g e l e g t e n  U n t e r s u c h u n g e n  s t ü t z e n  s i c h  i m  W e s e n t 
l i c h e n  a u f  d a s  S t u d i u m  d e r  P r o j e c t i o n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e n  u n d  
d e r  d a r a u s  e n t s p r i n g e n d e n  E i g e n s c h a f t e n  d e r s e l b e n ,  s o w i e  a u f  
d i e  e n t s p r e c h e n d e  A n w e n d u n g  b e k a n n t e r  T h e o r i e n  d e r  p r o j e c t i 
v i s c h e n  G e o m e t r i e  a u f  d i e s e  F l ä c h e n g a t t u n g .  S e l b s t v e r s t ä n d l i c h  
k o n n t e  a u f  d i e s e  W e i s e  j e d e  R e c h n u n g  u m g a n g e n  w e r d e n ,  u n d  
i s t  a u c h  h i e r i n  e i n  w e s e n t l i c h e r  U n t e r s c h i e d  z w i s c h e n  d i e s e r  
A b h a n d l u n g  u n d  d e n  S c h ö p f u n g e n  a n d e r e r  A u t o r e n  g e l e g e n .  
E i n e  g r ö s s e r e  A n z a h l  n e u e r ,  h ö c h s t  i n t e r e s s a n t e r  S ä t z e ,  d i e  s i c h  
a u s  d e n  a n g e s t e l l t e n  U n t e r s u c h u n g e n  a n s t a n d s l o s  e r g a b e n ,  w u r d e  
a u f g e s t e l l t ,  e i n g e h e n d  b e g r ü n d e t  u n d  g e r e c h t f e r t i g t .

I .

Normalenflächen längs ebener Schnitte der Flächen zweiter 

Ordnung.

D i e  O r d n u n g  d e r  e i n e r  F l ä c h e  m- t e r  O r d n u n g  l ä n g s  d e s  
S c h n i t t e s  m i t  e i n e r  F l ä c h e  ? ? i ' - t e r  O r d n u n g  e n t s p r e c h e n d e n  N o r 
m a l e n f l ä c h e  1 w u r d e  d u r c h

1 P e s c h k a ,  Normalenflächen.
74 *
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( w ? 2 . m,s)
a u s g e d r ü c k t ,  w ä h r e n d  d i e  O r d n u n g '  i h r e r  D o p p e l c u r v e  d u r c h

m m (m 's — 4  m— m' - + -  4 )
2

u n d  d i e  Z a h l  i h r e r  K a n t e n  d u r c h  d e n  A u s d r u c k
2 mm' (2 m -\-m '— 4 )

b e s t i m m t  w u r d e .
A u f  d e n  v o r l i e g e n d e n  F a l l  a n g e w e n d e t ,  i n  w e l c h e m  m =  2  

u n d  m' =  1  i s t ,  e r h ä l t  m a n  e i n e  N o r m a l e n f l ä c h e  v i e r t e n  G r a d e s  
m i t  e i n e r  D o p p e l c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  u n d  v i e r  K a n t e n .

W e i t e r e  E i g e n s c h a f t e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e n  f ü r  F l ä c h e n  
z w e i t e n  G r a d e s  l ä n g s  i h r e r  e b e n e n  S c h n i t t e  e r g e b e n  s i c h  o h n e  
b e s o n d e r e  S c h w i e r i g k e i t e n  d u r c h  c o n s t r u c t i v - g e o m e t r i s c h e  B e t r a c h 
t u n g e n ,  s o w i e  d u r c h  U n t e r s u c h u n g  i h r e r  p r o j e c t i v e n  D a r s t e l l u n g .

Z u n ä c h s t  l ä s s t  s i c h  d i e  b e s a g t e  U n t e r s u c h u n g  a u f  K e g e l  u n d  
C y l i n d e r  z w e i t e n  G r a d e s  r e d u c i r e n ,  d a  b e k a n n t l i c h  d i e  e i n e r  
F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s ,  l ä n g s  e i n e s  i h r e r  e b e n e n  S c h n i t t e  u m 
s c h r i e b e n e  d e v e l o p p a b l e  F l ä c h e ,  e i n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s  i s t ,  
u n d  d i e s e r  l ä n g s  d e r  L e i t c u r v e  d i e  n ä m l i c h e  N o r m a l e n f l ä c h e ,  w i e  
d i e  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  s e l b s t ,  b e s i t z t .

W i r  k ö n n e n  u n s  h i e r n a c h  a u f  d i e  B e t r a c h t u n g  u n d  U n t e r 
s u c h u n g  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e n  l ä n g s  d e r  e b e n e n  S c h n i t t e  v o n  
K e g e l n  u n d  C y l i n d e r n  z w e i t e n  G r a d e s  b e s c h r ä n k e n .

Z u  d i e s e m  Z w e c k e  w ä h l e n  w i r  d i e  E b e n e  d e r  L e i t c u r v e  d e s  
K e g e l s c h n i t t e s  I(  ( F i g .  1 )  a l s  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e ,  u n d  

j e n e ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  V e r b i n d u n g s g e r a d e  d e s  M i t t e l p u n k t e s  v o n  
K  m i t  d e m  K e g e l s c h e i t e l  S  g e h t ,  a l s  z w e i t e  ( v e r t i c a l e )  P r o j e c t i o n s 
e b e n e .

D i e  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n e n  d e r  N o r m a l e n  d e s  K e g e l s  
l ä n g s  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  K, s i n d  d i e  N o r m a l e n  d e s  L e t z t e r e n ,  m i t 
h i n  d i e  h o r i z o n t a l e  C o n t o u r  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  d i e  E v o l u t e  d e s  
K e g e l s c h n i t t e s  K. D i e s e  E v o l u t e  i s t ,  w i e  i n  d e r  v o r h e r g e g a n g e n e n  
A b h a n d l u n g 1 a l l g e m e i n  n a c h g e w i e s e n  w u r d e ,  e i n e  C u r v e  s e c h s t e r  
O r d n u n g  u n d  v i e r t e r  C l a s s e .

D i e  v e r t i c a l e n  P r o j e c t i o n e n  d e r  N o r m a l e n  e r g e b e n  s i c h  a l s  
d i e  P e r p e n d i k e l  v o n  d e n  v e r t i c a l e n  P r o j e c t i o n e n  d e r  P u n k t e  d e r

1 P e s c h k a ,  Theorie der Normalenflächen. Sitzungsberichte der 
kais. Akad. d. Wissenschaften. Wien, Band LXXXI.
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L e i t l i n i e  K  a u f  d i e  v e r t i c a l e n  T r a c e n  d e r  d i e s e n  P u n k t e n  e n t 
s p r e c h e n d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e s  L e i t k e g e l s .

U m  s o m i t  d i e  E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  w e l c h e  d u r c h  
d e n  P u n k t  (a a ')  d e r  L e i t l i n i e  K  g e h t ,  z u  c o n s t r u i r e n ,  b e s t i m m e n  
w i r  z u n ä c h s t  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  A v Ah d e s  K e g e l s  i n  d i e s e m  
P u n k t e ,  u n d  f ü h r e n  d u r c h  a u n d  a' z u  A„ u n d  Ah d i e  b e z ü g l i c h e n  
S e n k r e c h t e n  Na u n d  N'a, w e l c h e  b e r e i t s  d i e  P r o j e c t i o n e n  d e r  
g e s u c h t e n  E r z e u g e n d e n  r e p r ä s e n t i r e n .  D i e  v e r t i c a l e  C o n t o u r  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  e r g i b t  s i c h  a l s  E n v e l o p p e  a l l e r  G e r a d e n  Na, u n d  
i s t  d i e s e l b e ,  s o w i e  ü b e r h a u p t  d i e  C o n t o u r  d e r  b e s a g t e n  F l ä c h e  
a u f  j e d e  b e l i e b i g e  E b e n e  u n d  f ü r  j e d e s  b e l i e b i g  g e w ä h l t e  P r o -  

j e c t i o n s c e n t r u m ,  s t e t s  e i n e  C u r v e  s e c h s t e r  O r d n u n g  u n d  v i e r t e r  
C l a s s e .

W e n d e n  w i r  u n s  n u n  v o r ü b e r g e h e n d  z u  B e t r a c h t u n g e n  
a n d e r e r  A r t ,  u n d  f r a g e n  w i r  z u n ä c h s t  u m  d i e  S t r i c t i o n s l i n i e  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .

E i n e  e i n f a c h e  d i e s b e z ü g l i c h e  U n t e r s u c h u n g  l i e f e r t  f ü r  d i e  
N o r m a l e n f l ä c h e n  d e r  F l ä c h e n  z w e i t e n  G r a d e s ,  l ä n g s  i h r e r  e b e n e n  
S c h n i t t e ,  e i n e  s e h r  i n t e r e s s a n t e  E i g e n s c h a f t  d e r  S t r i c 
t i o n s l i n i e .

S e i  ( S,Ii)  e i n  b e l i e b i g e r  K e g e l  z w e i t e r  O r d n u n g ,  K  e i n  
e b e n e r  S c h n i t t  d e s s e l b e n  u n d  z u g l e i c h  d i e  L e i t l i n i e  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e .  D e n k e n  w i r  u n s  d u r c h  d e n  S c h e i t e l  S  z u  j e d e r  T a n g e n t i a l 
e b e n e  B  e i n e  S e n k r e c h t e  N' g e z o g e n ,  s o  b i l d e t  d i e  G e s a m m t h e i t  
d i e s e r  G e r a d e n  N' e i n e n  z w e i t e n  K e g e l  R' d e r  z w e i t e n  O r d n u n g .  
D i e  E r z e u g e n d e n  N' d i e s e s  K e g e l s  s i n d  z u  d e n  E r z e u g e n d e n  N  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  p a r a l l e l ,  u n d  w i r d  s o m i t  o b b e z e i c h n e t e r  
K e g e l  d e n  R i c h t u n g s k e g e l  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  r e p r ä s e n 
t i r e n .

S e t z e n  w i r  n u n  v o r a u s ,  e s  s e i  N  e i n e  E r z e u g e n d e  d e r  N o r 
m a l e n f l ä c h e  i n  d e m  P u n k t e  d e r  E r z e u g e n d e n  G v o n  ( S ,K ) ,  N' 
d i e  i h r  p a r a l l e l e  E r z e u g e n d e  d e s  R i c h t u n g s k e g e l s  R', u n d  d e n k e n  
w i r  u n s  d i e  B e r ü h r u n g s e b e n e  B' d e s  l e t z t e r e n  l ä n g s  N' c o n s t r u i r t ,  
s o  i s t  d i e s e  E b e n e  s e n k r e c h t  z u r  E r z e u g e n d e n  G d e s  u r s p r ü n g 
l i c h e n  K e g e l s  ( S,I() .

N u n  i s t  a b e r  a u s  d e r  T h e o r i e  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e n  
b e k a n n t ,  d a s s  d i e  E b e n e  A, w e l c h e  d u r c h  d i e  E r z e u g e n d e  N  
p a r a l l e l  z u r  E b e n e  B' g e l e g t  w i r d ,  d i e  w i n d s c h i e f e  N o r m a l e n 
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f l ä c h e  i n  d e m  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e  d e r  E r z e u g e n d e n  N  b e r ü h r t ,  
a l s o  e i n e  a s y m p t o t i s c h e  E b e n e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  v o r s t e l l e .

H i e r a u s  i s t  e r s i c h t l i c h ,  d a s s  d i e  a s y m p t o t i s c h e  E b e n e  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  f ü r  e i n e  E r z e u g e n d e  N  d i e j e n i g e  E b e n e  Ä  i s t ,  
w e l c h e  d u r c h  N  s e n k r e c h t  z u r  e n t s p r e c h e n d e n  E r z e u g e n d e n  G 
d e s  L e i t k e g e l s  ( S ,E )  g e f ü h r t  w i r d .

N u n  i s t  u n s  w e i t e r s  g e l ä u f i g ,  d a s s  d i e  E b e n e ,  w e l c h e  d u r c h  
d i e  E r z e u g e n d e  TV ” d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  s e n k r e c h t  z u r  a s y m p t o 
t i s c h e n  E b e n e  g e l e g t  w i r d ,  d i e  C e n t r a l e b e n e  d e r  E r z e u g e n d e n  
i s t ,  u n d  d i e  F l ä c h e  i n  d e m  C e n t r a l p u n k t e  d i e s e r  E r z e u g e n d e n  
( w e l c h e r  P u n k t  d e r  S t r i c t i o n s l i n i e  a n g e h ö r t )  b e r ü h r t .

F ü h r e n  w i r  a b e r  i n  d e m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  d u r c h  N  e i n e  
s e n k r e c h t e  E b e n e  T  a u f  d i e  E b e n e  A, s o  m u s s  d i e s e  u n b e d i n g t  d i e  
E r z e u g e n d e  G, a l s o  a u c h  d e n  S c h e i t e l  d e s  L e i t k e g e l s  e n t h a l t e n .

A u s  d i e s e n  E r ö r t e r u n g e n  f o l g t ,  d a s s  d i e  s ä m m t l i c h e n  C e n t r a l -  
e b e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  d a s  i s t  d i e  E b e n e n ,  w e l c h e  d e r  N o r 
m a l e n f l ä c h e  l ä n g s  i h r e r  S t r i c t i o n s l i n i e  u m s c h r i e b e n  s i n d ,  e i n e n  
K e g e l  u m h ü l l e n ,  ' d e s s e n  S c h e i t e l  m i t  j e n e m  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  
L e i t f l ä c h e  i d e n t i s c h  i s t .

E s  e r g i b t  s i c h  h i e r n a c h  d e r  S a t z :
„ D i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e s  K e g e l s  z w e i t e r  

O r d n u n g  l ä n g s  e i n e s  e b e n e n  S c h n i t t e s  i s t  d i e  B e r ü h r u n g s c u r v e  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  m i t  d e m  i h r  a u s  d e m  S c h e i t e l  d e s  L e i t k e g e l s  
u m s c h r i e b e n e n  K e g e l . “

D u r c h  e i n e  g e r i n g f ü g i g e  Ä n d e r u n g  i m  W o r t l a u t e  k a n n  m a n  
d i e s e n  S a t z  g a n z  a l l g e m e i n  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e n ,  e n t l a n g  d e r  
e b e n e n  S c h n i t t e ,  v o n  F l ä c h e n  z w e i t e n  G r a d e s  a u f s t e l l e n .  B e r ü c k 
s i c h t i g t  m a n  n ä m l i c h ,  d a s s  i n  d i e s e m  F a l l e  d e r  S c h e i t e l  S  d e s  
L e i t k e g e l s  d e n  P o l  d e s  e b e n e n  L e i t s c h n i t t e s  i n  B e z u g  a u f  d i e  L e i t 
f l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  v o r s t e l l t ,  s o  n i m m t  d e r  o b e n  a u f g e s t e l l t e  
S a t z  d i e  f o l g e n d e  G e s t a l t  a n .

„ D i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  F l ä c h e  z w e i t e n  
G r a d e s  l ä n g s  e i n e s  i h r e r  e b e n e n  S c h n i t t e  i s t  d i e  B e r ü h r u n g s c u r v e  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  m i t  j e n e m  K e g e l ,  rw e l c h e r  i h r  a u s  d e m  P o l e  
d e s  e b e n e n  L e i t s c h n i t t e s ,  a l s  K e g e l s c h e i t e l  b e t r a c h t e t ,  u m s c h r i e 
b e n  w i r d . “

D i e s e  E i g e n s c h a f t  e r l a u b t  u n s  a u c h ,  d i e  O r d n u n g  u n d  
C l a s s e  d e r  S t r i c t i o n s l i n i e  z u  b e s t i m m e n .
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D e r  e i n e r  F l ä c h e  m - t e r  O r d n u n g -  v o n  e i n e m  P u n k t e  a u s s e r 
h a l b  u m s c h r i e b e n e  K e g e l  b e r ü h r t ,  w i e  w i r  w i s s e n ,  d i e  F l ä c h e  i n  
e i n e r  C u r v e  m (m— l ) - t e r  O r d n u n g ,  w e l c h e  s i c h  a l s  d e r e n  S c h n i t t  
m i t  d e r  e r s t e n  P o l a r f l ä c h e  d e s  g e n a n n t e n  P u n k t e s  e r g i b t .

B e s i t z t  j e d o c h  d i e  g e g e b e n e  F l ä c h e  e i n e  D o p p e l l i n i e  v o n  
d e r  6 - t e n  O r d n u n g ,  s o  g e h t  d u r c h  d i e s e ,  w i e  b e k a n n t ,  d i e  e r s t e  
P o l a r f l ä c h e  h i n d u r c h ,  o h n e  d a s s  d i e s e l b e  e i n e n  T h e i l  d e r  B e r ü h 
r u n g s c u r v e  a u s m a c h t .  D e r  S c h n i t t  d e r  P o l a r f l ä c h e  m i t  d e r  g e g e 
b e n e n  F l ä c h e  n a c h  d e r  e r w ä h n t e n  D o p p e l l i n i e  i s t  o f f e n b a r  v o n  d e r  
2  6 - t e n  O r d n u n g  u n d  m i t h i n  d i e  O r d n u n g  d e r  B e r ü h r u n g s c u r v e :  

in (in— 1 )  — 2  b.
I m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  i s t  in =  4  d e r  G r a d  d e r  N o r m a l e n 

f l ä c h e ,  b =  3  d i e  O r d n u n g  i h r e r  D o p p e l c u r v e ,  f o l g l i c h  d i e  O r d 
n u n g  d e r  B e r ü h r u n g s c u r v e ,  a l s o  a u c h  j e n e  d e r  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e :  4  ( 4 — 1 ) — 2 - 3  =  6 .

A u c h  d i e  C l a s s e  d e r  B e r ü h r u n g s c u r v e ,  o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  
i s t ,  d i e  C l a s s e  d e s  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l s  i s t  l e i c h t  z u  e r m i t t e l n ,  
i n d e m  d i e  C l a s s e  e i n e s  e i n e r  k r u m m e n  F l ä c h e  a u s  e i n e m  P u n k t e  
a u s s e r h a l b  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l s ,  a l s o  a u c h  d i e  s e i n e r  B e r ü h 
r u n g s c u r v e ,  j e n e r  d e r  F l ä c h e  s e l b s t  g l e i c h ,  i m  g e g e n w ä r t i g e n  
F a l l e  d a h e r  g l e i c h  „ v i e r “  i s t .  D i e  g e w o n n e n e n  R e s u l t a t e  z u s a m m e n 
g e f a s s t ,  e r g i b t  s i c h  d e r  S a t z :

„ D i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  F l ä c h e  z w e i t e n  
G r a d e s  l ä n g s  e i n e s  i h r e r  e b e n e n  S c h n i t t e  i s t  e i n e  R a u m c u r v e  
s e c h s t e r  O r d n u n g  u n d  v i e r t e r  C l a s s e . “

D i e  D o p p e l c u r v e  d e r  e b e n  b e t r a c h t e t e u  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  
e i n e  R a u m c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ,  u n d  d a  i m  A l l g e m e i n e n  d i e  
D o p p e l c u r v e  e i n e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  ? < - t e n  G r a d e s  j e d e  E r z e u 
g e n d e  i n  ( n— 2 )  P u n k t e n  s c h n e i d e t ,  s o  f o l g t ,  d a s s  i m  v o r l i e g e n d e n  
F a l l e  d i e  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  z w e i p u n k t i g e  S e 
k a n t e n  d e r  D o p p e l c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  s e i e n ,  o d e r  m i t  a n d e r e n  
W o r t e n ,  d a s s  j e d e  E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  v o n  z w e i  
a n d e r e n  E r z e u g e n d e n  d e r s e l b e n  g e s c h n i t t e n  w e r d e .

D i e  E b e n e  d e r  L e i t l i n i e  K  w i r d  v o n  d e r  D o p p e l c u r v e  i n  d r e i  
l e i c h t  z u  e r m i t t e l n d e n  P u n k t e n  g e t r o f f e n .  D e n n ,  d i e  T a n g e n t e n  
t\  u n d  t'z ( F i g .  2 )  v o n  S ’ a n  K  s i n d  o f f e n b a r  d i e  T r a c e n  z w e i e r  
v e r t i c a l e r  T a n g e n t i a l e b e n e n  d e s  K e g e l s ;  d i e  i h r e n  B e r ü h r u n g s 
p u n k t e n  x \  u n d  x 2 m i t  IC e n t s p r e c h e n d e n  N o r m a l e n  Nxl u n d  NX2
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l i e g e n  d e m n a c h  i n  d e r  E b e n e  d e r  L e i t l i n i e  K' u n d  t r e f f e n  s i c h  i n  
e i n e m  P u n k t e  y d e r  D o p p e l c u r v e .  F e r n e r  b e g e g n e t  d i e  N o r m a l e  
N X{ d e n  K e g e l s c h n i t t  IC a u s s e r  i n  x t n o c h  i n  e i n e m  P u n k t e  yu  
i n  w e l c h e m  s i e  a u c h  d i e  z u g e h ö r i g e  N o r m a l e  N vl d e r  F l ä c h e  
s c h n e i d e t ,  w o r a u s  f o l g t ,  d a s s  yx e b e n f a l l s  e i n  P u n k t  d e r  D o p p e l 
c u r v e  i s t .  I n  g l e i c h e r  W e i s e  l ä s s t  s i c h  a u c h  n a c h w e i s e n ,  d a s s  d e r  
S c h n i t t p u n k t  y2 d e r  N o r m a l e n  Nx% m i t  d e m  K e g e l s c h n i t t e  K' 
e i n e n  i n  d i e s e r  E b e n e  l i e g e n d e n  P u n k t  d e r  D o p p e l l i n i e  d r i t t e r  
O r d n u n g  v o r s t e l l e .

U m  d i r e c t  P a a r e  v o n  s i c h  s c h n e i d e n d e n  E r z e u g e n d e n  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  z u  e r h a l t e n ,  w o l l e n  w i r  n o c h  e i n e  w e i t e r e  B e 
t r a c h t u n g  a n s t e l l e n .

S e t z e n  w i r  v o r a u s ,  e s  s e i e n  a u n d  b z w e i  P u n k t e  d e r  L e i t 
l i n i e  K  v o n  s o l c h e r  B e s c h a f f e n h e i t ,  d a s s  s i c h  d i e  i h n e n  e n t 
s p r e c h e n d e n  N o r m a l e n  Na u n d  Nb d e s  K e g e l s  ( S ,K )  s c h n e i d e n .  
D i e  V e r b i n d u n g s g e r a d e  d e r  P u n k t e  a u n d  b i s t  d a n n  g l e i c h z e i t i g  
d i e  H o r i z o n t a l t r a c e  d e r  E b e n e  d e r  b e i d e n  N o r m a l e n  Na u n d  Nb.

S i n d  ta u n d  tb d i e  T a n g e n t e n  i n  d e n  b e s a g t e n  P u n k t e n  a 
u n d  b d e s  K e g e l s c h n i t t e s  K , a l s o  d i e  T r a c e n  d e r  T a n g e n t i a l e b e n e n  
a n  d i e  K e g e l f l ä c h e  (S , IQ  i n  a u n d  b, s o  s t e l l t  d i e  V e r b i n d u n g s -  
g e r a d e  p. i h r e s  S c h n i t t p u n k t e s  M  m i t  d e r  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n  
S' d e s  K e g e l s c h e i t e l s  d i e  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n  d e r  S c h n i t t l i n i e  
d e r  g e n a n n t e n  T a n g e n t i a l e b e n e n  v o r .  D a  n u n  w e i t e r s  d i e  N o r m a l e n  
N a u n d  N b a u f  d i e s e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  s e n k r e c h t  s t e h e n ,  s o  i s t  
a u c h  d e r e n  E b e n e  s e n k r e c h t  z u r  S c h n i t t l i n i e  d e r  l e t z t e r e n ,  u n d  
m i t h i n  d i e  h o r i z o n t a l e  T r a c e  ab s e n k r e c h t  z u r  h o r i z o n t a l e n  P r o 
j e c t i o n  MS' o d e r  /j. d e r  S c h n i t t l i n i e .  A u s s e r d e m  i s t  M, a l s  S c h n i t t 
p u n k t  d e r  i n  a u n d  b a n  d e n  K e g e l  g e f ü h r t e n  T a n g e n t e n ,  d e r  
P o l  d e r  G e r a d e n  ab.

D i e s e  e i n f a c h e  B e t r a c h t u n g  f ü h r t  u n s  z u r  K e n n t n i s s  d e r  
B e d i n g u n g ,  w e l c h e r  z w e i  P u n k t e  d e r  L e i t l i n i e  K' g e n ü g e n  m ü s s e n ,  
d a m i t  s i c h  d i e  i h n e n  e n t s p r e c h e n d e n  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e  s c h n e i d e n .

J e d e s  P a a r  s o l c h e r  P u n k t e  ( w i e  i m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  a u n d  
b) m u s s  n ä m l i c h  d i e  E i g e n s c h a f t  b e s i t z e n ,  d a s s  d i e  V e r b i n d u n g s 
l i n i e  [x d e s  P o l e s  M  d e r  d u r c h  s i e  b e s t i m m t e n  K e g e l s c h n i t t s s e h n e  
ab m i t  d e r  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n  S' d e s  K e g e l s c h e i t e l s  z u  ab 
s e n k r e c h t  s t e h e .
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U m  n u n  s o l c h e  P a a r e  v o n  P u n k t e n  c o n s t r u c t i v  z u  b e s t i m m e n ,  
n e h m e n  w i r  u m g e k e h r t  a n ,  e s  s e i  e i n  S t r a h l  p. d e s  B ü s c h e l s  S' 
g e g e b e n  u n d  m a n  h ä t t e  d i e  L a g e  e i n e s  P u n k t e s  M  a u f  d e r  
G e r a d e n  ,u s o  z u  b e s t i m m e n ,  d a s s  d e s s e n  P o l a r e  ab e i n e  z u  (u  
s e n k r e c h t e  S t e l l u n g  a n n e h m e .

I s t  s o d a n n  a d e r  z u  /j. s e n k r e c h t e  D u r c h m e s s e r  d e s  K e g e l 
s c h n i t t e s  I C u n d  r  d e r  d i e s e m  D u r c h m e s s e r  a c o n j u g i r t e  D u r c h 
m e s s e r ,  s o  s t e l l t  l e t z t e r e r  g l e i c h z e i t i g  d e n  O r t  d e r  P o l e  a l l e r  z u  
a  p a r a l l e l e n ,  a l s o  z u  ;j. s e n k r e c h t e n  K e g e l s c h n i t t s s e h n e n  v o r .  D e r  
S c h n i t t p u n k t  M  v o n  u. u n d  r  i s t  m i t h i n  d e r  a u f  ij. g e s u c h t e  P u n k t ,  
d e s s e n  P o l a r e  ab z u  /x  s e n k r e c h t  s t e h t ,  E s  s t e l l e n  d e m n a c h  a u n d  
b z w e i  P u n k t e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  d a r ,  d e r e n  e n t s p r e c h e n d e  
E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s i c h  s c h n e i d e n .

I n  g l e i c h e r  W e i s e  k a n n  n u n m e h r  f ü r  j e d e n  d u r c h  S' g e h e n 
d e n  a n d e r w e i t i g e n  S t r a h l  u.' e i n  f o l g e n d e s  P u n k t e p a a r  a1bl v o n  
d e r  n ä m l i c h e n  E i g e n s c h a f t  g e f u n d e n  w e r d e n ,  u n d  e s  w i r d  s o m i t  
a u c h  n i c h t  d e n  g e r i n g s t e n  S c h w i e r i g k e i t e n  u n t e r w o r f e n  s e i n ,  d a s  
E r z e u g n i s s  d e r  S e h n e  ab z u  e r m i t t e l n .

B e s c h r e i b t  n ä m l i c h  d e r  d u r c h  S' g e h e n d e  S t r a h l  (u  e i n  S t r a h 
l e n b ü s c h e l ,  s o  w i r d  d e r  z u  d i e s e m  s e n k r e c h t e  K e g e l s c h n i t t s 
d u r c h m e s s e r  <7 e i n  d e m  e r s t e r e n  p r o j e c t i v i s c h e s  S t r a h l e n b i i s c h e l  
e r z e u g e n .

E b e n s o  b e s c h r e i b t  a u c h  d e r  d e m  D u r c h m e s s e r  a c o n j u g i r t e  
D u r c h m e s s e r  r  e i n  S t r a h l e n b ü s c h e l ,  w e l c h e s  d e m  B ü s c h e l  a a l s  
a u c h  j e n e m  S' p r o j e c t i v i s c h  v e r w a n d t  i s t .  M i t h i n  i s t  d e r  g e o 
m e t r i s c h e  O r t  d e s  P u n k t e s  M  ( S c h n i t t p u n k t  v o n  e n t s p r e c h e n d e n  
S t r a h l e n  d e r  B ü s c h e l  r  u n d  $')  e i n  K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  a u c h  
d u r c h  d i e  S c h e i t e l  S' u n d  0  ( M i t t e l p u n k t  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s )  
g e h t .

H i e r a u s  f o l g t ,  d a s s  d i e  G e r a d e n  ab, ai bi a l s  P o l a r e n  d e r  
e i n z e l n e n  P u n k t e  31 d i e s e s  K e g e l s c h n i t t e s  i n  B e z u g  a u f  d e n  
K e g e l s c h n i t t  IC, e i n e n  n e u e n  K e g e l s c h n i t t  2  u m h ü l l e n ,  w e l c h e r ,  
w i e  l e i c h t  e i n z u s e h e n ,  e i n e  P a r a b e l  s e i n  w i r d ,  d a  d i e  P o l a r e  v o n  
0,  d a s  i s t  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e ,  e i n e  s e i n e r  T a n g e n t e n  i s t .

E i n e  w e i t e r e  T a n g e n t e  d i e s e r  P a r a b e l  i s t  d i e  B e r ü h r u n g s 
s e h n e  <vvv z a l s  P o l a r e  d e s  P u n k t e s  S'.

B e d e n k t  m a n  f e r n e r ,  d a s s  j e d e  T a n g e n t e  d e r  P a r a b e l  2  d e n  
K e g e l s c h n i t t  IC i n  z w e i  P u n k t e n  a u n d  b s c h n e i d e t ,  f ü r  w e l c h e  d i e
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N o r m a l e n  d e r  K e g e l f l ä c h e  i n  d e r  n ä m l i c h e n  E b e n e  l i e g e n ,  a n d e 
r e r s e i t s  a b e r  d i e  E n d p u n k t e  d e r  g r o s s e n  u n d  k l e i n e n  A x e  v o n  
K \  s o w i e  a u c h  d i e  P u n k t e  x x u n d  y i , x z u n d  y 2 d i e  n ä m l i c h e  
E i g e n s c h a f t  b e s i t z e n ,  s o  f o l g t ,  d a s s  i n  g l e i c h e r  W e i s e  d i e  b e i d e n  
A x e n  A  u n d  B  d e r  L e i t l i n i e  IC, s o w i e  d i e  i n  d e r  E b e n e  v o n  K  
l i e g e n d e n  K e g e l n o r m a l e n  NXI u n d  K xz T a n g e n t e n  d e r  P a r a b e l  2  
s i n d .  D u r c h  i r g e n d  v i e r  v o n  d i e s e n  f ü n f  g e n a n n t e n  T a n g e n t e n  i s t  
d i e  P a r a b e l  v o l l k o m m e n  b e s t i m m t ,  u n d  k a n n  a u f  b e k a n n t e  W e i s e  
p r o j e c t i v i s c h  c o n s t r u i r t  w e r d e n .

W ä r e  n n n  i r g e n d  e i n e  N o r m a l e ,  e t w a  Nb g e g e b e n ,  s o  h ä t t e  
m a n ,  u m  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  N o r m a l e n ,  w e l c h e  v o n  d e r  e r s t e r e n  
g e s c h n i t t e n  w e r d e n ,  z u  e r m i t t e l n ,  n i c h t s  a n d e r e s  z u  t h u n ,  a l s  
d u r c h  i h r e n  F u s s p u n k t  b d i e  b e i d e n  T a n g e n t e n  a n  d i e  P a r a b e l  2  
z u  z i e h e n  u n d  s o  i n  d e n  P u n k t e n  a u n d  c, w o  d i e s e  d e n  K e g e l 
s c h n i t t  K  z u m  z w e i t e n  M a l e  t r e f f e n ,  d i e  F u s s p u n k t e  d e r  g e s u c h t e n  
N o r m a l e n  Na u n d  Nc z u  f i n d e n .

D e r  K e g e l s c h n i t t  IC u n d  d i e  P a r a b e l  2  b e s i t z e n  v i e r  ( r e e l l e  
o d e r  i m a g i n ä r e )  g e m e i n s c h a f t l i c h e  T a n g e n t e n ,  j e d e  d e r s e l b e n  
t r i f f t  d e n  K e g e l s c h n i t t  IC i n  z w e i  u n e n d l i c h  n a h e n  P u n k t e n ,  f ü r  
w e l c h e  d i e  N o r m a l e n  d e s  K e g e l s  s i c h  s c h n e i d e n ,  d a s  h e i s s t  d i e  
B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  v i e r  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  v o n  
v o n  2  u n d  IC m i t  d e m  K e g e l s c h n i t t e  IC g e h ö r e n  d e n  K a n t e n  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  a n ,  u n d  d i e  b e z e i c h n e t e n  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  
T a n g e n t e n  s e l b s t  s i n d  d i e  h o r i z o n t a l e n  T r a c e n  d e r  T o r s a l e b e -  
n e n ,  d a s  i s t  j e n e r  E b e n e n ,  w e l c h e  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  l ä n g s  d e r  
K a n t e n  b e r ü h r e n .

U n t e r s u c h e n  w i r  m m  d i e  E i g e n s c h a f t e n  d e r  E b e n e n ,  
w e l c h e  d u r c h  P a a r e  s i c h  s c h n e i d e n d e r  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r 
m a l e n f l ä c h e ,  e t w a  d u r c h  Na u n d  Nb g e h e n .

D i e  E b e n e  NaNb s c h n e i d e t  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e ,  w e l c h e  v o m  
v i e r t e n  G r a d e  i s t ,  i n  e i n e r  C u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g .  N a c h d e m  a b e r  
d i e  b e i d e n  E r z e u g e n d e n  Na u n d  Nb B e s t a n d t h e i l e  e r s t e r  O r d n u n g  
i n  d i e s e m  S c h n i t t e  r e p r ä s e n t i r e n ,  k a n n  d e r  R e s t  b l o s s  v o m  z w e i 
t e n  G r a d e ,  d a s  i s t  e i n  K e g e l s c h n i t t  s e i n .

D i e s e r  K e g e l s c h n i t t  t r i f f t  j e d e  d e r  b e i d e n  N o r m a l e n  Na u n d  
N b i n  z w e i  P u n k t e n .  E s  i s t  b e k a n n t ,  d a s s  e i n e  E b e n e ,  w e l c h e  
e i n e  E r z e u g e n d e  e i n e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  e n t h ä l t ,  d i e  l e t z t e r e  
n a c h  e i n e r  C u r v e  s c h n e i d e t ,  w e l c h e  i h r e r s e i t s  d i e s e  E r z e u g e n d e
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i n  (ti— 1 )  P u n k t e n  t r i f f t ,  w e n n  d i e  F l ä c h e  v o m  ? * - t e n  G r a d e  i s t .  
E i n e r  d i e s e r  ( « — 1 )  P u n k t e  i s t  d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  d e r  E b e n e  
m i t  d e r  F l ä c h e ,  w ä h r e n d  d i e  ü b r i g e n  ( m — 2 )  P u n k t e  d i e  S c h n i t t 
p u n k t e  d e r  E b e n e  m i t  d e r  D o p p e l c u r v e  d e r  F l ä c h e  r e p r ä s e n t i r e n .

I m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  e n t h ä l t  d i e  E b e n e  z w e i  E r z e u g e n d e  
Na u n d  Nh d e r  w i n d s c h i e f e n  N o r m a l e n f l ä c h e ,  b e r ü h r t  m i t h i n  d i e  
F l ä c h e  i n  z w e i  v e r s c h i e d e n e n  P u n k t e n ,  v o n  w e l c h e n  j e  e i n e r  a u f  
e i n e r  d e r  b e t r e f f e n d e n  E r z e u g e n d e n  N a u n d  N b s i c h  v o r f i n d e t .  
N a c h  F r ü h e r e m  s i n d  d i e s e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  z w e i  v o n  d e n  
S c h n i t t p u n k t e n  d e r  E r z e u g e n d e n  N a  u n d  Nb m i t  d e m  d e r  N o r 
m a l e n f l ä c h e  a n g e h ö r e n d e n ,  i n  d e r  E b e n e  v o n  Na u n d  Nb l i e g e n d e n  
K e g e l s c h n i t t e .

D i e  b e i d e n  a n d e r e n  S c h n i t t p u n k t e  v o n  Na u n d  Nb m i t  d i e s e m  
K e g e l s c h n i t t e  g e h ö r e n  d e r  D o p p e l c u r v e  a n  u n d  s i n d ,  w i e  l e i c h t  
e i n z u s e h e n ,  k e i n e  a n d e r e n  a l s  j e n e  P u n k t e ,  i n  w e l c h e n  d i e  
g e n a n n t e n  E r z e u g e n d e n  Na u n d  N b v o n  d e n  a n d e r w e i t i g e n  E r z e u 
g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  g e t r o f f e n  w e r d e n .  D e r  d r i t t e  i n  d e r  
E b e n e  NaNb l i e g e n d e  D o p p e l p u n k t  i s t  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h  d e r  
S c h n i t t p u n k t  z  d e r  g e g e b e n e n  E r z e u g e n d e n  Na u n d  Nb.

W e i t e r s  i s t  n o c h  z u  b e r ü c k s i c h t i g e n ,  d a s s  d i e  T r a c e  ab  d e r  
B i t a n g e n t i a l e b e n e  ( NaNb)  e i n e  T a n g e n t e  d e r  P a r a b e l  2  i s t ,  u n d  
d a s s  a u c h  d i e  E b e n e  d e r  L e i t l i n i e  K', s o w i e  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  
E b e n e ,  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s i n d ,  i n d e m  s i e  
d i e  l e t z t e r e  i n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e  u n d  z w e i  E r z e u g e n d e n  s c h n e i 
d e n .  ( F ü r  d i e  e r s t e r e  f ä l l t  d i e s e r  K e g e l s c h n i t t  m i t  d e m  L e i t k e g e l -  
s c h n i t t e  K' z u s a m m e n ,  u n d  d i e  E r z e u g e n d e n  e r s c h e i n e n  d u r c h  d i e  
b e i d e n  N o r m a l e n  NXi u n d  NX2 d a r g e s t e l l t ) .

F a s s e n  w i r  d i e  R e s u l t a t e  d e r  h i e r  g e p f l o g e n e n  E r ö r t e r u n g e n  
z u s a m m e n ,  s o  g e l a n g e n  w i r  z u  f o l g e n d e m  S c h l ü s s e :

a )  „ D i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  l ä n g s  
e i n e s  i h r e r  e b e n e n  S c h n i t t e  b e s i t z t  u n e n d l i c h  v i e l e  B i t a n g e n 
t i a l e b e n e n ,  d a s  i s t  E b e n e n ,  i n  w e l c h e n  z w e i  s i c h  s c h n e i d e n d e  
E r z e u g e n d e  d e r  F l ä c h e  l i e g e n  u n d  d i e s e l b e  d a h e r  i n  z w e i  
v e r s c h i e d e n e n  P u n k t e n  b e r ü h r e n .

b)  J e d e  d i e s e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  s c h n e i d e t  d i e  N o r m a l e n 
f l ä c h e  a u s s e r  i n  d e n  z w e i  E r z e u g e n d e n  n o c h  i n  e i n e m  
K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e r  d i e  e r s t e r e n  i n  d e n  b e z ü g l i c h e n
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B e r ü h r u n g s p u n k t e n  u n d  a u s s e r d e m  i n  z w e i  d e r  D o p p e l 
c u r v e  a n g e h ö r e n d e n  P u n k t e n  t r i f f t ,  u n d

c )  D i e  T r a c e n  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  a u f  d e r  E b e n e  d e r  L e i t 
c u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  u m h ü l l e n  e i n e  P a r a b e l ,  w e l c h e  
d u r c h  d i e  A x e n  d e r  L e i t c u r v e  u n d  d i e  i n  d e r  E b e n e  d e r  
l e t z t e r e n  l i e g e n d e n  F l ä c h e n n o r m a l e n ,  a l s  T a n g e n t e n ,  
b e s t i m m t  i s t . “

A u c h  d i e  B e r ü h r u n g s e b e n e n  l ä n g s  d e r  K a n t e n  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e  s c h n e i d e n  d i e s e  a u s s e r  i n  d e n  z w e i  z u  e i n e r  K a n t e  v e r 
e i n i g t e n  E r z e u g e n d e n  n o c h  i n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e .

D a  e i n e  s o l c h e  B e r ü b r u n g s e b e n e  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  l ä n g s  
e i n e r  G e r a d e n  t a n g i r t ,  s o  b e r ü h r t  s i e  a u c h  a l l e  a u f  d e r  F l ä c h e  l i e 
g e n d e n  C u r v e n  u n d  s o m i t  a u c h  d e n  o b e n b e z e i c h n e t e n  K e g e l s c h n i t t  
u n d  d i e  D o p p e l c u r v e  d e r  F l ä c h e  i n  P u n k t e n ,  w e l c h e  d i e s e r  
G e r a d e n  ( K a n t e )  a n g e h ö r e n .  W i r  w i s s e n  a b e r ,  d a s s  d e r  K e g e l 
s c h n i t t ,  i n  w e l c h e m  e i n e  B i t a n g e n t i a l e b e n e  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  
s c h n e i d e t ,  a u c h  d i e  i n  d i e s e r  E b e n e  l i e g e n d e n  z w e i  E r z e u g e n d e n  
i n  P u n k t e n  d e r  D o p p e l c u r v e  b e g e g n e t .  D a s  G e s a g t e  m u s s  s e l b s t 
v e r s t ä n d l i c h  a u c h  d a n n  n o c h  s t a t t f i n d e n ,  w e n n  d i e  b e i d e n  E r 
z e u g e n d e n  s i c h  u n a u s g e s e t z t  n ä h e r n ,  d i e  B i t a n g e n t i a l e b e n e  s o m i t  
i n  e i n e  T o r s a l e b e n e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  ü b e r g e h t .

I n  d e m  l e t z t b e z e i c h n e t e n  F a l l e  w e r d e n  a u c h  d i e  b e i d e n  
S c h n i t t p u n k t e  d e r  E r z e u g e n d e n  m i t  d e m  K e g e l s c h n i t t e  u n e n d l i c h  
n a h e  a n e i n a n d e r  f a l l e n ,  u n d  d a  s i e  g l e i c h z e i t i g  P u n k t e  d e r  D o p p e l 
c u r v e  d a r s t e l l e n ,  s o  m u s s  s o w o h l  d e r  K e g e l s c h n i t t ,  a l s  a u c h  d i e  
D o p p e l c u r v e  d i e  K a n t e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  e i n e m  u n d  d e m 
s e l b e n  P u n k t e  b e r ü h r e n .  D e r  d r i t t e  i n  d e r  T o r s a l e b e n e  l i e g e n d e  
P u n k t  d e r  D o p p e l c u r v e  i s t  d i e  S p i t z e  d e r  b e t r e f f e n d e n  K a n t e ,  
d a s  i s t  d e r  S c h n i t t p u n k t  d e r  b e i d e n  z u r  K a n t e  v e r e i n i g t e n  E r 
z e u g e n d e n  d e r  F l ä c h e .  D a h e r  d e r  S a t z :

„ D i e  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  l ä n g s  i h r e r  v i e r  
K a n t e n  s c h n e i d e n  d i e  F l ä c h e  n a c h  K e g e l s c h n i t t e n ,  w e l c h e  d i e  
b e t r e f f e n d e n  K a n t e n  i n  j e n e n  P u n k t e n  b e r ü h r e n ,  i n  w e l c h e n  d i e s e  
a u c h  v o n  d e r  D o p p e l c u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  b e r ü h r t  w e r d e n . “  

D i e  T r a c e n  d i e s e r  E b e n e n  l ä n g s  d e r  K a n t e n  a u f  d e r  E b e n e  
d e r  L e i t l i n i e  K  s i n d ,  w i e  b e r e i t s  f r ü h e r  g e z e i g t  w u r d e ,  e b e n f a l l s  
T a n g e n t e n  d e r  P a r a b e l  2 .  B e s a g t e  T r a c e n  w u r d e n  a l s  d i e  v i e r
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g e m e i n s c h a f t l i c h e n  T a n g e n t e n  d e r  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t e  IC' u n d  S  
e r h a l t e n .

I n t e r e s s a n t e  E i g e n s c h a f t e n  d e r  N o  r m a l e n f l ä c h e  
e r g e b e n  s i c h ,  w e n n  m a n  j e n e r  E b e n e ,  w e l c h e  d i e  
F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  n a c h  d e m  L e i t k e g e l s c h n i t t e  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s c h n e i d e t ,  b e s o n d e r e  L a g e n  
e r t h e i l t .

N e h m e n  w i r  d i e s b e z i i g l i c h  a n ,  d a s s  d i e  E b e n e  
d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  s e n k r e c h t  s t e h e  z u  e i n e r  d e r  
d r e i  H a u p t -  o d e r  A x e n e b e n e n  d e r  F l ä c h e  z w e i t e n  
G r a d e s .

D e r  V o r a u s s e t z u n g  g e m ä s s  l i e g t  d i e s f a l l s  d i e  S p i t z e  d e s  d e r  
F l ä c h e  l ä n g s  j e n e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l s  i n  
d e r  g e n a n n t e n  H a u p t e b e n e .  B e t r a c h t e t  m a n  a l s o  d i e  E b e n e  d e s  
L e i t k e g e l s c h n i t t e s  IC ( F i g .  3 )  a l s  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e ,  s o  
f ä llt  d i e  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n  S' d e s  K e g e l s c h e i t e l s  i n  d i e  e i n e  
A x e  OS' d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  IC.

A l s  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e  w o l l e n  w i r  d i e  h o r i z o n t a l -  
p r o j i c i r e n d e  E b e n e  d u r c h  OS' w ä h l e n ,  u n d  v o r a u s s e t z e n ,  d a s s  S  
d i e  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n  d e s  K e g e l s c h e i t e l s  s e i .

N a c h d e m  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  d e r  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  
l ä n g s  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  IC i d e n t i s c h  i s t  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
d e s  K e g e l s  (SIC)  l ä n g s  d e r  n ä m l i c h e n  C u r v e ,  s o  h a t  m a n  b l o s s  
i n  d e n  e i n z e l n e n  P u n k t e n  v o n  ( ICIC)  N o r m a l e n  z u  d e r  K e g e l 
f l ä c h e  z u  c o n s t r u i r e n ,  u m  E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  z u  
e r h a l t e n .

S o l l  n u n  b e i s p i e l s w e i s e  d i e  d e m  P u n k t e  (a a ')  d e r  L e i t c u r v e  
IC e n t s p r e c h e n d e  N o r m a l e  d a r g e s t e l l t  w e r d e n ,  s o  b e s t i m m t  m a n  
z u n ä c h s t  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e  i n  d e m  g e n a n n t e n  P u n k t e .  D i e  
H o r i z o n t a l t r a c e  Eh d e r s e l b e n  i s t  d i e  T a n g e n t e  t a a n  IC i m  P u n k t e  
a', w ä h r e n d  d i e  z u g e h ö r i g e  V e r t i c a l t r a c e  E v d i e  V e r b i n d u n g s 
g e r a d e  v o n  S  m i t  j e n e m  P u n k t e  a  i s t ,  i n  w e l c h e m  ta d i e  G r u n d 
l i n i e  OS' s c h n e i d e t .  D i e  P r o j e c t i o n e n  N'a u n d  Na d e r  v e r l a n g t e n  
N o r m a l e n  g e h e n  d u r c h  a, r e s p e c t i v e  a' u n d  s i n d  z u  d e n  b e z ü g 
l i c h e n  T r a c e n  Eh u n d  E v d e r  B e r ü h r u n g s e b e n e  s e n k r e c h t .

H i e r a u s  e r g i b t  s i c h  s o f o r t ,  d a s s  d i e  H o r i z o n t a l p r o j e c t i o n e n  
d e r  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  d i e  N o r m a l e n  d e s  K e g e l 
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s c h n i t t e s  IC' s i n d ,  o d e r  m i t  a n d e r e n  W o r t e n ,  d a s s  d i e  h o r i z o n t a l e  
C o n t o u r  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  d i e  E n v e l o p p e  d e r  N o r m a l e n  v o n  
IC, d a s  i s t  a l s o  d i e  E v o l u t e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  IC r e p r ä s e n t i r t .

W a s  d i e  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n  a n b e l a n g t ,  s o  i s t  i m  A l l g e m e i n e n  
d i e  C o n t o u r  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  F l ä c h e  z w e i t e r  O r d n u n g  
l ä n g s  e i n e s  e b e n e n  S c h n i t t e s  d e r s e l b e n ,  e i n e  C u r v e  s e c h s t e r  
O r d n u n g  u n d  v i e r t e r  C l a s s e ,  i n d e m  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  s e l b s t  
e i n e  w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  A d e r t e n  G r a d e s  i s t ,  w e l c h e  e i n e  D o p p e l 
c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  b e s i t z t .

D i e  b e s o n d e r e ,  i m  Ar o r l i e g e n d e n  F a l l e  g e t r o f f e n e  A n o r d n u n g  
d e r  P r o j e c t i o n s e b e n e  i s t  j e d o c h  U r s a c h e ,  d a s s  d i e  v e r t i c a l e  C o n 
t o u r  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s i c h  a u f  e i n e n  K e g e l s c l m i t t t  r e d u c i r t .

W i e  l e i c h t  z u  e r k e n n e n ,  f a l l e n  n ä m l i c h  d i e  v e r t i c a l e n  P r o 
j e c t i o n e n  d e r  N o r m a l e n  p a a n v e i s e  z u s a m m e n ,  u n d  z A v a r  g i l t  d i e s  
v o n  a l l e n  P a a r e n  s o l c h e r  N o r m a l e n ,  d e r e n  F u s s p u n k t e  (a a ' )  u n d  
(bb ')  i n  z u r  A x e  OS' s e n k r e c h t  s t e h e n d e n  G e r a d e n  l i e g e n .  J e  z w e i  
s o l c h e  P u n k t e  b e s i t z e n  n ä m l i c h  e i n e r s e i t s  d i e s e l b e  V e r t i c a l p r o -  
j e c t i o n  a, r e s p e c t i v e  b i n  OS', u n d  a n d e r e r s e i t s  s c h n e i d e n  s i c h  d i e  
i n  d e n  P u n k t e n  a' u n d  b' d e s  K e g e l s c h n i t t e s  IC g e f ü h r t e n  T a n 
g e n t e n  ta u n d  tb i n  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  P u n k t e  ( a ,  ß ) ,  w e s s -  
h a l b  a u c h  d i e  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e s  K e g e l s  (SIC)  i n  a u n d  b 
e i n e r l e i  V e r t i c a l t r a c e  Ev b e s i t z e n .

H i e r a u s  e r h e l l t  u n m i t t e l b a r ,  d a s s  a u c h  d i e  v e r t i c a l e n  P r o 
j e c t i o n e n  Na u n d  N b d e r  N o r m a l e n  i n  (a a ' )  u n d  (b b ' )  z u s a m m e n 
f a l l e n  m ü s s e n .

E s  A v u r d e  n u n  f r ü h e r  a l l g e m e i n  n a c h g e A v i e s e n ,  d a s s  d i e  
v e r t i c a l e  C o n t o u r  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  d a s  i s t  d i e  E n v e l o p p e  d e r  
V e r t i c a l p r o j e c t i o n e n  i h r e r  E r z e u g e n d e n ,  e i n e  C u r v e  v i e r t e r  
C l a s s e  s e i ,  d a s s  a l s o  d u r c h  j e d e n  P u n k t  v i e r  s o l c h e  V e r t i c a l p r o 

j e c t i o n e n  g e h e n .  I m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  c o ' i n c i d i r e n  a b e r  j e  z w e i  
V e r t i c a l p r o j e c t i o n e n ,  s o  d a s s  d i e  v i e r  d u r c h  e i n e n  P u n k t  g e h e n d e n  
T a n g e n t e n  d e r  v e r t i c a l e n  C o n t o u r ,  z u  j e  z w e i ,  i n  z w e i  v e r s c h i e 
d e n e n  G e r a d e n  z u s a m m e n f a l l e n .

M a n  k a n n  h i e r n a c h  d u r c h  e i n e n  P u n k t  a n  d i e  v e r t i c a l e  C o n 
t o u r  n u r  z w e i  ( a l l e r d i n g s  d o p p e l t  z ä h l e n d e )  T a n g e n t e n  z i e h e n ,  
d a s  h e i s s t  d i e  b e s a g t e  C o n t o u r  r e d u c i r t  s i c h  a u f  e i n e  C u r v e  
z w e i t e r  C l a s s e ,  a l s o  a u f  e i n e n  K e g e l s c h n i t t .
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D u r c h  e i n e  e i n f a c h e  U n t e r s u c h u n g - ,  w o b e i  w i r  ü b e r d i e s  n o c h  
e i n g e h e n d e r  ü b e r  d i e  A r t  u n d  d i e  L a g e  d e s  f r a g l i c h e n  K e g e l 
s c h n i t t e s  u n t e r r i c h t e t  w e r d e n ,  l ä s s t  s i c h  d i e s  a u c h  d i r e c t  n a c h -  
w e i s e n .

W e n n  w i r  n ä m l i c h  b e r ü c k s i c h t i g e n ,  d a s s  a'b' a l s  B e r ü h r u n g s 
s e h n e  d e r  v o n  a  a u s  g e z o g e n e n  K e g e l s c h n i t t s t a n g e n t e n  t a u n d  tb 
d i e  P o l a r e  d e s  P u n k t e s  a  d a r s t e l l t ,  m i t h i n  a  u n d  a z w e i  h a r m o 
n i s c h  c o n j u g i r t e  P u n k t e  z u  d e n  A x e n e n d p u n k t e n  A  u n d  B  v o n  
K' r e p r ä s e n t i r e n ,  s o  i s t  k l a r ,  d a s s  w e n n  a  d i e  G e r a d e  OS' d u r c h 
l ä u f t ,  d a s s e l b e  a u c h  d e r  P u n k t  a i n  d e r  W e i s e  t h u e ,  d a s s  a  u n d  a 
z w e i  p r o j e c t i v i s c h e  P u n k t r e i h e n  b e s c h r e i b e n .

F e r n e r  b e s c h r e i b t  d i e  v e r t i c a l e  T r a c e  Ev e i n e n  z u r  R e i h e  a  
p e r s p e c t i v i s c h e n  S t r a h l e n b ü s c h e l  a u s  d e m  M i t t e l p u n k t e  S, w e l 
c h e r  S t r a h l e n b i i s c h e l  s o n a c h  a u c h  z u r  R e i h e  a p r o j e c t i v i s c h  s e i n  
w i r d .  E r r i c h t e t  m a n  e n d l i c h  i m  S c h e i t e l  S  a u f  j e d e n  S t r a h l  aS  
e i n e  S e n k r e c h t e  Sa',  s o  b i l d e n  d i e s e  S e n k r e c h t e n  e i n e n  n e u e n  
z u m  B ü s c h e l  S<x. . a l s o  a u c h  e i n e n  z u r  P u n k t r e i h e  a  p r o j e c t i v i -  
s c h e n  S t r a h l e n b ü s c h e l .  D i e  V e r t i c a l p r o j e c t i o n  Na d e r  N o r m a l e n  
g e h t  d u r c h  <i u n d  s t e h t  s e n k r e c h t  z u  Sa,  i s t  a l s o  p a r a l l e l  z u  S a .

H i e r a u s  i s t  z u  e r s e h e n ,  d a s s  d i e  v e r t i c a l e  C o n t o u r  d e r  N o r 
m a l e n f l ä c h e  d i e  E n v e l o p p e  a l l e r  G e r a d e n  i s t ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  
e i n z e l n e n  P u n k t e  d e r  R e i h e  a p a r a l l e l  z u  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  
S t r a h l e n  e i n e s  d i e s e r  R e i h e  p r o j e c t i v i s c h e n  S t r a h l e n b ü s c h e l s  Sa 
g e z o g e n  w e r d e n  k ö n n e n ,  o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  d i e  v e r t i c a l e  
C o n t o u r  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  d i e  E n v e l o p p e  d e r j e n i g e n  G e r a d e n ,  
w e l c h e  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  z w e i e r  p e r s p e c t i v i s c h e n  
R e i h e n ,  d e r e n  T r ä g e r  b e z i e h u n g s w e i s e  d i e  G e r a d e  OS' u n d  d i e  
u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  s i n d ,  v e r b i n d e n .

D i e s e  E n v e l o p p e  i s t ,  w i e  w i r  b e r e i t s  w i s s e n ,  j e d e r z e i t  e i n  
K e g e l s c h n i t t ,  w e l c h e r  d i e  T r ä g e r  d e r  b e i d e n  R e i h e n  b e r ü h r t .  D a  
d e r  e i n e  d i e s e r  T r ä g e r  d i e  i m  U n e n d l i c h e n  l i e g e n d e  G e r a d e  i s t ,  
s o  i s t  b e s a g t e r  K e g e l s c h n i t t  s p e c i e l l  e i n e  P a r a b e l .  D i e  l e t z t e r e  
b e r ü h r t  d i e  b e i d e n  A x e n  AB  u n d  CD  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  K'. 
S e l b s t v e r s t ä n d l i c h  t r i t t  d i e s e  B e r ü h r u n g  n u r  i n  d e n  P r o j e c t i o n e n  
u n d  n i c h t  a u c h  i m  R a u m e  e i n ,  d a  d i e  P a r a b e l  i n  d e r  E b e n e  OS' 
u n d  d e r  K e g e l s c h n i t t  K' i n  d e r  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n s e b e n e  
l i e g t .  D i e  P a r a b e l  b e r ü h r t  d i e  A x e  AB,  w e i l  l e t z t e r e  d e r  T r ä g e r  
d e r  e i n e n  e r z e u g e n d e n  P u n k t r e i h e  a i s t ,  u n d  d i e  A x e  CD
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d e s s h a l b ,  w e i l  d i e s e ,  w i e  l e i c h t  e i n z u s e h e n ,  d i e  v e r t i c a l e n  P r o 
j e c t i o n e n  d e r  d e n  P u n k t e n  C u n d  D  e n t s p r e c h e n d e n  N o r m a l e n  
e n t h ä l t .  D i e  P a r a b e l ,  w e l c h e  s i c h  a l s  C o n t o u r  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
a u f  d e r ' h o r i z o n t a l  p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  OS' h e r a u s s t e l l t ,  b e r ü h r t  
a l s o  s o w o h l  d i e  G e r a d e  OS', a l s  a u c h  d i e  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e  
G e r a d e  0.

W i r  g e l a n g e n  s o n a c h  z u  d e m  S a t z e :
„ W i r d  a l s  L e i t c u r v e  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  F l ä c h e  

z w e i t e n  G r a d e s  ( o d e r  s p e c i e l l  e i n e s  K e g e l s  z w e i t e n  G r a d e s )  e i n  
z u  e i n e r  H a u p t e b e n e  s e n k r e c h t e r  S c h n i t t  a n g e n o m m e n ,  s o  i s t  d i e  
C o n t o u r  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a u f  d e r  b e z e i c l m e t e n  H a u p t e b e n e  
( u n t e r  V o r a u s s e t z u n g  o r t h o g o n a l e r  P r o j e c t i o n )  e i n e  P a r a b e l .  D i e  
l e t z t e r e  b e r ü h r t  e i n e r s e i t s  d i e  S c h n i t t g e r a d e  d e r  H a u p t e b e n e  m i t  
d e r  E b e n e  d e r  L e i t l i n i e  u n d  a n d e r e r s e i t s  j e n e  G e r a d e ,  av e i c h e  
i m  M i t t e l p u n k t e  d e r  L e i t l i n i e  a u f  d e r  E b e n e  d e r s e l b e n  s e n k 
r e c h t  s t e h t . “

U n t e r  d e n  T a n g e n t e n  d e r  P a r a b e l  g i b t  e s  e i n e ,  A v e l c l i e  v o n  
b e s o n d e r e r  W i c h t i g k e i t  i s t .  W e n n  w i r  n ä m l i c h  v o n  S' a u s  T a n 
g e n t e n  a n  K  z i e h e n ,  d e r e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  a-' u n d  y'  s i n d ,  s o  
A v e r d e n  d i e ’ d i e s e n  P u n k t e n  e n t s p r e c h e n d e n  N o r m a l e n  d e s  K e g e l s  
( S K )  i h r e r  g a n z e n  A u s d e h n u n g  n a c h  i n  d e r  E b e n e  d e s  L e i t 

k e g e l s c h n i t t e s  IC l i e g e n ,  u n d  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  aA d e r  A x e  
OS' t r e f f e n .

B e t r a c h t e n  w i r  n u n  al a l s  d i e  V e r t i c a l p r o j e c t i o n  e i n e s  
P u n k t e s  (aAa [ )  v o n  (ICK)  u n d  b e s t i m m e n  w i r  d i e  V e r t i c a l p r o 
j e c t i o n  N ai d e r  d i e s e m  P u n k t e  e n t s p r e c h e n d e n  K e g e l n o r m a l e n ,  
i n d e m  w i r  d u r c h  a u f  d i e  V e r t i c a l t r a c e  E'c d e r  z u g e h ö r i g e n  
B e r ü h r u n g s e b e n e  e i n e  S e n k r e c h t e  e r r i c h t e n .

D i e s e  V e r t i c a l p r o j e c t i o n  Na{, d i e  A v i r  i n s b e s o n d e r e  h e r v o r -  
l i e b e n  u n d  m i t  D  b e z e i c h n e n  A v o l l e n ,  i s t  e i n e  T a n g e n t e  d e r  v e r t i 
c a l e n  C o n t o u r  ( P a r a b e l )  u n d  b e s i t z t  a l s  s o l c h e  e i n e  s i e  a u s z e i c h 
n e n d e  E i g e n s c h a f t ,  A v e l c h e  A v i r  d u r c h  n a c h s t e h e n d e  B e t r a c h t u n g  
n ä h e r  z u  b e s t i m m e n  b e a b s i c h t i g e n .  W ä h r e n d  OS' u n d  D  Z A v e i  
T a n g e n t e n  d e r  C o n t o u r p a r a b e l  d a r s t e l l e n ,  w e r d e n  a l l e  a n d e r e n  
T a n g e n t e n ,  d a s  h e i s s t  d i e  V e r t i c a l p r o j e c t i o n e n  Na a l l e r  N o r m a l e n ,  
a u f  d e n  e r s t g e n a n n t e n  G e r a d e n  OS' u n d  D  z w e i  ä h n l i c h e  P u n k t 
r e i h e n  a.  . u n d  er. b e s t i m m e n .  I s t  f e r n e r  ta d i e  T a n g e n t e  a n  
IC i n  e i n e m  P u n k t e  a' u n d  N'a d i e  e n t s p r e c h e n d e  N o r m a l e ,  s o
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t r e f f e n  d i e s e  b e i d e n  G e r a d e n  d i e  A x e  OS' i n  z w e i  P u n k t e n  a u n d  
s', w e l c h e  h a r m o n i s c h  c o n j u g i r t  z u  d e n  B r e n n p u n k t e n  / j  u n d  / ‘2 
d e s  K e g e l s c h n i t t e s  K  s i n d ;  d e n n  v e r b i n d e t  m a n  f x u n d  / ' 2 m i t  av  
s o  i s t  < £  fyd's' =  < £  f 2a's' u n d  < ^ a a 's '=  9 0 °  u n d  s i n d  m i t h i n  d i e  
S t r a h l e n  a' ( f \  / 2 a s'),  a l s o  a u c h  d i e  P u n k t e  / j  , f \ ,  a, s' h a r m o n i s c h  
g e l a g e r t .

W e n n  n u n  d i e  T a n g e n t e  ta u n d  d i e  z u g e h ö r i g e  N o r m a l e  Nä 
a l l e  m ö g l i c h e n  z u l ä s s i g e n  L a g e n  a n n e h m e n ,  s o  w e r d e n  d i e  
P u n k t e  a u n d  s' o f f e n b a r  z w e i  p r  o j  e  c t i  v i s  c h e  P u n k t r e i h e n  
a u f  OS' b e s c h r e i b e n .

N a c h d e m  a b e r  i m  V o r h e r g e h e n d e n  n a c h g e w i e s e n  w u r d e ,  
d a s s  a u c h  d i e  P u n k t e  «  u n d  a  z w e i  p r o j e c t i v i s c h e  P u n k t r e i h e n  
a u f  OS' b e s c h r e i b e n ,  s o  f o l g t  h i e r a u s  u n m i t t e l b a r ,  d a s s  a u c h  d i e  
R e i h e n  a.  . u n d  s' p r o j e c t i v i s c h  s i n d .  E s  l ä s s t  s i c h  j e d o c h  
l e i c h t  z e i g e n ,  d a s s  d i e s e  R e i h e n  ü b e r d i e s  a u c h  ä h n l i c h  s i n d ,  d a s  
h e i s s t ,  d a s s  s i c h  i n  d e n  b e i d e n  R e i h e n  d i e  u n e u d l i c h  f e r n e n  
P u n k t e  e n t s p r e c h e n .

V e r s e t z e n  w i r  n ä m l i c h  v o r ü b e r g e h e n d  d e n  P u n k t  a  n a c h  0, 
s o  e n t s p r e c h e n  d e m s e l b e n  s o w o h l  i n  B e z u g  a u f  AB,  a l s  a u c h  i n  
B e z u g  a u f  f j ‘z d e r  u n e n d l i c h  f e r n e  P u n k t  v o n  OS' a l s  h a r m o n i 
s c h e r  P u n k t ,  w e l c h e m  U m s t a n d e  z u f o l g e  s i c h  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e n  
P u n k t e  i n  d e n  R e i h e n  a . . u n d  .9' e n t s p r e c h e n  m ü s s e n ,  d i e  
R e i h e n  a l s o  ä h n l i c h  s i n d .

D e n k e n  w i r  u n s  n u n  d u r c h  s ä m m t l i c h e  P u n k t e  s' z u  OS' 
s e n k r e c h t e  G e r a d e n  s s ‘ , . g e z o g e n ,  s o  b e s t i m m e n  a u c h  d i e s e  a u f  
d e r  G e r a d e n  D  e i n e  P u n k t r e i h e  s.  . ,  w e l c h e  m i t  j e n e r  s' u n d  
m i t h i n  a u c h  m i t  d e r  R e i h e  a . . ä h n l i c h  i s t .  D i e  T a n g e n t e n  d e r  
C o n t o u r p a r a b e l  b e s t i m m e n  a b e r ,  w i e  h e r v o r g e h o b e n  w u r d e ,  a u f  
D  g l e i c h f a l l s  e i n e  z u  d e r  R e i h e  a.  ä h n l i c h e  P u n k t r e i h e  a. 
d a h e r  w i r  z u  d e m  S c h l ü s s e  g e l a n g e n ,  d a s s  s i c h  a u f  D  z w e i  ä h n 
l i c h e  P u n k t r e i h e n  a.  u n d  s.  v o r f i n d e n .

E s  l ä s s t  s i c h  n u n  n a c h w e i s e n ,  d a s s  d i e s e  b e i d e n  R e i h e n  
i d e n t i s c h  s i n d ,  d a s  i s t ,  d a s s  a l l e  P a a r e  e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  
c o i n c i d i r e n .  Z u  d i e s e m  Z w e c k e  w i r d  e s ,  d a  d i e  b e i d e n  R e i h e n  
ä h n l i c h  s i n d ,  g e n ü g e n ,  z u  z e i g e n ,  d a s  z w e i  P a a r e  e n t s p r e c h e n d e r  
P u n k t e  z u s a m m e n f a l l e n .

N e h m e n  w i r  b e h u f s  d i e s e s  N a c h w e i s e s  a n ,  e s  f a l l e  a  m i t  S' 
z u s a m m e n ,  u n d  b e z e i c h n e n  w i r  d e n  g e n a n n t e n  P u n k t  i n  d i e s e r

S i t z b .  d.  m a t h e m . - n a t u r w .  C I . L X X X I . B d .  I I .  A b t h .  ^
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L a g e  m i t  a 2 , s o  e n t s p r i c h t  d e m s e l b e n  i n  d e r  E e i h e  a . . d e r  
P u n k t  az , u n d  i n  d e r  E e i h e  s' d e r  m i t  ax z u s a m m e n f a l l e n d e  
P u n k t  s '2 . D i e  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n  d e r  d e m  P u n k t e  ( a %az)  e n t 
s p r e c h e n d e n  N o r m a l e n  s t i m m t  m i t  OS' ü b e r e i n  u n d  t r i f f t  d i e  
G e r a d e  D  i n  d e m  e b e n f a l l s  m i t  z u s a m m e n f a l l e n d e n  P u n k t e  a2 
d e r  E e i h e  a.  E n d l i c h  t r i f f t  d i e  d u r c h  .92' s e n k r e c h t  z u  OS' 
g e z o g e n e  G e r a d e  d i e  C o n t o u r t a n g e n t e  D  a u c h  i n  d e m  m i t  «[ 
o d e r  ff2 z u s a m m e n f a l l e n d e n  P u n k t e  sz , w o r a u s  f o l g t ,  d a s s  d i e  
e i n a n d e r  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e  az u n d  sz d e r  E e i h e n  a . u n d  
s . z u s a m m e n f a l l e n .

G e l a n g t  d e r  P u n k t  a  i n  u n e n d l i c h e  E n t f e r n u n g ,  u n d  n e n n e n  
w i r  i h n  i n  d i e s e r  L a g e  a3, s o  e n t s p r e c h e n  d e m s e l b e n  i n  d e n  
E e i h e n  a.  u n d  s' d i e  m i t  d e m  M i t t e l p u n k t e  0  ü b e r e i n 
s t i m m e n d e n  P u n k t e  a3 u n d  s . ' ,  u n d  n a c h d e m  d i e  d u r c h  a3 g e h e n d e  
P a r a b e l t a n g e n t e  d u r c h  d i e  A x e  CD  d a r g e s t e l l t  w i r d ,  f a l l e n  a u c h  
d i e  b e i d e n ,  s o w o h l  e i n a n d e r  a l s  a u c h  d e m  P u n k t e  a3 e n t s p r e c h e n 
d e n  P u n k t e  a?> u n d  s3 i n  d e n  E e i h e n  a u n d  s . z u s a m m e n .

A u s  d e r  a n g e s t e l l t e n  B e t r a c h t u n g  i s t  z u  e r s e h e n ,  d a s s  d i e  
b e i d e n  ä h n l i c h e n  E e i h e n  a.  u n d  s.  a u f  D  z w e i  P a a r e  e n t 
s p r e c h e n d e r  z u s a m m e n f a l l e n d e r  P u n k t e  az u n d  ,92 , a3 u n d  s,, 
b e s i t z e n ,  d a s s  a l s o  d i e s e  E e i h e n  i d e n t i s c h  s i n d .

I s t  m i t h i n  (a a ' )  e i n  b e l i e b i g e r  P u n k t  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  
( A K ) ,  s i n d  f e r n e r  i V a u n d  Nä d i e  P r o j e c t i o n e n  d e r  i h m  e n t 
s p r e c h e n d e n  K e g e l n o r m a l e n  u n d  s c h n e i d e t  i \ V  d i e  A x e  OS' i n  
d e m  P u n k t e  s', s o  f o l g t  a l s  E e s u l t a t  d e r  g e p f l o g e n e n  E r ö r t e r u n g e n ,  
d a s s  s i c h  N a u n d  d i e  d u r c h  s' s e n k r e c h t  z u  OS' g e z o g e n e  G e r a d e  
s's, i n  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  P u n k t e  s v o n  D  s c h n e i d e n .  G l e i c h 
z e i t i g  e n t n e h m e n  w i r  d e r  v o l l f ü h r t e n  C o n s t r u c t i o n ,  d a s s  a u c h  
( s s ' )  d e r  S c h n i t t p u n k t  d e r  N o r m a l e  ( N aN'a)  m i t  d e r  v e r t i c a l e n  
P r o j e c t i o n s e b e n e  i s t .

A u s  d e r  S y m m e t r i e  a l l e r  E l e m e n t e  d e s  G e b i l d e s  g e g e n  d i e  
h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e  E b e n e  OS’ e r g i b t  s i c h  e n d l i c h  n o c h ,  d a s s  
( s s ' )  a u c h  d e r  S c h n i t t p u n k t  d e r  E b e n e  OS' m i t  j e n e r  N o r m a l e n  
Ä j i Y j  s e i ,  d e r e n  F u s s p u n k t  b' m i t  a' a u f  d e r s e l b e n  z u  OS' s e n k 
r e c h t e n  K e g e l s c h n i t t s s e h n e  l i e g t .  D a  f e r n e r  P a a r e  j e n e r  N o r m a l e n ,  
d e r e n  F u s s p u n k t e ,  w i e  a' u n d  b', a u f  d e n  z u  OS' s e n k r e c h t e n  
K e g e l s c h n i t t s s e h n e n  l i e g e n ,  d a s  i s t  s o l c h e  P a a r e  v o n  N o r m a l e n ,  
w e l c h e  e i n e  z u r  E b e n e  OS' s y m m e t r i s c h e  L a g e  b e s i t z e n ,  s i c h  i n
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P u n k t e n  d e r  G e r a d e n  DD'  s c h n e i d e n ,  f o l g t ,  d a s s  d i e s e  G e r a d e  
e i n e  D o p p e l g e r a d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s e i .

N a c h d e m  a b e r  d i e  v o l l s t ä n d i g e  D o p p e l c u r v e  d e r  v o r l i e g e n 
d e n  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  i m  R a u m e  i s t ,  
u n d  d i e  G e r a d e  DD'  e i n e n  B e s t a n d t h e i l  e r s t e r  O r d n i m g  d e r s e l b e n  
r e p r ä s e n t i r t ,  s o  m u s s  d e r  R e s t  d e r  D o p p e l c u r v e  a u s  e i n e r  L i n i e  
z w e i t e r  O r d n u n g  b e s t e h e n ,  u n d  w i r d  d i e s e ,  w i e  s i c h  l e i c h t  n a c l i -  
w e i s e n  l ä s a t ,  e i n  w i r k l i c h e r  K e g e l s c h n i t t  s e i n .

W ü r d e  n ä m l i c h  d e r  R e s t  d e r  D o p p e l l i n i e  w i e d e r ,  e t w a  i n  
z w e i  D o p p e l g e r a d e ,  z e r f a l l e n ,  s o  h ä t t e  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e ,  d i e  
D o p p e l g e r a d e  DD'  m i t  e i n g e r e c h n e t ,  d r e i  g e r a d e  L e i t l i n i e n ,  u n d  
m ü s s t e  s i c h  d a h e r ,  w a s  d i e s f a l l s  n i c h t  m ö g l i c h  i s t ,  a l s  e i n  H y p e r 
b o l o i d  d a r s t e l l e n .  E b e n s o  k ö n n t e  m a n  a l l e n f a l l s  a n z u n e h m e n  
g e n e i g t  s e i n ,  d a s s  d i e  ü b r i g  b l e i b e n d e  D o p p e l l i n i e  z w e i t e r  O r d 
n u n g  a u s  e i n e r  e i g e n t l i c h e n  D o p p e l g e r a d e n  u n d  e i n e r  D o p p e l 
e r z e u g e n d e n  o d e r  s e l b s t  a u s  z w e i  D o p p e l e r z e u g e n d e n  b e s t e h e .  
W i e  s i c h  j e d o c h  c o n s t r u c t i v  n a c h w e i s e n  l ä s s t ,  k ö n n e n  a u c h  d i e s e  
b e i d e n  l e t z t g e n a n n t e n  F ä l l e  n i c h t  e i n t r e t e n .

D i e  D o p p e l c u r v e  d e r  F l ä c h e  i s t  h i e r n a c h  e i n e  e i g e n t 
l i c h e  C u r v e  z w e i t e r  O r d n u n g ,  i n d e m  s i e ,  w i e  w i r  z u  z e i g e n  
b e a b s i c h t i g e n ,  d e n  O r t  d e r  S c h n i t t p u n k t e  v o n  v e r s c h i e d e n e n  E r 
z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  v o r s t e l l t .

A V i e  w i r  w i s s e n ,  i s t  d i e  D o p p e l g e r a d e  DD'  ( F i g .  4 )  g l e i c h 
z e i t i g  d e r  O r t  d e r  v e r t i c a l e n  D u r c h s t o s s p u n k t e  a l l e r  E r z e u g e n d e n  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .  D e n k e n  w i r  u n s  n u n  d u r c h  d e n  S c h n i t t p u n k t  
M  d e r  D o p p e l g e r a d e n  DD'  m i t  d e r  G e r a d e n  OS' i n  d e r  E b e n e  d e r  
L e i t l i n i e  IC ( h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e )  e i n e  b e l i e b i g e  G e r a d e  
eh g e z o g e n ,  u n d  b e t r a c h t e n  w i r  I) o d e r  ev u n d  eh a l s  d i e  v e r t i c a l e ,  
r e s p e c t i v e  h o r i z o n t a l e  T r a c e  e i n e r  E b e n e .  D i e  h o r i z o n t a l e  T r a c e  
eh s c h n e i d e t  d i e  L e i t l i n i e  ( ICIC)  i n  z w e i  P u n k t e n  (a a ' )  u n d  ( bb'), 
d e r e n  e n t s p r e c h e n d e  N o r m a l e n  w i r  b e z i e h u n g s w e i s e  m i t  ( N aNä)  
u n d  ( N hN'h)  b e z e i c h n e n  w o l l e n .

N a c h d e m  n u n  d i e  h o r i z o n t a l e n  D u r c h s t o s s p u n k t e  a' u n d  b' 
d i e s e r  N o r m a l e n  i n  d e r  h o r i z o n t a l e n  T r a c e  eh, u n d  d i e  v e r t i c a l e n  
D u r c h s t o s s p u n k t e  i n  d e r  v e r t i c a l e n  T r a c e  e0 l i e g e n ,  s o  b e f i n d e n  
s i c h  a u c h  d i e  N o r m a l e n  s e l b s t ,  i h r e r  g a n z e n  A u s d e h n u n g  n a c h ,  
i n  d e r  E b e n e  eveh u n d  s c h n e i d e n  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  ( r r ' )  d e r 
s e l b e n .  D e r  g e o m e t r i s c h e  O r t  d e r  P u n k t e  ( r r ' ) ,  f ü r  a l l e  m ö g l i c h e n
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L a g e n  i n  d e v  E b e n e  e eh i s t  s o d a n n  d i e  D o p p e l c u r v e  z w e i t e n  
G r a d e s ,  d a s  l i e i s s t  e i n  K e g e l s c h n i t t , .

L e g e n  w i r  d u r c h  ( D D ')  e i n e  z w e i t e  E b e n e  e'„e'h , d e r e n  
H o r i z o n t a l t r a c e  e'h i n  B e z u g  a u f  d i e  G e r a d e  OS' s y m m e t r i s c h  z u  
eh i s t ,  s o  e r h a l t e n  w i r  e b e n f a l l s  z w e i  i n  d i e s e r  E b e n e  l i e g e n d e  
E r z e u g e n d e  ( N ' a Xa{) ,  ( N ' b  ̂ Nbx)  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  w e l c h e  
s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  (> \r [ )  t r e f f e n ,  d e s s e n  h o r i z o n t a l e  P r o 
j e c t i o n  r[  s y m m e t r i s c h  z u  r' i n  B e z u g  a u f  OS' i s t ,  % u n d  d e s s e  
v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n  m i t  j e n e r  r  z u s a m m e n f ä l l t .

H i e r a u s  i s t  z u  e n t n e h m e n ,  d a s s  e i n e r s e i t s  d e r  D o p p e l k e g e l 
s c h n i t t  i n  e i n e r  z u r  E b e n e  OS' s e n k r e c h t e n  E b e n e  l i e g t ,  u n d  
d a s s  a n d e r e r s e i t s  e i n e  s e i n e r  H a u p t a x e n  i n  d i e  E b e n e  OS' f ä l l t .

F ü h r e n  w i r  f e r n e r  d u r c h  ( D D )  d i e  v e r t i c a l -  p r o j i c i r e n d e  
E b e n e  eve\ , s o  s c h n e i d e n  s i c h  d i e  i n  d e r s e l b e n  l i e g e n d e n  N o r 
m a l e n  i n  e i n e m  P u n k t e  ( s s ' ) } w e l c h e r ,  d e r  C o n s t r u c t i o n  z u f o l g e ,  
s o w o h l  d e m  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e ,  a l s  a u c h  d e r  D o p p e l g e r a d e n  D 
a n g e h ö r t ,  w o r a u s  w e i t e r  h e r v o r g e h t ,  d a s s  s i c h  d i e  D o p p e l g e r a d e  
u n d  d e r  D o p p e l k e g e l s c h n i t t  i n  e i n e m  P u n k t e  t r e f f e n .

E n d l i c h  h a t  d e r  D o p p e l k e g e l s c h n i t t  a u c h  m i t  d e r  L e i t c u r v e  
K' z w e i  P u n k t e  g e m e i n ,  u n d  z w a r  j e n e  P u n k t e  y[  u n d  y 2, i n  w e l 
c h e n  d i e  i n  d e r  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  K' l i e g e n d e n  
E r z e u g e n d e n  N:ci u n d  N X2 d i e s e n  z u m  z w e i t e n  M a l e  t r e f f e n ;  d e n n  
d i e  N o r m a l e  i m  P u n k t e  y\  s c h n e i d e t  d i e  N o r m a l e  Nxi i n  e b e n  
d e m s e l b e n  P u n k t e  y[.  L e t z t e r e r  g e h ö r t  d e m n a c h  d e r  D o p p e l c u r v e  
a n .  D a s  G l e i c h e  g i l t  v o m  P u n k t e  y'2.

D i e  G e r a d e  y \ y 2 i s t  s o m i t  d i e  h o r i z o n t a l e  T r a c e  d e r  E b e n e  
d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s ,  u n d  d i e  V e r b i n d u n g s l i n i e  v o n  r  m i t  
d e m  P u n k t e  a ,  i n  w e l c h e m  y [y2 d i e  G e r a d e  OS' t r i f f t ,  d e r e n  v e r 
t i c a l e  T r a c e .

D i e  L ä n g e  d e r  i n  d e r  E b e n e  OS' l i e g e n d e n  A x e  d e s  D o p p e l 
k e g e l s c h n i t t e s  i s t  l e i c h t  z u  b e s t i m m e n ,  i n d e m  ( i n  d e r  v e r t i c a l e n  
P r o j e c t i o n )  s d e r  e i n e  E n d p u n k t  d e r s e l b e n  i s t ,  w ä h r e n d  s i c h  d e r  
a n d e r e  E n d p u n k t  a l s  d e r  S c h n i t t p u n k t  ß  j e n e r  E r z e u g e n d e n  nt 
u n d  n2 e r g i b t ,  w e l c h e  d e n  E n d p u n k t e n  A,  r e s p e c t i v e  B  d e r  A x e  
v o n  IC e n t s p r e c h e n .

D a  d i e  W i n k e l  ßA S  u n d  ßB S  r e c h t e  W i n k e l  s i n d ,  s o  l ä s s t  
s i c h  d u r c h  d i e  P u n k t e  ß, S, A  u n d  B  e i n  K r e i s  K{ l e g e n ,  d e s s e n  
M i t t e l p u n k t  o d e r  H a l b i r i m g s p u n k t  d e r  S t r e c k e  ßS  i s t .  N a c h d e m
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AB  e i n e  S e h n e  d i e s e s  K r e i s e s  i s t ,  s o  s t e h t  oO s e n k r e c h t  z u  OS' 
u n d  i s t  RO  =  S'O.

J e n e  E b e n e n ,  w e l c h e  P a a r e  v o n  E r z e u g e n d e n  e n t h a l t e n ,  d i e  
s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  d e r  D o p p e l g e r a d e n  D  s c h n e i d e n ,  b e r ü h r e n  
d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  z w e i  P u n k t e n ,  v o n  w e l c h e n  j e  e i n e r  a u f  
e i n e r  d e r  b e i d e n  E r z e u g e n d e n  l i e g t .  B e s a g t e  E b e n e n  s i n d  d e m -  
g e m ä s s  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .

D i e  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  s i n d  v e r t i c a l - p r o j i c i r e n d ,  u n d  i h r e  
V e r t i c a l t r a c e n  u m h ü l l e n  d i e s e l b e  P a r a b e l  P,  w e l c h e  s i c h  a l s  
v e r t i c a l e  C o n t o u r c - u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e r g a b ,  w o r a u s  e r h e l l t ,  
d a s s  d i e  e b e n  b e t r a c h t e t e  S c h a a r  v o n  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  e i n e n  
v e r t i c a l - p r o j  i c i r e n d e n ,  p a r a b o l i s c h e n C y l i n d e r  u m h ü l l t .

J e d e  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  e n t h ä l t  z w e i  g e r a d e  E r z e u g e n d e  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  u n d  j e d e  d e r s e l b e n  w i r d  d i e  l e t z t e r e  n o c h  
i n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t  2  s c h n e i d e n .  D a s s  d i e s e r  K e g e l s c h n i t t  2  
s y m m e t r i s c h  z u r  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  OS' s e i ,  i s t  s e l b s t 
v e r s t ä n d l i c h .

D e r  G e s a m m t , s c h n i t t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  m i t  d e r  B i t a n g e n t i a l 
e b e n e  b e s i t z t  d r e i  D o p p e l p u n k t e  u n d  z w a r

a )  d e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  b e i d e n  i n  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e  l i e 
g e n d e n  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  u n t e r e i n a n d e r ,  u n d

b)  j e  e i n e n  d e r  S c h n i t t p u n k t e  j e d e r  d i e s e r  E r z e u g e n d e n  m i t  
d e m  v o r e r w ä h n t e n  K e g e l s c h n i t t e  2 .

D e r  z w e i t e  S c h n i t t p u n k t  j e d e r  d e r  b e i d e n  E r z e u g e n d e n  
m i t  2  i s t  e i n e r  d e r  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e .

U n t e r  d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e s  p a r a b o l i s c h e n  C y l i n d e r s  P  
g i b t  e s  i n s b e s o n d e r e  z w e i ,  w e l c h e  n i c h t  n u r  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  v o r s t e l l e n ,  s o n d e r n  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  a u c h  
l ä n g s  d e r  g a n z e n  L ä n g e  d e r  E r z e u g e n d e n  b e r ü h r e n .  D i e  b e i d e n  
i n  j e d e r  d i e s e r  b e s o n d e r e n  E b e n e n  l i e g e n d e n  E r z e u g e n d e n  f o l g e n  
a l s o  u n m i t t e l b a r  a u f e i n a n d e r .  W i e  l e i c h t  e i n z u s e h e n ,  s i n d  d i e s  
d i e  E b e n e n  Tv Th u n d  T'v T'h, d e r e n  h o r i z o n t a l e  T r a c e n  Th u n d  T  
d e n  L e i t k e g e l s c h n i t t  i n  A u n d  B  b e r ü h r e n .

L ä n g s  d e r  d e n  S c h e i t e l p u n k t e n  A  u n d  B  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  IC e n t s p r e c h e n d e n  N o r m a l e n  u n d  ? / 2 i s t  d i e  N o r m a l e n 
f l ä c h e  e n t w i c k e l b a r .  D i e s e  N o r m a l e n  r e p r ä s e n t i r e n  s o n a c h  i n s 
b e s o n d e r e  z w e i  K a n t e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  u n d  e r g e b e n  s i c h  
n o c h  w e i t e r e  z w e i  K a n t e n  i n  ä h n l i c h e r  W e i s e .
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E s  w u r d e  f e r n e r  n a c h g e w i e s e n ,  d a s s  j e d e  E b e n e ,  av e i c h e  
d u r c h  d i e  D o p p e l g e r a d e  ( D D ')  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  g e h t ,  ZAvei 

E r z e u g e n d e  d e r  l e t z t e r e n  e n t h ä l t ;  e s  w e r d e n  d a h e r  d i e  E b e n e n  
d e s  B ü s c h e l s  ( D D ')  e b e n f a l l s  e i n e  S c h a a r  v o n  B i t a n g e n t i a l 
e b e n e n  b i l d e n .

B e s o n d e r s  h e r v o r z u h e b e n  s i n d  j e n e  b e i d e n  ( i m a g i n ä r e n )  
B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  D ,  A v e l c h e  g l e i c h z e i t i g  d e n  
K e g e l s c h n i t t  K' b e r ü h r e n .  D e r  B e r ü h r u n g s p u n k t  j e d e r  d i e s e r  
E b e n e n  v e r e i n i g t  i n  s i c h  d i e  F u s s p u n k t e  z A v e i e r  u n m i t t e l b a r  a u f 
e i n a n d e r  f o l g e n d e n ,  s i c h  g e g e n s e i t i g  s c h n e i d e n d e n  E r z e u g e n d e n  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .  D i e  n a t ü r l i c h e  F o l g e  h i e v o n  i s t ,  d a s s  j e d e  
d i e s e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  l ä n g s  d i e s e r  
Z u s a m m e n f a l l  e n d e n  E r z e u g e n d e n  b e r ü h r t .

D i e s e  E r z e u g e n d e n  w e r d e n  m i t h i n  d i e  v o r e n v ä h n t e n  z w e i  
K a n t e n  d e r  F l ä c h e  r e p r ä s e n t i r e n .

J e d e  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  D e n t h ä l t  a u s s e r  
d e n  b e i d e n  E r z e u g e n d e n  a u c h  d i e  i m  S c h n i t t e  d o p p e l t  z ä h l e n d e  
D o p p e l g e r a d e  (D D ') .  D i e s e  d r e i  G e r a d e n  b e s t i m m e n  b e r e i t s  
e i n e n  S c h n i t t  v o n  d e r  v i e r t e n  O r d n u n g ,  r e p r ä s e n t i r e n  a l s o  d e n  
v o l l s t ä n  d i g e n  S c h n i t t  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e  m i t  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e .

D i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  g e n a n n t e n  B i t a n g e n t i a l e b e n e  m i t  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s i n d  d i e  b e i d e n  S c h n i t t p u n k t e  d e r  D o p p e l 
g e r a d e n  m i t  d e n  i n  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e  l i e g e n d e n  E r z e u g e n d e n .

D i e  v e r t i c a l - p r o j i c i r e n d e  E b e n e  ev e \  d e s  B ü s c h e l s  D  i s t  
s p e c i e l l  e i n e  B i t a n g e n t i a l e b e n e  v o n  d e r  B e s c h a f f e n h e i t ,  d a s s  s i c h  
d i e  b e i d e n  i n  i h r  l i e g e n d e n  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  
e i n e m  P u n k t e  ss' d e r  D o p p e l g e r a d e n  D s c h n e i d e n ,  d i e  ZAvei v o r h e r  
g e n a n n t e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  s o n a c h  i n  e i n e n  z u s a m m e n  f a l l e n .  
N a c h d e m  i n  ss' d i e  b e i d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  B i t a n g e n t i a l 
e b e n e  ev e\  i n  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  P u n k t e  s i c h  v e r e i n i g e n ,  w i r d  
d e r  b e z e i c h n e t e  P u n k t  ss' e i n  D o p p e l p u n k t  d e r  D o p p e l c u r v e  s e i n ,  
i n  w e l c h e m  s i c h  d i e  M ä n t e l  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  b e r ü h r e n .

D i e  E r g e b n i s s e  z u s a m m e n g e f a s s t ,  e r h a l t e n  w i r  f ü r  d i e  
N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  F l ä c h e  z A v e i t e n  G r a d e s  l ä n g s  e i n e s  e b e n e n ,  
z u  e i n e r  i h r e r  H a u p t e b e n e  H  s e n k r e c h t  s t e h e n d e n  S c h n i t t e s ,  
f o l g e n d e  S ä t z e :
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a )  „ D i e  C o n t o u r  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a u f  d e r  E b e n e  d e s  L e i t 
k e g e l s  c h n i t t e s  K  i s t  d i e  E v o l u t e  d e s  l e t z t e r e n .  D i e  C o n 
t o u r  d e r  F l ä c h e  a u f  d e r  E b e n e  d e s  H a u p t s c h n i t t e s  H  i s t  
e i n e  P a r a b e l ,  w e l c h e  d e n  S c h n i t t  d e r  H a u p t e b e n e  m i t  d e r  
E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s ,  a l s  a u c h  d i e  i m  M i t t e l p u n k t e  
d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  a u f  d e s s e n  E b e n e  s e n k r e c h t  e r r i c h t e t e  
G e r a d e  b e r ü h r t , “

b )  „ D i e  D o p p e l c u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  b e s t e h t  e i n e r s e i t s  a u s  
e i n e r  G e r a d e n ,  w e l c h e  i n  d e r  H a u p t e b e n e  H  l i e g t  u n d  d i e  
E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  i n  j e n e m  P u n k t e  t r i f f t ,  i n  
w e l c h e m  s i c h  d i e  i n  l e t z t e r e r  E b e n e  l i e g e n d e n  E r z e u g e n d e n  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  b e g e g n e n ,  u n d  a n d e r e r s e i t s  a u s  e i n e m  
K e g e l s c h n i t t e ,  d e s s e n  E b e n e  z u r  H a u p t e b e n e  H  s e n k r e c h t  
s t e h t  u n d  d i e s e l b e  n a c h  e i n e r  A x e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  
s c h n e i d e t .  D i e  D o p p e l g e r a d e  h a t  m i t  d e m  D o p p e l k e g e l -  
s c h n i t t e  d e n  e i n e n  E n d p u n k t  d e r  g e n a n n t e n  A x e  g e m e i n . “

c )  „ D i e N o r m a l e n f l ä c h e  e n t h ä l t  z w e i  v e r s c h i e d e n e  S c h a a r e n  v o n  
B i t a n g e n t i a l e b e n e n .  D i e  e i n e  d a v o n  u m h ü l l t  d e n  z u r  H a u p t 
e b e n e  H  s e n k r e c h t e n  C y l i n d e r ,  w e l c h e r  d u r c h  d i e  C o n t o u r -  
p a r a b e l  g e h t .  J e d e  E b e n e  d i e s e r  S c h a a r  s c h n e i d e t  d i e  
N o r m a l e n f l ä c h e  a u s s e r  i n  d e n  z w e i  E r z e u g e n d e n  n o c h  i n  
e i n e m  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  a n d e r e  S c h a a r  v o n  B i t a n g e n t i a l 
e b e n e n  b i l d e t  e i n  E b e n e n b ü s c h e l ,  w e l c h e s  d i e  D o p p e l g e r a d e  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  z u r  A x e  h a t .  J e d e  E b e n e  d i e s e r  S c h a a r  
h a t  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a u s s e r  d e n  z w e i  E r z e u g e n d e n  
n u r  n o c h  d i e  d o p p e l t  z ä h l e n d e  D o p p e l g e r a d e  g e m e i n .  D i e  
E b e n e n  b e i d e r  S c h a a r e n ,  w e l c h e  g l e i c h z e i t i g  a u c h  d e n  L e i t 
k e g e l s c h n i t t  b e r ü h r e n ,  t a n g i r e n  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  l ä n g s  
E r z e u g e n d e n . “

d )  „ D e r  P u n k t ,  i n  w e l c h e m  d i e  D o p p e l g e r a d e  d e n  D o p p e l 
k e g e l s c h n i t t  t r i f f t ,  i s t  e i n  D o p p e l p u n k t  d e r  D o p p e l c u r v e ;  
e s  f a l l e n  i n  d i e s e m  P u n k t e  b e i d e  T a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  

N o r m a l e n f l ä c h e  i n  e i n e  z u s a m m e n ,  d a h e r  s i c h  d i e  
b e i d e n  M ä n t e l  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  d e m s e l b e n  
b e r ü h r e n . “

S e t z e n  w i r  n u n  a l s  L e i t l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
a u f  d e r  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s ,  a l s o  a u c h  a u f  d e m  
u m s c h r i e b e n e n  K e g e l ,  e i n e n  K r e i s  v o r a u s .
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B e t r a c h t e n  w i r  d i e  E b e n e  d e s  g e g e b e n e n  K r e i s e s  a l s  d i e  
h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e  u n d  s e i  S' ( F i g .  5 )  d i e  o r t h o g o n a l e  
d e s  K e g e l s c h e i t e l s  a u f  d i e s e r  E b e n e .

D i e  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n e n  d e r  K e g e l n o r m a l e n  i n  d e n  e i n 
z e l n e n  P u n k t e n  v o n  (IC IC)  s i n d  d i e s f a l l s  d i e  N o r m a l e n  d e s  
K r e i s e s  IC s e l b s t  u n d  g e h e n  m i t h i n  d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  0  
d e s s e l b e n .

H i e r a u s  f o l g t  u n m i t t e l b a r ,  d a s s  s ä m m t l i c h e  N o r m a l e n  d i e  
h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e  G e r a d e  0  s c h n e i d e n ,  d a s s  a l s o  d i e s e  G e r a d e  
e i n e  L e i t l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  d a r s t e l l e .

W a s  d i e  D o p p e l l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a n b e l a n g t ,  s o  i s t  
l e i c h t  n a c h z u w e i s e n ,  d a s s  s i e  i n  d e m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  e i n e  
d e g e n e r i r t e  C u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g  s e i ,  d a s  i s t  a u s  C u r v e n  
n i e d e r e r  O r d n u n g  z u s a m m e n g e s e t z t  i s t ,  d e r e n  O r d n u n g s s u m m e  
g l e i c h  d r e i  i s t .

D e r  K e g e l  b e s i t z t  n ä m l i c h  e i n e  S y m m e t r i e  e h e  n e ,  u n d  
z w a r  i s t  d i e s e l b e  j e n e  h o r i z o n t a l p r o j i c i r e n d e  E b e n e ,  d e r e n  h o r i z o n 
t a l e  T r a c e  0  S' i s t .  E s  i s t  k l a r ,  d a s s  a u c h  d i e  N o r m a l e n  d e r  K e g e l 
f l ä c h e  f ü r  s o l c h e  P a a r e  v o n  P u n k t e n  a u f  IC, w e l c h e  w i e  a u n d  b 
s y m m e t r i s c h  g e g e n  0 S' l i e g e n ,  i n  B e z u g  a u f  d i e  p r o j i c i r e n d e  
E b e n e  0  S' s y m m e t r i s c h  g e l a g e r t  s i n d ,  s i c h  a l s o  i n  e i n e m  P u n k t e  
y  d i e s e r  E b e n e n  s c h n e i d e n  m ü s s e n .

N a c h d e m  s i c h  n u n  a b e r  d i e  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n e n  d e r  
N o r m a l e n  na u n d  nb i n  0  t r e f f e n ,  s o  m u s s  n o t h w e n d i g e r w e i s e  d e r  
S c h n i t t p u n k t  y  d e r  b e i d e n  N o r m a l e n  na u n d  nb i n  d e r  h o r i z o n t a l -  
p r o j i c i r e n d e n  G e r a d e n  0  l i e g e n .  B e s a g t e  G e r a d e  i s t  m i t h i n  e i n e  
D o p p e l l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .

W i e  w i r  f r ü h e r  n a c h g e w i e s e n  h a b e n ,  e n t s p r i c h t  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e  e i n e  D o p p e l c u r v e  d r i t t e r  O r d n u n g ;  e s  w i r d  d a h e r ,  d a  
d i e  G e r a d e  0  e i n e n  B e s t a n d t h e i l  e r s t e r  O r d n u n g  d e r s e l b e n  b i l d e t ,  
d e r  R e s t  e i n e  C u r v e  z w e i t e r  O r d n u n g  s e i n .  L e t z t e r e  w i r d  s i c h  
d u r c h  f o l g e n d e  e i n f a c h e  B e t r a c h t u n g  e r g e b e n .

J e d e r  D u r c h m e s s e r  bc  d e s  K r e i s e s  IC e n t h ä l t  d i e  h o r i z o n t a l e n  
P r o j e c t i o n e n  z w e i e r  K e g e l n o r m a l e n  u n d  z w a r  j e n e r ,  d e r e n  F u s s -  
p u n k t e  d i e  E n d p u n k t e  b u n d  c d e s  D u r c h m e s s e r s  s i n d .  D i e  b e i d e n  
N o r m a l e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  d i a m e t r a l  e n t g e g e n g e s e t z t e n  P u n k t e  
g e h e n ,  l i e g e n  d a h e r  i n  d e r  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  bc u n d  
s c h n e i d e n  s i c h  m i t h i n  i n  e i n e m  P u n k t e  z,  w e l c h e r  d e r  D o p p e l -
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c u r v e  a n g e h ö r t ,  U m  u n s  ü b e r  d i e  L a g e  d e s  P u n k t e s  z  v o l l e  
K l a r h e i t  z u  v e r s c h a f f e n ,  d e n k e n  w i r  u n s  d i e  p r o j i c i r e n d e  E b e n e  bc 
a l s  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e  a n g e n o m m e n  u n d  S0 a l s  d i e  u m  bc 
u m g e l e g t e  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n  d e r  K e g e l s p i t z e  v o r a u s g e s e t z t ,  s o  
z A v a r ,  d a s s  s o d a n n  S0b u n d  S0c d i e  u m g e l e g t e n  Y e r t i c a l t r a c e n  d e r  
B e r ü h r u n g s e b e n e n  a n  d i e  K e g e l f l ä c h e  i n  d e n  P u n k t e n  b u n d  c 
s e i n  w e r d e n .  I n  F o l g e  d e s s e n  s i n d  d i e  z u  bS0 u n d  cS0 s e n k r e c h t  
g e f ü h r t e n  G e r a d e n  bz0 u n d  c-z0 d i e  u m  bc u m g e l e g t e n  N o r m a l e n .

D e r  F u s s p u n k t  d e s  v o n  i h r e m  S c h n i t t p u n k t e  z(j a u f  bc 
g e f ä l l t e n  P e r p e n d i k e l s  s t e l l t  d i e  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n  d e s  
S c h n i t t p u n k t e s  d e r  N o r m a l e n  i n  b u n d  c u n d  h i e r m i t  d i e  h o r i z o n 
t a l e  P r o j e c t i o n  e i n e s  P u n k t e s  d e r  D o p p e l c u r v e  v o r .  E s  w i r d  s i c h  
n u n m e h r  n o c h  d a r u m  h a n d e l n ,  d e n  g e o m e t r i s c h e n  O r t .  d e s  
P u n k t e s  z  f ü r  a l l e  m ö g l i c h e n  K r e i s d u r c h m e s s e r  bc f e s t z u 
s t e l l e n .

I n  d e n  D r e i e c k e n  S0bz0 u n d  S0cz0 s i n d  d i e  W i n k e l  b e i  b 
u n d  c j e  g l e i c h  9 0 ° ,  d a h e r  s i c h  d u r c h  d i e  v i e r  P u n k t e  b, c, S0 
u n d  zQ e i n  K r e i s  K? l e g e n  l ä s s t ,  d e s s e n  M i t t e l p u n k t  m d e r  H a l b i -  
r u n g s p u n k t  v o n  i S ^  i s t .  D a  n u n  bc e i n e  S e h n e  d i e s e s  K r e i s e s  
i s t ,  g e h t  d i e  S e n k r e c h t e  v o m  K r e i s m i t t e l p u n k t e  m a u f  bc d u r c h  
i h r e n  H a l b i r u n g s p u n k t  0  u n d  i n  F o l g e  d e r  P a r a l l e l i t ä t  v o n  mO, 
z0z  u n d  S'S0C w i r d  a u c h  Oz =  O'C s e i n .

D e r  g e o m e t r i s c h e  O r t  d e s  P u n k t e s  t,  a l s  F u s s p u n k t  d e r  v o n  
S' a u f  d e n  D u r c h m e s s e r  bc g e f ä l l t e n  S e n k r e c h t e n  i s t  j e n e r  K r e i s  
Ä r2 , w e l c h e r  ü b e r  OS' a l s  D u r c h m e s s e r  b e s c h r i e b e n  w e r d e n  k a n n .

E s  i s t  d a h e r  e i n l e u c h t e n d ,  d a s s  d e r  z u  £ ,  i n  B e z u g  a u f  0,  
s y m m e t r i s c h e  P u n k t  g l e i c h f a l l s  e i n e n  K r e i s  I(x b e s c h r e i b e n  
w i r d ,  w e l c h e r  m i t  d e m  K r e i s e  K% i n  B e z u g  a u f  d e n  P u n k t  0  
s y m m e t r i s c h  l i e g t  u n d  m i t  j e n e m  Kz c o n g r u e n t  i s t .  D e r  M i t t e l 
p u n k t  M  d i e s e s  K r e i s e s  Kx l i e g t  a u f  d e r  V e r l ä n g e r u n g  v o n  OS' 
ü b e r  0  h i n a u s ,  w ä h r e n d  d i e  K r e i s p e r i p h e r i e  s e l b s t  d u r c h  0  g e h t .

H i e r a u s  i s t  z u  e r s e h e n ,  d a s s  d e r  z w e i t e  T h e i l  d e r  D o p p e l 
c u r v e  e i n  K e g e l s c h n i t t  i s t ,  w e l c h e r  s i c h  a u f  d e r  E b e n e  d e r  L e i t 
l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a l s  K r e i s  p r o j i c i r t .

W a s  d i e  r ä u m l i c h e  L a g e  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  I(t a n b e l a n g t ,  
s o  i s t  a u s  d e n  g e p f l o g e n e n  E r ö r t e r u n g e n  z u  e n t n e h m e n ,  d a s s  s e i n e  
k r e i s f ö r m i g e  P r o j e c t i o n ,  u n d  m i t h i n  d e r  K e g e l s c h n i t t  s e l b s t ,  
s y m m e t r i s c h  g e g e n  d i e  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e  E b e n e  OS' l i e g t
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w i e  e s  a u c h  u n m i t t e l b a r  a u s  d e r  S y m m e t r i e  d e s  K e g e l s  s o w o h l ,  
a l s  a u c h  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  g e g e n  d i e s e  E b e n e  f o l g t .

A u s  d e m  G e s a g t e n  g e h t  h e r v o r ,  d a s s  d i e  E b e n e  d e s  
K e g e l s c h n i t t e s  a u f  d e r  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  OS' 
s e n k r e c h t  s t e h t .

F e r n e r  i s t  e i n l e u c h t e n d ,  d a s s  d e r  K e g e l s c h n i t t  d i e  D o p p e l 
g e r a d e ,  d a  s e i n e  P r o j e c t i o n '  IC{ d u r c h  d i e  P r o j e c t i o n  0  d e r  
h o r i z o n t a l p r o j i c i r e n d e n  D o p p e l g e r a d e n  g e h t ,  i n  e i n e m  P u n k t e  
s c h n e i d e t .  E b e n s o  l e i c h t  w e r d e n  w i r  f i n d e n ,  d a s s  d e r  K e g e l s c h n i t t  
d i e  k r e i s f ö r m i g e  L e i t l i n i e  (ICIC)  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  z w e i  
P u n k t e n  y [ u n d  y 2 s c h n e i d e t .  S i n d  n ä m l i c h  S 'x l u n d  S'x2 d i e  
v o n  S'  a n  d e n  L e i t k r e i s  K'  g e z o g e n e n  T a n g e n t e n ,  u n d  x v u n d  x 2 
d e r e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e ,  s o  i s t  k l a r ,  d a s s  d i e  d i e s e n  P u n k t e n  
e n t s p r e c h e n d e n  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i h r e r  g a n z e n  
A u s d e h n u n g  n a c h  i n  d e r  E b e n e  d e s  K r e i s e s  IC' l i e g e n ,  i n d e m  
s i e  z u  d e n  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e n  K e g e l b e r ü h r u n g s e b e n e n  S 'x{ 
u n d  S'x2 s e n k r e c h t  s t e h e n .  D i e  N o r m a l e  x { y x t r i f f t  d e n  K r e i s  K' 
z u m  z w e i t e n  M a l e  i m  P u n k t e  y v  d u r c h  w e l c h e n  e b e n f a l l s  e i n e  
N o r m a l e  d e r  K e g e l f l ä c h e  g e h t .  D i e s e r  P u n k t  y l g e h ö r t  m i t h i n  
z w e i  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a n ;  e r  i s t  f o l g l i c h  e i n  
P u n k t  d e r  D o p p e l c u r v e .  D a s s e l b e  g i l t  v o n  d e m  P u n k t e  y 2, i n  
w e l c h e m  d i e  N o r m a l e  x 2 y2 d e n  L e i t k r e i s  IC d a s  z w e i t e  M a l  
b e g e g n e t .

D a  f e r n e r  O xi S' =  <$iOx2S' =  9 0 °  i s t ,  l i e g e n  d i e  
P u n k t e  x { u n d  x 2 a u f  d e m  K r e i s e  IC2 , m i t h i n  d i e  d e n s e l b e n  i n  
B e z u g  a u f  0  s y m m e t r i s c h e n  P u n k t e  y { u n d  y 2 a u f  d e m  K r e i s e  ICV 
S e l b s t v e r s t ä n d l i c h  s t e h t  x vx 2 s e n k r e c h t  z u  O S  u n d  g i l t  d a s  
G l e i c h e  a u c h  v o n  y vy 2. D i e  l e t z t g e n a n n t e  G e r a d e  r e p r ä s e n t i r t  
a l s o  g l e i c h z e i t i g  a u c h  d i e  h o r i z o n t a l e  T r a c e  d e r  E b e n e  d e s  
D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  ICr

U m  d i e  r ä u m l i c h e  L a g e  d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  p r ä c i s e r  
f e s t z u s t e l l e n ,  w o l l e n  w i r  d e n j e n i g e n  P u n k t  a u f  d e m s e l b e n  
b e s t i m m e n ,  w e l c h e r  s i c h  a l s  S c h n i t t p u n k t  d e r  N o r m a l e n  i n  d e n  
E n d p u n k t e n  c' u n d  b' d e s  K r e i s d u r c h m e s s e r s  OS' e r g i b t .

D e n k e n  w i r  u n s  d i e  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e  E b e n e  S'O 
u m g e l e g t ,  w o b e i  d e r  K e g e l s c h e i t e l  n a c h  SQ' g e l a n g t ,  s o  f i n d e n  
w i r  d i e  u m g e l e g t e n  N o r m a l e n  a l s  d i e  z u  b' S'0 u n d  c' S'0 S e n k 
r e c h t e n  b'z'0 u n d  c'z'0. D e r  S c h n i t t p u n k t  d e r  l e t z t e r e n  i s t  z'0 u n d
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d i e  v o n  d e m s e l b e n  a u f  OS' g e f ä l l t e  S e n k r e c h t e  z’0z' t r i f f t  OS' i n  
d e m  P u n k t e  z' d e s  K r e i s e s  Kr

F e r n e r  i s t  l e i c h t  e i n z u s e h e n ,  d a s s  d i e  G e r a d e ,  w e l c h e  z'0 
m i t  d e m  S c h n i t t p u n k t e  a  d e r  b e i d e n  G e r a d e n  y { y z u n d  OS' v e r 
b i n d e t ,  n i c h t s  a n d e r e s  a l s  d i e  u m  OS' u m g e l e g t e  S c h n i t t l i n i e  d e r  
E b e n e  OS' m i t  d e r  E b e n e  d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  d a r s t e l l e  
u n d  h i e m i t  d e r  W i n k e l  zQ' v.z d i e  H o r i z o n t a l n e i g u n g  d e r  E b e n e  
d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  r e p r ä s e n t i r e .

N a c h d e m  n u n  w e i t e r s  j e d e r  d e r  W i n k e l  S'0b'zQ u n d  S0'c'z'Q 
g l e i c h  9 0 °  i s t ,  s o  e n t h ä l t  d e r  ü b e r  iS " 0 z'Q a l s  D u r c h m e s s e r  
b e s c h r i e b e n e  K r e i s  a u c h  d i e  P u n k t e  b' u n d  c'. E n d l i c h  w e r d e n  
s i c h  d i e  G e r a d e  z'z'0 u n d  j e n e  d u r c h  S'0 p a r a l l e l  z u  OS', a l s o  
s e n k r e c h t  z u  z'0 g e f ü h r t e  G e r a d e  *S"0 s g l e i c h f a l l s  i n  e i n e m  
P u n k t e  s d e s  K r e i s e s  Kk s c h n e i d e n .

D e n k e n  w i r  u n s  n u n  d e n  K r e i s  /iT4 a l s  E r z e u g n i s s  d e r  S c h n i t t 
p u n k t e  e n t s p r e c h e n d e r  S t r a h l e n  z w e i e r  p r o j e c t i v i s c h e r  ( g l e i c h e r )  
S t r a h l e n b ü s c h e l  a u s  d e n  b e z ü g l i c h e n  M i t t e l p u n k t e n  S'0 u n d  z'0, 
s o  i s t  k l a r ,  d a s s  d e n  S t r a h l e n  S'0b', S'Qc' u n d  S'0s d e s  e r s t e r e n  
B ü s c h e l s ,  b e z i e h u n g s w e i s e  j e n e  z'0b', z'Qc' u n d  ^ ' 0 .s d e s  z w e i t e n  
e n t s p r e c h e n .

W ä h l e n  w i r  u n s  f e r n e r  i n  d e m  B ü s c h e l  S'0 e t w a  d e n  
S t r a h l  S'Q 0,  u n d  b e s t i m m e n  w i r  d e n  d i e s e m  S t r a h l e  e n t s p r e c h e n d e n  
S t r a h l  i m  B ü s c h e l  z'0, i n d e m  w i r  b e r ü c k s i c h t i g e n ,  d a s s  d a s  
D o p p e l v e r h ä l t n i s s  v o n  i r g e n d  v i e r  S t r a h l e n  d e s  B ü s c h e l s  z'Q 
d e m  D o p p e l v e r h ä l t n i s s e  d e r  v i e r  e n t s p r e c h e n d e n  S t r a h l e n  i m  
B ü s c h e l  iS " 0 , g l e i c h  s e i n  m ü s s e .  D i e  v i e r  S t r a h l e n  S'0b',S'0c', S'0 s 
u n d  S'Q 0  s i n d ,  n a c h d e m  d i e s e l b e n  p e r s p e c t i v i s c h  z u  d e n  v i e r  
h a r m o n i s c h e n  P u n k t e n  b', c', 0  u n d  U00  s i n d ,  h a r m o n i s c h  l i e g e n d ,  
d a h e r  a u c h  d e r  d e m  S t r a h l e  S'0 0  d e s  B ü s c h e l s  S'0 e n t s p r e c h e n d e  
S t r a h l  i m  B ü s c h e l  z'Q h a r m o n i s c h  z u  d e n  d r e i  S t r a h l e n  z'0b, z'0c'} 
z'Qs ( z'0b' u n d z ' 0 c '  a l s  c o n j u g i r t e  S t r a h l e n  b e t r a c h t e t )  s e i n  m u s s .

D e r  N a c h w e i s ,  d a s s  l e t z t g e n a n n t e r  S t r a h l  m i t  z'0a. Z u s a m m e n 
f a l l e ,  d ü r f t e  a u s  F o l g e n d e m  h e r v o r g e h e n .  D e r  K r e i s  I(v  d e r  
P u n k t  z' u n d  d i e  G e r a d e  y { a y z s i n d  s y m m e t r i s c h  i n  B e z u g  a u f  
d e n  P u n k t  0  u n d  z w a r  b e z i e h u n g s w e i s e  z u  d e m  K r e i s e  Kz, 
z u m  P u n k t e  S' u n d  z u  d e r  G e r a d e n  cvz. D a  n u n  x { x t d i e  
P o l a r e  d e s  P u n k t e s  S' i n  B e z u g  a u f  d e n  K r e i s  Kz i s t ,  s o  s t e l l t  
a u c h  y { a y z d i e  P o l a r e  d e s  P u n k t e s  z' i n  B e z u g  a u f  d e n  K r e i s  Kx
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d a r .  E s  s i n d  m i t h i n  d i e  v i e r  P u n k t e  b', c', z‘ u n d  cc, a l s o  a u c h  
d i e  v i e r  d u r c h  d i e s e l b e n  g e h e n d e n  S t r a h l e n  z'0b', z'0c', z'0s 
u n d  z'Q a h a r m o n i s c h ,  u n d  f o l g l i c h  i s t  a u c h  z'0 a. d e r  d e m  S t r a h l e  
S'0 0  e n t s p r e c h e n d e  S t r a h l .

D i e  b e i d e n  e n t s p r e c h e n d e n  S t r a h l e n  S'0 0  u n d  z’0 cc t r e f f e n  
s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  p  d e s  K r e i s e s  Kk] s i e  s t e h e n  s o n a c h  
w e c h s e l s e i t i g  a u f  e i n a n d e r  s e n k r e c h t .  V o r d e m  w u r d e  a b e r  a u c h  
g e z e i g t ,  d a s s  z'0cc d e r  S c h n i t t  d e r  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  
OS' m i t  d e r  E b e n e  d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  s e i ;  e s  s t e h t  f o l g l i c h  

a u c h  d i e  l e t z t e r e  z u r ' G e r a d e n  OS'0, a l s o  z u  d e m  d e r  K r e i s s c h n i t t s 
e b e n e  K  c o n j u g i r t e n  K e g e l d u r c h m e s s e r  s e n k r e c h t .

D i e  E r g e b n i s s e  d e r  a n g e s t e l l t e n  U n t e r s u c h u n g e n  z u s a m m e n 
g e f a s s t ,  f o l g t  d e r  S a t z :

„ D i e  D o p p e l c u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e s  K e g e l s  v o m  
z w e i t e n  G r a d e ,  l ä n g s  e i n e s  s e i n e r  K r e i s s c h n i t t e ,  z e r f ä l l t  i n  e i n e  
G e r a d e  u n d  i n  e i n e n  K e g e l s c h n i t t .  D i e  D o p p e l g e r a d e  g e h t  d u r c h  
d e n  M i t t e l p u n k t  d e s  L e i t k r e i s e s  u n d  s t e h t  a u f  d e r  E b e n e  d e s  
l e t z t e r e n  s e n k r e c h t .  D e r  D o p p e l k e g e l s c h n i t t  s c h n e i d e t  d i e  D o p p e l 
g e r a d e  i n  e i n e m  P u n k t e  u n d  d e n  L e i t k r e i s  i n  z w e i  P u n k t e n ,  
w ä h r e n d  s e i n e  E b e n e  s e n k r e c h t  s t e l l t  a u f  d e m  d e r  E b e n e  d e s  
L e i t k r e i s e s  c o n j u g i r t e n  K e g e l d u r c h m e s s e r .  D i e  e i n e  H a u p t a x e  d e s  
D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  l i e g t  i n  d e r  E b e n e ,  w e l c h e  d u r c h  o b g e n a i i n t e n  
K e g e l d u r c h m e s s e r  s e n k r e c h t  z u r  E b e n e  d e s  L e i t k r e i s e s  g e f ü h r t  
w i r d  u n d  e i n e  H a u p t e b e n e  d e s  K e g e l s  r e p r ä s e n t i r t .  D e r  D o p p e l 
k e g e l s c h n i t t  p r o j i c i r t  s i c h  o r t h o g o n a l  a u f  d i e  E b e n e  d e s  L e i t 
k r e i s e s ,  a l s  K r e i s . “

D i e s e r  S a t z  g i l t  u n m i t t e l b a r  a u c h  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  
d e r  a l l g e m e i n e n  F l ä c h e n  z w e i t e r  O r d n u n g  l ä n g s  i h r e r  
K r e i s s c h n i t t e ,  u n d  k a n n  d a h e r  a u c h  i n  f o l g e n d e r  F o r m  a u s g e 
s p r o c h e n  w e r d e n .

„ D i e  D o p p e l c u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  F l ä c h e  z w e i t e n  
G r a d e s  l ä n g s  e i n e s  i h r e r  K r e i s s c h n i t t e ,  z e r f ä l l t  i n  e i n e  G e r a d e  
u n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t . “

„ D i e  D o p p e l g e r a d e  g e h t  d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  d e s  K r e i s -  
s c l i n i t t e s  u n d  s t e h t  s e n k r e c h t  a u f  d e r  E b e n e  d e s  l e t z t e r e n . “

„ D e r D o p p e l k e g e l s c h n i t t  s c h n e i d e t  d i e D o p p e l g e r a d e  i n  e i n e m ,  
d e n  L e i t k r e i s  d a g e g e n  i n  z w e i  P u n k t e n .  D i e  E b e n e  d e s  D o p p e l 
k e g e l s c h n i t t e s  s t e h t  s e n k r e c h t  z u  d e m  d e r  E b e n e  d e s  L e i t k r e i s e s
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c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r  d e r  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s .  D i e  e i n e  
H a u p t a x e  d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  l i e g t  i n  j e n e r  E b e n e ,  w e l c h e  
d u r c h  o b g e n a n n t e n  D u r c h m e s s e r  s e n k r e c h t  a u f  d i e  E b e n e  d e s  
L e i t k r e i s e s  g e f ü h r t  w i r d  u n d  e i n e  H a u p t e b e n e  d e r  F l ä c h e  
z w e i t e n  G r a d e s  d a r s t e l l t .  E n d l i c h  i s t  d i e  o r t h o g o n a l e  P r o j e c t i o n  
d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  a u f  d i e  E b e n e  d e s  L e i t k r e i s e s  e i n  K r e i s . “  

Z u  e r w ä h n e n  i s t  h i e r  n o c h ,  d a s s  b e z ü g l i c h  d e r  B i t a n g e n t i a l 
e b e n e n ,  d e r  S t r i c t i o n s l i n i e  u n d  d e r  v e r t i c a l e n  C o n t o u r  d e r  e b e n  
b e t r a c h t e t e n  N o r m a l e n f l ä c h e ,  d i e s e l b e n  S ä t z e  i h r e  v o l l e  G i l t i g k e i t  
b e i b e h a l t e n ,  w i e  f ü r  d e n  a l l g e m e i n e n  F a l l ,  w e n n  a l s  L e i t l i n i e  f ü r  
d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n  z u  e i n e r  H a u p t e b e n e  s e n k r e c h t e r  S c h n i t t  
d e r  L e i t f l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  a n g e n o m m e n  w i r d ;  d e n n  i n  b e i d e n  
F ä l l e n  l i e g t  d i e  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n  d e s  K e g e l s c h e i t e l s  S' ( v e r 
g l e i c h e  F i g .  3 ,  4  u n d  5 )  i n  e i n e r  A x e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s .  
F ü r  d i e  o b e n  e r ö r t e r t e n  S ä t z e  i s t  d i e s e  E i g e n s c h a f t  m a s s g e b e n d ,  
w ä h r e n d  d i e  F o r m  d e r  L e i t l i n i e  ( K e g e l s c h n i t t  o d e r  K r e i s )  a n  d e n  
g e g e n s e i t i g e n  B e z i e h u n g e n  n i c h t s  ä n d e r t .

W i r d  a l s  L e i t l i n i e  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  a u f  
e i n e r  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  e i n  z u  e i n e r  d e r  
H a u p t e b e n e n  p a r a l l e l e r  e b e n e r  S c h n i t t  g e w ä h l t ,  s o  
i s t  d i e  d i e s e m  S c h n i t t e  c o n j u g i r t e  H a u p t a x e  d e r  
F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  g l e i c h z e i t i g  a u c h  d i e  A x e  
j e n e s  K e g e l s  z w e i t e n  G r a d e s ,  w e l c h e r  d e r  F l ä c h e  
l ä n g s  d e s  g e n a n n t e n  e b e n e n  S c h n i t t e s  u m s c h r i e 
b e n  i s t .

D a s  b e z e i c h n e t e  P r o b l e m  r e d u c i r t  s i c h  s o d a n n  a u f  j e n e s ,  d i e  
N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e s  K e g e l s  z w e i t e n  G r a d e s ,  l ä n g s  
e i n e s  z u  d e s s e n  H a u p t a x e  s e n k r e c h t e n  S c h n i t t e s ,  
z u  u n t e r s u c h e n .

D i e s e r  F a l l  w u r d e  b e r e i t s  f ü r  e i n  d r e i a x i g e s  E l l i p s o i d 1 
i n  e i n g e h e n d e r  W e i s e  b e h a n d e l t .  O b z w a r  i n  d e n  d a s e l b s t  a n g e -  
s t e l l t e n  U n t e r s u c h u n g e n  d u r c h w e g s  d a s  d r e i a x i g e  E l l i p s o i d  a l s  
„ L e i t f l ä c h e “  v o r a u s g e s e t z t  w i r d ,  s o  i s t  d o c h  v o n  s e l b s t  e i n l e u c h 
t e n d ,  d a s s  d i e  m e i s t e n  d e r  d o r t  g e f u n d e n e n  S ä t z e  u n m i t t e l b a r ,  
a n d e r e  d a g e g e n ,  n a c h  e i n e r  g e r i n g f ü g i g e n  Ä n d e r u n g  d e s  W o r t 

1 Prof. Solin (Abh. d. k. böhm. Ges. d. Wissensch. S. VI, Bd. II.
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l a u t e s ,  f ü r  a l l e  A r t e n  c l e r  F l ä c h e n  z w e i t e r  O r d n u n g  v o l l e  G i l t i g 
k e i t  b e s i t z e n .

W e n n  w i r  d a h e r  d a s  b e z e i c h n e t ^  P r o b l e m  a n  d i e s e r  S t e l l e  
u n s e r e r  D i s c u s s i o n  u n t e r z i e h e n ,  s o  g e s c h i e h t  e s  n u r  a u s  d e m  
G r u n d e ,  w e i l  e s  u n s  z u  w i c h t i g  d t t n k t ,  a l s  d a s s  w i r  u n s  m i t  d e m  
b l o s s e n  H i n w e i s e  a u f  o b a n g e z o g e n e  A b h a n d l u n g  b e g n ü g e n  
s o l l t e n ,  z u  w i c h t i g ,  a l s  d a s s  e s  h i e r  g a n z  u n d  g a r  ü b e r g e g a n g e n  
w e r d e n  k ö n n t e .  A u c h  d ü r f t e  d i e  V e r s c h i e d e n h e i t  d e r  L ö s u n g  u n d  
D u r c h f ü h r u n g  d e s  b e z e i c h n e t e n  P r o b l e m s  e i n i g e s  I n t e r e s s e  b i e t e n .

N e h m e n  w i r  a l s o ,  u m  a u f  d i e  u n s  g e s t e l l t e  A u f g a b e  z u r ü c k 
z u k o m m e n ,  a l s

L e i t l i n i e  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e ,  e i n e n  z u  e i n e r  
d e r  d r e i  H a u p t e b e n e n  d e r  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  
p a r a l l e l e n  S c h n i t t  a n .

D e r  S c h e i t e l  d e s  d e r  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s ,  l ä n g s  d e s  
b e z e i c h n e t e n  S c h n i t t e s ,  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l s  l i e g t  b e k a n n t l i c h  
a u f  j e n e r  H a u p t a x e ,  w e l c h e  d e r  v o r g e n a n n t e n  H a u p t e b e n e  c o n 

j u g i r t  i s t ,  D i e  L e i t l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  m i t h i n  g l e i c h z e i t i g 
e m  H a u p t s c h n i t t  d e s  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l s ,  u n d  d i e  v o r l i e g e n d e  
A u f g a b e  w i r d  s i c h  s o n a c h ,  a u f  G r u n d  d e r  g e m a c h t e n  A n d e u t u n 
g e n ,  a u f  d i e  U n t e r s u c h u n g  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e s  K e g e l s  
z w e i t e n  G r a d e s  l ä n g s  e i n e s  H a u p t s c h n i t t e s  ( g e r a d e n  S c h n i t t e s )  
d e s s e l b e n ,  r e d u c i r e n .

S e t z e n  w i r  a l s o  v o r a u s ,  b e s a g t e r  H a u p t s c h n i t t  s e i  e i n  i n  
d e r  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n s e b e n e  l i e g e n d e r  K e g e l s c h n i t t ,  (IC IC) 
( F i g .  6 . )  D e r  S c h e i t e l  ( S S ' )  d e s  K e g e l s  b e f i n d e t  s i c h  m i t h i n ,  
u n s e r e r  A n n a h m e  g e m ä s s ,  i n  d e r  d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  ()' d e s  
K e g e l s c h n i t t e s  IC g e h e n d e n  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e n  G e r a d e n ,  u n d  
d i e  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  w e r d e n  d u r c h  d i e  N o r m a l e n  
d e s  K e g e l s  ( K , S )  i n  d e n  e i n z e l n e n  P u n k t e n  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  
(IC IC)  d a r g e s t e l l t  e r s c h e i n e n .

S e i  ( a a ' )  e i n  P u n k t  d e r  L e i t l i n i e  ( K I C ) ,  s o  w i r d  s i c h  d i e  
d i e s e m  P u n k t e  e n t s p r e c h e n d e  N o r m a l e  d e s  K e g e l s  ( K S )  l e i c h t  
c o n s t r u i r e n  l a s s e n ,  d a ,  w i e  w i r  w i s s e n ,  d i e s e l b e  z u  d e r  T a n g e n 
t i a l e b e n e  i m  P u n k t e  ( a a ' )  s e n k r e c h t  z u  f ü h r e n  i s t .  D i e  H o r i -  
z o n t a l t r a c e  d i e s e r  E b e n e  f ä l l t  z u s a m m e n  m i t  d e r  T a n g e n t e  ta a n  
d e n  L e i t k e g e l s c h n i t t  IC i n  d e m  b e t r e f f e n d e n  P u n k t e  a', w ä h r e n d  
d i e  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n  Nä d e r  K e g e l n o r m a l e  d u r c h  d i e
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N o r m a l e  c l e s  K e g e l s c h n i t t e s  K'  i m  P u n k t e  <t d a r g e s t e l l t  e r s c h e i n t .  
B e z ü g l i c h  d e r  v e r t i c a l e n  T r a c e  d e r  B e r ü h r u n g s e b e n e  g e n ü g t  e s ,  
f ü r  d e n  v o r l i e g e n d e n  Z w e c k  d i e  E i c h t u n g  d e r s e l b e n  z u  k e n n e n .  
B e s t i m m e n  w i r  z u  d i e s e m  B e h u f e  d e n  S c h n i t t  d e r  T a n g e n t i a l 
e b e n e  m i t  d e r  d u r c h  d e n  K e g e l s c h e i t e l  ( S  S ')  p a r a l l e l  z u r  
v e r t i c a l e n  P r o j e c t i o n s e b e n e  g e l e g t e n  E b e n e  Hh. E i n  P u n k t  
d i e s e r  S c h n i t t l i n i e  i s t  d e r  K e g e l s c h e i t e l  ( S S ' )  s e l b s t ,  e i n  z w e i t e r  
e r g i b t  s i c h  a l s  D u r c h s t o s s p u n k t  ( o o ' )  v o n  ta m i t  H h, d a h e r  d i e  
G e r a d e  S d  d i e  v e r t i k a l e  P r o j e c t i o n  d e r  g e s u c h t e n  z u r  v e r t i k a l e n  
T r a c e  d e r  B e r ü h r u n g s e b e n e  p a r a l l e l e n  S c h n i t t e b e n e  r e p r ä s e n t i r t .  
D i e  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n  N a d e r  K e g e l n o r m a l e  w i r d  s o n a c h  d u r c h  
j e n e  G e r a d e  d a r g e s t e l l t ,  w e l c h e  d u r c h  a s e n k r e c h t  z u  Sa  g e z o g e n  
A v e r d e n  k a n n .

D e n k e n  w i r  u n s  d i e  L e i t e l l i p s e  K'  a f f i n  i n  e i n e n  K r e i s  / i , '  
v e r w a n d e l t ,  w o b e i  w i r  d i e  A x e  Hh d e s s e l b e n  a l s  A f f i n i t ä t s a x e  
a n n e h m e n .  C o n s t r u i r e n  w i r  ü b e r  I({' u n d  ( S S ' )  d e n  B o t a t i o n s -  
k e g e l  ( K y S ) , s o  i s t  a u c h  d i e s e r  z u  d e m  u r s p r ü n g l i c h e n  K e g e l  
( K S )  a f f i n  u n d  s t e l l t  d i e s f a l l s  d i e  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e  E b e n e  H h 
d i e  A f f i n i t ä t s e b e n e  v o r .

D e m  P u n k t e  ( a a ' )  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  ( K K ' )  e n t s p r i c h t  a u f  
d e m  K r e i s e  K{' d e r  P u n k t  ( a  a ' ) .  D i e  B e r ü h r u n g s e b e n e  d e s  
u r s p r ü n g l i c h e n  K e g e l s  ( K S )  u n d  j e n e  d e s  i h m  a f f i n e n  E o t a t i o n s -  
k e g e l s  ( K { S ) ,  i n  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  P u n k t e n  ( a a ' )  u n d  (aa.'), 
s i n d  a f f i n e  E b e n e n ,  u n d  s c h n e i d e n  d e m g e m ä s s  d i e  A f f i n i t ä t s e b e n e  
Hh i n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  G e r a d e n  öS.

H i e r a u s  f o l g t ,  d a s s  d i e  V e r t i c a l p r o j e c t i o n e n  N a u n d  N a d e r  
N o r m a l e n  d e r  K e g e l  ( K S )  u n d  ( K { S )  i n  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  
P u n k t e n  ( a a ! )  u n d  ( a a ' ) ,  d a  b e i d e  d u r c h  a g e h e n  u n d  a u f  oS  
s e n k r e c h t  s t e h e n ,  z u s a m m e n f a l l e n .  N a c h d e m  d a s  G e s a g t e  s e l b s t 
v e r s t ä n d l i c h  v o n  d e n  N o r m a l e n  d e r  b e i d e n  K e g e l  i n  a l l e n  P a a r e n  
e n t s p r e c h e n d e r  P u n k t e  d e r  L e i t c u r v e  K  u n d  Kx g i l t ,  s o  l ä s s t  s i c h  
g a n z  a l l g e m e i n  b e h a u p t e n ,  d a s s  d i e  V e r t i c a l p r o j e c t i o n e n  d e r  
E r z e u g e n d e n  j e n e r  N o r m a l e n f l ä c h e n ,  w e l c h e  d e n  b e i d e n  K e g e l n  
( K S )  u n d  ( K { S )  e n t s p r e c h e n ,  z u s a m m e n f a l l e n  m ü s s e n .

W i e  w i r  w i s s e n ,  s c h n e i d e n  s i c h  s ä m m t l i c h e  N o r m a l e n  d e s  
K e g e l s  ( K XS )  l ä n g s  d e s  K r e i s e s  Kt i n  d e m  n ä m l i c h e n  P u n k t e  
( L , 0 )  d e r  K e g e l a x e  (SO , S'O')]  e s  w e r d e n  s i c h  m i t h i n  a u c h  
d i e  V e r t i c a l p r o j e c t i o n e n  d e r  N o r m a l e n  d e s  z w e i t e n  K e g e l s
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( K S )  i m  P u n k t e  L  t r e f f e n ,  u n d  g e l a n g e n  w i r  s o n a c h  z u  d e m  
S c h l ü s s e ,  d a s s  a l l e  E r z e u g e n d e n  d e r  z u  u n t e r s u c h e n d e n  N o r m a l e n 
f l ä c h e  d i e  v e r t i c a l - p r o j i c i r e n d e  G e r a d e  ( L L ')  s c h n e i d e n .  D i e  
L e t z t e r e  w i r d  s o m i t  e i n e  g e r a d e  L e i t l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
d a r s t e l l e n .

I n  g l e i c h e r  W e i s e  l ä s s t  s i c h  d a r t h u n ,  d a s s  d i e  N o r m a l e n 
f l ä c h e  e i n e  z w e i t e  g e r a d e  L e i t l i n i e  (M M ')  b e s i t z e ,  w e l c h e  e b e n 
f a l l s  d i e  K e g e l a x e  t r i f f t  u n d  z u r  a n d e r e n  A x e  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  ( K K ')  p a r a l l e l  i s t .  Z u m  Z w e c k e  d i e s e s  N a c h w e i s e s  
h ä t t e  m a n  o b i g e  B e t r a c h t u n g  i n  d e r  A r t  z u  w i e d e r h o l e n ,  d a s s  
m a n  d i e  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e  p a r a l l e l  z u r  A x e  CD d e s  L e i t 
k e g e l s c h n i t t e s  a n n i m m t  u n d  h i e r a u f  d e n  K e g e l  ( K S )  d u r c h  a f f i n e  
T r a n s f o r m a t i o n  i n  j e n e n  R o t a t i o n s k e g e l  v e r w a n d e l t ,  d e s s e n  L e i t 
l i n i e  d u r c h  d e n  d e m  K e g e l s c h n i t t e  K  e i n g e s c h r i e b e n e n  K r e i s  K \  
r e p r ä s e n t i r t  w i r d .

J e d e  d e r  b e i d e n  L e i t g e r a d e n  ( L L )  u n d  (M M ')  i s t ,  w i e  a u s  
d e r  f o l g e n d e n  B e t r a c h t u n g  h e r v o r g e h t ,  e i n e  D o p p e l  g e r a d e  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e .

D e n k e n  w i r  u n s  z u  d i e s e m  Z w e c k e  d i e  N o r m a l e n  ( N a N'a)  
u n d  ( N b N'b)  f ü r  z w e i  P u n k t e  ( a a ' )  u n d  ( b b ' ) ,  d e r e n  V e r b i n 
d u n g s g e r a d e  z u r  A x e  (A B ,A 'B ')  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  p a r a l l e l  
i s t ,  c o n s t r u i r t .  D i e  V e r t i c a l p r o j e c t i o n e n  d e r  b e z e i c h n e t e n  N o r 
m a l e n  s c h n e i d e n  s i c h  i n  L ,  d i e  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n e n  N a u n d  
N b d e r s e l b e n  d a g e g e n  w e r d e n  s i c h ,  d a  s i e  d i e  N o r m a l e n  d e s  
K e g e l s c h n i t t e s  IC i n  d e n  P u n k t e n  a' u n d  / /  s i n d ,  w e l c h e  i n  B e z u g  
a u f  d i e  A x e  C'D' s y m m e t r i s c h  l i e g e n ,  i n  e i n e m  u n d  d e m s e l b e n  
P u n k t e  r' d i e s e r  A x e  s c h n e i d e n .  H i e r a u s  i s t  z u  e n t n e h m e n ,  d a s s  
s i c h  d i e  b e i d e n  N o r m a l e n  ( N a N ’a)  u n d  ( Nb N b)  i n  d e m  n ä m 
l i c h e n  P u n k t e  ( r r ' J  v o n  ( L L )  t r e f f e n .

D a s s e l b e  g i l t  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h  v o n  a l l e n  N o r m a l e n p a a r e n ,  
d e r e n  F u s s p u n k t e ,  w i e  a' u n d  b' a u f  S e h n e n  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  IC, w e l c h e  z u r  A x e  Ä  B1 p a r a l l e l  l a u f e n ,  l i e g e n .  A n a l o g  
f i n d e t  m a n ,  d a s s  j e n e  N o r m a l e n p a a r e ,  d e r e n  F u s s p u n k t e ,  w i e  
b e i s p i e l s w e i s e  a' u n d  a \  a u f  z u r  A x e  C'D'  p a r a l l e l e n  S e h n e n  
g e l e g e n  s i n d ,  s i c h  i n  P u n k t e n  d e r  L e i t g e r a d e n  ( M M )  s c h n e i d e n .

W i r  w i s s e n  b e r e i t s ,  d a s s  d i e  D o p p e l l i n i e  d e r  v o r l i e g e n 
d e n  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  i h r e r  G e s a m m t h e i t  e i n e n  O r t  d r i t t e r  
O r d n u n g  v o r s t e l l e .
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A u s s e r  d e n  b e i d e n  d o p p e l t e n  L e i t g e r a d e n  ( L  L )  u n d  (M M ')  
m u s s  d a h e r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  n o c h  e i n e  d r i t t e  D o p p e l g e r a d e  
b e s i t z e n ,  w e l c h e  a b e r  o f f e n b a r  k e i n e  L e i t l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
s e i n  k a n n ,  d a  e i n e  w i n d s c h i e f e  F l ä c h e ,  w e l c h e r  d r e i  g e r a d e  L e i t 
l i n i e n  z u k o m m e n ,  e i n e  w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  s e i n  
w ü r d e ,  w ä h r e n d  d i e  u n s e r e r  B e t r a c h t u n g  u n t e r z o g e n e  N o r m a l e n 
f l ä c h e  v o m  v i e r t e n  G r a d e  i s t .

D i e  b e z e i c h n e t e D o p p e l g e r a d e  k a n n  m i t h i n  n u r  e i n e D o  p  p e i 
e r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s e i n .  D i e  E x i s t e n z  e i n e r  
s o l c h e n  l ä s s t  s i c h ,  w i e  f o l g t ,  n a c h w e i s e n .

D e n k e n  w i r  u n s  v o r d e r h a n d  g a n z  a l l g e m e i n ,  a l s  L e i t l i n i e n  
e i n e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e ,  z w e i  s i c h  k r e u z e n d e  G e r a d e n  u n d  e i n e n  
b e l i e b i g e n  K e g e l s c h n i t t ,  s o  h a t  b e k a n n t l i c h  j e d e  E r z e u g e n d e  
d i e s e r  F l ä c h e  m i t  j e d e r  d e r  g e n a n n t e n  d r e i  L e i t l i n i e n  e i n e n  P u n k t  
g e m e i n .  J e d e  d e r  b e i d e n  L e i t g e r a d e n  L t u n d  L z ( F i g .  7 )  i s t  e i n e  
D o p p e l g e r a d e  d e r  F l ä c h e ,  d a s  h e i s s t  d u r c h  j e d e n  P u n k t  v o n  L{ 
u n d  L 2 g e h e n  z w e i  E r z e u g e n d e n  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e .  I s t  
b e i s p i e l s w e i s e  px e i n  b e l i e b i g e r  P u n k t  v o n  u n d  l e g e n  w i r  
d u r c h  d e n s e l b e n  u n d  d i e  L e i t g e r a d e  Lz e i n e  E b e n e ,  w e l c h e  d e n  
L e i t k e g e l s c h n i t t  L3 i n  d e n  P u n k t e n  p s u n d  p'3 s c h n e i d e t ,  s o  s i n d  
( P i l h )  i m ( l  ( P i V \ )  < ü e  b e i d e n  s i c h  i n  p v s c h n e i d e n d e n  E r z e u g e n 
d e n  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e .  W ä h l e n  w i r  s t a t t  d e s  P u n k t e s  p y 
s p e c i e l l  d e n  S c h n i t t p u n k t  d e r  L e i t g e r a d e n  m i t  d e r  E b e n e  
d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  L:i u n d  d e n k e n  w i r  u n s  d u r c h  d i e s e n  
P u n k t  u n d  d i e  L e i t g e r a d e  Lz e i n e  E b e n e  g e l e g t ,  s o  s c h n e i d e t  
b e s a g t e  E b e n e  d i e  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  L3 i n  e i n e r  
G e r a d e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  S c h n i t t p u n k t e  rc1 u n d  j t 2 d e r  L e i t 
g e r a d e n  m i t  d e r  E b e n e  P  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  L3 g e h t .

D i e  b e z e i c h n e t e  H i l f s e b e n e  ( ^  Lz) s c h n e i d e t  s o n a c h  d e n  
K e g e l s c h n i t t  L3 i n  z w e i  P u n k t e n  n3 u n d  n'3, w e l c h e  m i t  u n d  7rz 
i n  e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  G e r a d e n  l i e g e n ,  s o  d a s s  d u r c h  nl nz n3 u n d  

7 r2 k'3 z w e i  z u s a m m e n f a l l e n d e  E r z e u g e n d e n  d e r  w i n d s c h i e f e n  
F l ä c h e  ( L vLzL3)  d a r g e s t e l l t  w e r d e n .  S c h n e i d e t  d i e  G e r a d e  
d e n  K e g e l s c h n i t t  L3 n i c h t  i n  r e e l l e n  P u n k t e n ,  s o  i s t  d i e s e l b e  
e i n e  s o g e n a n n t e  s i n g u l ä r e  o d e r  i s o l i r t e  E r z e u g e n d e  d e r  
K e g e l f l ä c h e .

W e n d e n  w i r  d a s  R e s u l t a t  d i e s e r  B e t r a c h t u n g  a u f  d i e  v o r 
l i e g e n d e  N o r m a l e n f l ä c h e  a n ,  s o  f i n d e n  w i r ,  d a s s  d i e  b e i d e n  L e i t -
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g e r a d e n  ( L L )  u n d  ( M M )  ( F i g .  6 )  d i e  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l -  
s c h n i t t e s  K',  a l s o  d i e  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e  i n  u n e n d l i c h e r  
E n t f e r n u n g  s c h n e i d e n ;  e s  w i r d  m i t h i n  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  
d i e s e r  E b e n e  d i e  g e s u c h t e  D o  p p  e i e r z e u g e n d e  r e p r ä s e n t i r e n ,  
w e l c h e  d i e s f a l l s ,  d a  s i e  m i t  d e r  L e i t e l l i p s e  k e i n e n  r e e l l e n  P u n k t  
g e m e i n  h a t ,  e i n e  i s o l i r t e  D o p p e l e r z e u g e n d e  s e i n  w i r d .

E s  w u r d e  n a c h g e w i e s e n ,  d a s s  d i e  N o r m a l e n p a a r e ,  d e r e n  
F u s s p u n k t e  i n  z u  d e n  A x e n  A B '  o d e r  C'D'  p a r a l l e l e n  S e i m e n  
d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  IC l i e g e n ,  s i c h  b e z i e h u n g s w e i s e  i n  P u n k t e n  
d e r  D o p p e l g e r a d e n  ( L L )  o d e r  ( M M )  s c h n e i d e n .

N i m m t  m a n  s p e c i e l l ,  s t a t t  d e r  S e h n e n ,  d i e  z u  d e n  b e t r e f f e n 
d e n  A x e n  Ä  B' o d e r  C' D'  p a r a l l e l e n  T a n g e n t e n  a n ,  s o  r ü c k e n  d i e  
v o r g e n a n n t e n  F u s s p u n k t e  d e r  N o r m a l e n p a a r e  e i n a n d e r  u n e n d l i c h  
n a h e ;  s i e  e r s c h e i n e n  i n  d e n  A x e n e n d p u n k t e n  v e r e i n i g t .  D i e  i h n e n  
z u g e h ö r i g e n  N o r m a l e n ,  w e l c h e  s i c h  n a c h  d e n  o b i g e n  E r ö r t e r u n 
g e n  i n  P u n k t e n  v o n  ( LL') ,  r e s p e c t i v e  v o n  ( M M )  t r e f f e n ,  ü b e r 
g e h e n  s o m i t  i n  u n m i t t e l b a r  a u f e i n a n d e r f o l g e n d e  E r z e u g e n d e n  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  o d e r ,  w a s  d a s s e l b e  i s t ,  d i e  N o r m a l e n  d e s  
K e g e l s  ( K S )  i n  d e n  A x e n e n d p u n k t e n  ( A Ä ) ,  ( B B ) ,  ( C C ' )  
u n d  ( D D 1)  r e p r ä s e n t i r e n  d i e  v i e r  ( r e e l l e n )  K a n t e n  d e r  N o r m a 
l e n f l ä c h e .

N a c h d e m  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  z w e i  D  o  p  p  e  1 g  e  r  a  d  e  n  u n d  
e i n e  D o p p e l e r z e u g e n d e  b e s i t z t ,  g i b t  e s  a u c h  d r e i  v e r 
s c h i e d e n e  S c h a a r e n  v o n  B i t a n g e n t i a l e b e n e n ,  u n d  
z w a r :

a )  D i e  E b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  ( L I J ) .  D e n k t  m a n  s i c h  n ä m l i c h  
d u r c h  ( L L ' )  e i n e  b e l i e b i g e  E b e n e  ev eh g e l e g t ,  d e r e n  h o r i 
z o n t a l e  T r a c e  eh d e n  L e i t k e g e l s c h n i t t  i n  d e n  P u n k t e n  ( a r i )  
u n d  ( ax a \ )  t r i f f t ,  f e r n e r  d i e  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n e n  N'a 
u n d  Na{ d e r  d i e s e n  P u n k t e n  e n t s p r e c h e n d e n  E r z e u g e n d e n  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e b e n s o  w i e  d i e  v e r t i c a l e n  P r o j e c t i o n e n  
Na u n d  N ai d e r s e l b e n  a u s g e m i t t e l t ,  s o  f a l l e n  d i e  l e t z t e r e n  
i n  e i n e  u n d  d i e s e l b e  G e r a d e  z u s a m m e n ,  w e l c h e  d u r c h  L 
g e h t .  H i e r a u s  f o l g t ,  d a s s  d i e  b e i d e n  E r z e u g e n d e n  ( N a u n d  
N'a) ,  ( N ax u n d  N'ay)  i n  d e r  E b e n e  ev eh l i e g e n ,  d a s s  d i e s e  
s o n a c h  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  z w e i  v e r s c h i e d e n e n  P u n k t e n ,  
v o n  w e l c h e n  d e r  e i n e  a u f  ( N a Nä),  d e r  a n d e r e  d a g e g e n  a u f  
(NaA Na\ )  g e l e g e n  i s t ,  b e r ü h r t .
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D a  d i e  v o r l i e g e n d e  N o r m a l e n f l ä c h e  v o m  v i e r t e n  G r a d e  
i s t ,  s o  k a n n  i h r  G e s a m m t s c h n i t t  m i t  d e r  E b e n e  ev eh n u r  a u s  
d e r  d o p p e l t  z ä h l e n d e n  G e r a d e n  ( L L ' )  u n d  d e n  b e i d e n  
E r z e u g e n d e n  ( N aN'a)  u n d  ( N aiN ai)  b e s t e h e n .

b )  D i e  E b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  ( M  M ) .  E s  l ä s s t  s i c h  d i e s f a l l s  
g e n a u  u n d  i n  d e r s e l b e n  W e i s e  w i e  u n t e r  a )  n a c h w e i s e n ,  
d a s s  j e d e  d u r c h  ( M M " )  g e l e g t e  E b e n e  z w e i  E r z e u 
g e n d e n  (N'a N'a)  u n d  (Nb N',')  g e m e i n  h a t ,  a l s o  e i n e  B i t a n -  
g e n t i a l e b e n e  d e v  N o r m a l e n f l ä c h e  s e i .  A u c h  h i e r  b e s t e h t  
d e r  G e s a m m t s c h n i t t  d e v  F l ä c h e  m i t  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e  
a n s  d e r  D o p p e l g e r a d e n  u n d  d e n  b e i d e n  d e v  E b e n e  a n g e h ö -  
v e n d e n  F l ä c h e n e r z e u g e n d e n .

c )  D i e  E b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  ( i s o l i r t e )  
D o p p e l e r z e u g e n d e  g e h e n .  D a  d u r c h  d i e s e  D o p p e l  e r z e u g e n d e  
z w e i  ( a l l e r d i n g s  i m a g i n ä r e )  M ä n t e l  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
g e h e n ,  w i r d  j e d e  d u r c h  d i e s e l b e  g e l e g t e  E b e n e  a u c h  j e d e n  
d e r  b e i d e n  M ä n t e l  b e r ü h r e n  u n d  z w a r  i n  P u n k t e n  t a n g i r e n ,  
w e l c h e ,  i m  A l l g e m e i n e n ,  n i c h t  z u s a m m e n f a l l e n  w e r d e n .  
E s  s i n d  m i t h i n  a l l e  d u r c h  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  D o p p e l 
e r z e u g e n d e  g e f ü h r t e n ,  d a s  i s t  a l l e  z u r  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  ( K I C )  p a r a l l e l e n  E b e n e n ,  u n  e i g e n t l i c h e  B i t a n -  
g e n t i a l e b e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .

D e r  G e s a m m t s c h n i t t  d e r  F l ä c h e  m i t  e i n e r  s o l c h e n  E b e n e  
m u s s  a b e r  v o m  v i e r t e n  G r a d e  s e i n ,  d a s  h e i s s t ,  d e r s e l b e  m u s s  
a u s s e r  d e r  D o p p e l e r z e u g e n d e n  n o c h  a u s  e i n e r  C u r v e  z w e i t e n  
G r a d e s  b e s t e h e n .  D i e  l e t z t e r e  k a n n  w Te i t e r s  n i c h t  i n  z w e i  G e r a d e  
( E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e )  d e g e n e r i r e n ,  d a  e s  ü b e r h a u p t  
k e i n e  E r z e u g e n d e n  g i b t ,  w e l c h e  z u r  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  
p a r a l l e l  s i n d .

D e r  O r t  d e r  S c h n i t t p u n k t e  a l l e r  E r z e u g e n d e n  d e r  F l ä c h e  m i t  
e i n e r  z u r  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  p a r a l l e l e n  E b e n e  i s t  d a h e r  
u n b e d i n g t  e i n  e i g e n t l i c h e r  K e g e l s c h n i t t .

W e n n  w i r  e r w ä g e n ,  d a s s  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  z w e i  H a u p t -  
e b e n e n  ( S y m m e t r i e e b e n e n )  u n d  z w a r  j e n e  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e n  
E b e n e n ,  w e l c h e  d u v c h  d i e  A x e  A B '  u n d  C'D' d e s  L e i t k e g e l -  
s c h n i t t e s  ( K K )  g e h e n ,  b e s i t z t ,  d a s s  a l s o  d i e  h o v i z o n t a l - p v o j i c i v e n d e  
G e v a d e  d u v c h  0'  ( A x e  d e s  g e g e b e n e n  L e i t k e g e l s )  g l e i c h z e i t i g  
e i n e  A x e  d e v  N o v m a l e n f l ä c h e  v e p r ä s e n t i v e ,  s o  i s t  k l a v ,  d a s s  d i e

7G *
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M i t t e l p u n k t e  d e r  S c h n i t t e  m i t  d e n  z u r  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n s 
e b e n e  p a r a l l e l e n  E b e n e n  a u f  d i e s e r  A x e  l i e g e n  m ü s s e n .

D a  f e r n e r  k e i n e  E r z e u g e n d e n  a u f  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
e x i s t i r e n ,  w e l c h e  z u r  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n s e b e n e  p a r a l l e l  s i n d ,  
s o  b e s i t z e n  d i e  o b e n  g e n a n n t e n  h o r i z o n t a l e n  F l ä c h e n s c h n i t t e  
k e i n e  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e ,  s i n d  s o m i t  d u r c h w e g s  E l l i p s e n .

D i e s e  E i g e n s c h a f t ,  r e s p e c t i v e  d i e  R i c h t i g k e i t  d e s  G e s a g t e n ,  
l ä s s t  s i c h  a u c h  d u r c h  f o l g e n d e  B e t r a c h t u n g e n  n a c h  w e i s e n :

N e h m e n  w i r  g a n z  a l l g e m e i n  a l s  L e i t l i n i e  f ü r  e i n e  w i n d s c h i e f e  
F l ä c h e  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  K  u n d  z w e i  s i c h  k r e u z e n d e  G e r a d e n  L 
u n d  M  a n ,  u n d  t r e f f e n  w i r  b e z ü g l i c h  d e r  P r o j e c t i o n s e b e n e  u n d  
d e s  P r o j e c t i o n s c e n t r u m s  n a c h s t e h e n d e  V e r f ü g u n g e n :

A l s  P r o j e c t i o n s e b e n e  g e l t e  d i e  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  K  
u n d  d a s  P r o j e c t i o n s c e n t r u m  w ä h l e n  w i r  a u f  e i n e r  d e r  b e i d e n  
L e i t g e r a d e n ,  e t w a  a u f  j e n e r  L  s o ,  d a s s  s i c h  d i e  C e n t r a l p r o j e c t i o n  
d e r  l e t z t e r e n  a u f  d e n  P u n k t  L ( F i g .  8 )  r e d u c i r e ,  w ä h r e n d  dv  d i e  
C e n t r a l p r o j e c t i o n  d e r  L e i t g e r a d e n  M  d a r s t e l l e .

D i e s e n  V o r a u s s e t z u n g e n  e n t s p r e c h e n d ,  w e r d e n  w i r  a u f  
h ö c h s t  e i n f a c h e  A V e i s e  e i n z e l n e  E r z e u g e n d e n  d e r  w i n d s c h i e f e n  
F l ä c h e  c o n s t r u i r e n  k ö n n e n ,  u n d  e b e n s o  l e i c h t  d a s  V o r g e s e t z t e  
Z i e l  e r r e i c h e n .

L e g e n  w i r  n ä m l i c h  d u r c h  do e i n e  b e l i e b i g e  E b e n e  ebev, s o  
t r i f f t  d i e s e l b e  d e n  i n  d e r  B i l d e b e n e  l i e g e n d e n  K e g e l s c h n i t t  i n  
z w e i  P u n k t e n  u u n d  b , u n d  d i e  c e n t r a l p r o j i c i r e n d e  G e r a d e  L  i n  
e i n e m  P u n k t e ,  d e s s e n  C e n t r a l p r o j e c t i o n  m i t  L  z u s a m m e n f ä l l t ,  s o  
d a s s  La, u n d  Lb  d i e  C e n t r a l p r o j e c t i o n e n  d e r  i n  d e r  E b e n e  eheB 
l i e g e n d e n  E r z e u g e n d e n  d a r s t e l l e n .  I n  g l e i c h e r  W e i s e  k ö n n e n  
n u n m e h r  b e l i e b i g  v i e l e  P a a r e  v o n  E r z e u g e n d e n  m i t  d e r  g r ö s s t -  
m ö g l i c h e n  L e i c h t i g k e i t  c e n t r  a l p r o j  e c t i v i s  c h  d a r g e s t e l l t  
w e r d e n .

S u c h e n  w i r  f e r n e r  a u c h  d e n  S c h n i t t  d e r  F l ä c h e  m i t  e i n e r  
E b e n e  EbEv a u f ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  S c h n i t t p u n k t e  d e r  b e i d e n  L e i t 
g e r a d e n  L u n d  M  m i t  d e r  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  g e h e n .  
D i e  B i l d f l ä c h t r a c e  Eb e i n e r  d e r a r t i g e n  E b e n e  i s t  o f f e n b a r  d i e  V e r 
b i n d u n g s g e r a d e  d e r  P u n k t e  L  u n d  D,  w ä h r e n d  d i e  F l u c h t t r a c e  E v 
d u r c h  i r g e n d  e i n e  z u  L d  P a r a l l e l e  v e r t r e t e n  w e r d e n  k a n n .

B e h u f s  B e s t i m m u n g  d e s  S c h n i t t e s  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  
m i t  d e r  E b e n e  EJEb e r m i t t e l n  w i r  d i e  D u r c h s t o s s p u n k t e  d e r
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e i n z e l n e n  E r z e u g e n d e n  d e r  K e g e l f l ä c h e  m i t  d e r  b e z e i c h n e t e n  
E b e n e .  C o n s t r u i r e n  w i r  a l s o  d e n  S c h n i t t  dvx d e r  E b e n e  EbEv m i t  
d e r  H i l f s e b e n e  eb ev, s o  e r h a l t e n  w i r  d o r t ,  w o  d i e s e r  H i l f s s c h n i t t  
d i e  E r z e u g e n d e n  La u n d  Lb t r i f f t ,  b e r e i t s  z w e i  P u n k t e  al u n d  b{ 
d e r  g e s u c h t e n  S c h n i t t c u r v e .  E i n  G l e i c h e s  k a n n  n u n  b e z ü g l i c h  a l l e r  
d u r c h  dv  g e l e g t e n H i l f s e b e n e n  w i e d e r h o l t  u n d  d u r c h g e f ü h r t  w e r d e n .

D a  a u f  G r u n d  d e r  v o l l f ü h r t e n  C o n s t r u c t i o n  j e d e m  P u n k t e  a 
d e s  L e i t k e g e l s s c h n i t t e s  e i n  P u n k t  ax d e r  S c h n i t t c u r v e  u n d  z w a r  
i n  d e r  W e i s e  e n t s p r i c h t ,  d a s s ,  w ä h r e n d  e n t s p r e c h e n d e  P u n k t e ,  
w i e  a u n d  nv  b u n d  bx e t c .  m i t  L  a u f  d e m  n ä m l i c h e n  S t r a h l e  
l i e g e n ,  s i c h  e n t s p r e c h e n d e  G e r a d e n  ab u n d  al b1 i n  e i n e m  f e s t e n  
P u n k t e  d, s c h n e i d e n ,  s o  i s t  z u  v e r m u t h e n ,  d a s s  d i e  S c h n i t t c u r v e  
u n d  d e r  L e i t k e g e l s c h n i t t  i n  B e z u g  a u f  L  a l s  C o l l i n e a t i o n s c e n t r u m  
u n d  e i n e  g e w i s s e  d u r c h  d  g e h e n d e  G e r a d e  a l s  C o l l i n e a t l o n s a x e ,  
p e r s p e c t i v i s c l i  c o l l i n e a r  s i n d .  B e z e i c h n e t e  V e r m u t h u n g  f i n 
d e t  a u c h  i n  d e r  T h a t  i h r e  v o l l b e r e c h t i g t e  B e s t ä t i g u n g .

E s  i s t  v o n  s e l b s t  e i n l e u c h t e n d ,  d a s s  d i e  G e r a d e n  dab \mA.daxbx 
e n t s p r e c h e n d e  S t r a h l e n  z w e i e r  p r o j e c t i v i s c h e r  S t r a h l e n b ü s c h e l  
s i n d  u n d  z w a r  j e n e r  b e i d e n  B ü s c h e l ,  i n  w e l c h e n  d a s  d u r c h  dv 
g e f ü h r t e  E b e n e n b ü s c h e l  d i e  B i l d e b e n e ,  r e s p e c t i v e  d i e  E b e n e  
EvEb t r i f f t .

S o l l e n  d i e  b e i d e n  B ü s c h e l  n i c h t  n u r  u n t e r e i n a n d e r  p r o j e c 
t i v i s c h ,  s o n d e r n  a u c h  c o l l i n e a r  i n  B e z u g  a u f  d a s  C e n t r u m  L  s e i n ,  
s o  i s t  e i n e r s e i t s  n o t h w e n d i g  u n d  a n d e r e r s e i t s  h i n r e i c h e n d ,  d a s s  
d i e  G e r a d e  Ld  z w e i  e i n a n d e r  e n t s p r e c h e n d e  S t r a h l e n  d e r  b e i d e n  
B ü s c h e l  r e p r ä s e n t i r e .  D i e  Ü b e r z e u g u n g ,  d a s s  d i e s e r  B e d i n g u n g  
i m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  e n t s p r o c h e n  w e r d e ,  k a n n  m a n  s i c h  e i n f a c h  
d a d u r c h  v e r s c h a f f e n ,  w e n n  m a n  d u r c h  dv  j e n e  E b e n e  chev l e g t ,  
d e r e n  B i l d f l ä c h t r a c e  Ld  i s t .  D i e s e r  E b e n e  e n t s p r i c h t  s o w o h l  i m  
B ü s c h e l  d(a b  . )  a l s  a u c h  i m  B ü s c h e l  d ( a i bl . )  d i e  G e r a d e  
Ld  s e l b s t .

W e i t e r s  w i r d  e s  s i c h  n o c h  d a r u m  h a n d e l n ,  d i e  C o l l i n e a t i o n s -  
a x e  z u  b e s t i m m e n .  D i e s e l b e  m u s s  b e k a n n t l i c h  d a s  z w e i t e  P a a r  
z u s a m m e n f a l l e n d e r  S t r a h l e n  d e r  b e i d e n  B ü s c h e l  d (a b  . )  u n d  
d ( a lbl . )  r e p r ä s e n t i r e n  u n d  k a n n  d e m n a c h  n u r  d i e  G e r a d e
dv  s e i n .

D e n k t  m a n  s i c h  n ä m l i c h  d u r c h  dv  d i e  c e n t r a l p r o j i c i r e n d e  
E b e n e  ebe” g e l e g t ,  s o  s c h n e i d e t  d i e s e l b e  s o w o h l  d i e  B i l d e b e n e ,
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a l s  a u c h  d i e  E b e n e  EbEv n a c h  G e r a d e n ,  d e r e n  P r o j e c t i o n e n  m i t  do 
z u s a m m e n f a l l e n .

H i e r a u s  i s t  z u  e r s e h e n ,  d a s s  d i e  B ü s c h e l  d(ab  .)  u n d  
d ( a i bi .),  a l s o  a u c h  d e r  L e i t k e g e l s c h n i t t  K  u n d  d i e  g e s u c h t e  
S e k n i t t c u r v e ,  i n  B e z u g  a u f  do a l s  C o l l i n e a t i o n s a x e  u n d  L  a l s  
C o l l i n e a t i o n s c e n t r u m ,  p e r s p e c t i v i s c h c o l l i n e a r  s i n d ,  d a s s  m i t 
h i n  j e d e  E b e n e ,  w e l c h e  d u r c h  d i e D u r c h s t o s s p u n k t e  d e r  L e i t g e r a d e n  
L u n d  M  m i t  d e r  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  K  g e h t ,  d i e  w i n d 
s c h i e f e  F l ä c h e  (L ,  M, K)  n a c h  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  s c h n e i d e t .

I m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e ,  w o  e s  s i c h  u m  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  d e s  
g e r a d e n  K e g e l s  z w e i t e n  G r a d e s  h a n d e l t ,  s i n d  d i e  L e i t g e r a d e n  L 
u n d  M  p a r a l l e l  z u  d e r  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  K  u n d  s o m i t  
d i e  b e i d e n  o b e n  g e n a n n t e n  D u r c h s t o s s p u n k t e  i n  u n e n d l i c h e r  
E n t f e r n u n g .  A u s  d i e s e m  U m s t a n d e  f o l g t ,  d a s s  d i e  E b e n e n ,  w e l c h e  
d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  n a c h  K e g e l s c h n i t t s l i n i e n  s c h n e i d e n ,  p a r a l l e l  
z u r  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  K  s e i n  m ü s s e n ,  w a s  b e r e i t s  
v o r d e m  a u f  a n d e r e m  W e g e  n a c h g e w i e s e n  w u r d e .

S c h l i e s s l i c h  e r ü b r i g t  n o c h ,  d i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  N o r 
m a l e n f l ä c h e  f ü r  d e n  g e g e b e n e n  F a l l  n ä h e r  z u  k e n n z e i c h n e n .

E s  i s t  b e k a n n t ,  d a s s  b e i  j e d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  d i e  
a s y m p t o t i s c h e n  E b e n e n ,  d .  i .  j e n e  E b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  
g e r a d l i n i g e n  E r z e u g e n d e n  d e r  F l ä c h e  g e h e n  u n d  i n  d e n  u n e n d l i c h  
f e r n e n  P u n k t e n  d e r s e l b e n  d i e  F l ä c h e  b e r ü h r e n ,  p a r a l l e l  z u  d e n  
B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e s  R i c h t u n g s k e g e l s  s i n d .

A u f  u n s e r e n  F a l l  a n g e w e n d e t ,  i s t  d e r  R i c h t u n g s k e g e l  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  e i n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s ,  d e s s e n  E r z e u g e n d e n ,  
d a  d i e s e l b e n  p a r a l l e l  z u  j e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s i n d ,  s e n k 
r e c h t  a u f  d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e s  g e g e b e n e n  L e i t k e g e l s  ( K S )  
s t e h e n .  U m g e k e h r t  s i n d  a b e r  a u c h  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e n  d e s  
R i c h t u n g s k e g e l s  s e n k r e c h t  z u  d e n  E r z e u g e n d e n  d e s  g e g e b e n e n  
L e i t k e g e l s  (S K ) ; w o r a u s  f o l g t ,  d a s s  d i e  a s y m p t o t i s c h e n  E b e n e n  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e n  s e n k r e c h t  z u  d e n  E r z e n g e n d e n  d e s  L e i t 
k e g e l s  s e i n  m ü s s e n .

E s  w e r d e n  m i t h i n  j e n e  E b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  E r z e u g e n 
d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s e n k r e c h t  z u  d e n  b e t r e f f e n d e n  a s y m t o t i -  
s c h e n  E b e n e n  g e l e g t  w e r d e n ,  d i e  e n t s p r e c h e n d e n  E r z e u g e n d e n  
d e s  L e i t k e g e l s ,  a l s o  a u c h  d e s s e n  S c h e i t e l  S  e n t h a l t e n .  A n d e r e r 
s e i t s  w i s s e n  w i r  a b e r  a u c h ,  d a s s  j e n e  E b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Normalenflächen längs ebener Flächenschnitte. 1 1 9 9

E r z e u g e n d e n  e i n e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  s e n k r e c h t  z u  d e n  b e 
t r e f f e n d e n  a s y m p t o t i s c h e n  E b e n e n  g e l e g t  w e r d e n  —  d i e  C e n t r a l 
e b e n e n  —  d i e  F l ä c h e  i n  P u n k t e n  d e r  S t r i c t i o n s l i n i e  b e r ü h r e n .

D e r  v o r a u s g e s c h i c k t e n  B e t r a c h t u n g  g e m ä s s  g e h e n  d i e  
C e n t r a l e b e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  d u r c h  d e n  S c h e i t e l  S  d e s  
L e i t k e g e l s ;  d i e  S t r i c t i o n s l i n i e  i s t  s o m i t  d i e  B e r ü h r u n g s 
c u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  m i t  d e m  i h r  a u s  d e m  S c h e i t e l  d e s  
L e i t k e g e l s  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l .

B e t r a c h t e n  w i r  n u n  d e n  L e i t k e g e l  ( S I l )  a l s  d e n  e i n e r  F l ä c h e  
z w e i t e n  G r a d e s , l ä n g s  e i n e s  z u  e i n e r  H a u p t e b e n e  p a r a l l e l e n  
S c h n i t t e s ,  u m s c h r i e b e n e n  K e g e l ,  w o b e i  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h  d e r  
S c h e i t e l  S  d e n  P o l  d e r  S c h n i t t e b e n e ,  w e l c h e r  i n  d e r  z u r  l e t z t 
g e n a n n t e n  E b e n e  s e n k r e c h t e n  A x e  d e r  L e i t f l ä c h e  l i e g e n  m u s s ,  v o r 
s t e l l t ,  s o  e r g e b e n  s i c h  d u r c h  Z u s a m m e n f a s s u n g  d e r  d i e s f a l l s  i n  B e z u g  
a u f  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  f e s t g e s t e l l t e n  R e s u l t a t e ,  f o l g e n d e  S ä t z e

a )  „ D e r  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  l ä n g s  
e i n e s  z u  e i n e r  H a u p t e b e n e  p a r a l l e l e n  ( o d e r  z u  e i n e r  A x e  
s e n k r e c h t e n )  S c h n i t t e s ,  e n t s p r e c h e n  z w e i  g e r a d e  L e i t l i n i e n  

w e l c h e  g l e i c h z e i t i g  D o p p e l g e r a d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e n  
s i n d . “

b )  „ D i e  D o p p e l g e r a d e n  l a u f e n  z u  d e n  A x e n  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  p a r a l l e l  u n d  s c h n e i d e n  d i e  z u r  E b e n e  d e s  L e i t 
k e g e l s c h n i t t e s  s e n k r e c h t e  A x e  d e r  g e g e b e n e n  L e i t f l ä c l i e . “

c )  „ D i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  d e r  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  r e p r ä s e n t i r t  e i n e  i s o l i r t e  ( i m  F a l l e  d e r  L e i t k e g e l 
s c h n i t t  e i n e  H y p e r b e l  i s t ,  e i n e  w i r k l i c h e )  D o p p e l e r z e u g e n d e  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e . “

d )  „ D i e  E b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  b e i d e n  L e i t g e r a d e n  g e h e n ,  
b i l d e n  B ü s c h e l  v o n  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .  
J e d e  d i e s e r  E b e n e n  h a t  m i t  d e r  F l ä c h e ,  a u s s e r  d e r  b e t r e f f e n 
d e n  D o p p e l g e r a d e n ,  z w e i  E r z e u g e n d e n  g e m e i n . “

e)  „ D i e  E b e n e n  d u r c h  d i e  D o p p e l e r z e u g e n d e ,  d .  i .  d i e  z u r  
E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  p a r a l l e l e n  E b e n e n  s i n d  g l e i c h 
f a l l s  ( e i g e n t l i c h e  o d e r  u n e i g e n t l i c h e ,  j e  n a c h d e m  d e r  L e i t 
k e g e l s c h n i t t  e i n e  H y p e r b e l  o d e r  E l l i p s e  i s t )  B i t a n g e n t i a l -  
e b e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e . “

f )  „ L e t z t b e z e i c h n e t e  E b e n e n  s c h n e i d e n  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  
n a c h  K e g e l s c h n i t t s l i n i e n ,  d e r e n  A x e n  z u  j e n e n  d e s  L e i t 
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k e g e l s c h n i t t e s  p a r a l l e l  l a u f e n ,  u n d  d e r e n  M i t t e l p u n k t  a u f  
d e r  z u r  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c l m i t t e s  s e n k r e c h t e n  A x e  d e r  
L e i t f l ä c h e  ( w e l c h e  s o m i t  a u c h  e i n e  A x e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
i s t )  l i e g e n . “

g )  „ D i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  d e r e n  B e r ü h 
r u n g s c u r v e  m i t  j e n e m  K e g e l ,  d e s s e n  S c h e i t e l  d e r  P o l  d e r  
E b e n e  d e s  L e i t k e g e l s c l m i t t e s  i n  B e z u g  a u f  d i e  L e i t f l ä c h e  
z w e i t e n  G r a d e s  i s t , “

Normalenfläche einer Fläche zweiten Grades längs eines Diametral
schnittes.

W i r d  e i n e  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  m i t t e l s t  e i n e r  d u r c h  i h r e n  
M i t t e l p u n k t  g e h e n d e n  E b e n e  n a c h  e i n e r  K e g e l s c h n i t t s l i n i e  K  
g e s c h n i t t e n ,  s o  i s t  b e k a n n t l i c h  d i e  D e v e l o p p a b l e ,  w e l c h e  d e r  
F l ä c h e  l ä n g s  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  u m s c h r i e b e n  w i r d ,  e i n  C y l i n d e r ,  
d e s s e n  E r z e u g e n d e n  z u  d e m  d e r  b e z e i c h n e t e n  D u r c h m e s s e r e b e n e  
c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r  d e r  F l ä c h e  p a r a l l e l  s i n d .

E s  w i r d  s o m i t  f ü r  d i e s e n  F a l l  g e n ü g e n ,  d i e  N o r m a l e n -  
f l ä c h e  e i n e s  C y l i n d e r s  v o m  z w e i t e n  G r a d e  l ä n g s  e i n e s  
e b e n e n  S c h n i t t e s  z u  u n t e r s u c h e n .

Z u  d i e s e m  B e l i u f e  s e t z e n  w i r  d i e  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  ( K K ')  ( F i g .  9 ) ,  a l s  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e  v o r a u s ,  
u n d  n e h m e n  a l s  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e  d i e j e n i g e  E b e n e  a n ,  
w e l c h e  d u r c h  d i e  A x e  {Z Z ')  d e s  C y l i n d e r s  g e h t .  H i e r b e i  f ä l l t  n a t u r -  
g e m ä s s  d i e  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n  Z '  d e r  C y l i n d e r a x e  m i t  d e r  
G r u n d l i n i e  gg  z u s a m m e n .

I s t  n u n  aa' e i n  b e l i e b i g e r  P u n k t  d e r  L e i t l i n i e  ( K K ) ,  s o  e n t 
s p r i c h t  d e r  B e r ü h r u n g s e b e n e  d e s  C y l i n d e r s  i n  d i e s e m  P u n k t e ,  a l s  
h o r i z o n t a l e  T r a c e ,  d i e  T a n g e n t e  ta a n  K'  i m  P u n k t e  D i e  
H o r i z o n t a l p r o j e c t i o n  N'a d e r  d e m  P u n k t e  (a a ' )  e n t s p r e c h e n d e n  
C y l i n d e r n o r m a l e n  i s t  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h  s e n k r e c h t  z u  ta, u n d  
r e p r ä s e n t i r t  a l s  s o l c h e  d i e  N o r m a l e  d e s  L e i t k e g e l s c l m i t t e s  K'  i m  
P u n k t e  a'.

H i e r a u s  i s t  w i e d e r ,  w i e  i n  d e n  v o r h e r g e g a n g e n e n  B e t r a c h 
t u n g e n ,  z u  e n t n e h m e n ,  d a s s  d i e  h o r i z o n t a l e  C o n t o u r  d e r  N o r 
m a l e n f l ä c h e ,  d a s  i s t  d i e  E n v e l o p p e  d e r  H o r i z o n t a l p r o j e c t i o n e n  
a l l e r  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  d i e  E v o l u t e  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  s e i .
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W a s  d i e  v e r t i c a l e n  P r o j e c t i o n e n  d e r  E r z e u g e n d e n  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  a n b e l a n g t ,  s o  h a b e n  w i r  z u  b e r ü c k s i c h t i g e n ,  
d a s s ,  d a  d i e  E r z e u g e n d e n  d e r  C y l i n d e r f l ä c h e ,  i n  F o l g e  d e r  b e s o n 
d e r e n  A n o r d n u n g  d e r  P r o j e c t i o n s e b e n e n ,  s ä m m t l i c h  p a r a l l e l  z u r  
v e r t i c a l e n  P r o j e c t i o n s e b e n e  s i n d ,  a u c h  d i e  v e r t i c a l e n  T r a c e n  
a l l e r  E b e n e n ,  w e l c h e  e i n e  C y l i n d e r e r z e u g e n d e  e n t h a l t e n ,  a l s o  
i n s b e s o n d e r e  j e n e  a l l e r  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e s  C y l i n d e r s ,  p a r a l l e l  
z u  d i e s e n  C y l i n d e r e r z e u g e n d e n ,  d a s  i s t  p a r a l l e l  z u  Z  s e i n  w e r d e n .

E i n e  u n m i t t e l b a r e  F o l g e  d e s  G e s a g t e n  i s t ,  d a s s  a u c h  d i e  
V e r t i c a l p r o j e c t i o n e n  Na a l l e r  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
u n t e r e i n a n d e r  p a r a l l e l  s e i n  m ü s s e n ,  n a c h d e m  d i e s e l b e n  z u  d e n  
g e n a n n t e n  V e r t i c a l t r a c e n  s e n k r e c h t  s t e h e n .

D i e  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s i n d  d e m g e m ä s s  i m  
v o r l i e g e n d e n  F a l l e  s ä m m t l i c h  z u  e i n e r  v e r t i c a l - p r o j i c i r e n d e n ,  z u  
d e n  C y l i n d e r e r z e u g e n d e n  s e n k r e c h t e n  E b e n e  R 0 R h p a r a l l e l ,  u n d  
k a n n  d i e s e  l e t z t e r e  s o n a c h  a l s  R i c h t e b e n e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
b e t r a c h t e t  w e r d e n .  D i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  d e r  b e z e i c h n e t e n  
E b e n e ,  s t e l l t  d e m n a c h  e i n e  L e i t g e r a d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  d a r .

D i e  D o p p e l c u r v e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t ,  w i e  a l l g e m e i n  
n a c h g e w i e s e n  w u r d e ,  v o n  d e r  d r i t t e n  O r d n u n g .  E s  l ä s s t  s i c h  n u n 
m e h r  l e i c h t  d a r t h u n ,  d a s s  d i e s f a l l s  d i e  D o p p e l l i n i e  d r i t t e r  O r d 
n u n g  i n  e i n e  G e r a d e  u n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  z e r f ä l l t .

D e n k e n  w i r  u n s  n ä m l i c h  e i n e n  b e l i e b i g e n  D u r c h m e s s e r  a' b' 
d e s  K e g e l s c h n i t t e s  K'  g e z o g e n ,  s o  w e r d e n  d i e  T a n g e n t i a l e b e n e n  
d e s  C y l i n d e r s  i n  d e n  P u n k t e n  ci u n d  b' z u e i n a n d e r  p a r a l l e l  s e i n ,  
u n d  w i r d  d a s  G l e i c h e  a u c h  v o n  d e n  e n t s p r e c h e n d e n  N o r m a l e n  
( N a Na)  u n d  ( N b N'b)  g e l t e n .

E s  g i b t  m i t h i n  a u f  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  u n e n d l i c h  v i e l e  P a a r e  
p a r a l l e l e r  E r z e u g e n d e n ,  d e r e n  F u s s p u n k t e  a u f  d e r  L e i t l i n i e  K' 
d u r c h  d i e  D i a m e t e r  v o n  K '  b e s t i m m t  s i n d .  D i e  u n e n d l i c h  f e r n e n  
P u n k t e  a l l e r  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  l i e g e n  a u f  d e r  
u n e n d l i c h  f e r n e n  G e r a d e n  d e r  R i c h t e b e n e  R v R h, u n d  n a c h d e m  
j e d e  E r z e u g e n d e  e i n e  z w e i t e  z u  i h r  p a r a l l e l e  E r z e u g e n d e  a u f  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  b e s i t z t ,  s o  i s t  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  g l e i c h z e i t i g  e i n e  D o p p e l  g e r a d e  d e r s e l b e n .

D e r  R e s t  d e r  D o p p e l l i n i e  m u s s  d e s s h a l b  v o n  d e r  z w e i t e n  
O r d n u n g ,  d a s  h e i s s t  e i n  K e g e l s c h n i t t  s e i n .  W i r  w o l l e n  d e n s e l b e n
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D  n e n n e n ,  u n d  s e i n e  L a g e  i m  R a u m e ,  s o w i e  s e i n e  b e s o n d e r e n  
E i g e n s c h a f t e n  n ä h e r  u n t e r s u c h e n .

Z u n ä c h s t  w i r d  e s  s i c h  d a r u m  h a n d e l n ,  d i e  E n t s t e h u n g  d e s  
K e g e l s c h n i t t e s  D  z u  b e s t i m m e n ,  d a s  i s t  f e s t z u s t e l l e n ,  w e l c h e  
P a a r e  v o n  N o r m a l e n  s i c h  i n  P u n k t e n  d e s s e l b e n  s c h n e i d e n .

D i e  N o r m a l e  d e s  C y l i n d e r s  i m  P u n k t e  (a a ' )  d e r  L e i t l i n i e  
( K K ' )  i s t  ( N aN'a) ]  d i e  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n  Na i s t  p a r a l l e l  z u  
R n h a t  a l s o  f ü r  a l l e  m ö g l i c h e n  P u n k t e  (a a ' )  v o n  ( K K )  d i e  n ä m 
l i c h e  R i c h t u n g ;  f e r n e r  i s t  e r s i c h t l i c h ,  d a s s  a g l e i c h z e i t i g  d i e  
V e r t i c a l p r o j e c t i o n  z w e i e r  P u n k t e  (a a ' )  u n d  ( a { a [)  d e r  L e i t l i n i e  
( K K )  d a r s t e l l e ,  j e n e r  P u n k t e  n ä m l i c h ,  i n  w e l c h e n  d i e  d u r c h  a z u  
Z  s e n k r e c h t  g e f ü h r t e  G e r a d e  d e n  L e i t k e g e l s c h n i t t  K'  t r i f f t .

D i e  H o r i z o n t a l p r o j e c t i o n e n  d e r  N o r m a l e n  i n  d i e s e n  P u n k t e n  
s i n d  N'a, N'av  w ä h r e n d  d e r e n  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n e n  i n  d e r  G e r a d e n  
Na v e r e i n i g t  e r s c h e i n e n .  D i e  b e i d e n  N o r m a l e n  l i e g e n  h i e r n a c h  i n  
e i n e r  u n d  d e r s e l b e n  v e r t i c a l  p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  u n d  w e r d e n  s i c h  
d e s s h a l b  a u c h  i n  e i n e m  P u n k t e  ( s s ’)  s c h n e i d e n  m ü s s e n ,  w e l c h e r  
d e m  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e  D  a n g e h ö r t .

D e n k e n  w i r  u u s  n u n  d u r c h  a' u n d  a\ d i e  D u r c h m e s s e r  d e s  
L e i t k e g e l s c l m i t t e s  K'  g e f ü h r t ,  s o  b e s t i m m e n  d i e s e l b e n  a u f  d e m  
l e t z t e r e n  z w e i  n e u e  P u n k t e  b' u n d  b'v d e r e n  V e r b i n d u n s g e r a d e  
p a r a l l e l  z u  a'civ a l s o  s e n k r e c h t  z u  Z ' i s t ,  D i e  d e n  b e i d e n  P u n k t e n  
( b b ' )  u n d  ( b b [ )  e n t s p r e c h e n d e n  C y l i n d e r n o r m a l e n  ( N bN'b)  u n d  
( N bN'bl)  s c h n e i d e n  s i c h  e b e n f a l l s  i n  e i n e m  P u n k t e  rr' d e s  D o p p e l 
k e g e l s c h n i t t e s  D.  D a  a b e r  a u s s e r d e m  d i e  N o r m a l e n  N'a u n d  N'b d e s  
L e i t k e g e l s c h n i t t e s  IC i n  d e n  d i a m e t r a l  e n t g e g e n g e s e t z t e n  P u n k t e n  
a' u n d  b' e i n a n d e r  p a r a l l e l  s i n d ,  u n d  d a s  G l e i c h e  a u c h  v o n  Nä{ u n d  

g i l t ,  s o  e r g i b t  s i c h ,  d a s s  d i e  P u n k t e  s' u n d  r ’ u n d  m i t h i n  a u c h  
d i e  P u n k t e  s u n d  r  s y m m e t r i s c h  g e g e n  d e n  M i t t e l p u n k t  0  d e s  L e i t 
k e g e l s  IC l i e g e n .

Ä n d e r t  m a n  n u n  d i e  L a g e  d e r  S e h n e  a'b', d a s  i s t  v e r s c h i e b t  
m a n  a'b' p a r a l l e l  z u  s i c h  s e l b s t ,  s o  f i n d e t  m a n ,  d a s s  d i e  P u n k t e  
d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  p a a r w e i s e  s y m m e t r i s c h  g e g e n  d e n  M i t t e l 
p u n k t  0  g e l a g e r t  s i n d ,  d a s s  a l s o  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  IC g l e i c h z e i t i g  a u c h  d e r  M i t t e l p u n k t  d e s  D o p p e l k e g e l 
s c h n i t t e s  D  s e i .

S i n d  f e r n e r  tx u n d  ty d i e  z u  Z '  p a r a l l e l e n  T a n g e n t e n  d e s  
L e i t k e g e l s c h n i t t e s  K , o d e r  m i t  a n d e r e n  W o r t e n ,  d i e  h o r i z o n t a l e n
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T r a c e n  d e r  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e s  C y l i n 
d e r s ,  s o  e r h a l t e n  w i r  i n  d e n  G - e r a d e n  NXI u n d  Nyi, w e l c h e  d u r c h  
d i e  b e t r e f f e n d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  cv\ u n d  y\  s e n k r e c h t  z u  Z' 
g e z o g e n  w e r d e n ,  d i e  b e i d e n  i n  d e r  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n s e b e n e  
( E b e n e  d e r  L e i t l i n i e  K)  l i e g e n d e n  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e .  J e d e  d e r s e l b e n  t r i f f t  d e n  L e i t k e g e l s c h n i t t  IC n o c h  i n  e i n e m  
z w e i t e n  P u n k t e  x v  r e s p e c t i v e  y ‘v  u n d  w i r d  g l e i c h z e i t i g  v o n  d e r  
e n t s p r e c h e n d e n  N o r m a l e n  i n  e b e n  d i e s e m  P u n k t e  b e g e g n e t .

Z w e i  P u n k t e  d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  D  s i n d  a l s o  u n d  
7/ 2, u n d  i h r e  V e r b i n d u n g s g e r a d e  eh i s t  s o m i t  d i e  h o r i z o n t a l e  T r a c e  
d e r  E b e n e  d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s .  D a s s  eh d u r c h  d e n  P u n k t  0  
g e h e n  m ü s s e ,  i s t  s e l b s t v e r s t ä n d l i c h ,  d a  0,  a l s  M i t t e l p u n k t  d e s  
D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  D  u n d  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  K, d e n  E b e n e n  
d i e s e r  b e i d e n  K e g e l s c h n i t t e ,  a l s o  a u c h  d e r  S c h n i t t l i n i e  eh d e r s e l b e n ,  
a n g e h ö r e n  m u s s .

N a c h d e m  d e r  D o p p e l k e g e l s c h n i t t  D  e i n e n  M i t t e l p u n k t  0  i m  
E n d l i c h e n  b e s i t z t ,  s o  i s t  w e i t e r s  n o c h  d i e  F r a g e  z u  b e a n t w o r t e n ,  
o b  d e r  b e s a g t e  K e g e l s c h n i t t  e i n e  E l l i p s e  o d e r  e i n e  H y p e r b e l  s e i .

I m  v o r l i e g e n d e n  F a l l e  w i r d ,  d a  s i c h  o h n e  w e i t e r s  n a c h -  
w e i s e n  l ä s s t ,  d a s s  d e r s e l b e  e i n e n  ( u n d  h i e r m i t  a u c h  n o c h  e i n e n  
z w e i t e n )  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t  b e s i t z e ,  d e r  D o p p e l k e g e l 
s c h n i t t  e i n e  H y p e r b e l  s e i n .

D e n k e n  w i r  u n s  j e n e  S e h n e  d e s  P a r a l l e l s t r a h l e n b ü s c h e l s  
a'b', w e l c h e  d u r c h  0  g e h t ,  a l s o  e i n e n  D u r c h m e s s e r  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  IC d a r s t e l l t ,  g e z o g e n ,  s o  e r g e b e n  s i c h  i n  d e n  S c h n i t t 
p u n k t e n  ni  u n d  i i  d e r s e l b e n  m i t  IC z w e i  P u n k t e ,  d e r e n  N o r m a l e n  
(N mN'm)  u n d  ( N nNn)  u n t e r e i n a n d e r  p a r a l l e l  s i n d .  D e r  u n e n d l i c h  
f e r n e  S c h n i t t p u n k t  d i e s e r  N o r m a l e n  g e h ö r t  a b e r  d e m  D o p p e l 
k e g e l s c h n i t t e  a n ;  l e t z t e r e r  w i r d  d a h e r ,  i n s o f e r n e  a l s  d i e  L e i t c u r v e  
IC e i n e  E l l i p s e  i s t ,  e i n e  H y p e r b e l  s e i n .  W ä r e  K  e i n e  H y p e r b e l ,  
s o  k a n n  d e r  m ö g l i c h e  F a l l  e i n t r e t e n ,  d a s s  d e r  z u  Z' s e n k r e c h t e  
D u r c h m e s s e r  d e r s e l b e n ,  d i e  b e s a g t e  C u r v e  i n  z w e i  i m a g i n ä r e n  
P u n k t e n  ni  u n d  i i  t r i f f t .  U n t e r  d i e s e r  V o r a u s s e t z u n g  s i n d  s o d a n n  
a u c h  d i e  e i n a n d e r  p a r a l l e l e n  N o r m a l e n  d e s  C y l i n d e r s  i m a g i n ä r ,  
d e r  D o p p e k e g e l s c h n i t t  b e s i t z t  a l s o  k e i n e  r e e l l e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  
P u n k t e ,  w i r d  s o m i t  e i n e  E l l i p s e  s e i n .

D i e  e i n e  A s y m p t o t e  d e s  D o p p e l k e g e l s c h n i t t e s  D  i s t  m i t h i n ,  
i n d e m  w i r  d e n  v o r l i e g e n d e n  F a l l  i m  A u g e  b e h a l t e n ,  j e n e  G e r a d e ,
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w e l c h e  d u r c h  0  p a r a l l e l  z u  d e n  N o r m a l e n  N,'n u n d  i V ?' g e z o g e n  
w e r d e n  k a n n .  D i e  z w e i t e  A s y m p t o t e  e r g i b t  s i c h ,  o b w o h l  s i e  
g l e i c h f a l l s  r e e l l  i s t ,  n i c h t  i n  g l e i c h e r  W e i s e ,  i n d e m  p a r a l l e l e  N o r 
m a l e n ,  v o n  d e r  v o r h e r  e n t w i c k e l t e n  E i g e n s c h a f t ,  d i e  E x i s t e n z  
e i n e s  z w e i t e n  z u  Z' s e n k r e c h t e n  D u r c h m e s s e r s  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  K'  v o r a u s s e t z e n  w ü r d e n ,  w a s  o f f e n b a r  n i c h t  d e n k b a r  i s t .  
E s  z e i g t  s i c h  v i e l m e h r ,  d a s s  d i e  H y p e r b e l  D  n i c h t  i n  i h r e r  g a n z e n  
A u s d e h n u n g  e i n e  D o p p e l l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  l i e f e r e ,  d a s s  
d i e s e  b l o s s  l ä n g s  e i n e s  g e w i s s e n ,  b e s c h r ä n k t e n  T h e i l e s  a l s  s o l c h e  
a n z u s e h e n  s e i ,  w ä h r e n d  d e r  ü b r i g e  T h e i l  d e r s e l b e n  g a n z  b e d e u 
t u n g s l o s  ( i d e a l ,  p a r a s i t i s c h )  i s t .

D e r  u n e n d l i c h  f e r n e  S c h n i t t p u n k t  d e r  p a r a l l e l e n  E r z e u g e n d e n  
Nm u n d  Nn d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  g e h ö r t  n i c h t  n u r  d e m  D o p p e l 
k e g e l s c h n i t t e ,  s o n d e r n  a u c h  d e r  D o p p e l g e r a d e n  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e  a n .

D i e  E b e n e n ,  w e l c h e  z w e i  E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
e n t h a l t e n ,  s i n d  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  l e t z t e r e n ,  d a s  h e i s s t  s i e  
b e r ü h r e n  d i e  F l ä c h e  i n  z w e i  v e r s c h i e d e n e n  P u n k t e n ,  w o v o n  j e  
e i n e r  a u f  e i n e r  d e r  b e i d e n  E r z e u g e n d e n  l i e g t .  E s  g i b t  z w e i  
S c h a a r e n  s o l c h e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e n .  D i e  e i n e  S c h a a r  b i l d e t  e i n  
P a r a l l e l e b e n e n b ü s c h e l ,  w e l c h e s  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  L e i t -  o d e r  
D o p p e l g e r a d e  z u r  A x e  h a t .  J e d e  B i t a n g e n t i a l e b e n e  a u s  d i e s e r  
S c h a a r  h a t  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  d i e  D o p p e l g e r a d e  u n d  z w e i  
E r z e u g e n d e n  g e m e i n .  D i e  b e z e i c h n e t e n  d r e i  G e r a d e n  b e s t i m m e n  
i n  i h r e r  G e s a m m t l i e i t  e i n e n  O r t  v i e r t e r  O r d n u n g ,  a l s o  d e n  v o l l 
s t ä n d i g e n  D u r c h s c h n i t t  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e  m i t  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e .

D i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s i n d  o f f e n b a r  
j e n e  P u n k t e ,  i n  w e l c h e n  d i e  b e i d e n  i n  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e  
l i e g e n d e n  E r z e u g e n d e n  d i e  D o p p e l g e r a d e  s c h n e i d e n .  N a c h d e m  
a b e r  d i e  D o p p e l g e r a d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  u n e n d l i c h e r  E n t 
f e r n u n g  l i e g t ,  s o  e r g i b t  s i c h  a l s  n a t ü r l i c h e  F o l g e r u n g ,  d a s s  j e d e  
B i t a n g e n t h i l e b e n e  d e r  i n  R e d e  s t e h e n d e n  S c h a a r ,  d i e  F l ä c h e  i n  
d e n  u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e n  d e r  i n  i h r  l i e g e n d e n  E r z e u g e n d e n  
b e r ü h r t ,  a l s o  f ü r  d i e s e  b e i d e n  E r z e u g e n d e n  d i e  „ a s y m p t o t i s c h e  
E b e n e “  d e r  w i n d s c h i e f e n  N o r m a l e n f l ä c h e  r e p r ä s e n t i r e .

D a  f e r n e r  d i e  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  g e n a n n t e n  S c h a a r  e i n  
P a r a l l e l e b e n e n b ü s c h e l  b i l d e n ,  s o  g e l a n g e n  w i r ,  a u f  G r u n d  d e r
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e b e n  v o r a u s g e s c h i c k t e n  B e t r a c h t u n g e n ,  z u  d e m  S c h l ü s s e ,  d a s s  d i e  
a s y m p t o t i s c h e  D e v e l o p p a b l e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  m i t  
d e m  b e z e i c h n e t e n  P a r a l l e l e b e n e n b ü s c h e l  i d e n t i s c h  s e i .

A u f  d i e s e  E i g e n s c h a f t  g e s t ü t z t ,  w i r d  e s  n u n m e h r  a u c h  n i c h t  
d e n  g e r i n g s t e n  S c h w i e r i g k e i t e n  u n t e r l i e g e n ,  d i e  S t r i c t i o n s l i n i e  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  z u  b e s t i m m e n .

D i e  C e n t r a l e b e n e  e i n e r  E r z e u g e n d e n ,  d a s  i s t  d i e  d u r c h  d i e  
E r z e u g e n d e  g e h e n d e  E b e n e ,  w e l c h e  d i e  w i n d s c h i e f e  F l ä c h e  i m  
C e n t r a l p u n k t e  d i e s e r  E r z e u g e n d e n  b e r ü h r t ,  s t e h t  a u f  d e r  e n t 
s p r e c h e n d e n  a s y m p t o t i s c h e n  E b e n e  s e n k r e c h t .  D a  i m  v o r l i e g e n d e n  
F a l l e  d i e  a s y m p t o t i s c h e n  E b e n e n  u n t e r e i n a n d e r  p a r a l l e l  s i n d ,  
u n d  z u  d e n  C y l i n d e r e r z e u g e n d e n  s e n k r e c h t  s t e h e n ,  w e r d e n  d i e s 
f a l l s  d i e  C e n t r a l e b e n e n  j e n e  s e i n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  E r z e u g e n d e n  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  p a r a l l e l  z u  d e n  C y l i n d e r e r z e u g e n d e n  g e l e g t  
w e r d e n .  D i e  b e s a g t e n  C e n t r a l e b e n e n  u m h ü l l e n  a l s o  e i n e n  C y l i n 
d e r ,  d e s s e n  E r z e u g e n d e n  d i e s e l b e  R i c h t u n g ,  w i e  j e n e  d e s  g e g e b e 
n e n  L e i t c y l i n d e r s  (K , Z )  b e s i t z e n .

D i e  B e r ü h r u n g s c u r v e  d i e s e s  C y l i n d e r s  m i t  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e  i s t  d e r  g e o m e t r i s c h e  O r t  d e r  C e n t r a l p u n k t e  o d e r ,  m i t  
a n d e r e n  W o r t e n ,  d i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .

W a s  d i e  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  z w e i t e n  S c h a a r  a n b e l a n g t ,  
s o  w i s s e n  w i r ,  d a s s  s i e  P a a r e  v o n  p a r a l l e l e n  E r z e u g e n d e n  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  e n t h a l t e n .  S o  w i r d  b e i s p i e l s w e i s e  d i e  E b e n e ,  
w e l c h e  d u r c h  d i e  N o r m a l e n  ( N aN'a)  u n d  ( N bN'b)  g e h t ,  e i n e  d e r 
a r t i g e  B i t a n g e n t i a l e b e n e  v e r g e g e n w ä r t i g e n .

D i e  h o r i z o n t a l e  T r a c e  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e  i s t  i m m e r  e i n  
D u r c h m e s s e r  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  IC u n d  z w a r  j e n e r ,  w e l c h e r  
d i e  F u s s p u n k t e  d e r  p a r a l l e l e n  N o r m a l e n  a u f  d e r  L e i t l i n i e  IC m i t 
e i n a n d e r  v e r b i n d e t .  E s  e r h e l l t  h i e r a u s ,  d a s s  d i e  B i t a n g e n t i a l 
e b e n e n  d i e s e r  S c h a a r  a l l e  d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  0  d e r  L e i t l i n i e  
IC g e h e n ,  o d e r  d a s s  i h r e  h o r i z o n t a l e n  T r a c e n  d a s  D u r c h m e s s e r 
b ü s c h e l  d e r  L e i t l i n i e  IC v o r s t e l l e n .

D i e  B i t a n g e n t i a l e b e n e ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  p a r a l l e l e n  N o r m a l e n  
( N aN'ai)  u n d  ( N bN'b{)  g e h t ,  i s t  s e n k r e c h t  z u  d e n  T a n g e n t i a l 
e b e n e n  d e s  C y l i n d e r s  i n  d e n  P u n k t e n  ( a a ' ) Y u n d  (b b ' )v  o d e r ,  w a s  
d a s s e l b e  i s t ,  s e n k r e c h t  z u  d e r  E b e n e ,  w e l c h e  d u r c h  ( Z Z ' )  u n d  d e n  
d e m  D u r c h m e s s e r  a\b\  c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r  a ß  g e h t .  D i e s e
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E b e n e  i s t  p r o j e c t i v i s c h  d u r c h  d i e  b e z ü g l i c h e n  T r a c e n  Z  u n d  a ß  
d a r g e s t e l l t .

A u f  G r u n d  d i e s e r  E r ö r t e r u n g e n  e r g i b t  s i c h ,  d a s s  j e d e  d e r  
B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  l e t z t b e t r a c h t e t e n  S c h a a r  d u r c h  e i n e n  
D u r c h m e s s e r  d e s  K e g e l s c h n i t t e s  IC g e h t  u n d  s e n k r e c h t  a u f  j e n e r  
E b e n e  d e s  E b e n e n b ü s c h e l s  ( Z Z )  s t e h t ,  w e l c h e  d e n  d e m  g e n a n n t e n  
D u r c h m e s s e r  c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r  v o n  IC e n t h ä l t .

U m  z u  e r m i t t e l n ,  w a s  f ü r  e i n  g e o m e t r i s c h e s  G e b i l d e  d i e  
B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d i e s e r  S c h a a r  b e s t i m m e n ,  d e n k e n  w i r  u n s  i n  
d e r  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n s e b e n e  e i n e n  b e l i e b i g e n  P u n k t  ( 0 0 ' )  
a n g e n o m m e n ,  u n d  z i e h e n  a u s s e r d e m  i n  d e r  v e r t i c a l e n  P r o j e c t i o n s 
e b e n e  e i n e  z u r  G e r a d e n  Z  P a r a l l e l e  C, w e l c h e  d i e  G r u n d l i n i e  gg 
i m  P u n k t e  c t r i f f t .  F ü h r t  m a n  w e i t e r s  d u r c h  c e i n e  z u m  D u r c h 
m e s s e r  a. ß  d e s  L e i t k e g e l s c h n i t t e s  IC p a r a l l e l e  G e r a d e  T l,  s o  i s t  't 
r e s p e c t i v e  T a0 d i e  v e r t i c a l e ,  u n d  T l  d i e  h o r i z o n t a l e  T r a c e  e i n e r  
E b e n e ,  w e l c h e  z u  d e n  B e r ü h r u n g s e b e n e n  d e s  C y l i n d e r s  ( Z K )  
i n  d e n  P u n k t e n  ( a a \ )  u n d  ( b b \ )  p a r a l l e l  l ä u f t .

Z i e h t  m a n  e n d l i c h  d u r c h  0'  e i n e  z u  d e m  D u r c h m e s s e r  a\b\ 
P a r a l l e l e  B,t} w e l c h e  d i e  G r u n d l i n i e  i n  d  s c h n e i d e t ,  u n d  d u r c h  
( 0 0 ' )  e i n e  S e n k r e c h t e  (aa') z u  T a0T ah, d e r e n  v e r t i c a l e r  D u r c h 
s t o s s p u n k t  d\dx s e i ,  s o  s t e l l e n  Bh u n d  ddv  r e s p e c t i v e  Bv d i e  b e 
z ü g l i c h e  H o r i z o n t a l -  u n d  V e r t i c a l t r a c e  e i n e r  E b e n e  d a r ,  d i e  z u  d e r  
B i t a n g e n t i a l e b e n e ,  w e l c h e  d i e  E r z e u g e n d e n  Nai u n d  Nbl e n t h ä l t ,  
p a r a l l e l  i s t .  W e n n  w i r  n u n  d u r c h  ( 0 0 ' )  d i e  P a r a l l e l e b e n e n  z u  
a l l e n  m ö g l i c h e n  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  f r a g l i c h e n  S c h a a r  f ü h r e n ,  
s o  w i r d  d a s  E r z e u g n i s s  d i e s e r  P a r a l l e l e b e n e n  o f f e n b a r  c o n g r u e n t  
u n d  p a r a l l e l  l i e g e n d  z u  d e m  E r z e u g n i s s e  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e  
s e l b s t  s e i n .

D i e  C o n s t r u c t i o n  z e i g t ,  d a s s  Tl,  a l s o  a u c h  a f ü r  a l l e  m ö g 
l i c h e n  L a g e n  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e n ,  d i e  u r s p r ü n g l i c h e  L a g e  
n i c h t  ä n d e r n .  F e r n e r  i s t  z u  e r s e h e n ,  d a s s  d e r  S t r a h l  B h e i n  d e m  
D u r c h m e s s e r b ü s c h e l  v o n  IC p a r a l l e l e s  B ü s c h e l ,  u n d  d a h e r  d e r  
P u n k t  d  e i n e  R e i h e  b e s c h r e i b e ,  w e l c h e  z u  d e m  D u r c h m e s s e r 
b ü s c h e l  v o n  K'  p r o j e c t i v i s c h  i s t .  E b e n s o  b e s c h r e i b t  d e r  S t r a h l  
T l ,  d a  e n t s p r e c h e n d e  S t r a h l e n  v o n  Bh u n d  T l  z u  c o n j u g i r t e n  

D u r c h m e s s e r n  v o n  IC p a r a l l e l  s i n d ,  e i n  B ü s c h e l ,  w e l c h e s  z u  d e m  
B ü s c h e l  Bh p r o j e c t i v i s c h  s e i n  w i r d .  H i e r a u s  f o l g t ,  d a s s  s o w o h l  
d a s  S t r a h l e n b ü s c h e l  a', a l s o  a u c h  d i e  R e i h e  d [ _ _ a u f  d e r  G r u n d -
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l i n i e  gg,  s o w i e  j e n e  dx a u f  d e r  G e r a d e n  a z u m  B ü s c h e l  Ty
u n d  d e m n a c h  a u c h  z u m  B ü s c h e l  Bh, r e s p e c t i v e  z u r  R e i h e  d 

p r o j e c t i v i s c h  s i n d .
H i e r n a c h  s i n d  d  u n d  dx e n t s p r e c h e n d e  P u n k t e  z w e i e r  p r o j e c -  

t i v i s c h e n  R e i h e n  a u f  d e n  T r ä g e r n  gg  u n d  c, w ä h r e n d  d e r e n  V e r 
b i n d u n g s l i n i e  Bv e i n e n  K e g e l s c h n i t t  u m h ü l l t ,  w e l c h e r  g l e i c h z e i t i g  
gg  u n d  o b e r ü h r t .

A l s  u n m i t t e l b a r e  F o l g e  d e s  G e s a g t e n  e r g i b t  s i c h ,  d a s s  d i e  
E b e n e  BvBh e i n e n  K e g e l  z w e i t e n  G r a d e s ,  d e s s e n  S c h e i t e l  ( 0 0 ' )  
i s t ,  u m h ü l l e ,  w e l c h e r  e i n e r s e i t s  d i e  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e ,  
u n d  a n d e r e r s e i t s  d i e  z u r  G e r a d e n  Z  s e n k r e k t e  E b e n e  t a n g i r t ,  u n d  
d a s s  a l s o  a u c h  d i e  B i t a n g e n t i a l e b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  P a a r e  
p a r a l l e l e r  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  g e h e n ,  e i n e n  K e g e l  
u m h ü l l e n ,  d e s s e n  S c h e i t e l  m i t  d e m  M i t t e l p u n k t e  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  K  z u s a m m e n f ä l l t ,  u n d  w e l c h e r  d i e  E b e n e  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  K , s o w i e  a u c h  j e n e  E b e n e ,  w e l c h e  d u r c h  d e n  M i t t e l 
p u n k t  0  s e n k r e c h t  z u  d e n  C y l i n d e r e r z e u g e n d e n  g e l e g t  w e r d e n  
k a n n ,  b e r ü h r t .

J e d e  d i e s e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  h a t  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
z w e i  p a r a l l e l e  E r z e u g e n d e  g e m e i n  u n d  s c h n e i d e t  d a h e r  d i e  F l ä c h e  
a u s s e r d e m  n o c h  i n  e i n e m  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l c h e r  j e d e  d e r  g e n a n n 
t e n  z w e i  E r z e u g e n d e n  i n  z w e i  P u n k t e n  t r i f f t .  E i n e r  d i e s e r  S c h n i t t 
p u n k t e  a u f  j e d e r  E r z e u g e n d e n  i s t  e i n  B e r ü h r u n g s p u n k t  d e r  B i t a n 
g e n t i a l e b e n e  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  w ä h r e n d  d e r  z w e i t e  d e m  
D o p p e l k e g e l s c h n i t t e  a n g e h ö r t .

W e n n  d a h e r  a l s  L e i t l i n i e  f ü r  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e r  F l ä c h e  
z w e i t e n  G r a d e s ,  e i n D i a m e t r a l s c h n i t t / f  d e r s e l b e n  a n g e n o m m e n  
w i r d ,  u n d  w i r ,  u m  u n s  k u r z  f a s s e n  z u  k ö n n e n ,  d e n  M i t t e l p u n k t  
d e r  F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s ,  a l s o  a u c h  j e n e n  v o n  K  m i t  0,  u n d  d e n  
d e m  D i a m e t r a l s c h n i t t e  c o n j u g i r t e n  D u r c h m e s s e r ,  d e s s e n  R i c h t u n g  
a u c h  j e n e  d e r  E r z e u g e n d e n  d e s  d e r  F l ä c h e  l ä n g s  K  u m s c h r i e b e 
n e n  C y l i n d e r s  i s t ,  m i t  Z  b e z e i c h n e n ,  s o  g e l a n g e n  w i r ,  a l s  R e s u l t a t  
d e r  h i e r  d u r c h g e f ü h r t e n  U n t e r s u c h u n g e n ,  z u  d e m  S c h l u s s s ä t z e :

a )  „ D i e  o r t h o g o n a l e  P r o j e c t i o n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a u f  d i e  
E b e n e  d e r  L e i t l i n i e  K  e r g i b t  s i c h  a l s  d i e  E v o l u t e  d e r  
l e t z t e r e n . “

„ D i e  P r o j e c t i o n  a u f  j e n e  E b e n e ,  w e l c h e  d u r c h  Z 
s e n k r e c h t  z u  K  g e l e g t  w i r d , r e d u c i r t  s i c h  a u f  e i n
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P a r a l l e l - S t r a h l e n b ü s c h e l ,  d e s s e n  E l e m e n t e  z u  Z  s e n k r e c h t  
s t e h e n . “

b)  „ D i e  D o p p e l l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  z e r f ä l l t  i n  e i n e  G e r a d e  
u n d  e i n e n  K e g e l s c h n i t t .  D i e  D o p p e l g e r a d e  i s t  d i e  u n e n d l i c h  
f e r n e  G e r a d e  d e r  z u  Z  s e n k r e c h t e n  E b e n e n .  D e r  D o p p e l -  
k e g e l s c h n i t t  h a t  d e n  n ä m l i c h e n  M i t t e l p u n k t  0  w i e  d e r  L e i t 
k e g e l s c h n i t t  K. D e r  e r s t e r e  t r i f f t  d e n  l e t z t e r e n  i n  z w e i  
P u n k t e n .  D i e  D o p p e l g e r a d e  u n d  d e r  D o p p e l k e g e l s c h n i t t  
h a b e n  e i n e n  P u n k t  g e m e i n s c h a f t l i c h . “

c )  „ D i e  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  b i l d e n  z w e i  
S c h a a r e n .  D a s  E r z e u g n i s s  d e r  e i n e n  S c h a a r  i s t  e i n  P a r a l l e l 
e b e n  e n b i i s c h e l ,  d e s s e n  A x e  d i e  D o p p e l g e r a d e  d e r  N o r 
m a l e n f l ä c h e  i s t .  D i e  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d i e s e s  B ü s c h e l s  
h a b e n  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  j e  z w e i  E r z e u g e n d e  u n d  d i e  
D o p p e l g e r a d e  g e m e i n . “

„ D a s  B ü s c h e l  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  i s t  g l e i c h z e i t i g  d i e  
a s y m p t o t i s c h e  D e v e l o p p a b l e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e . “

„ D i e  z w e i t e  S c h a a r  v o n  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  u m h ü l l t  
e i n e n  K e g e l ,  d e s s e n  S c h e i t e l  d e r  M i t t e l p u n k t  0  d e r  L e i t l i n i e  
i s t .  D e r  b e z e i c h n e t e  K e g e l  b e r ü h r t  e i n e r s e i t s  d i e  E b e n e n  
d e r  L e i t l i n i e  K  u n d  a n d e r e r s e i t s  d i e  d u r c h  0  s e n k r e c h t  
z u  Z  g e l e g t e  E b e n e . “

„ D i e  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d i e s e r  S c h a a r  h a b e n  m i t  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  j e  z w e i  p a r a l l e l e  E r z e u g e n d e  a n d  j e  e i n e n  
K e g e l s c h n i t t  g e m e i n . “

d )  „ D i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  d i e  B e r ü h r u n g s -  
c u r v e  m i t  j e n e m  i h r  u m s c h r i e b e n e n  C y l i n d e r ,  d e s s e n  E r 
z e u g e n d e n  z u  Z  p a r a l l e l  s i n d . “

A n s c h l i e s s e n d  a n  u n s e r e  b i s h e r i g e n  U n t e r s u c h u n g e n ,  w o l l e n  
w i r  n o c h  d i e

N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e s  U m d r e h u n g s c y l i n d e r s  l ä n g s  
e i n e s  s c h i e f e n  S c h n i t t e s  

i n  d a s  B e r e i c h  u n s e r e r  d e r z e i t i g e n  B e t r a c h t u n g e n  e i n b e z i e h e n .
N e h m e n  w i r  w i e d e r  d i e  E b e n e  d e r  k r e i s f ö r m i g e n  B a s i s  

(C C ')  ( F i g .  1 0 )  d e s  R o t a t i o n s c y l i n d e r s  a l s  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n s 
e b e n e  a n ,  u n d  w ä h l e n  w i r  a l s  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n s e b e n e  j e n e  
E b e n e ,  w e l c h e  a u f  d e r  E b e n e  d e r  L e i t c u r v e  (K IC )  ( d e r  N o r m a l e n 
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f l ä c h e )  s e n k r e c h t  s t e h t .  L e t z t e r e  E b e n e  w e r d e  d u r c h  d i e  v e r t i c a l -  
p r o j i c i r e n d e  E b e n e  eveh d a r g e s t e l l t .

W i r  w i s s e n ,  d a s s  a l l e  N o r m a l e n  e i n e s  U m d r e h u n g s c v l i n d e r s  d i e  
R o t a t i o n s a x e  ( Z Z ' )  d e s s e l b e n  s c h n e i d e n  u n d  g l e i c h z e i t i g  z u  d i e s e r  
s e n k r e c h t  s t e h e n ,  m i t h i n ,  z u f o l g e  d e r  g e t r o f f e n e n  A n o r d n u n g  d e r  
P r o j e c t i o n s e b e n e n ,  z u r  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n s e b e n e  p a r a l l e l  s i n d .

D i e  z u  u n t e r s u c h e n d e  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  s o m i t ,  w i e  l e i c h t  
e r s i c h t l i c h ,  e i n e  b e s o n d e r e  F o r m  e i n e s  g  e  r  a  d  e  n  K  e  g  e  1 s  c  h  n  i  t t  s -  
C o n o i d e s ,  d e s s e n  R i c h t e b e n e  d i e  H o r i z o n t a l e b e n e ,  d e s s e n  L e i t 
g e r a d e  d i e  C y l i n d e r a x e  Z Z ',  u n d  d e s s e n  L e i t k e g e l s c h n i t t  ( K K ' )  i s t .

B e s t i m m e n  w i r  d i e  E r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  e i n e m  
b e l i e b i g e n  P u n k t e  (a a ' )  d e r  L e i t l i n i e  (K K ') .  D a  d i e  N o r m a l e  
z u r  H o r i z o n t a l e b e n e  p a r a l l e l  i s t  u n d  d i e  C y l i n d e r a x e  Z Z ' s c h n e i d e t ,  
s o  w i r d  i h r e  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n  N'a d u r c h  d i e  V e r b i n d u n g s -  
g e r a d e  d e r  P u n k t e  a' u n d  Z ' d a r g e s t e l l t ,  d i e  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n  
Na d a g e g e n  d u r c h  d i e  d e m  P u n k t e  a e n t s p r e c h e n d e  P a r a l l e l e  z u r  
G r u n d l i n i e  r e s p r ä s e n t i r t  e r s c h e i n e n .  N a c h d e m  a b e r  m i t  d e m  
P u n k t e  a s e l b s t v e r s t ä n d l i c h  d i e  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n  ax e i n e s  
z w e i t e n  P u n k t e s  (a Aa \ )  d e r  L e i t l i n i e  ( K K ' )  z u s a m m e n f ä l l t ,  w i r d  
Na g l e i c h z e i t i g  a u c h  d i e  v e r t i c a l e  P r o j e c t i o n  Nai e i n e r  z w e i t e n  
E r z e u g e n d e n  ( N a[N'ax)  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  d a r s t e l l e n .

D i e  b e i d e n  E r z e u g e n d e n  ( N aNä)  u n d  ( N ayN'ax)  d e r  l e t z t 
g e n a n n t e n  F l ä c h e  s c h n e i d e n  s i c h  o f f e n b a r  i n  e i n e m  P u n k t e  ( a a ' )  
d e r  C y l i n d e r a x e .  D a s  G l e i c h e  g i l t  f ü r  a l l e  P a a r e  v o n  E r z e u g e n d e n ,  
w e l c h e ,  w i e  d i e  b e i d e n  l e t z t a n g e f ü h r t e n ,  i n  e i n e r  z u r  h o r i z o n t a l e n  
P r o j e c t i o n s e b e n e  p a r a l l e l e n  E b e n e  l i e g e n .  H i e r a u s  f o l g t ,  d a s s  d i e  
C y l i n d e  r  a x e e i  n e D o p p e l g  e r  a d e d e r  N o r  m a l e n  f l ä c h e i s t .

D e n k e n  w i r  u n s  f e r n e r  e i n e n  b e l i e b i g e n  D u r c h m e s s e r  a'b' 
d e s  K r e i s e s  K  g e z o g e n ,  s o  f a l l e n  m i t  d i e s e m  D u r c h m e s s e r  d i e  
H o r i z o n t a l p r o j e c t i o n e n  N'a u n d  N'b d e r  d e n  P u n k t e n  ( a a ' )  u n d  
( b b ' )  d e r  L e i t l i n i e  ( K K ' )  e n t s p r e c h e n d e n  C y l i n d e r n o r m a l e n  
z u s a m m e n ;  e s  w e r d e n  h i e r n a c h  d i e s e  l e t z t e r e n  i n  d e r  d u r c h  a'br 
g e h e n d e n  h o r i z o n t a l - p r o j i c i r e n d e n  E b e n e  l i e g e n ,  u n d  s i c h  a l s  
s o l c h e  s c h n e i d e n  m ü s s e n .

B e r ü c k s i c h t i g e n  w i r  f e r n e r ,  d a s s  d i e  v e r t i c a l e n  P r o j e c t i o n e n  
Na u n d  Nb d e r  N o r m a l e n  p a r a l l e l  z u r  G r u n d l i n i e ,  a l s o  u n t e r  e i n 
a n d e r  p a r a l l e l  s i n d ,  w ä h r e n d  d i e  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n e n  N'a u n d  
N'b z u s a m m e n f a l l e n ,  s o  g e l a n g e n  w i r  z u  d e m  S c h l ü s s e ,  d a s s  d i e
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N o r m a l e n  ( N aNa)  u n d  ( N bN'b)  s e l b s t  z u e i n a n d e r  p a r a l l e l  s e i e n ,  
u n d  s o n a c h  i h r  S c h n i t t p u n k t  i n  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  G e r a d e n  d e r  
h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n s e b e n e  ( R i c h t e b e n e )  o d e r  k u r z  i n  d e r  
u n e n d l i c h  f e r n e n  L e i t g e r a d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  l i e g e .

D a  d a s  G e s a g t e  f ü r  a l l e  P a a r e  v o n  E r z e u g e n d e n  g i l t ,  d e r e n  
F u s s p u n k t e  i n  d e r  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n  E n d p u n k t e  e i n e s  D u r c h 
m e s s e r s  s i n d ,  s o  e r s i e h t  m a n ,  d a s s  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  L e i t 
g e r a d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  g l e i c h f a l l s  e i n e  D o p p e l g e r a d e  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  r e p r ä s e n t i r e .

W i e  w i r  b e r e i t s  w i s s e n ,  i s t  d i e  D o p p e l l i n i e  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e  e i n  O r t  d r i t t e r  O r d n u n g .  N a c h d e m  w i r  n u n m e h r  z w e i  
B e s t a n d t h e i l e  d e r s e l b e n ,  d a s  h e i s s t  d i e  b e i d e n  e b e n  g e f u n d e n e n  
D o p p e l g e r a d e n  k e n n e n ,  k a n n  d e r  R e s t  d e r  D o p p e l l i n i e  n u r  w i e d e r  
e i n e  G e r a d e  s e i n .

S e l b s t v e r s t ä n d l i c h  i s t ,  d a s s  d i e s e  D o p p e l g e r a d e  k e i n e  L e i t 
g e r a d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  s e i n  k ö n n e ,  d a ,  w e n n  w i r  d i e s  a n 
n e h m e n  w o l l t e n ,  d i e  l e t z t e r e  n o t h w e n d i g e r w e i s e  e i n e  w i n d s c h i e f e  
F l ä c h e  z w e i t e n  G r a d e s  s e i n  m ü s s t e .  A u s  d i e s e r  e i n f a c h e n  B e t r a c h 
t u n g  i s t  z u  e r s e h e n ,  d a s s  d i e  d r i t t e  D o p p e l g e r a d e  d e r  F l ä c h e  n u r  
d u r c h  e i n e  D o p p e l e r z  e u g e n d e ,  d a s  i s t  d u r c h  e i n e  G e r a d e ,  i n  
w e l c h e r  z w e i  n i c h t  u n m i t t e l b a r  a u f e i n a n d e r  f o l g e n d e  E r z e u g e n 
d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  v e r e i n i g t  s i n d ,  v e r t r e t e n  w e r d e n  k ö n n e .

D i e s e  D o p p e l e r z e u g e n d e  l ä s s t  s i c h  l e i c h t  e r m i t t e l n .  D i e s e l b e  
i s t  r e p r ä s e n t i r t  d u r c h  j e n e n  D u r c h m e s s e r  ( A x e )  Nn  N n  d e s  L e i t 
k e g e l s c h n i t t e s  (I(K ') ,  w e l c h e r  a u f  d e r  v e r t i c a l e n  P r o j e c t i o n s e b e n e  
s e n k r e c h t  s t e h t .  B e s a g t e  A x e  t r i f f t  d e n  L e i t k e g e l s c h n i t t  i n  d e n  
b e i d e n  P u n k t e n  (C C ') ,  (D D ') ,  d e r e n  V e r t i c a l p r o j e c t i o n e n  C u n d  D 
z u s a m m e n f a l l e n .  D i e  H o r i z o n t a l p r o j e c t i o n e n  d e r  d i e s e n  P u n k t e n  
e n t s p r e c h e n d e n  C y l i n d e r n o r m a l e n  s i n d  i n  d e r  z u r  G r u n d l i n i e  
s e n k r e c h t e n  G e r a d e n  N n  v e r e i n i g t ,  w ä h r e n d  s i c h  d e r e n  v e r t i c a l e  
P r o j e c t i o n e n  a u f  d e n  P u n k t  Nn  r e d u c i r e n .  E s  i s t  s o n a c h  e i n 
l e u c h t e n d ,  d a s s  d i e  k l e i n e  A x e  ( N lzN'z)  o d e r  (CD , C'D')  d e r  
L e i t e l l i p s e  d i e  D o p p e l e r z e u g e n d e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  
d a r s t e l l e .

D i e  s o m i t  a b g e l e i t e t e  N o r m a l e n f l ä c h e  b e s i t z t  d r e i  S c h a a r e n  
v o n  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  u n d  z w a r :

a )  D i e  E b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  (Z Z ') .  J e d e  d u r c h  d i e  C y l i n d e r -  
a x e  ( Z Z ' )  g e h e n d e  E b e n e ,  w i e  b e i s p i e l s w e i s e  PvPh, e n t h ä l t
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a u s s e r  d e r  D o p p e l g e r a d e n  (Z,Z')  n o c h  z w e i  p a r a l l e l e  E r z e u 
g e n d e n  Na u n d  Nb d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  u n d  b e r ü h r t  d i e s e  
l e t z t e r e  i n  d e n  b e i d e n  P u n k t e n  a u n d  ß,  i n  w e l c h e n  d i e  
E r z e u g e n d e n  d i e  D o p p e l g e r a d e  (Z Z ' )  t r e f f e n .  A u s s e r  d e r  
D o p p e l g e r a d e n  Z  u n d  d e n  b e i d e n  p a r a l l e l e n  E r z e u g e n d e n  
h a t  e i n e  E b e n e  d e s  B ü s c h e l s  ( Z Z ' )  k e i n e  a n d e r w e i t i g e  
L i n i e  m i t  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  g e m e i n .

b )  D i e  E b e n e n  d e s  h o r i z o n t a l e n  E b e n e n b ü s c h e l s ,  d a s  h e i s s t  
a l l e  z u r  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n s e b e n e  ( R i c h t e b e n e  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e )  p a r a l l e l e n  E b e n e n .

J e d e  d e r a r t i g e  E b e n e ,  w i e  b e i s p i e l s w e i s e  ev e n t h ä l t  
a u s s e r  d e r  u n e n d l i c h  f e r n e n  D o p p e l g e r a d e n  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e  n o c h  z w e i  E r z e u g e n d e n  ( N a u n d  Nay) ,  w e l c h e  s i c l i  
i n  e i n e m  P u n k t e  a. d e r  D o p p e l g e r a d e n  s c h n e i d e n .  D i e  
E b e n e  b e r ü h r t  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  d e n  u n e n d l i c h  
f e r n e n  P u n k t e n  d e r  b e i d e n  E r z e u g e n d e n  N a  u n d  Nh u n d  
r e p r ä s e n t i r t  s o n a c h  g l e i c h z e i t i g  d i e  a s y m t o t i s c h e  E b e n e  
f ü r  d i e s e  b e i d e n  E r z e u g e n d e n .

J e n e  E b e n e  riv u n d  -ol d e s  h o r i z o n t a l e n  E b e n e n b ü s c h e l s ,  
w e l c h e  g l e i c h z e i t i g  d e n  L e i t k e g e l s c h n i t t  ( I (K ')  u n d  z w a r  
i n  d e n  P u n k t e n  (A A ') ,  r e s p e c t i v e  ( B B ' )  b e r ü h r e n ,  e n t 
h a l t e n  z w e i  u n m i t t e l b a r  a u f e i n a n d e r  f o l g e n d e ,  s i c h  g e g e n 
s e i t i g  s c h n e i d e n d e  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .  D i e  
a n g e d e u t e t e n  b e i d e n  P a a r e  v o n  E r z e u g e n d e n  s i n d  ( N AN'A) ,  
r e s p e c t i v e  ( N BN ’B)  u n d  r e p r ä s e n t i r e n  z w e i  K a n t e n  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e ;  d i e  b e i d e n  a n d e r e n  K a n t e n  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e  l i e g e n  i n  j e n e n  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  
( Z Z ) ,  w e l c h e  g l e i c h z e i t i g  d e n  K e g e l s c h n i t t  ( K K )  b e r ü h r e n ,  
s i n d  m i t h i n  i m a g i n ä r .

c )  D i e  E b e n e n  d e s  B ü s c h e l s  ( N n N n ) .  N a c h d e m  n ä m l i c h  d i e  
D o p p e l e r z e u g e n d e  ( N n N'z)  z u  g l e i c h e r  Z e i t  z w e i  v e r 
s c h i e d e n e n  M ä n t e l n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  a n g e h ö r t ,  s o  w i r d  
i r g e n d  e i n e  d u r c h  d i e s e l b e  g e l e g t e  E b e n e  EvEh d i e  b e i d e n  
M ä n t e l  d e r  w i n d s c h i e f e n  F l ä c h e  i n  P u n k t e n  d e r  E r z e u 
g e n d e n  ( N lzN(z)  b e r ü h r e n ,  a l s o  e i n e  B i t a n g e n t i a l e b e n e  d e r  
N o r m a l e n f l ä c h e  d a r s t e l l e n .

U n t e r s u c h e n  w i r  d e n  S c h n i t t  d e r  B i t a n g e n t i a l e b e n e  EvEh m i t  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  s o  f i n d e n  w i r ,  d a s s  d e r s e l b e ,  n e b s t  d e r
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d o p p e l t  z ä h l e n d e n  G e r a d e n  ( N 1ZN{Z)  o f f e n b a r  n o c h  a u s  e i n e m  
K e g e l s c h n i t t e  b e s t e h e ,  w e l c h e r  s i c h  a l s  d e r  g e o m e t r i s c h e  O r t  d e r  
S c h n i t t p u n k t e  d e r  E b e n e  EvEh m i t  d e n  E r z e u g e n d e n  d e r  N o r 
m a l e n f l ä c h e  e r g i b t .  D i e  E r z e u g e n d e  ( N bN'b)  z .  B .  s c h n e i d e t  d i e  
E b e n e  EvEh i n  d e m  P u n k t e  ( pp1) ,  w e l c h e r  d e r  S c h n i t t c u r v e  a n 
g e h ö r t .

N a c h d e m  s i c h  p'O': O'b' =  p o :ob ,  u n d  n a c h d e m  i n  F o l g e  
d e r  g e g e n s e i t i g  u n v e r ä n d e r l i c h e n  L a g e  v o n  ev, Z  u n d  E„ d a s  V e r -  
h ä l t n i s s  p $ :p b ,  w e l c h e s  f ü r  a l l e  E r z e u g e n d e n  d a s  n ä m l i c h e i s t ,  
c o n s t a n t  b l e i b t ,  s o  m u s s  a u c h  d a s  G l e i c h e  v o n  d e m  V e r h ä l t n i s s e  
p'O' O'b' g e l t e n .  D a  a b e r  ü b e r d i e s  O'b', a l s  R a d i u s  d e s  K r e i s e s  K', 
c o n s t a n t  i s t ,  m u s s  a u c h  d e m  p'O'  e i n  u n v e r ä n d e r l i c h e r  W e r t h  e n t 
s p r e c h e n ,  d a s  h e i s s t  d i e  h o r i z o n t a l e n  P r o j e c t i o n e n  p'  a l l e r  P u n k t e  
d e s  S c h n i t t e s  s i n d  v o n  0'  g l e i c h  w e i t  e n t f e r n t ,  o d e r  m i t  a n d e r e n  
W o r t e n ,  d i e  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n  d e r  S c h n i t t c u r v e  i s t  
e i n  K r e i s  K[,  w e l c h e r  m i t  d e m  G r u n d k r e i s e  K'  d e s  L e i t c y l i n d e r s  
c o n c e n t r i s c h  i s t .

D e r  K e g e l s c h n i t t  ( k xk [ )  s c h n e i d e t  d i e  D o p p e l e r z e u g e n d e  
( N izN'{Z)  i n  d e n  P u n k t e n  ( s t s \J  u n d  ( szsz) ,  w e l c h e ,  d a  s i e  
k e i n e r  d e r  z w e i  v o r g e n a n n t e n  D o p p e l g e r a d e n  a n g e h ö r e n ,  d i e  
b e i d e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  E b e n e  EvEh m i t  d e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e  d a r s t e l l e n .

D e n k e n  w i r  u n s  d u r c h  ( N XZN XZ)  e i n e  z w e i t e  E b e n e  E'0E'h s o  
g e l e g t ,  d a s s  s i e  z u  d e r  e r s t e r e n  E b e n e  EvEh i n  B e z u g  a u f  Z 
s y m m e t r i s c h  i s t ,  s o  e r h a l t e n  w i r  f ü r  d e r e n  S c h n i t t p u n k t  ( nn') m i t  
d e r  E r z e u g e n d e n  ( N hN'h)  d i e  R e l a t i o n :

no : bd =  n'0 ' :  O'b'.
D a  a b e r  pd  =  nd, a l s o  a u c h  p'O' — n'O' i s t ,  w i r d  d i e  E b e n e  
E'vE ’h d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  n a c h  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  s c h n e i d e n ,  
d e s s e n  h o r i z o n t a l e  P r o j e c t i o n  a b e r m a l s  d e r  K r e i s  h[ i s t .  A u c h  
d i e s e r  K e g e l s c h n i t t  t r i f f t  i n  g l e i c h e r  W e i s e ,  Avie j e n e r  i n  d e r  E b e n e  
EvEh l i e g e n d e  K e g e l s c h n i t t ,  d i e  D o p p e l e r z e u g e n d e  ( N XZN[Z)  i n  
d e n  P u n k t e n  ( s xs \ )  ( szsz) .

D i e s e m  E r g e b n i s s e  i s t  z u  e n t n e h m e n ,  d a s s  j e  z w e i  E b e n e n  d e s  
B ü s c h e l s  ( N yzNlz) ,  w e l c h e  s y m m e t r i s c h  g e g e n  d i e  D o p p e l g e r a d e  
( Z Z ' )  l i e g e n ,  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  z w e i  c o n g r u e n t e n  E l l i p s e n  
m i t  g e m e i n s c h a f t l i c h e r  k l e i n e r  A x e  ( s xsz , s \sz)  s c h n e i 
d e n ,  u n d  d a s s  b e i d e  E b e n e n  d i e  w i n d s c h i e f e  N o r m a l e n f l ä c h e  i n
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d e n  E n d p u n k t e n  d i e s e r  k l e i n e n  A x e  b e r ü h r e n .  D i e  b e i d e n  E l l i p s e n  
h a b e n  a l s  H o r i z o n t a l p r o j e c t i o n  e i n e n  u n d  d e n s e l b e n  K r e i s .

D i e j e n i g e  B i t a n g e n t i a l e b e n e  d e s  B ü s c h e l s  ( N lz N'2) ,  w e l c h e  
g l e i c h z e i t i g  d i e  D o p p e l g e r a d e  ( Z Z ' )  e n t h ä l t ,  b e r ü h r t  d i e  N o r 
m a l e n f l ä c h e  i n  z w e i  P u n k t e n ,  w e l c h e  s i c h  i m  S c h n i t t p u n k t e  (M M ')  
v o n  ( i V , 2 N n )  u n d  ( Z Z ’)  z u  e i n e m  v e r e i n i g e n ;  w o r a u s  w e i t e r  
f o l g t ,  d a s s  s i c h  d i e  b e i d e n  M ä n t e l  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  d i e s e m  
P u n k t e  b e r ü h r e n .

B e z e i c h n e t e r  S c h n i t t p u n k t  i s t  s o m i t  e i n  e i g e n t l i c h e r  
D o p p e l p u n k t  d e r  D o p p e l l i n i e .  D a s s  d i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  N o r 
m a l e n f l ä c h e  d i e  L e i t g e r a d e  (Z Z ' )  s e i ,  b e d a r f  d i e s f a l l s  k e i n e s  b e 
s o n d e r e n  B e w e i s e s  u n d  z w a r  u m  s o  w e n i g e r ,  a l s  d i e s e  E i g e n s c h a f t  
ü b e r h a u p t  a l l e n  C o n o i d e n  z u k ö m m t .

U n t e r  d e r  V o r a u s s e t z u n g  a l s o ,  d a s s  m a n  a l s  L e i t f l ä c h e  f ü r  
d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e n  R o t a t i o n s c y l i n d e r  u n d  a l s  L e i t l i n i e  
e i n e n  s c h i e f e n ,  e b e n e n  S c h n i t t  d e s s e l b e n  a n n i m m t ,  e r g i b t  s i c h  
a u f  G r u n d  d e r  h i e r  a n g e s t e l l t e n  U n t e r s u c h u n g e n  d e r  S a t z :

„ D i e  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  e i n  g e r a d e s  K e g e l s c h n i t t s c o n o i d ,  
d e s s e n  R i c h t e b e n e  d i e  z u  d e n  C y l i n d e r e r z e u g e n d e n  s e n k r e c h t e  
E b e n e ,  u n d  d e s s e n  L e i t g e r a d e  d i e  d u r c h  d e n  M i t t e l p u n k t  d e s  L e i t 
k e g e l s c h n i t t e s  g e h e n d e  C y l i n d e r a x e  i s t . “

„ B e z e i c h n e t e  L e i t g e r a d e ,  s o w i e  d i e  u n e n d l i c h  f e r n e  L e i t 
l i n i e  ( u n e n d l i c h  f e r n e  G e r a d e  d e r  R i c h t e b e n e )  s i n d  D o p p e l g e r a d e n  
d e r  N o r m a l e n f l ä c h e .  F e r n e r  b e s i t z t  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  e i n e  
D o p p e l e r z e u g e n d e ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  k l e i n e  A x e  d e s  L e i t k e g e l 
s c h n i t t e s  r e p r ä s e n t i r t  w i r d . “

„ A l l e  z u r  R i c h t e b e n e  p a r a l l e l e n  E b e n e n  s i n d  B i t a n g e n t i a l 
e b e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  d a  e i n e  j e d e  v o n  i h n e n  z w e i  E r z e u 
g e n d e  e n t h ä l t ,  w e l c h e  s i c h  i n  e i n e m  P u n k t e  d e r  D o p p e l g e r a d e n  
t r e f f e n .  J e d e  d i e s e r  E b e n e n  b e r ü h r t  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  i n  d e n  
u n e n d l i c h  f e r n e n  P u n k t e n  d e r  g e n a n n t e n  E r z e u g e n d e n  u n d  i s t  s o m i t  
g l e i c h z e i t i g  e i n e  a s y m t o t i s c h e  E b e n e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e . “

„ D i e  E b e n e n  j e n e s  B ü s c h e l s ,  w e l c h e s  d i e  D o p p e l g e r a d e  z u r  
A x e  h a t ,  s i n d  g l e i c h f a l l s  B i t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e ,  
d a  j e d e  d e r s e l b e n  z w e i  ( u n t e r e i n a n d e r  p a r a l l e l l e )  E r z e u g e n d e n  

d e r  l e t z t e r e n  e n t h ä l t . “
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„ E n d l i c h  s i n d  a u c h  j e n e  E b e n e n ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  D o p p e l 
e r z e u g e n d e  g e h e n ,  B i t a n g e n t i a l e b e n e n ,  i n d e m  j e d e  d e r s e l b e n  d i e  
b e i d e n  M ä n t e l  d e r  F l ä c h e  b e r ü h r t . “

„ J e  z w e i  E b e n e n  d i e s e s  B ü s c h e l s ,  w e l c h e  g e g e n  d i e  D o p p e l 
g e r a d e  s y m m e t r i s c h  l i e g e n ,  s c h n e i d e n  d i e  N o r m a l e n f l ä c h e  n a c h  
z w e i  c o n g r u e n t e n  E l l i p s e n  m i t  g e m e i n s c h a f t l i c h e r  k l e i n e r  A x e ,  
d e r e n  P r o j e c t i o n e n  a u f  d i e  R i c h t e b e n e  d u r c h  e i n e n  u n d  d e n s e l b e n  
K r e i s  d a r g e s t e l l t  e r s c h e i n e n .  B e z e i c h n e t e  E b e n e n  b e r ü h r e n  d i e  
N o r m a l e n f l ä c h e  i n  d e n  E n d p u n k t e n  d e r  g e m e i n s c h a f t l i c h e n  k l e i n e n  
A x e  d i e s e r  E l l i p s e n . “

„ D i e  S t r i c t i o n s l i n i e  d e r  N o r m a l e n f l ä c h e  i s t  d i e  ( C y l i n d e r a x e )  
D o p p e l g e r a d e . “

W e i t e r e  B e t r a c h t u n g e n  u n d  U n t e r s u c h u n g e n  ü b e r  N o r m a l e n 
f l ä c h e n  w o l l e n  w i r  e i n e r  f o l g e n d e n  A b h a n d l u n g  V o r b e h a l t e n .
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