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Normalenflichen léngs ebener Flachenschnitte,

Von Dr. Gustav Ad. V. Peschka,

k. Regierungsrath, o. Professor an der k. k. technischen Hochschule in Briinn.
(Mit 4 Tafeln.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 22. April 1880.)

Die geringe Beachtung, welche die Normalenflichen vom
Standpunkte der reinen Mathematik sowohl, als auch von jenem
der projectivischen Geometrie bisher gefunden haben, diirfte.es
rechtfertigen, wenn der Verfasser seinem der kais. Akademie der
Wissenschaften bereits unterbreiteten, jedoch noch keineswegs
abgeschlossenen ,Beitrag zur Theorie der Normalenflichen% un-
mittelbar eine zweite Abhandlung folgen ldsst, welche sich auf
die ,Normalenflichen lings ebener Flichenschnitte“ bezieht,
Die hier niedergelegten Untersuchungen stiitzen sich im Wesent-
lichen auf das Studium der Projectionen der Normalenflichen und
der daraus entspringenden Eigenschaften derselben, sowie auf
die entsprechende Anwendung bekannter Theorien der projecti-
vischen Geometrie auf diese Flichengattung. Selbstverstindlich
konnte auf diese Weise jede Rechnung umgangen werden, und
ist auch hierin ein wesentlicher Unterschied zwischen dieser
Abhandlung und den Schopfungen anderer Autoren gelegen.
Eine grossere Anzahl neuer, hochst interessanter Sitze, die sich
aus den angestellten Untersuchungen anstandslos ergaben, wurde
aufgestellt, eingehend begriindet und gerechtfertigt.

L

Normalenflichen ldngs ebener Schnitte der Flichen zweiter
Ordnung.

Die Ordnung der einer Fliche m-ter Ordnung lidngs des
Schnittes mit einer Fliche m'-ter Ordnung entsprechenden Nor-
malenfliche ! wurde durch

1 Peschka, Normalenflichen.
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(m*.m")
ausgedriickt, wihrend die Ordnung ihrer Doppeleurve durch

I
m% (mP*—4 m—m' + 4)

und die Zahl ihrer Kanten durch den Ausdruck
2 mm' (2 m +m'—4)
bestimmt wurde.

Auf den vorliegenden Fall angewendet, in welchem m = 2
und =’ = 1 ist, erhdlt man eine Normalenfliiche vierten Grades
mit einer Doppeleurve dritter Ordnung und vier Kanten.

Weitere Eigenschaften der Normalenfliichen fiir Flichen
zweiten Grades lings ihrer ebenen Schnitte ergeben sich ohne
besondere Schwierigkeiten durch constructiv-geometrische Betrach-
twigen, sowie durch Untersuchung ihrer projectiven Darstellung.

Zun#chst lisst sich die besagte Untersuchung anf Kegel und
Cylinder zweiten Grades reduciren, da bekanntlich die einer
Fliiche zweiten Grades, lings eines ihrer ebenen Schnitte um-
schriebene developpable Fliche, ein Kegel zweiten Grades ist,
und dieser lings der Leitcurve die nidmliche Normalenfliiche, wie
die Fliche zweiten Grades selbst, besitzt.

Wir konnen uns hiernach auf die Betrachtung und Unter-
suchung der Normalenflichen lings der ebenen Schnitte von
Kegeln und Cylindern zweiten Grades beschrinken.

Zu diesem Zwecke wihlen wir die Ebene der Leitcurve des
Kegelschnittes & (Fig. 1) als horizontale Projectionsebene, und
jene, welche durch die Verbindungsgerade des Mittelpunktes von
K mit dem Kegelscheitel S geht, als zweite (verticale) Projections-
ebene.

Die horizontalen Projectionen der Normalen des Kegels
lings des Kegelschnittes X, sind die Normalen des Letzteren, mit-
hin die horizontale Contour der Normalenfliche die Evolute des
Kegelschnittes K. Diese Evolute ist, wie in der vorhergegangenen
Abhandlung ! allgemein nachgewiesen wurde, eine Curve sechster
Ordnung und vierter Classe.

Die verticalen Projectionen der Normalen ergeben sich als
die Perpendikel von den verticalen Projectionen der Punkte der

1t Peschka, Theoric der Normalenflichen. Sitzungsberichte der
kais. Akad. d. Wisscunschaften. Wien, Band LXXXI.
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Leitlinie K auf die verticalen Tracen der diesen Punkten ent-
sprechenden Beriihrungsebenen des Leitkegels.

Um somit die Erzeugende der Normalenfliche, welche durch
den Punkt (‘we’) der Leitlinie K geht, zu construiren, bestimmen
wir zunichst die Tangentialebene 4, 4, des Kegels in diesem
Punkte, und fithren durch « und «' zu 4, und 4, die beziiglichen
Senkrechten N, und N,, welche bereits die Projectionen der
gesuchten Erzeugenden reprisentiren. Die verticale Contour der
Normalenfliiche ergibt sich als Enveloppe aller Geraden X,, und
ist dieselbe, sowie iiberhaupt die Contour der besagten Fliche
auf jede beliebige Ebene und fiir jedes beliebig gewéhlte Pro-
jectionscentrum, stets eine Curve sechster Ordnung und vierter
Classe.

Wenden wir uns nun voriibergehend zu Betrachtungen
anderer Art, und fragen wir zunéichst win die Strictionslinie
der Normalenfliche.

Eine einfache diesbeziigliche Untersuchung liefert fiir die
Normalenflichen der Flichen zweiten Grades, lings ihrer ebenen
Schnitte, eine sehr interessante Eigenschaft der Strie-
tionslinie.

Sei (8,/K) ein beliebiger Kegel zweiter Ordnung, K ein
ebener Schnitt desselben und zugleich die Leitlinie der Normalen-
fliche. Denken wir uns durch den Scheitel S zu jeder Tangential-
ebene B eine Senkrechte V' gezogen, so bildet die Gesammtheit
dieser Geraden V' einen zweiten Kegel R’ der zweiten Ordnung.
Die Erzeugenden N dieses Kegels sind zu den Erzeugenden N
der Normalenfliche parallel, und wird somit obbezeichneter
Kegel den Richtungskegel fiir die Normalenfliche reprisen-
tiren.

Setzen wir nun voraus, es sei NV eine Erzeugende der Nor-
malenfliche in dem Punkte der Erzeugenden G von ('S,K), N'
die ihr parallele Erzeugende des Richtungskegels R', und denken
wir uns die Berithrungsebene B’ des letzteren lings V' construirt,
s0 ist diese Ebene senkrecht zur Erzeugenden &' des urspriing-
lichen Kegels ('S, ().

Nun ist aber aus der Theorie der windschiefen Flichen
bekannt, dass die Ebene 4, welche durch die Erzeugende N
parallel zur Ebene B’ gelegt wird, die windschiefe Normalen-
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fliche in dem unendlich fernen Punkte der Erzeugenden NV beriihrt,
also eine asymptotische Ebene der Normalenfliche vorstelle.

Hieraus ist ersichtlich, dass die asymptotische Ebene der
Normalenfliche fiir eine Erzeugende N diejenige Ebene 4 ist,
welche durch N senkrecht zur entsprechenden Erzeugenden &
des Leitkegels (S, K) gefiihrt wird.

Nun ist uns weiters geldufig, dass die Ebene, welche durch
die Erzeugende NV der windschiefen Fliche senkrecht zur asympto-
tischen Ebene gelegt wird, die Centralebene der Erzeugenden
ist, und die Fldche in dem Centralpunkte dieser Erzeugenden
(welcher Punkt der Strictionslinie angehort) bertihrt.

Fithren wir aber in dem vorliegenden Falle durch N eine
senkrechte Ebene 7' auf die Ebene 4, so muss diese unbedingt die
Erzeugende G, also auch den Scheitel des Leitkegels enthalten,

Aus diesen Erdrterungen folgt, dass die siimmtlichen Central-
ebenen der Normalenfliche, das ist die Ebenen, welche der Nor-
malenfliche lings ihrer Strictionslinie nmsechrieben sind, einen
Kegel umbhiillen, 'dessen Scheitel mit jenem der urspriinglichen
Leitfliche identisch ist.

Es ergibt sich hiernach der Satz:

,Die Strictionslinie der Normalenfliche eines Kegels zweiter
Ordnung lings eines ebemnen Schnittes ist die Beriithrungscurve
der Normalenfliche mit dem ihr aus dem Scheitel des Leitkegels
umschriebenen Kegel.

Durch eine geringfiigige Anderung im Wortlaute kann man
diesen Satz ganz allgemein fiir die Normalenfliichen, entlang der
ebenen Schnitte, von Flichen zweiten Grades aufstellen. Beriick-
sichtigt man némlich, dass in diesem Falle der Scheitel S des
Leitkegels den Pol des ebenen Leitschnittes in Bezug auf die Leit-
fliche zweiten Grades vorstellt, so nimmt der oben aufgestellte
Satz die folgende Gestalt an.

,Die Strictionslinie der Normalenfliche einer Fliche zweiten
Grades lings eines ihrer ebenen Schnitte ist die Bertihrungscurve
der Normalenfliche mit jenem Kegel, ‘welcher ihr aus dem Pole
des ebenen Leitschnittes, als Kegelscheitel betrachtet, umschrie-
ben wird.“

Diese Eigenschaft erlaubt uns auch, die Ordnung und
Classe der Strictionslinie zu bestimmen.
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Der einer Fliche m-ter Ordnung von einem Punkte ausser-
halb umschriebene Kegel beriihrt, wie wir wissen, die Fliche in
einer Curve m (m—1)-ter Ordnung, welche sich als deren Schnitt
mit der ersten Polarfliche des genannten Punktes ergibt.

Besitzt jedoch die gegebene Fldche eine Doppellinie von
der b-ten Ordnung, so geht durch diese, wie bekannt, die erste
Polarfliche hindureh, ohne dass dieselbe einen Theil der Beriih-
rungscurve ausmacht. Der Schnitt der Polarfliiche mit der gege-
benen Fliche nach der erwihnten Doppellinie ist offenbar von der
2 h-ten Ordnung und mithin die Ordnung der Berithrungscurve:

m (m—1)—2 b,

Im vorliegenden Falle ist m =4 der Grad der Normalen-
fliche, 6 = 3 die Ordnung ihrer Doppelcurve, folglich die Ord-
nung der Beriihrungseurve, also auch jene der Strictionslinie der
Normalenfliche: 4 (4—1)—2-3 = 6.

Auch die Classe der Bertihrungscurve, oder, was dasselbe
ist, die Classe des umschriebenen Kegels ist leicht zu ermitteln,
indem die Classe eines einer krummen Fliche aus einem Punkte
ausserhalb umschriebenen Kegels, also auch die seiner Beriih-
rungscurve, jener der Fliche selbst gleich, im gegenwiirtigen
Falle daher gleich , vier“ist. Die gewonnenen Resultate zusammen-
gefasst, ergibt sich der Satz:

yDie Strictionslinie der Normalenfliche einer Fliche zweiten
Grades lings eines ihrer ebenen Schnitte ist eine Raumecurve
sechster Ordnung und vierter Classe.“

Die Doppelcurve der eben betrachteteu Normalenfliiche ist
eine Raumecurve dritter Ordnung, und da im Allgemeinen die
Doppeleurve ciner windschiefen Fliche n-ten Grades jede Erzeu-
gende in (n—2) Punkten schneidet, so folgt, dass im vorliegenden
Falle die Erzeugenden der Normalenfliche zweipunktige Se-
kanten der Doppeleurve dritter Ordnung seien, oder mit anderen
Worten, dass jede Erzeugende der Normalenfliche von zwei
anderen Lrzeugenden derselben geschnitten werde.

Die Ebene der Leitlinie & wird von der Doppeleurve in drei
leicht zu ermittelnden Punkten getroffen. Denn, die Tangenten
¢, und £, (Fig. 2) von S an K sind offenbar die Tracen zweier
verticaler Tangentialebenen des Kegels; die ihren Beriihrungs-
punkten -, und @;, mit A" entsprechenden Normalen N, und N,,
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liegen demnach in der Ebene der Leitlinie X' und treffen sich in
einem Punkte y der Doppeleurve. Ferner begegnet die Normale
N, den Kegelschnitt I’ ausser in @, noch in einem Punkte y,,
in welchem sie auch die zugehdrige Normale N,, der Fliche
schneidet, woraus folgt, dass y, ebenfalls ein Punkt der Doppel-
curve ist. In gleicher Weise lisst sich auch nachweisen, dass der
Schnittpunkt gy, der Normalen N,, mit dem Kegelschnitte X'
einen in dieser Ebene liegenden Punkt der Doppellinie dritter
Ordnung vorstelle.

Um direct Paare von sich schneidenden Erzeugenden der
Normalenfliche zu erhalten, wollen wir noch eine weitere Be-
trachtung anstellen.

Setzen wir voraus, es seien « und b zwei Punkte der Leit-
linie X' von solcher Beschaffenheit, dass sich die ihnen ent-
sprechenden Normalen N, und N des Kegels ('S,K) schneiden.
Die Verbindungsgerade der Punkte ¢ und & ist dann gleichzeitig
die Horizontaltrace der Ebene der beiden Normalen N, und XN;.

Sind ¢, und ¢, die Tangenten in den besagten Punkten «
und & des Kegelschnittes K, also die Tracen der Tangentialebenen
an die Kegelfliiche ('S, ) in « und 0, so stellt die Verbindungs-
gerade p. ihres Schnittpunktes M mit der horizontalen Projection
§" des Kegelscheitels die horizontale Projection der Schnittlinie
der genannten Tangentialebenen vor. Da nun weiters die Normalen
N, und N, auf diesen Beriithrungsebenen senkrecht stehen, so ist
auch deren Ebene senkrecht zur Schnittlinie der letzteren, und
mithin die horizontale Trace «b senkrecht zur horizontalen Pro-
jection MS' oder p. der Schnittlinie. Ausserdem ist M, als Schnift-
punkt der in « und b an den Kegel geftihrten Tangenten, der
Pol der Geraden «b.

Diese einfache Betrachtung fithrt uns zur Kenntniss der
Bedingung, welcher zwei Punkte der Leitlinie X’ geniigen miissen,
damit sich die ihnen entsprechenden Erzeugenden der Normalen-
fliche schneiden.

Jedes Paar solcher Punkte (wie im vorliegenden Falle ¢ und
) muss nimlich die Eigenschaft besitzen, dass die Verbindungs-
linie i des Poles M der durch sie bestimmten Kegelschnittssehne
ab mit der horizontalen Projection S' des Kegelscheitels zu ab
senkrecht stehe.
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Um nun solche Paare von Punkten constructiv zu bestimmen,
nehmen wir umgekehrt an, es sei ein Strahl p des Biischels S
gegeben und man hitte die Lage eines Punktes M auf der
Geraden p so zu bestimmen, dass dessen Polare «b eine zu p
senkrechte Stellung annehme.

Ist sodann ¢ der zu p senkrechte Durchmesser des Kegel-
schnittes &', und = der diesem Durchmesser ¢ conjugirte Durch-
messer, so stellt letzterer gleichzeitiz den Ort der Pole aller zu
o parallelen, also zu . senkrechten Kegelschnittssehnen vor. Der
Schnittpunkt M von . und = ist mithin der auf p gesuchte Punkt,
dessen Polare ab zu p senkrecht steht. Es stellen demnach « und
b zwei Punkte des Kegelschnittes dar, deren entsprechende
Erzeugenden der Normalenfliiche sich schneiden.

In gleicher Weise kann nunmehr fiir jeden durch S’ gehen-
den anderweitigen Strahl u’ ein folgendes Punktepaar «,b, von
der nidmlichen Eigenschaft gefunden werden, und es wird somit
auch nicht den geringsten Schwierigkeiten unterworfen sein, das
Erzeugniss der Sehne «b zu ermitteln.

Beschreibt ndmlich der durch S’ gehende Strahl p. ein Strah-
lenbiischel, so wird der zu diesem senkrechte Kegelschnitts-
durchmesser s ein dem ersteren projectivisches Strahlenbiischel
erzeugen.

Ebenso beschreibt auch der dem Durchmesser ¢ conjugirte
Durchmesser = ein Strahlenbiischel, welches dem Biischel ¢ als
auch jenem &' projectivisch verwandt ist. Mithin ist der geo-
metrische Ort des Punktes M (Schnittpunkt von entsprechenden
Strahlen der Biischel r und ") ein Kegelschnitt, welcher auch
durch die Scheitel $' und O (Mittelpunkt des Leitkegelschnittes)
geht.

Hieraus folgt, dass die Geraden «b, «,b, als Polaren der
einzelnen Punkte M dieses Kegelschnittes in Bezug auf den
Kegelschnitt &', einen neuen Kegelschnitt = umhiillen, welcher,
wie leicht einzusehen, eine Parabel sein wird, da die Polare von
0, das ist die unendlich ferne Gerade, eine seiner Tangenten ist.

Eine weitere Tangente dieser Parabel ist die Berithrungs-
sehne @, ¥, als Polare des Punktes §'.

Bedenkt man ferner, dass jede Tangente der Parabel X den
Kegelschnitt & in zwei Punkten « und b schneidet, fiir welche die



1170 Peschka.

Normalen der Kegelfliiche in der néimlichen Ebene liegen, ande-
rerseits aber die Endpunkte der grossen und kleinen Axe von
I, sowie auch die Punkte 2, und y,, x, und y, die niimliche
Eigenschaft besitzen, so folgt, dass in gleicher Weise die beiden
Axen 4 und B der Leitlinie K, sowie die in der Ebene von X’
liegenden Kegelnormalen N,, und N,, Tangenten der Parabel 3
sind. Durch irgend vier von diesen fiinf genannten Tangenten ist
die Parabel vollkommen bestimmt, und kann auf bekannte Weise
projectivisch construirt werden.

Wiire nnn irgend eine Normale, etwa N, gegeben, so hiitte
man, um die beiden anderen Normalen, welche von der ersteren
geschnitten werden, zu ermitteln, nichts anderes zu thun, als
durch ihren Fusspunkt & die beiden Tangenten an die Parabel =
zu ziehen und so in den Punkten « und ¢, wo diese den Kegel-
schnitt i zum zweiten Male treffen, die Fusspunkte der gesuchten
Normalen N, und XN, zu finden.

Der Kegelschnitt A" und die Parabel X besitzen vier (reelle
oder imaginire) gemeinschaftliche Tangenten, jede derselben
trifft den Kegelschnitt A’ in zwei unendlich nahen Punkten, fiir
welche die Normalen des Kegels sich schneiden, das heisst die
Beriihrungspunkte der vier gemeinschaftlichen Tangenten von
von 2 und A’ mit dem Kegelschnitte X' gehdren den Kanten der
Normalenfliche an, und die bezeichneten gemeinschaftlichen
Tangenten selbst sind die horizontalen Tracen der Torsalebe-
nen, das ist jener Ebenen, welche die Normalenfliche lings der
Kanten bertihren.

Untersuchen wir nun die Eigenschaften der Ebenen,
welche durch Paare sich schneidender Erzeugenden der Nor-
malenfliche, etwa durch XN, und N, gehen.

Die Ebene N,N, schneidet die Normalenfliche, welche vom
vierten Grade ist, in einer Curve vierter Ordnung. Nachdem aber
die beiden Erzeugenden N, und N, Bestandtheile erster Ordnung
in diesem Schnitte repriisentiren, kann der Rest bloss vom zwei-
ten Grade, das ist ein Kegelschnitt sein.

Dieser Kegelschnitt trifft jede der beiden Normalen A, und
N, in zwei Punkten. Es ist bekannt, dass eine Ebene, welche
eine Erzeugende einer windschiefen Fliche enthilt, die letztere
nach einer Curve schneidet, welche ihrerseits diese Erzeugende
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in (n—1) Punkten trifft, wenn die Fliche vom n-ten Grade ist.
Einer dieser (n—1) Punkte ist der Beriithrungspunkt der Ebene
mit der Fliche, wibrend die iibrigen (»—2) Punkte die Schnitt-
punkte der Ebene mit der Doppelcurve der Fliche reprisentiren.

Im vorliegenden Falle enthilt die Ebene zwei Erzeugende
N, und N, der windschiefen Normalenfliche, beriihrt mithin die
Fliche in zwei verschiedenen Punkten, von welchen je einer auf
einer der betreffenden Erzeugenden N, und XN, sich vorfindet.
Nach Fritherem sind diese Beriihrungspunkte zwei von den
Schnittpunkten der Erzeugenden N, und N, mit dem der Nor-
malenfliche angehdrenden, in der Ebene von N, und N, liegenden
Kegelschnitte.

Die beiden anderen Schnittpunkte von N, und NN, mit diesem
Kegelschnitte gehoren der Doppeleurve an und sind, wie leicht
einzusehen, keine anderen als jene Punkte, in welchen die
genannten Erzeugenden NN, und N, von den anderweitigen Erzeu-
genden der Normalenfliiche getroffen werden. Der dritte in der
Ebene N,N, liegende Doppelpunkt ist selbstverstindlich der
Schnittpunkt z der gegebenen Erzeugenden N, und NV,

Weiters ist noch zu berticksichtigen, dass die Trace b der
Bitangentialebene (N, XV, ) eine Tangente der Parabel X ist, und
dass auch die Ebene der Leitlinie &', sowie die unendlich ferne
Ebene, Bitangentialebenen der Normalenfliche sind, indem sie
die letztere in einem Kegelschnitte und zwei Erzeugenden schnei-
den. (Fiir die erstere fillt dieser Kegelschnitt mit dem Leitkegel-
schnitte X" zusammen, und die Erzengenden erscheinen durch die
beiden Normalen NN,, und N,, dargestellt).

Fassen wir die Resultate der hier gepflogenen Erorterungen
zusaminen, so gelangen wir zu folgendem Schlusse:

«) ,Die Normalenfliche einer Fliche zweiten Grades lings
eines ihrer ebenen Schnitte besitzt unendlich viele Bitangen-
tialebenen, das ist Ebenen, in welchen zwei sich schneidende
Erzeugende der Fliche liegen und dieselbe daher in zwei
verschiedenen Punkten beriihren.

b) Jede dieser Bitangentialebenen schneidet die Normalen-
fliiche ausser in den zwei Erzeugenden noch in einem
Kegelschnitte, welcher die ersteren in den beziiglichen
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Berithrungspunkten und ausserdem in zwei der Doppel-
curve angehorenden Punkten trifft, und

¢) Die Tracen der Bitangentialebenen auf der Ebene der Leit-
curve der Normalenfliiche umbhiillen eine Parabel, welche
durch die Axen der Leitcurve und die in der Ebene der
letzteren liegenden Flichennormalen, als Tangenten,
bestimmt ist.“

Auch die Beriihrungsebenen lings der Kanten der Normalen-
fliche schneiden diese ausser in den zwei zu einer Kante ver-
einigten Erzeugenden noch in einem Kegelschnitte.

Da eine solche Beriihrungsebene die Normalenfliche lings
einer Geraden tangirt, so beriihrt sie auch alle auf der Fliche lie-
genden Curven und somit auch den obenbezeichneten Kegelschnitt
und die Doppelcurve der Fliche in Punkten, welche dieser
Geraden (Kante) angehdren. Wir wissen aber, dass der Kegel-
schnitt, in welchem eine Bitangentialebene die Normalenfliche
schneidet, auch die in dieser Ebene liegenden zwei Erzeugenden
in Punkten der Doppelcurve begegnet. Das Gesagte muss selbst-
verstindlich auch dann noch stattfinden, wenn die beiden Er-
zeugenden sich unausgesetzt nihern, die Bitangentialebene somit
in eine Torsalebene der Normalenflsiche iibergeht.

In dem letzthezeichneten Falle werden auch die beiden
Schnittpunkte der Erzeugeaden mit dem Kegelschnitte unendlich
nahe aneinander fallen, und da sie gleichzeitig Punkte der Doppel-
curve darstellen, so muss sowohl der Kegelschnitt, als auch die
Doppeleurve die Kante der Normalenfliche in einem und dem-
selben Punkte beriihren. Der dritte in der Torsalebene liegende
Punkt der Doppelecurve ist die Spitze der betreffenden Kante,
das ist der Schnittpunkt der beiden zur Kante vereinigten Er-
zeugenden der Fliche. Daher der Satz:

yDie Bertihrungsebenen der Normalenfliche lings ihrer vier
Kanten schneiden die Flidche nach Kegelschnitten, welche die
betreffenden Kanten in jenen Punkten beriihren, in welchen diese
auch von der Doppelcurve der Normalenfliiche berithrt werden.“

Die Tracen dieser Ebenen lings der Kanten auf der Ebene
der Leitlinie A’ sind, wie bereits frither gezeigt wurde, ebenfalls
Tangenten der Parabel =. Besagte Tracen wurden als die vier
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gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Kegelschnitte X" und =
erhalten.

Interessante Eigenschaften der Normalenfliche
ergeben sich, wenn man jener Ebene, welche die
Fliche zweiten Grades nach dem Leitkegelschnitte
der Normalenfliche schneidet, besondere Lagen
ertheilt.

Nehmen wir diesbeziiglich an, dass die Ebene
des Leitkegelschnittes senkrecht stehe zu einer der
drei Haupt- oder Axenebenen der Flidche zweiten
Grades.

Der Voraussetzung gemiiss liegt diesfalls die Spitze des der
Fldche lidngs jenes Leitkegelschnittes umschriebenen Kegels in
der genannten Hauptebene. Betrachtet man also die Ebene des
Leitkegelschnittes & (Fig. 3) als horizontale Projectionsebene, so
fillt die horizontale Projection S des Kegelscheitels in die eine
Axe 0S5 des Leitkegelschnittes K.

Als verticale Projectionsebene wollen wir die horizontal-
projicirende Ebene durch OS' wiihlen, und voraussetzen, dass S
die verticale Projection des Kegelscheitels sei.

Nachdem die Normalenfliche der Fliche zweiten Grades
lings des Kegelschnittes A" identisch ist mit der Normalenfliiche
des Kegels (SK) lings der nimlichen Curve, so hat man bloss
in den einzelnen Punkten von (AK') Normalen zu der Kegel-
fliiche zu construiren, um Erzeugende der Normalenfliiche zu
erhalten.

Soll nun beispielsweise die dem Punkte (wa’') der Leitcurve
K entsprechende Normale dargestellt werden, so bestimmt man
zuniichst die Tangentialebene in dem genannten Punkte. Die
Horizontaltrace E, derselben ist die Tangente ¢, an K' im Punkte
a', wihrend die zugehorige Verticaltrace E, die Verbindungs-
gerade von S mit jenem Punkte « ist, in welchem ¢, die Grund-
linie 0S' schneidet. Die Projectionen N, und N, der verlangten
Normalen gehen durch a, respective ¢’ und sind zu den beziig-
lichen Tracen E, und E, der Beriihrungsebene senkrecht.

Hieraus ergibt sich sofort, dass die Horizontalprojectionen
der Erzeugenden der Normalenfliche, die Normalen des Kegel-
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schnittes A’ sind, oder mit anderen Worten, dass die horizontale
Contour der Normalenfliche die Enveloppe der Normalen von
I, das ist also die Evolute des Kegelschnittes K représentirt.

Was die verticale Projection anbelangt, so ist im Allgemeinen
die Contour der Normalenfliche einer Fliche zweiter Ordnung
lings eines ebenen Schuittes derselben, eine Curve sechster
Ordnungund vierter Classe, indem die Normalenfliche selbst
eine windschiefe Flidche vierten Grades ist, welche eine Doppel-
curve dritter Ordnung besitzt.

Die besondere, im vorliegenden Falle getroffene Anordnung
der Projectionsebene ist jedoch Ursache, dass die verticale Con-
tour der Normalenfliche sich auf einen Kegelschnittt reducirt.

Wie leichit zu erkennen, fallen nimlich die verticalen Pro-
jectionen der Normalen paarweise zusammen, und zwar gilt dies
von allen Paaren solcher Normalen, deren Fusspunkte (wa') und
(bb’) in zur Axe O’ senkrecht stehenden Geraden liegen. Je zwei
solche Punkte besitzen némlich einerseits dieselbe Verticalpro-
jection «, respective b in 08, und andererseits schneiden sich die
in den Punkten ¢ und &' des Kegelschnittes X' gefiihrten Tan-
genten ¢, und ¢ in einem und demselben Punkte (o, §), wess-
halb auch die Berithrungsebenen des Kegels (SK) in « und b
einerlei Verticaltrace E, besitzen.

Hieraus erhellt unmittelbar, dass auch die verticalen Pro-
jectionen N, und X, der Normalen in («e’) und (b4') zusammen-
fallen miissen.

Es wurde nun frither allgemein nachgewiesen, dass die
verticale Contour der Normalenfléiche, das ist die Enveloppe der
Verticalprojectionen ihrer Erzeugenden, eine Curve vierter
Classe sei, dass also durch jeden Punkt vier solche Verticalpro-
jectionen gehen. Im vorliegenden Falle coincidiren aber je zwei
Verticalprojectionen, so dass die vier durch einen Punkt gehenden
Tangenten der verticalen Contour, zu je zwei, in zwei verschie-
denen Geraden zusammenfallen.

Man kann hiernach durch einen Punkt an die verticale Con-
tour nur zwei (allerdings doppelt zihlende) Tangenten ziehen,
das heisst die besagte Contour reducirt sich auf eine Curve
zweiter Classe, also auf einen Kegelschnitt.
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Durch eine einfache Untersuchung, wobei wir iiberdies noch
eingehender iber die Art und die Lage des fraglichen Kegel-
schnittes unterrichtet werden, ldsst sich dies auch direct nach-
weisen.

Wenn wir ndmlich berticksichtigen, dass «'d’ als Beriihrungs-
sehne der von « aus gezogenen Kegelschnittstangenten ¢, und ¢,
die Polare des Punktes « darstellt, mithin « und « zwei harmo-
nisch conjugirte Punkte zu den Axenendpunkten 4 und B von
K reprisentiren, so ist klar, dass wenn « die Gerade 0S' durch-
lauft, dasselbe auch der Punkt ¢ in der Weise thue, dass « und «
zwei projectivische Punktreihen beschreiben.

Ferner beschreibt die verticale Trace E, einen zur Reihe «
perspectivischen Strahlenbiischel aus dem Mittelpunkte S, wel-
cher Strahlenbiischel sonach auch zur Reibe « projectivisch sein
wird. Errichtet man endlich im Scheitel § auf jeden Strahl «§
eine Senkrechte S«’, so bilden diese Senkrechten einen neuen
zum Biischel S«. .., also auch einen zur Punktreihe « projectivi-
schen Strahlenbiischel. Die Verticalprojection N, der Normalen
geht durch « und steht senkrecht zu S, ist also parallel zu Sa'.

Hieraus ist zu ersehen, dass die verticale Contour der Nor-
malenfliche die Enveloppe aller Geraden ist, welche durch die
einzelnen Punkte der Reihe « parallel zu den entsprechenden
Strahlen eines dieser Reihe projectivischen Strahlenbiischels S’
gezogen werden konnen, oder, was dasselbe ist, die verticale
Contour der Normalenfliche ist die Enveloppe derjenigen Geraden,
welche die entsprechenden Punkte zweier perspectivischen
Reihen, deren Triiger beziehungsweise die Gerade OS und die
unendlich ferne Gerade sind, verbinden,

Diese Enveloppe ist, wie wir bereits wissen, jederzeit ein
Kegelschnitt, welcher die Triger der beiden Reihen bertihrt. Da
der eine dieser Tréager die im Unendlichen liegende Gerade ist,
so ist besagter Kegelschnitt speciell eine Parabel. Die letztere
beriibrt die beiden Axen 4B und CD des Kegelschnittes KA.
Selbstvérstindlich tritt diese Bertthrung nur in den Projectionen
und nicht auch im Raume ein, da die Parabel in der Ebene 05"
und der Kegelschnitt A" in der horizontalen Projectionsebene
liegt. Die Parabel beriihrt die Axe 4B, weil letztere der Triger
der einen erzeugenden Punktreihe « ist, und die Axe CD
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desshalb, weil diese, wie leicht einzusehen, die verticalen Pro-
jectionen der den Punkten € und D entsprechenden Normalen
enthilt. Die Parabel, welche sich als Contour der Normalenfliche
auf der horizontal projicirenden Ebene OS' herausstellt, beriihrt
also sowohl die Gerade 0§, als auch die horizontal-projicirende
Gerade O.

Wir gelangen sonach zu dem Satze:

yWird als Leitcurve fiir die Normalenfliche einer Fliche
zweiten Grades (oder speciell eines Kegels zweiten Grades) ein
zu einer Hauptebene senkrechter Schnitt angenommen, so ist die
Contour der Normalenfliche auf der bezeichneten Hauptebene
(unter Voraussetzung orthogonaler Projection) eine Parabel. Die
letztere bertihrt einerseits die Schnittgerade der Hauptebene mit
der Ebene der Leitlinie und andererseits jene Gerade, welche
im Mittelpunkte der Leitlinie auf der Ebene derselben senk-
recht steht.“

Unter den Tangenten der Parabel gibt es eine, welche von
besonderer Wichtigkeit ist. Wenn wir ndmlich von & aus Tan-
genten an K’ ziehen, deren Berithrungspunkte a' und y’ sind, so
werden die’diesen Punlkten entsprechenden Normalen des Kegels
(SK) ihrer ganzen Ausdehnung nach in der Ebene des Leit-
kegelschnittes K’ liegen, und sich in einem Punkte @, der Axe
08§’ treffen.

Betrachten wir nun «, als die Verticalprojection einés
Punktes (a,e; ) von (KK') und bestimmen wir die Verticalpro-
Jection NV, der diesem Punkte entsprechenden Kegelnormalen,
indem wir durch e, auf die Verticaltrace K, der zugehorigen
Beriihrungsebene eine Senkrechte errichten.

Diese Verticalprojection N,,, die wir insbesondere hervor-
heben und mit D bezeichnen wollen, ist eine Tangente der verti-
calen Contour (Parabel) und besitzt als solche eine sie auszeich-
nende Eigenschaft, welche wir durch nachstehende Betrachtung
néher zu bestimmen beabsichtigen. Wihrend 0S8 und D zwei
Tangenten der Contourparabel darstellen, werden alle anderen
Tangenten, das heisst die Verticalprojectionen N, aller Normalen,
auf den erstgenannten Geraden 08 und D zwei dhnliche Punkt-
reihen ¢.. und s.  bestimmen. Ist ferner #, die Tangente an
K in einem Punkte «' und N, die entsprechende Normale, so
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treffen diese beiden Geraden die Axe 0S5’ in zwei Punkten = und
s, welche harmonisch conjugirt zu den Brennpunkten f, und f,
des Kegelschnittes &’ sind; denn verbindet man £, und £, mit «,,
so ist  fia's' =< foa's’ tnd L aa’s'= 90° und sind mithin die
Strahlen «' (7,f,« s'), also auch die Punkte f,, f,, «, s' harmonisch
gelagert.

Wenn nun die Tangente ¢, und die zugehorige Normale N,
alle moglichen zuldssigen Lagen annehmen, so werden die
Punkte « und s' offenbar zwei projectivische Punktreihen
auf 0S8’ beschreiben.

Nachdem aber im Vorhergehenden nachgewiesen wurde,
dass auch die Punkte « und « zwei projectivische Punktreihen
auf OS' beschreiben, so folgt hieraus unmittelbar, dass auch die
Reihen «.. und s’ projectivisch sind. Es ldsst sich jedoch
leicht zeigen, dass diese Reihen iiberdies auch #hnlich sind, das
heisst, dass sich in den beiden Reihen die unendlich fernen
Punkte entsprechen.

Versetzen wir némlich voritbergehend den Punkt « nach O,
so entsprechen demselben sowohl in Bezug auf 4B, als auch in
Bezug auf fif, der unendlich ferne Punkt von OS’ als harmoni-
scher Punkt, welchem Umstande zufolge sich die unendlich fernen
Punkte in den Reihen «.. wund s’ entsprechen miissen, die
Reihen also dhnlich sind.

Denken wir uns nun durch siimmtliche Punkte s’ zu 0S'
senkrechte Geraden ss’,.  gezogen, so bestimmen auch diese auf
der Geraden D eine Punktreihe s. ., welche mit jener s’ und
mithin auch mit der Reihe «.. #Hhnlich ist. Die Tangenten der
Contourparabel bestimmen aber, wie hervorgehoben wurde, auf
D gleichfalls eine zu der Reihe «.  #hnliche Punktreibe o.
daher wir zu dem Schlusse gelangen, dass sich anf D zwei dhn-
liche Punktreihen .  und s.  vorfinden.

Es lisst sich nun nachweisen, dass diese beiden Reihen
identisch sind, das ist, dass alle Paare entsprechender Punkte
coincidiren. Zu diesem Zwecke wird es, da die beiden Reihen
dhnlich sind, geniigen, zu zeigen, das zwei Paare entsprechender
Punkte zusammenfallen.

Nehmen wir behufs dieses Nachweises an, es falle « mit S’
zusammen, und bezeichnen wir den genannten Punkt in dieser

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXXXI. Bd. IT. Abth, Ip)
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Lage mit «,, so entspricht demselben in der Reihe «.. der
Punkt «,, und in der Reihe s’ der mit «, zusammenfallende
Punkt s,. Die verticale Projection der dem Punkte (w,a,) ent-
sprechenden Normalen stimmt mit OS' iiberein und trifft die
Gerade D in dem ebenfalls mit «, zusammenfallenden Punkte g,
der Reibe 5. Endlich trifft die durch s, senkrecht zu 0S'
gezogene Gerade die Contowrtangente D auch in dem mit «,
oder s, zusammenfallenden Punkte s,, woraus folgt, dass die
einander entsprechenden Punkte s, und s, der Reihen s. und
s.  zusammenfallen.

Gelangt der Punkt « in unendliche Entfernung, und nennen
wir ihn in dieser Lage «,, so entsprechen demselben in den
Reihen «. und ¢ die mit dem Mittelpunkte O iiberein-
stimmenden Punkte «, und s,, und nachdem die durch «, gehende
Parabeltangente durch die Axe CD dargestellt wird, fallen auch
die beiden, sowohl einander als auch dem Punkte «, entsprechen-
den Punkte 6, und s, in den Reihen o und s.  zusammen.

Aus der angestellten Betrachtung ist zu ersehen, dass die
beiden dhnlichen Reihen 5. und s.  auf D zwei Paare ent-
sprechender zusammenfallender Punkte ¢, und s und s,
besitzen, dass also diese Reihen identisch sind.

Ist mithin (@e’) ein beliebiger Punkt des Kegelschnittes
(KK ), sind ferner N, und N, die Projectionen der ihm ent-
sprechenden Kegelnormalen und schneidet N.' die Axe 0S' in
dem Punkte s', so folgt als Resultat der gepflogenen Erdrterungen,
dass sich N, und die durch s’ senkrecht zu OS’ gezogene Gerade
§'s, in einem und demselben Punkte s von D schneiden. Gleich-
zeitig entnehmen wir der vollfithrten Construction, dass auch
(ss') der Schnittpunkt der Normale (N,N,) mit der verticalen
Projectionsebene ist.

Aus der Symmetrie aller Elemente des Gebildes gegen die
horizontal -projicirende Ebene 0S8’ ergibt sich endlich noch, dass
(ss') auch der Schnittpunkt der Ebene 0§’ mit jener Normalen
N, N, sei, deren Fusspunkt &’ mit «' auf derselben zu OS’ senk-
rechten Kegelschnittssehne liegt. Da ferner Paare jener Normalen,
deren Fusspunkte, wie «' und &', auf den zu OS' senkrechten
Kegelschnittssehnen liegen, das ist solche Paare von Normalen,
welche eine zur Ebene 0S’ symmetrische Lage besitzen, sich in

G
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Punkten der Geraden DD’ schuneiden, folgt, dass diese Gerade
eine Doppelgerade der Normalenfliche sei.

Nachdem aber die vollstindige Doppelcurve der vorliegen-
den Normalenfliche eine Cwrve dritter Ordnung im Raume ist,
und die Gerade DD’ einen Bestandtheil erster Ordnung derselben
reprasentirt, so muss der Rest der Doppelcurve aus einer Linie
zweiter Ordnung bestehen, und wird diese, wie sich leicht nach-
weisen lis#t, ein wirklicher Kegelschnitt sein.

Wiirde niimlich der Rest der Doppellinie wieder, etwa in
zwel Doppelgerade, zerfallen, so hiitte die Normalenfliche, die
Doppelgerade DD’ mit eingerechnet, drei gerade Leitlinien, und
miisste sich daher, was diesfalls nicht moglich ist, als ein Hyper-
boloid darstellen. Ebenso konnte man allenfalls anzunehmen
geneigt sein, dass die iibrig bleibende Doppellinie zweiter Ord-
nung aus einer eigentlichen Doppelgeraden und einer Doppel-
erzeugenden oder selbst aus zwei Doppelerzeugenden bestehe.
Wie sich jedoch constructiv nachweisen lisst, konnen auch diese
beiden letztgenannten Fille nicht eintreten.

Die Doppelcurve der Fliche ist hiernach eine eigent-
liche Curve zweiter Ordnung, indem sie, wie wir zu zeigen
beabsichtigen, den Ort der Schnittpunkte von verschiedenen Er-
reugenden der Normalenfliche vorstellt.

Wie wir wissen, ist die Doppelgerade DD’ (Fig. 4) gleich-
reitig der Ort der verticalen Durchstosspunkte aller Erzeugenden
der Normalenfliche. Denken wir uns nun durch den Schnittpunkt
M der Doppelgeraden DD' mit der Geraden 0S' in der Ebene der
Leitlinie X' (horizontale Projectionsebene) eine beliebige Gerade
e, gezogen, und betrachten wir D oder ¢, und ¢, als die verticale,
respective horizontale Trace einer Ebene. Die horizontale Trace
e, schneidet die Leitlinie (KK ) in zwei Punkten (ae’) und (00'),
deren entsprechende Normalen wir beziehungsweise mit (N, N,)
and (N, N;) bezeichnen wollen.

Nachdem nun die horizontalen Durchstosspunkte «' und &'
dieser Normalen in der horizontalen Trace ¢;, und die verticalen
Durchstosspunkte in der verticalen Trace e, liegen, so befinden
sich auch die Normalen selbst, ihrer ganzen Ausdehnung nach,
in der Ebene ¢,¢, und schneiden sich in einem Punkte (72') der-
selben. Der geometrische Ort der Punkte (7' ), fiir alle moglichen

5



1180 Peselika

Lagen in der Ebene ¢ ¢, ist sodann die Doppelecurve zweiten
Grades, das heisst ein Kegelschnitt.

Legen wir durch (DD') eine zweite Ebene e,e,, deren
Horizontaltrace ¢; in Bezug auf die Gerade 0§ symmetrisch zu
e, ist, so erhalten wir ebenfalls zwei in dieser Ebene liegende
Erzeugende (NV'o, N“l)’ (N'y, N, ) der Normalenfiiiche, welche
sich in einem Punkte (7, ) treffen, dessen horizontale Pro-
jection r; symmetrisch zu » in Bezug auf 0 ist, eund desse
verticale Projection », mit jener » zusammenfillt.

Hieraus ist zu entnehmen, dass einerseits der Doppelkegel-
schnitt in einer zur Ebene O0S' senkrechten Ebene liegt, und
dass andererseits eine seiner Hauptaxen in die Ebene 08 fillt.

Fithren wir ferner durch (DD') die vertical-projicirende
Ebene e,e;, so schneiden sich die in derselben liegenden Nor-
malen in einem Punkte (‘ss'), welcher, der Construction zufolge,
sowohl dem Doppelkegelschnitte, als auch der Doppelgeraden D
angehort, woraus weiter hervorgeht, dass sich die Doppelgerade
und der Doppelkegelschnitt in einem Punkte treffen.

Endlich hat der Doppelkegelschnitt auch mit der Leitcurve
K' zwei Punkte gemein, und zwar jene Punkte y, und y,, in wel-
chen die in der Ebene des Leitkegelschnittes K liegenden
Erzeugenden iV, und IV,, diesen zum zweiten Male treffen; denn
die Normale im Punkte 3, schneidet die Normale XV,, in eben
demselben Punkte y,. Letzterer gehort demnach der Doppelcurve
an. Das Gleiche gilt vom Punkte y,.

Die Gerade y,y, ist somit die horizontale Trace der Ebene
des Doppelkegelschnittes, und die Verbindungslinie von » mit
dem Punkte z, in welchem y,y, die Gerade 0S' trifft, deren ver-
ticale Trace.

Die Linge der in der Ebene 05’ liegenden Axe des Doppel-
kegelschnittes ist leicht zu bestimmen, indem (in der verticalen
Projection) s der eine Endpunkt derselben ist, wihrend sich der
andere Endpunkt als der Schnittpunkt 8 jener Erzeugenden s,
und #z, ergibt, welche den Endpunkten 4, respective B der Axe
von K’ entsprechen.

Da die Winkel 24S und gBS rechte Winkel sind, so lisst
sich durch die Punkte 3, S, 4 und B ein Kreis K| legen, dessen
Mittelpunkt o der Halbirungspunkt der Strecke S ist. Nachdem
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AB eine Sehne dieses Kreises ist, so steht 00 senkrecht zu 0S5
und ist RO = §'0.

Jene Ebenen, welche Paare von Erzeugenden enthalten, die
sich in einem Punkte der Doppelgeraden D schneiden, bertihren
die Normalenfliche in zwei Punkten, von welchen je einer auf
einer der beiden Erzeugenden liegt. Besagte Ebenen sind dem-
gemiss Bitangentialebenen der Normalenfliiche.

Die Bitangentialebenen sind vertical-projicirend, und ihre
Verticaltracen umbhiillen dieselbe Parabel P, welche sich als
verticale Contourcurve der Normalenfliche ergab, woraus erhellt,
dass die eben betrachtete Schaar von Bitangentialebenen einen
vertical-projicirenden, parabolischenCylinder umhiillt.

Jede der Bitangentialebenen enthiilt zwei gerade Erzeugende
der Normalenfliche, und jede derselben wird die letatere noch
in einem Kegelschnitt £ schneiden. Dass dieser Kegelschnift =
symmetrisch zur horizontal-projicirenden Ebene 08’ sei, ist selbst-
verstindlich.

Der Gesammtschnitt der Normalenfliiche mit der Bitangential-
ebene besitzt drei Doppelpunkte und zwar

«) den Schnittpunkt der beiden in der Bitangentialebene lie-
genden Erzeugenden der Normalenfliiche untereinander, und

0) je einen der Schnittpunkte jeder dieser Erzeugenden mit
dem vorerwihnten Kegelschnitte X.

Der zweite Schnittpunkt jeder der beiden Erzeugenden
mit 2 ist einer der Bertthrungspunkte der Bitangentialebene.

Unter den Beriihrungsebenen des parabolischen Cylinders P
gibt es insbesondere zwei, welche nicht nur Bitangentialebenen
der Normalenfliiche vorstellen, sondern die Normalenfliche auch
lings der ganzen Linge der Erzeugenden beriihren. Die beiden
in jeder dieser besonderen Ebenen liegenden Erzeugenden folgen
also unmittelbar aufeinander. Wie leicht einzusehen, sind dies
die Ebenen 7T, T}, und T, T, deren horizontale Tracen T}, und 7',
den Leitkegelschnitt in 4 und B berithren.

Lings der den Scheitelpunkten 4 und B des Leitkegel-
schnittes X" entsprechenden Normalen », und #, ist die Normalen-
fliiche entwickelbar. Diese Normalen représentiren sonach ins-
besondere zwei Kanten der Normalenfliche und ergeben sich
noch weitere zwei Kanten in ihnlicher Weise.
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Es wurde ferner nachgewiesen, dass jede Ebene, welche
durch die Doppelgerade (DD’') der Normalenfliche geht, zwei
Erzeugende der letzteren enthiilt; es werden daher die Ebenen
des Biischels (DD') ebenfalls eine Schaar von Bitangential-
ebenen bilden.

Besonders hervorzuheben sind jene beiden (imaginiren)
Bitangentialebenen des Biischels D, welche gleichzeitig den
Kegelschnitt K’ bertihren. Der Beriihrungspunkt jeder dieser
Ebenen vereinigt in sich die Fusspunkte zweier unmittelbar auf-
einander folgenden, sich gegenseitig schneidenden Erzcugenden
der Normalenfliche. Die natiirliche Folge hievon ist, dass jede
dieser Bitangentialebenen die Normalenfliche lings dieser
zusammenfallenden Erzeugenden beriihrt.

Diese Erzeugenden werden mithin die vorerwihnten zwei
Kanten der Fliache reprisentiren.

Jede der Bitangentialebenen des Biischels D enthilt ausser
den beiden Erzeugenden auch die im Schnitte doppelt zihlende
Doppelgerade (DD'). Diese drei Geraden bestimmen bereits
einen Schnitt von der vierten Ordnung, repriasentiren also den
vollstdndigen Schnitt der Bitangentialebene mit der Normalen-
flidche.

Die Beriihrungspunkte der genannten Bitangentialebene mit
der Normalenfliiche sind die beiden Schnittpunkte der Doppel-
geraden mit den in der Bitangentialebene liegenden Erzeugenden,

Die vertical-projicirende Ebene e, e; des Biischels D ist
speciell eine Bitangentialebene von der Beschaffenheit, dass sich
die beiden in ihr liegenden Erzeugenden der Normalenfliche in
einem Punkte ss’ der Doppelgeraden D schneiden, die zwei vorher
genannten Bertihrungspunkte sonach in einen zusammen fallen.
Nachdem in ss' die beiden Beriihrungspunkte der Bitangential-
ebene e, ¢; in einem und demselben Punkte sich vereinigen, wird
der bezeichnete Punkt ss' ein Doppelpunkt der Doppeleurve sein,
in welchem sich die Mintel der Normalenfliche beriihren.

Die Ergebnisse zusammengefasst, erhalten wir fiir die
Normalenfliiche einer Fliche zweiten Grades lings eines ebenen,
zu einer ihrer Hauptebene H senkrecht stehenden Schnittes,
folgende Siitze:
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«) ,Die Contour der Normalenfliche auf der Ebene des Leit-
kegelschnittes K ist die Evolute des letzteren. Die Con-
tour der Fliche auf der Ebene des Hauptschnittes H ist
eine Parabel, welche den Schnitt der Hauptebene mit der
Ebene des Leitkegelschnittes, als auch die im Mittelpunkte
des Leitkegelschnittes auf dessen Ebene senkrecht errichtete
Gerade beriihrt.“

b) ,Die Doppelcurve der Normalenfliche besteht einerseits aus
einer Geraden, welche in der Hauptebene H liegt und die
Ebene des Leitkegelschnittes in jenem Punkte trifft, in
welchem sich die in letzterer Ebene liegenden Erzeugenden
der Normalenfliiche begegnen, und andererseits aus einem
Kegelschnitte, dessen Ebene zur Hauptebene H senkrecht
steht und dieselbe nach einer Axe des Kegelschnittes
schneidet. Die Doppelgerade hat mit dem Doppelkegel-
schnitte den einen Endpunkt der genannten Axe gemein.“

¢) ,DieNormalenfliiche enthiilt zwei verschiedene Schaaren von
Bitangentialebenen. Die eine davon wmhiillt den zur Haupt-
ebene H senkrechten Cylinder, welcher durch die Contour-
parabel geht. Jede Ebene dieser Schaar schneidet die
Normalenfliiche ausser in den zwei Erzeugenden noch in
einem Kegelschnitte, die andere Schaar von Bitangential-
ebenen bildet ein Ebenenbiischel, welches die Doppelgerade
der Normalenfliiche zur Axe hat. Jede Ebene dieser Schaar
hat mit der Normalenfliiche ausser den zwei Erzeugenden
nur noch die doppelt ziihlende Doppelgerade gemein. Die
Ebenen beider Schaaren, welche gleichzeitig auch den Leit-
kegelschnitt beriihren, tangiren die Normalenfliche lings
Erzeugenden.“

d) ,Der Punkt, in welchem die Doppelgerade den Doppel-
kegelschnitt trifft, ist ein Doppelpunkt der Doppelcurve;
es fallen in diesem Punkte beide Tangentialebenen der
Normalenfliche in eine zusammen, daher sich die
beiden Méintel der Normalenfliche in demselben
beriihren.“

Setzen wir nun als Leitlinie der Normalenfldche
auf der Fliche zweiten Grades, also auch auf dem
umschriebenen Kegel, einen Kreis voraus.
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Betrachten wir die Ebene des gegebenen Kreises als die
horizontale Projectionsebene und sei S’ (Fig. 5) die orthogonale
des Kegelscheitels auf dieser Ebene.

Die horizontalen Projectionen der Kegelnormalen in den ein-
zelnen Punkten von (K K') sind diesfalls die Normalen des
Kreises K' selbst und gehen mithin durch den Mittelpunkt O
desselben.

Hieraus folgt unmittelbar, dass sdmmtliche Normalen die
horizontal-projicirende Gerade 0 schneiden, dass also diese Gerade
eine Leitlinie der Normalenfliiche darstelle.

Was die Doppellinie der Normalenfiiche anbelangt, so ist
leicht nachzuweisen, dass sie in dem vorliegenden Falle eine
degenerirte Curve dritter Ordnung sei, das ist aus Curven
niederer Ordnung zusammengesetzt ist, deren Ordnungssumine
gleich drei ist.

Der Kegel besitzt ndmlich eine Symmetrieebene, und
zwar ist dieselbe jene horizontalprojicirende Ebene, deren horizon-
tale Trace 0 §' ist. Es ist klar, dass auch die Normalen der Kegel-
fliche fiir solche Paare von Punkten auf K, welche wie « und &
symmetrisch gegen O S’ liegen, in Bezug auf die projicirende
Ebene 0 & symmetrisch gelagert sind, sich also in einem Punkte
y dieser Ebenen schneiden miissen.

Nachdem sich nun aber die horizontalen Projectionen der
Normalen n, und », in O treffen, so muss nothwendigerweise der
Schnittpunkt y der beiden Normalen %, und #, in der horizontal-
projicirenden Geraden O liegen. Besagte Gerade ist mithin eine
Doppellinie der Normalenflidche.

Wie wir frither nachgewiesen haben, entspricht der Normalen-
flicbe eine Doppeleurve dritter Ordnung; es wird daher, da
die Gerade O einen Bestandtheil erster Ordnung derselben bildet,
der Rest eine Curve zweiter Ordnung sein. Letztere wird sich
durch folgende einfache Betrachtung ergeben.

Jeder Durchmesser 6¢ des Kreises A enthilt die horizontalen
Projectionen zweier Kegelnormalen und zwar jener, deren Fuss-
punkte die Endpunkte & und ¢ des Durchmessers sind. Die beiden
Normalen, welche durch die diametral entgegengesetzten Punkte
gehen, liegen daher in der horizontal-projicirenden Ebene b¢ und
schneiden sich mithin in einem Punkte 2z, welcher der Doppel-
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curve angehort. Um uns iiber die Lage des Punktes z volle
Klarheit zu verschaffen, denken wir uns die projicirende Ebene b¢
als verticale Projectionsebene angenommen und S, als die um be
umgelegte verticale Projection der Kegelspitze vorausgesetzt, so
zwar, dass sodann Syb und S,c die umgelegten Verticaltracen der
Beriihrungsebenen an die Kegelfliche in den Punkten 4 und ¢
sein werden. In Folge dessen sind die zu 65, und ¢S, senkrecht
gefiihrten Geraden bz, und ¢z, die um b¢ numgelegten Normalen.

Der Fusspunkt  des von ihrem Schnittpunkte z;, auf be
gefillten Perpendikels stellt die horizontale Projection des
Schnittpunktes der Normalen in & und ¢ und hiermit die horizon-
tale Projection eines Punktes der Doppelcurve vor. Es wird sich
nunmehr noch darum handeln, den geometrischen Ort.des
Punktes z fiir alle m6glichen Kreisdurchmesser be festzu-
stellen.

In den Dreiecken S,bz, und S,cz, sind die Winkel bei b
und ¢ je gleich 90°, daher sich durch die vier Punkte b, ¢, S,
und z, ein Kreis K, legen lisst, dessen Mittelpunkt  der Halbi-
rungspunkt von Sz, ist. Da nun be eine Sehne dieses Kreises
ist, geht die Senkrechte vom Kreismittelpunkte m auf be durch
ihren Halbirungspunkt O und in Folge der Parallelitit von =0,
zyz und 85, ¢ wird auch 0z = 0¢ sein.

Der geometrische Ort des Punktes ¢, als Fusspunkt der von
S’ auf den Durchmesser be gefillten Senkrechten ist jener Kreis
K,, welcher iiber 0S" als Durchmesser beschrieben werden kann.

Es ist daher einleuchtend, dass der zu ¢, in Bezug auf O,
symmetrische Punkt  gleichfalls einen Kreis KX, beschreiben
wird, welcher mit dem Kreise K, in Bezug auf den Punkt O
symmetrisch liegt und mit jenem K, congruent ist. Der Mittel-
punkt M dieses Kreises K, liegt auf der Verlingerung von 08’
iiber O hinaus, wihrend die Kreisperipherie selbst durch O geht.

Hieraus ist zu ersehen, dass der zweite Theil der Doppel-
curve ein Kegelschnitt ist, welcher sich auf der Ebene der Leit-
linie der Normalenfldiche als Kreis projicirt.

Was die riumliche Lage des Kegelschnittes K, anbelangt,
so ist aus den gepflogenen Ertrterungen zu entnehmen, dass seine
kreisformige Projection, und mithin der Kegelschnitt selbst,
symmetrisch gegen die horizontal-projicirende Ebene 0S' liegt
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wie es auch unmittelbar aus der Symmetrie des Kegels sowohl,
als auch der Normalenfliiche gegen diese Ebene folgt.

Aus dem Gesagten geht hervor, dass die Ebene des
Kegelschnittes K, auf der horizontal-projicirenden Ebene 08’
senkrecht steht.

Ferner ist einleuchtend, dass der Kegelschnitt die Doppel-
gerade, da seine Projection” K, durch die Projection O der
horizontalprojicirenden Doppelgeraden geht, in einem Punkte
schneidet. Ebenso leicht werden wir finden, dass der Kegelschnitt
die kreisformige Leitlinie (KK ) der Normalenfliche in zwei
Punkten y, und y, schneidet. Sind nimlich S'2z, und Sz, die
von §' an den Leitkreis K’ gezogenen Tangenten, und x, und @,
deren Beriihrungspunkte, so ist klar, dass die diesen Punkten
entsprechenden Erzeugenden der Normalenfliche ihrer ganzen
Ausdehnung nach in der Ebene des Kreises A’ liegen, indem
sie zu den horizontal-projicirenden Kegelberithrungsebenen Sz,
und S'w, senkrecht stehen. Die Normale @, y, trifft den Kreis K
zum zweiten Male im Punkte y,, durch welchen ebenfalls eine
Normale der Kegelfliche geht. Dieser Punkt y, gehort mithin
zwei Lrzeugenden der Normalenfliche an; er ist folglich ein
Punkt der Doppeleurve. Dasselbe gilt von dem Punkte y,, in
welchem die Normale x,y, den Leitkreis X' das zweite Mal
begegnet.

Da ferner < Oz, 8 = J 02,8 = 90° ist, liegen die
Punkte 2, und @, auf dem Kreise K,, mithin die denselben in
Bezug auf 0 symmetrischen Punkte y, und y, auf dem Kreise K.
Selbstverstiindlich steht x, 2, senkrecht zu 0S und gilt das
Gleiche auch von y,y,. Die letztgenannte Gerade reprisentirt
also gleichzeitig auch die horizontale Trace der Ebene des
Doppelkegelschnittes X,.

Um die rdumliche Lage des Doppelkegelschnittes priciser
festzustellen, wollen wir denjenigen Punkt auf demselben
bestimmen, welcher sich als Schnittpunkt der Normalen in den
Endpunkten ¢’ und 4’ des Kreisdurchmessers 0S8’ ergibt.

Denken wir uns die horizontal-projicirende Ebene S0
umgelegt, wobei der Kegelscheitel nach S, gelangt, so finden
wir die umgelegten Normalen als die zu 6’5, und ¢'$’) Senk-
rechten 6’2’ und ¢'z';. Der Schnittpunkt der letzteren ist z') und
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die von demselben auf 08’ gefillte Senkrechte 2/, z' trifft 08" in
dem Punkte z' des Kreises K.

Ferner ist leicht einzusehen, dass die Gerade, welche z',
mit dem Schnittpunkte « der beiden Geraden y, y, und 0§ ver-
bindet, nichts anderes als die um 0S’ umgelegte Schnittlinie der
Ebene 08" mit der Ebene des Doppelkegelschnittes darstelle
und hiemit der Winkel z,’ «2' die Horizontalneigung der Ebene
des Doppelkegelschnittes reprisentire.

Nachdem nun weiters jeder der Winkel S b'z, und Sy'c’#,
gleich 90° ist, so enthdlt der iiber .§,2/, als Durchmesser
beschriebene Kreis K, auch die Punkte 4’ und ¢'. Endlich werden
sich die Gerade z'z'; und jene durch &', parallel zu 0§, also
senkrecht zu  2') gefiihrte Gerade §';s gleichfalls in einem
Punkte s des Kreises K, schneiden.

Denken wir uns nun den Kreis X, als Erzeugniss der Schnitt-
punkte entsprechender Strahlen zweier projectivischer (gleicher)
Strahlenbiischel aus den beziiglichen Mittelpunkten $'; und 2,
so ist klar, dass den Strahlen §' b, §' ¢’ und §'gs des ersteren
Biischels, beziehungsweise jene 2/, ', 2’ ¢’ und 2’y s des zweiten
entsprechen.

Wihlen wir uns ferner in dem Biischel ') etwa den
Strahl §") 0, und bestimmen wir den diesem Strahle entsprechenden
Strahl im Biischel 2/, indem wir beriicksichtigen, dass das
Doppelverhiltniss von irgend vier Strahlen des Biischels 2/,
dem Doppelverhiltnisse der vier entsprechenden Strahlen im
Biischel ', gleich sein miisse. Die vier Strahlen ' 0, 8" ¢, & s
und S, O sind, nachdem dieselben perspectivisch zu den vier
harmonischen Punkten &', ¢', 0 und U, sind, harmonisch liegend,
daher auch der dem Strahle §'; 0 des Biischels §'; entsprechende
Strahl im Biischel 2’ harmonisch zu den drei Strahlen 2'yb, 2/, ¢/,
2'ys (b und 2’ ¢’ als conjugirte Strahlen betrachtet) sein muss.

Der Nachweis, dass letztgenannter Strahl mit 2’| « zusammen-
falle, diirfte aus Folgendem hervorgehen. Der Kreis K, der
Punkt ' und die Gerade y, «y, sind symmetrisch in Bezug auf
den Punkt O und zwar Dbeziehungsweise zu dem Kreise K,
zum Punkte § und zu der Geraden 2, #,. Da nun x, @, die
Polare des Punktes & in Bezug auf den Kreis K, ist, so stellt
auch y, «y, die Polare des Punktes 2’ in Bezug auf den Kreis K,
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dar. Es sind mithin die vier Punkte &, ¢/, 2’ und «, also auch
die vier durch dieselben gehenden Strahlen z'jd’, 2'j¢/, 2y
und 2’; « harmonisch, und folglich ist auch 2’ j« der dem Strahle
S, O entsprechende Strahl.

Die beiden entsprechenden Strahlen &) 0 und 2')« treffen
sich in einem Punkte p des Kreises K,; sie stehen sonach
wechselseitig auf einander senkrecht. Vordem wurde aber auch
gezeigt, dass 2y« der Schnitt der horizontal-projicirenden Ebene
0S8’ mit der Ebene des Doppelkegelschnittes sei; es steht folglich
auch die letztere zur' Geraden 0S5y, also zu dem der Kreisschnitts-
ebene K conjugirten Kegeldurchmesser senkrecht.

Die Ergebnisse der angestellten Untersuchungen zusammen-
gefasst, folgt der Satz:

,Die Doppelcurve der Normalenfliche eines Kegels vom
zweiten Grade, lings eines seiner Kreisschnitte, zerfallt in eine
Gerade und in einen Kegelschnitt. Die Doppelgerade geht durch
den Mittelpunkt des Leitkreises und steht auf der Ebene des
letzteren senkrecht. Der Doppelkegelschnitt schneidet die Doppel-
gerade in einem Punkte und den Leitkreis in zwei Punkten,
wihrend seine Ebene senkrecht steht auf dem der Ebene des
Leitkreises conjugirten Kegeldurchmesser. Die eine Hauptaxe des
Doppelkegelschnittes liegtin der Ebene, welche durch obgenannten
Kegeldurchmesser senkrecht zur Ebene des Leitkreises gefiihrt
wird und eine Hauptebene des Kegels repriisentirt. Der Doppel-
kegelschnitt projicirt sich orthogonal auf die Ebene des Leit-
kreises, als Kreis.“

Dieser Satz gilt unmittelbar auch fiir die Normalenfliche
der allgemeinen Flichen zweiter Ordnung lings ihrer
Kreisschnitte, und kann daher auch in folgender Form ausge-
sprochen werden.

,Die Doppeleurve der Normalenfliiche einer Fliche zweiten
Grades lidngs eines ihrer Kreisschnitte, zerfiillt in eine Gerade
und einen Kegelschnitt.“

»Die Doppelgerade geht durch den Mittelpunkt des Kreis-
schnittes und steht senkrecht auf der Ebene des letzteren.“

sDer Doppelkegelschnitt schneidet die Doppelgerade in einem,
den Leitkreis dagegen in zwei Punkten. Die Ebene des Doppel-
kegelschnittes steht senkrecht zu dem der Ebene des Leitkreises

0
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conjugirten Durchmesser der Fliche zweiten Grades. Die eine
Hauptaxe des Doppelkegelschnittes liegt in jener Ebene, welche
durch obgenannten Durchmesser senkrecht auf die Ebene des
Leitkreises gefiihrt wird und eine Hauptebene der Fliche
zweiten Grades darstellt. Endlich ist die orthogonale Projection
des Doppelkegelschnittes auf die Ebene des Leitkreises ein Kreis.“

Zu erwihnen ist hier noch, dass beziiglich der Bitangential-
ebenen, der Strictionslinie und der verticalen Contour der eben
betrachteten Normalenfliche, dieselben Sitze ihre volle Giltigkeit
beibehalten, wie fiir den allgemeinen Fall, wenn als Leitlinie fiir
die Normalenfliche ein zu einer Hauptebene senkrechter Schnitt
der Leitfliche zweiten Grades angenommen wird; denn in beiden
Fillen liegt die horizontale Projection des Kegelscheitels § (ver-
gleiche Fig. 3, 4 und 5) in einer Axe des Leitkegelschnittes.
Fiir die oben erdrterten Sitze ist diese Eigenschaft massgebend,
wihrend die Form der Leitlinie (Kegelschnitt oder Kreis) an den
gegenseitigen Beziehungen nichts dndert.

Wird als Leitlinie fiir die Normalenfliche auf
einer Fldche zweiten Grades ein zu einer der
Hauptebenen paralleler ebener Schunitt gew#ihlt, so
ist die diesem Schnitte conjugirte Hauptaxe der
Fldche zweiten Grades gleichzeitig auch die Axe
jenes Kegels zweiten Grades, welcher der Fldche
lings des genannten ebenen Schnittes umschrie-
ben ist.

Das bezeichnete Problem reducirt sich scdann auf jenes, die
Normalenfliche eines Kegels zweiten Grades, lings
eines zu dessen Hauptaxe senkrechten Schnittes,
zu untersuchen.

Dieser Fall wurde bereits fiir ein dreiaxiges Ellipsoid!
in eingehender Weise behandelt. Obzwar in den daselbst ange-
stellten Untersuchungen durchwegs das dreiaxige Ellipsoid als
,Leitfliche voransgesetzt wird, so ist doch von selbst einleuch-
tend, dass die meisten der dort gefundenen Sitze unmittelbar,
andere dagegen, nach einer geringfiigigen Anderung des Wort-

1 Prof. Solin (Abh. d. k. bohm. Ges. d. Wissensch. S. VI, Bd. 11.
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lautes, fiir alle Arten der Fldchen zweiter Ordnung volle Giltig-
keit besitzen.

Wenn wir daher das bezeichnete Problem an dieser Stelle
unserer Discussion unterziehen, so geschieht es nur aus dem
Grunde, weil es uns zu wichtig diinkt, als dass wir uns mit dem
blossen Hinweise auf obangezogene Abhandlung begniigen
sollten, zu wichtig, als dass es hier ganz und gar iibergegangen
werden konnte. Auch diirfte die Verschiedenheit der Losung und
Durchfiihrung des bezeichneten Problems einiges Interesse bieten.

Nehmen wir also, um auf die uns gestellte Aufgabe zuriick-
zukommen, als

Leitlinie fiir die Normalenfldche, einen zu einer
der drei Hauptebenen der Fldche zweiten Grades
parallelen Schnitt an.

Der Scheitel des der Fliche zweiten Grades, lings des
bezeichneten Schnittes, umschriebenen Kegels liegt bekanntlich
auf jener Hauptaxe, welche der vorgenannten Hauptebene con-
jugirt ist. Die Leitlinie der Normalenfliiche ist mithin gleichzeitig
ein Hauptschnitt des umschriebenen Kegels, und die vorliegende
Aufgabe wird sich sonach, auf Grund der gemachten Andeutun-
gen, auf die Untersuchung der Normalenfliche eines Kegels
zweiten Grades lings eines Hauptschnittes (geraden Schnittes)
desselben, reduciren.

Setzen wir also voraus, besagter Hauptschnitt sei ein in
der horizontalen Projectionsebene liegender Kegelschnitt (K K')
(Fig. 6.) Der Scheitel ('S§) des Kegels befindet sich mithin,
unserer Annahme gemiiss, in der durch den Mittelpunkt O des
Kegelschnittes X gehenden horizontal-projicirenden Geraden, und
die Erzeugenden der Normalenfliche werden durch die Normalen
des Kegels (K, S) in den einzelnen Punkten des Kegelschnittes
(KK ) dargestellt erscheinen.

Sei (@ ¢’) ein Punkt der Leitlinie (K K'), so wird sich die
diesem Punkte entsprechende Normale des Kegels (K.5) leicht
construiren lassen, da, wie wir wissen, dieselbe zu der Tangen-
tialebene im Punkte (we’) senkrecht zu fiihren ist. Die Hori-
zontaltrace dieser Ebene fillt zusammen mit der Tangente ¢, an
den Leitkegelschnitt K’ in dem betreffenden Punkte «’, wihrend
die horizontale Projection N, der Kegelnormale durch die
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Normale des Kegelschnittes A im Punkte «' dargestellt erscheint.
Beziiglich der verticalen Trace der Beriihrungsebene geniigt es,
fiir den vorliegenden Zweck die Richtung derselben zu kennen.
Bestimmen wir zu diesem Behufe den Schnitt der Tangential-
ebene mit der durch den Kegelscheitel ¢(.§.5) parallel zur
verticalen Projectionsebene gelegten Ebene H,. Ein Punkt
dieser Schnittlinie ist der Kegelscheitel ('SS') selbst, ein zweiter
ergibt sich als Durchstosspunkt (66) von ¢, mit H,, daher die
Gerade S¢ die vertikale Projection der gesuchten zur vertikalen
Trace der Beriihrungsebene parallelen Schnittebene reprisentirt.
Die verticale Projection &, der Kegelnormale wird sonach durch
jene Gerade dargestellt, welche durch « senkrecht zu S¢ gezogen
werden kann.

Denken wir uns die Leitellipse K" affin in einen Kreis &’
verwandelt, wobei wir die Axe H, desselben als Affinititsaxe
annehmen. Construiren wir iiber A’ und ($S") den Rotations-
kegel (K,S), so ist auch dieser zu dem urspriinglichen Kegel
(KS) affinund stellt diesfalls die horizontal-projicirende Ebene H,
die Affinitiitsebene vor.

Dem Punkte (««’') des Kegelschnittes (K K') entspricht auf
dem Kreise X' der Punkt (««’). Die Beriihrungsebene des
urspriinglichen Kegels (AS) und jene des ihm affinen Rotations-
kegels (K, S), in den entsprechenden Punkten («e’) und (ac’),
sind affine Ebenen, und schneiden demgemiss die Affinitéitsebene
H, in einer und derselben Geraden ¢5S.

Hieraus folgt, dass die Verticalprojectionen N, und N, der
Normalen der Kegel (AS) und (K, S) in den entsprechenden
Punkten (««') und («o'), da beide durch « gehen und auf 6§
senkrecht stehen, zusammenfallen. Nachdem das Gesagte selbst-
verstindlich von den Normalen der beiden Kegel in allen Paaren
entsprechender Punkte der Leitcurve K und K, gilt, so ldsst sich
ganz allgemein behaupten, dass die Verticalprojectionen der
Erzeugenden jener Normalenfliichen, welche den beiden Kegeln
(KS) und (K, §) entsprechen, zusammenfallen miissen.

Wie wir wissen, schneiden sich sdmmtliche Normalen des
Kegels (K, S) lings des Kreises K, in dem ndmlichen Punkte
(L, 0') der Kegelaxe (S0, §0'); es werden sich mithin auch
die Verticalprojectionen der Normalen des zweiten Kegels
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(KS) im Punkte L treffen, und gelangen wir sonach zu dem
Schlusse, dass alle Erzeugenden der zu untersuchenden Normalen-
fliche die vertical-projicirende Gerade (L L') schneiden. Die
Letztere wird somit eine gerade Leitlinie der Normalenfliche
darstellen.

In gleicher Weise ldsst sich darthun, dass die Normalen-
fliche eine zweite gerade Leitlinie (M M) besitze, welche eben-
falls die Kegelaxe trifft und zur anderen Axe des Leitkegel-
schnittes (KK’ ) parallel ist. Zum Zwecke dieses Nachweises
hiitte man obige Betrachtung in der Art zu wiederholen, dass
man die verticale Projectionsebene parallel zur Axe €D des Leit-
kegelschnittes annimmt und hierauf den Kegel (AS) durch affine
Transformation in jenen Rotationskegel verwandelt, dessen Leit-
linie durch den dem Kegelschnitte A’ eingeschriebenen Kreis X,
représentirt wird.

Jede der beiden Leitgeraden (LL') und (M M) ist, wie aus
der folgenden Betrachtung hervorgeht, eine Doppelgerade der
Normalenfliiche.

Denken wir uns zu diesem Zwecke die Normalen (N, V,)
und (N, N;) fiir zwei Punkte (e¢') und (94'), deren Verbin-
dungsgerade zur Axe (AB, A'B’) des Leitkegelschnittes parallel
ist, construirt. Die Verticalprojectionen der bezeichneten Nor-
malen schneiden sich in L, die horizontalen Projectionen N, und
N, derselben dagegen werden sich, da sie die Normalen des
Kegelschnittes K’ in den Punkten «' und 4’ sind, welche in Bezug
auf die Axe C'D’ symmetrisch liegen, in einem und demselben
Punkte » dieser Axe schneiden. Hieraus ist zu entnehmen, dass
sich die beiden Normalen (N, N;) und (N, ¥;) in dem nim-
lichen Punkte (r+') von (LL') treffen.

Dasselbe gilt selbstverstindlich von allen Normalenpaaren,
deren Fusspunkte, wie « und )’ auf Sehnen des Leitkegel-
schnittes K’, welche zur Axe A’ B’ parallel laufen, liegen. Analog
findet man, dass jene Normalenpaare, deren Fusspunkte, wie
beispielsweise «' und o', auf zur Axe C'D’ parallelen Sehnen
gelegen sind, sich in Punkten der Leitgeraden (M M) schneiden.

Wir wissen bereits, dass die Doppellinie der vorliegen-
den Normalenfliche in ihrer Gesammtheit einen Ort dritter
Ordnung vorstelle.
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Ausser den beiden doppelten Leitgeraden (L L') und (MM')
muss daher die Normalenfliiche noch eine dritte Doppelgerade
besitzen, welche aber offenbar keine Leitlinie der Normalenfliche
sein kann, da eine windschiefe Fliche, welcher drei gerade Leit-
linien zukommen, eine windschiefe Flidche zweiten Grades sein
wiirde, wihrend die unserer Betrachtung unterzogene Normalen-
fliche vom vierten Grade ist.

Die bezeichnete Doppelgerade kann mithin nur eineDop pel-
erzeugende der Normalenfldche sein. Die Existenz einer
solchen lisst sich, wie folgt, nachweisen.

Denken wir uns vorderhand ganz allgemein, als Leitlinien
einer windschiefen Flidche, zwei sich kreuzende Geraden und einen
beliebigen Kegelschnitt, so hat bekanntlich jede Erzeugende
dieser Fliche mit jeder der genannten drei Leitlinien einen Punkt
gemein. Jede der beiden Leitgeraden L, und L, (Fig. 7) ist eine
Doppelgerade der Fliche, das heisst durch jeden Punkt von L,
und L, gehen zwei Erzeugenden der windschiefen Fliche. Ist
beispielsweise p, ein beliebiger Punkt von L, und legen wir
durch denselben und die Leitgerade L, eine Ebene, welche den
Leitkegelschnitt L, in den Punkten p, und p', schneidet, so sind
(p,p;) und (p, p’3 ) die beiden sich in p, schneidenden Erzeugen-
den der windschiefen Fliche. Wihlen wir statt des Punktes p,
speciell den Schnittpunkt », der Leitgeraden L, mit der Ebene
des Leitkegelschnittes L, und denken wir uns durch diesen
Punkt und die Leitgerade L, eine Ebene gelegt, so schneidet
besagte Ebene die Ebene des Leitkegelschnittes L, in einer
Geraden, welche durch die Schnittpunkte =, und =, der Leit-
geraden mit der Ebene P des Leitkegelschnittes L, geht.

Die bezeichnete Hilfsebene (x; L,) schneidet sonach den
Kegelschnitt L, in zwei Punkten =, und =’,, welche mit =, und =,
in einer und derselben Geraden liegen, so dass durch =, m, z, und
m zwei zusammenfallende Erzeugenden der windschiefen
Fliche (L, L, L, ) dargestellt werden. Schneidet die Gerade =, m,
den Kegelschnitt L, nicht in reellen Punkten, so ist dieselbe
eine sogenannte singulidre oder isolirte Erzeugende der
Kegelfliche.

Wenden wir das Resultat dieser Betrachtung auf die vor-
liegende Normalenfliche an, so finden wir, dass die beiden Leit-
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geraden (LL') und (MM') (Fig. 6) die Ebene des Leitkegel-
schniites X', also die horizontale Projectionsebene in unendlicher
Entfernung schneiden; es wird mithin die unendlich ferne Gerade
dieser Ebene die gesuchte Doppelerzeugende reprisentiren,
welche diesfalls, da sie mit der Leitellipse keinen reellen Punkt
gemein hat, eine isolirte Doppelerzeugende sein wird.

Es wurde nachgewiesen, dass die Normalenpaare, deren
Fusspunkte in zu den Axen A'B’ oder C'D’ parallelen Sehnen
des Leitkegelschnittes &' liegen, sich beziehungsweise in Punkten
der Doppelgeraden (LL') oder (MM ) schuneiden.

Nimmt man speciell, statt der Sehnen, die zu den betreffen-
den Axen A4'B’ oder C' D' parallelen Tangenten an, so riicken die
vorgenannten Fusspunkte der Normalenpaare einander unendlich
nahe; sie erscheinen in den Axenendpunkten vereinigt. Die ihnen
zugehdrigen Normalen, welche sich nach den obigen Erorterun-
gen in Punkten von (LL'), respective von (MM ) treffen, iiber-
gehen somit in unmittelbar aufeinanderfolgende Erzeugenden
der Normalenfliche, oder, was dasselbe ist, die Normalen des
Kegels (KS) in den Axenendpunkten (44'), (BB'), (CC')
und (D D') reprisentiren die vier (reellen) Kanten der Norma-
lenflédche.

Nachdem die Normalenfliche zwei Doppelgeraden und
eine Doppelerzeugende besitzt, gibt es auch drei ver-
schiedene Schaaren von Bitangentialebenen, und
Zwar:

«) Die Ebenen des Biischels (LL'). Denkt man sich nimlich
durch (L L’) eine beliebige Ebene ¢, ¢, gelegt, deren hori-
zontale Trace ¢, den Leitkegelschnitt in den Punkten (an’)
und (e, a',) trifft, ferner die horizontalen Projectionen XV,
und N,, der diesen Punkten entsprechenden Erzeugenden
der Normalenfiiche ebenso wie die verticalen Projectionen
N, und N,, derselben ausgemittelt, so fallen die letzteren
in eine und dieselbe Gerade zusammen, welche durch L
geht. Hieraus folgt, dass die beiden Erzeugenden (N, und
N.), (Noy und N, ) in der Ebene e, ¢, liegen, dass diese
sonach die Normalenfliche in zwei verschiedenen Punkten,
von welchen der eine auf (N, N,), der andere dagegen auf
(Nay N, ) gelegen ist, beriihrt.
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Da dievorliegende Normalenfliche vom vierten Grade
ist, so kann ihr Gesammtschnitt mit der Ebene e, ¢, nur aus
der doppelt zihlenden Geraden (LL') und den beiden
Erzeugenden (N, N;) und (N,, N',, ) bestehen.

b) Die Ebenen des Biischels (M M'). Es lisst sich diesfalls
genau und in derselben Weise wie unter «) nachweisen,
dass jede durch (M M') gelegte Ebene 3,3, zwei Erzeu-
genden (N, N, ) und (N; N; ) gemein hat, also eine Bitan-
gentialebene der Normalenfliche sei. Auch hier besteht
der Gesammtschnitt der Fliche mit der Bitangentialebene
aus der Doppelgeraden und den beiden der Ebene angeho-
renden Flichenerzeugenden.

c) Die Ebenen, welche durch die unendlich ferne (isolirte)
Doppelerzeugende gehen. Da durch diese Doppelerzeugende
zwei (allerdings imaginire) Méntel der Normalenfliche
gehen, wird jede durch dieselbe gelegte Ebene auch jeden
der beiden Mintel berithren und zwar in Punkten tangiren,
welche, im Allgemeinen, nicht zusammenfallen werden.
Es sind mithin alle durch die unendlich ferne Doppel-
erzeugende gefiihrten, das ist alle zur Ebene des Leitkegel-
schnittes (K K') parallelen Ebenen, uneigentliche Bitan-
gentialebenen der Normalenfliche.

Der Gesammtschnitt der Fliche mit einer solchen Ebene
muss aber vom vierten Grade sein, das heisst, derselbe muss
ausser der Doppelerzeugenden noch aus einer Curve zweiten
Grades bestehen. Die letztere kann weiters nicht in zwei Gerade
(Erzeugenden der Normalenfliiche) degeneriren, da es iiberhaupt
keine Erzeugenden gibt, welche zur Ebene des Leitkegelschnittes
parallel sind.

Der Ort der Schnittpunkte aller Erzeugenden der Fliche mit
einer zur Ebene des Leitkegelschnittes parallelen Ebene ist daher
unbedingt ein eigentlicher Kegelschnitt.

Wenn wir erwigen, dass die Normalenfliche zwei Haupt-
ebenen (Symmetrieebenen) und zwar jene horizontal-projicirenden
Ebenen, welche durch die Axe 4'B’ und C'D’ des Leitkegel-
schnittes (KK’ ) gehen, besitzt, dass also die horizontal-projicirende
Gerade durch O’ (Axe des gegebenen Leitkegels) gleichzeitig
eine Axe der Normalenfliche repriisentire, so ist klar, dass die
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Mittelpunkte der Schnitte mit den zur horizontalen Projections-
ebene parallelen Ebenen auf dieser Axe liegen miissen.

Da ferner keine Erzeugenden auf der Normalenfliche
existiren, welche zur horizontalen Projectionsebene parallel sind,
80 besitzen die oben genannten horizontalen Flichenschnitte
keine unendlich fernen Punkte, sind somit durchwegs Ellipsen.

Diese Eigenschaft, respective die Richtigkeit des Gesagten,
ldsst sich auch durch folgende Betrachtungen nachweisen:

Nehmen wir ganz allgemein als Leitlinie fiir eine windschiefe
Flédche einen Kegelschnitt & und zwei sich kreuzende Geraden L
und M an, und treffen wir beziiglich der Projectionsebene und
des Projectionscentrums nachstehende Verfiigungen:

Als Projectionsebene gelte die Ebene des Leitkegelschnittes K
und das Projectionscentrum wihlen wir auf einer der beiden
Leitgeraden, etwa auf jener L so, dass sich die Centralprojection
der letzteren auf den Punkt L (IFig. 8) reducire, wihrend dv die
Centralprojection der Leitgeraden M darstelle.

Diesen Voraussetzungen entsprechend, werden wir auf
hochst einfache Weise einzelne Erzeugenden der windschiefen
Flidche construiren konnen, und ebenso leicht das vorgesetzte
Ziel erreichen.

Legen wir ndmlich durch dv eine beliebige Ebene eze,, so
trifft dieselbe den in der Bildebene liegenden Kegelschnitt in
zwei Punkten « und 6, und die centralprojicirende Gerade L in
einem Punkte, dessen Centralprojection mit L zusammenfillt, so
dass Le¢ und Lb die Centralprojectionen der in der Ebene ee,
liegenden Erzeugenden darstellen. In gleicher Weise konnen
nunmehr beliebig viele Paare von Erzeugenden mit der grosst-
moglichen Leichtigkeit centralprojectivisch dargestellt
werden.

Suchen wir ferner auch den Schnitt der Fliche mit einer
Ebene E,E, auf, welche durch die Schnittpunkte der beiden Leit-
geraden L und M mit der Ebene des Leitkegelschnittes gehen.
Die Bildflichtrace E; einer derartigen Ebene ist offenbar die Ver-
bindungsgerade der Punkte L und D, wihrend die Fluchttrace £,
durch irgend eine zu Ld Parallele vertreten werden kann.

Behufs Bestimmung des Schnittes der windschiefen Fliche
mit der Ebene E,E, ermitteln wir die Durchstosspunkte der
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einzelnen Erzeugenden der Kegelfliche mit der bezeichneten
Ebene. Construiren wir also den Schnitt dv, der Ebene E;E, mit
der Hilfsebene ¢; e,, so erhalten wir dort, wo dieser Hilfsschnitt
die Erzeugenden L« und Lb trifft, bereits zwei Punkte «, und b,
der gesuchten Schnitteurve. Ein Gleiches kann nun beziiglich aller
durch dv gelegten Hilfsebenen wiederholt und durchgefiihrt werden.

Da auf Grund der vollfilhrten Construction jedem Punkte «
des Leitkegelsschnittes ein Punkt @, der Schnittcurve und zwar
in der Weise entspricht, dass, wihrend entsprechende Punkte,
wie ¢ und «,, b und b, ete. mit L auf dem n#mlichen Strahle
liegen, sich entsprechende Geraden ab und e,b, in einem festen
Punkte ¢ schneiden, so ist zu vermuthen, dass die Schnittcurve
und der Leitkegelschnitt in Bezug auf L als Collineationscentrum
und eine gewisse durch d gehende Gerade als Collineationsaxe,
perspectiviseh collinear sind. Bezeichnete Vermuthung fin-
det auch in der That ihre vollberechtigte Bestitigung.

Es ist von selbst einleuchtend, dass die Geraden dab und da, b,
entsprechende Strahlen zweier projectivischer Strahlenbiischel
sind und zwar jener beiden Biischel, in welchen das durch dv
gefiihrte Ebenenbiischel die Bildebene, respective die Ebene
E.E, trifft.

Sollen die beiden Biischel nicht nur untereinander projec-
tivisch, sondern auch collinear in Bezug auf das Centrum L sein,
s0 ist einerseits nothwendig und andererseits hinreichend, dass
die Gerade Ld zwei einander entsprechende Strahlen der beiden
Biischel reprisentire. Die Uberzeugung, dass dieser Bedingung
im vorliegenden Falle entsprochen werde, kann man sich einfach
dadurch verschaffen, wenn man durch dv jene Ebene c;e, legt,
deren Bildflichtrace Ld ist. Dieser Ebene entspricht sowohl im
Biischel d(ab  .) als auch im Biischel d(«,b, .) die Gerade
Ld selbst.

Weiters wird es sich noch darum handeln, die Collineations-
axe zu bestimmen. Dieselbe muss bekanntlich das zweite Paar
zusammenfallender Strahlen der beiden Biischel d¢ab .) und
d(a,b, .) reprisentiren und kann demnach nur die Gerade
dv sein.

Denkt man sich nimlich durch dv die centralprojicirende
Ebene e;e, gelegt, so schneidet dieselbe sowohl die Bildebene,
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als auch die Ebene E,E, nach Geraden, deren Projectionen mit dv
zusammenfallen.

Hieraus ist zun ersehen, dass die Biischel d(«b .) und
d(ab, .), also auch der Leitkegelschnitt K und die gesuchte
Schnitteurve, in Bezug auf dv als Collineationsaxe und L als
Collineationscentrum,perspectivisch collinear sind, dass mit-
hin jede Ebene, welche durch die Durchstosspunkte derLeitgeraden
L und M mit der Ebene des Leitkegelschnittes K geht, die wind-
schiefe Fliche (L, M, K) nacheinen Kegelschnitt schneidet.

Im vorliegenden Falle, wo es sich um die Normalenfliche des
geraden Kegels zweiten Grades handelt, sind die Leitgeraden L
und M parallel zu der Ebene des Leitkegelschnittes & und somit
die beiden oben genannten Durchstosspunkte in unendlicher
Entfernung. Aus diesem Umstande folgt, dass die Ebenen, welche
die Normalenfliche nach Kegelschnittslinien schneiden, parallel
zur Ebene des Leitkegelschnittes K sein miissen, was bereits
vordem auf anderem Wege nachgewiesen wurde.

Schliesslich eriibrigt noch, die Strictionslinie der Nor-
malenflédche fiir den gegebenen Fall niher zu kennzeichnen.

Es ist bekannt, dass bei jeder windschiefen Fliche die
asymptotischen Ebenen, d. i. jene Ebenen, welche durch die
geradlinigen Erzeugenden der Fliche gehen und in den unendlich
fernen Punkten derselben die Flidche beriihren, parallel zu den
Berithrungsebenen des Richtungskegels sind.

Auf unseren Fall angewendet, ist der Richtungskegel der
Normalenfliche ein Kegel zweiten Grades, dessen Erzeugenden,
da dieselben parallel zu jenen der Normalenfliche sind, senk-
recht auf den Beriihrungsebenen des gegebenen Leitkegels (K.S)
stehen. Umgekehrt sind aber auch die Tangentialebenen des
Richtungskegels senkrecht zu den Erzeugenden des gegebenen
Leitkegels (SK); woraus folgt, dass die asymptotischen Ebenen
der Normalenflichen senkrecht zu den Erzengenden des Leit-
kegels sein miissen.

Es werden mithin jene Ebenen, welche durch die Erzeugen-
den der Normalenfliiche senkrecht zu den betreffenden asymtoti-
schen Ebenen gelegt werden, die entsprechenden Erzeugenden
des Leitkegels, also auch dessen Scheitel S enthalten. Anderer-
seits wissen wir aber auch, dass jene Ebenen, welche durch die
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Erzeugenden einer windschiefen Fliche senkrecht zu den be-
treffenden asymptotischen Ebenen gelegt werden — die Central-
ebenen — die Fliche in Punkten der Strictionslinie beriihren.

Der vorausgeschickten Betrachtung gemiss gehen die
Centralebenen der Normalenfliche durch den Scheitel S des
Leitkegels; die Strictionslinie ist somit die Beriihrungs-
curve der Normalenfliche mit dem ihr aus dem Scheitel des
Leitkegels umschriebenen Kegel.

Betrachten wir nun den Leitkegel ('S ) als den einer Fléiche
zweiten Grades, lings eines zu einer Hauptebene parallelen
Schnittes, umschriebenen Kegel, wobei selbstverstindlich der
Scheitel S den Pol der Schnittebene, welcher in der zur letzt-
genannten Ebene senkrechten Axe der Leitfliche liegen muss, vor-
stellt, so ergeben sich durch Zusammenfassung der diesfallsin Bezug
auf die Normalenfliche festgestellten Resultate, folgende Sitze

«) ,Der Normalenfliche einer Fliche zweiten Grades lings
eines zu einer Hauptebene parallelen (oder zu einer Axe
senkrechten) Schnittes, entsprechen zwei gerade Leitlinien
welche gleichzeitig Doppelgeraden der Normalenflichen
sind.“

0) ,Die Doppelgeraden laufen zu den Axen des Leitkegel-
schnittes parallel und schneiden die zur Ebene des Leit-
kegelschnittes senkrechte Axe der gegebenen Leitfliche.“

¢) ,Die unendlich ferne Gerade der Ebene des Leitkegel-
schnittes reprisentirt eine isolirte (im Falle der Leitkegel-
schnitt eine Hyperbel ist, eine wirkliche) Doppelerzeugende
der Normalenfliche.“

d) ,Die Ebenen, welche durch die beiden I.eitgeraden gehen,
bilden Biischel von Bitangentialebenen der Normalenfliche.
Jede dieser Ebenen hat mit der Fliche, ausser der betreffen-
den Doppelgeraden, zwei Erzeugenden gemein.“

¢) ,Die Ebenen durch die Doppelerzeugende, d. i. die zur
Ebene des Leitkegelschnittes parallelen Ebenen sind gleich-
falls (eigentliche oder uneigentliche, je nachdem der Leit-
kegelschnitt eine Hyperbel oder Ellipse ist) Bitangential-
ebenen der Normalenfliche.“

/) »Letstbezeichnete Ebenen schneiden die Normalenfliche
nach Kegelschnittslinien, deren Axen zu jenen des Leit-
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kegelschnittes parallel lanfen, und deren Mittelpunkt auf
der zur Ehene des Leitkegelschnittes senkrechten Axe der
Leiifliche (welche somit auch eine Axe der Normalenfliche
ist) liegen.“

g) »Die Strictionslinie der Normalenfliche ist deren Beriih-
rungscurve mit jenem Kegel, dessen Scheitel der Pol der
Ebene des Leitkegelschnittes in Bezug auf die Leitfliiche
zweiten Grades ist.“

Normalenflidche einer Fldche zweiten Grades ldngs eines Diametral-
schnittes,

Wird eine Fliche zweiten Grades mittelst einer durch ihren
Mittelpunkt gehenden Ebene nach einer Kegelschnittslinie &
geschnitten, so ist bekanntlich die Developpable, welche der
Fliche ldngs des Kegelschnittes umschrieben wird, ein Cylinder,
dessen Erzeugenden zu dem der bezeichneten Durchmesserebene
conjugirten Durchmesser der Fliche parallel sind.

Es wird somit fiir diesen Fall gentigen, die Normalen-
fliche eines Cylinders vom zweiten Grade ldngs eines
ebenen Schnittes zu untersuchen.

Zu diesem Behufe setzen wir die Ebene des Leitkegel-
schnittes (K K') (Fig. 9), als horizontale Projectionsebene voraus,
und nehmen als verticale Projectionsebene diejenige Ebene an,
welche durch dieAxe (ZZ')des Cylinders geht. Hierbei fillt natur-
gemiiss die horizontale Projection Z' der Cylinderaxe mit der
Grundlinie g¢g zusammen.

Ist nun e’ ein beliebiger Punkt der Leitlinie (K K'), so ent-
spricht der Beriihrungsebene des Cylinders in diesem Punkte, als
horizontale Trace, die Tangente ¢, an A’ im Punkte o'. Die
Horizontalprojection N, der dem Punkte (@a’) entsprechenden
Cylindernormalen ist selbstverstiindlich senkrecht zu ¢, und
repriisentirt als solche die Normale des Leitkegelschnittes &’ im
Punkte «'.

Hieraus ist wieder, wie in den vorhergegangenen Betrach-
tungen, zu entnehmen, dass die horizontale Contour der Nor-
malenfliiche, das ist die Enveloppe der Horizontalprojectionen
aller Erzeugenden der Normalenfliche die Evolute des Leitkegel-
schnittes sei.
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Was die verticalen Projectionen der FErzeugenden der
Normalenfliche anbelangt, so haben wir zu berticksichtigen,
dass, da die Erzeugenden der Cylinderfliche, in Folge der beson-
deren Anordnung der Projectionsebenen, simmtlich parallel zur
verticalen Projectionsebene sind, auch die verticalen Tracen
aller Ebenen, welche eine Cylindererzeugende enthalten, aiso
insbesondere jene aller Beriithrungsebenen des Cylinders, parallel
zu diesen Cylindererzeugenden, das ist parallel zu Z sein werden.

Eine unmittelbare Folge des Gesagten ist, dass auch die
Verticalprojectionen N, aller Erzeugenden der Normalenfliche
untereinander parallel sein miissen, nachdem dieselben zu den
genannten Verticaltracen senkrecht stehen.

Die Erzeugenden der Normalenfliche sind demgemiss im
vorliegenden Falle siimmtlich zu einer vertical-projicirenden, zu
den Cylindererzeugenden senkrechten Ebene R, R, parallel, und
kann diese letztere sonach als Richtebene der Normalenfliche
betrachtet werden. Die unendlich ferne Gerade der bezeichneten
Ebene, stellt demnach eine Leitgerade der Normalenfliiche dar.

Die Doppelcurve der Normalenfliiche ist, wie allgemein
nachgewiesen wurde, von der dritten Ordnung. Es lisst sich nun-
mehr leicht darthun, dass diesfalls die Doppellinie dritter Ord-
nung in eine Gerade und einen Kegelschnitt zerfillt.

Denken wir uns némlich einen beliebigen Durchmesser «' 4’
des Kegelschnittes X' gezogen, so werden die Tangentialebenen
des Cylinders in den Punkten «' und 0’ zueinander parallel sein,
und wird das Gleiche auch von den entsprechenden Normalen
(N, N,) und (N, N;) gelten.

Es gibt mithin auf der Normalenfliiche unendlich viele Paare
paralleler Erzeugenden, deren Fusspunkte auf der Leitlinie K’
durch die Diameter von K' bestimmt sind. Die unendlich fernen
Punkte aller Erzeugenden der Normalenfliiche liegen auf der
unendlich fernen Geraden der Richtebene R, R,, und nachdem
jede Erzeugende eine zweite zu ihr parallele Erzeugende auf der
Normalenfliche besitzt, so ist die unendlich ferne Gerade der
Normalenfliche gleichzeitig eine Doppelgerade derselben.

Der Rest der Doppellinie muss desshalb von der zweiten
Ordnung, das heisst ein Kegelschnitt sein. Wir wollen denselben
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D nennen, und seine Lage im Raume, sowie seine besonderen
Eigenschaften ndher untersuchen.

Zundchst wird es sich darum handeln, die Entstehung des
Kegelschnittes D zu bestimmen, das ist festzustellen, welche
Paare von Normalen sich in Punkten desselben schneiden.

Die Normale des Cylinders im Punkte (««') der Leitlinie
(KK') ist (N,N,); die verticale Projection N, ist parallel zu
R,, hat also fiir alle moglichen Punkte (««’) von (KK') die nim-
liche Richtung; ferner ist ersichtlich, dass « gleichzeitig die
Verticalprojection zweier Punkte («a’) und (e, ;) der Leitlinie
(KK') darstelle, jener Punkte némlich, in welchen die durch « zu
Z senkrecht gefiihrte Gerade den Leitkegelschnitt X' trifft.

Die Horizontalprojectionen der Normalen in diesen Punkten
sind NV, N,,, wihrend deren verticale Projectionen in der Geraden
N, vereinigt erscheinen. Die beiden Normalen liegen hiernach in
einer und derselben vertical projicirenden Ebene und werden sich
desshalb auch in einem Punkte ('ss’) schneiden miissen, welcher
dem Doppelkegelschnitte D angehort.

Denken wir uus nun durch ¢’ und «, die Durchmesser des
Leitkegelschnittes K’ gefiihrt, so bestimmen dieselben auf dem
letzteren zwei neue Punkte &' und 4, deren Verbindunsgerade
parallel zu «'a;, also senkrecht zu Z’ ist. Die den beiden Punkten
(bb') und (6b,) entsprechenden Cylindernormalen (N,N,) und
(N;NV;, ) schneiden sich ebenfalls in einem Punkte »»' des Doppel-
kegelschnittes D. Da aber ausserdem die Normalen N, und N; des
Leitkegelschnittes X' in den diametral entgegengesetzten Punkten
« und b' einander parallel sind, und das Gleiche auch von N,, und
N;, gilt, so ergibt sich, dass die Punkte s’ und »’ und mithin auch
ie Punkte s und » symmetrisch gegen den Mittelpunkt O des Leit-
kegels K’ liegen.

Andert man nun die Lage der Sehne «'d’, das ist verschiebt
man «'b6’ parallel zu sich selbst, so findet man, dass die Punkte
des Doppelkegelschnittes paarweise symmetrisch gegen denMittel-
punkt O gelagert sind, dass also der Mittelpunkt des Leitkegel-
schnittes X' gleichzeitig auch der Mittelpunkt des Doppelkegel-
schnittes D sei.

Sind ferner ¢, und ¢, die zu Z’' parallelen Tangenten des
Leitkegelschnittes X', oder mit anderen Worten, die horizontalen
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Tracen der horizontal-projicirenden Bertihrungsebenen des Cylin-
ders, so erhalten wir in den Geraden X,, und N, , welche durch
die betreffenden Bertihrungspunkte o, und y, senkrecht zu Z’
gezogen werden, die beiden in der horizontalen Projectionsebene
(Ebene der Leitlinie K) liegenden Erzeugenden der Normalen-
fliche. Jede derselben trifft den Leitkegelschnitt X’ noch in einem
zweiten Punkte 2, respective y,, und wird gleichzeitig von der
entsprechenden Normalen in eben diesem Punkte begegnet.

Zwei Punkte des Doppelkegelschnittes D sind also 2, und
¥y, und ihre Verbindungsgerade ¢, ist somit die horizontale Trace
der Ebene des Doppelkegelschnittes. Dass ¢, durch den Punkt O
gehen miisse, ist selbstverstindlich, da O, als Mittelpunkt des
Doppelkegelschnittes D und des Leitkegelschnittes I, den Ebenen
dieser beiden Kegelschnitte, also auch der Schnittlinie e, derselben,
angehdren muss.

Nachdem der Doppelkegelschnitt D einen Mittelpunkt O im
Endlichen besitzt, so ist weiters noch die Frage zu beantworten,
ob der besagte Kegelschnitt eine Ellipse oder eine Hyperbel sei.

Im vorliegenden Falle wird, da sich ohne weiters nach-
weisen ldsst, dass derselbe einen (und hiermit auch noch einen
zweiten) unendlich fernen Punkt besitze, der Doppelkegel-
schnitt eine Hyperbel sein.

Denken wir uns jene Sehne des Parallelstrahlenbiischels
a't’, welche durch O geht, also einen Durchmesser des Leitkegel-
schnittes K’ darstellt, gezogen, so ergeben sich in den Schnitt-
punkten ' und »’ derselben mit K’ zwei Punkte, deren Normalen
(N,.N,,) und (N,N,) untereinander parallel sind. Der unendlich
ferne Schnittpunkt dieser Normalen gehtrt aber dem Doppel-
kegelschnitte an; letzterer wird daher, insoferne als die Leiteurve
K' eine Ellipse ist, eine Hyperbel sein. Wire K eine Hyperbel,
so kann der mdgliche Fall eintreten, dass der zu Z' senkrechte
Duwrchmesser derselben, die besagte Curve in zwei imaginédren
Punkten m' und #’' trifft. Unter dieser Voraussetzung sind sodann
auch die einander parallelen Normalen des Cylinders imaginér,
der Doppekegelschnitt besitzt also keine reellen unendlich fernen
Punkte, wird somit eine Ellipse sein.

Die eine Asymptote des Doppelkegelschnittes D ist mithin,
indem wir den vorliegenden Fall im Auge behalten, jene Gerade,
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welche durch O parallel zu den Normalen N, und N, gezogen
werden kann. Die zweite Asymptote ergibt sich, obwoll sie
gleichfalls reell ist, nicht in gleicher Weise, indem parallele Nor-
malen, von der vorher entwickelten Eigenschaft, die Existenz
eines zweiten zu Z' senkrechten Durchmessers des Leitkegel-
schnittes K’ voraussetzen wiirden, was offenbar nicht denkbar ist.
Es zeigt sich vielmehr, dass die Hyperbel D nicht in ihrer ganzen
Ausdehnung eine Doppellinie der Normalenfliiche liefere, dass
diese bloss lings eines gewissen, beschrinkten Theiles als solche
anzusehen sei, wihrend der iibrige Theil derselben ganz bedeu-
tungslos (ideal, parasitisch) ist.

Der unendlich ferne Sehnittpunkt der parallelen Erzeugenden
N,, und N, der Normalenfliche gehort nicht nur dem Doppel-
kegelschnitte, sondern auch der Doppelgeraden der Normalen-
fliche an,

Die Ebenen, welche zwei Erzeugende der Normalenfliche
enthalten, sind Bitangentialebenen der letzteren, das heisst sie
beriihren die Fldche in zwei verschiedenen Punkten, wovon je
einer auf einer der beiden Erzeugenden liegt. Es gibt zwei
Schaaren solcher Bitangentialebenen. Die eine Schaar bildet ein
Parallelebenenbiischel, welches die unendlich ferne Leit- oder
Doppelgerade zur Axe hat. Jede Bitangentialebene aus dieser
Schaar hat mit der Normalenfliche die Doppelgerade und zwei
Erzeugenden gemein. Die bezeichneten drei Geraden bestimmen
in ihrer Gesammtheit einen Ort vierter Ordnung, also den voll-
stindigen Durchschnitt der Bitangentialebene mit der Normalen-
fliche.

Die Beriihrungspunkte mit der Normalenfliiche sind offenbar
jene Punkte, in welchen die beiden in der Bitangentialebene
liegenden Erzeugenden die Doppelgerade schneiden. Nachdem
aber die Doppelgerade der Normalenfliche in unendlicher Ent-
fernung liegt, so ergibt sich als natiirliche Folgerung, dass jede
Bitangentialebene der in Rede stehenden Schaar, die Fliche in
den unendlich fernen Punkten der in ihr liegenden Erzeugenden
beriihrt, also fiir diese beiden Erzeugenden die ,asymptotische
Ebene“ der windschiefen Normalenfliche reprisentire.

Da ferner die Bitangentialebenen der genannten Schaar ein
Parallelebenenbiischel bilden, so gelangen wir, auf Grund der
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eben vorausgeschickten Betrachtungen, zu dem Schlusse, dass die
asymptotische Developpable der Normalenfliche mit
dem bezeichneten Parallelebenenbiischel identisch sei.

Auf diese Eigenschaft gestiitzt, wird es nunmehr auch nicht
den geringsten Schwierigkeiten unterliegen, die Strictionslinie
der Nermalenfliiche zu bestimmen.

Die Centralebene einer Erzeugenden, das ist die durch die
Erzeugende gehende Ebene, welche die windschiefe Fliche im
Centralpunkte dieser Erzeugenden berithrt, steht auf der ent-
sprechenden asymptotischen Ebene senkrecht. Da im vorliegenden
Falle die asymptotischen Ebenen untereinander parallel sind,
und zu den Cylindererzeugenden senkrecht stehen, werden dies-
falls die Centralebenen jene sein, welche durch die Erzeugenden
der Normalenfliche parallel zu den Cylindererzeugenden gelegt
werden. Die besagten Centralebenen umbhiillen also einen Cylin-
der, dessen Erzeugenden dieselbe Richtung, wie jene des gegebe-
nen Leiteylinders (X, Z) besitzen.

Die Berithrungscurve dieses Cylinders mit der Normalen-
fliche ist der geometrische Ort der Centralpunkte oder, mit
anderen Worten, die Strictionslinie der Normalenfléiche.

Was die Bitangentialebenen der zweiten Schaar anbelangt,
s0 wissen wir, dass sie Paare von parallelen Erzeugenden der
Normalenfliche enthalten. So wird beispielsweise die Ebene,
welche durch die Normalen (NV,N,) und (N,N,) geht, eine der-
artige Bitangentialebene vergegenwiirtigen.

Die horizontale Trace der Bitangentialebéne ist immer ein
Durchmesser des Leitkegelschnittes X' und zwar jener, welcher
die Fusspunkte der parallelen Normalen auf der Leitlinie X' mit-
einander verbindet. Es erhellt hieraus, dass die Bitangential-
ebenen dieser Schaar alle durch den Mittelpunkt O der Leitlinie
K’ gehen, oder dass ihre horizontalen Tracen das Durchmesser-
biischel der Leitlinie X' vorstellen.

Die Bitangentialebene, welche durch die parallelen Normalen
(N.N,, ) und (N;N;, ) geht, ist senkrecht zu den Tangential-
ebenen des Cylinders in den Punkten (we'), und (46'),, oder, was
dasselbe ist, senkrecht zu der Ebene, welche durch (ZZ') und den
dem Durchmesser «;b; conjugirten Durchmesser «f geht. Diese
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Ebene ist projectivisch durch die beziiglichen Tracen Z und «f
dargestellt.

Auf Grund dieser Evorterungen ergibt sich, dass jede der
Bitangentialebenen der letztbetrachteten Schaar durch einen
Durchmesser des Kegelschnittes &' geht und senkrecht anf jener
Ebene des Ebenenbiischels (ZZ') steht, welche den dem genannten
Durchmesser conjugirten Durchmesser von K’ enthiilt.

Um zu ermitteln, was fiir ein geometrisches Gebilde die
Bitangentialebenen dieser Schaar bestimmen, denken wir uns in
der horizontalen Projectionsebene einen beliebigen Punkt (00')
angenommen, und ziehen ausserdem in der verticalen Projections-
ebene eine zur Geraden Z Parallele ¢, welche die Grundlinie gg
im Punkte ¢ trifft. Fihrt man weiters durch ¢ eine zum Durch-
messer «f3 des Leitkegelschnittes ' parallele Gerade T', so ist ¢
respective T, die verticale, und 77 die horizontale Trace einer
Ebene, welche zu den Beriihrungsebenen des Cylinders (ZK)
in den Punkten (wa| ) und (b4} ) parallel liuft.

Zieht man endlich durch 0’ eine zu dem Durchmesser a0,
Parallele B,, welche die Grundlinie in d schneidet, und durch
(00') eine Senkrechte (s¢') zu T,T';, deren verticaler Durch-
stosspunkt d,d, sei, so stellen B, und dd,, respective B, die be-
ziigliche Horizontal- und Verticaltrace einer Ebene dar, die zu der
Bitangentialebene, welche die Erzeugenden NV,, und N, enthilt,
parallel ist. Wemn wir nun durch (00’) die Parallelebenen zu
allen moglichen Bitangentialebenen der fraglichen Schaar fithren,
so wird das Erzeugniss dieser Parallelebenen offenbar congruent
und parallel liegend zu dem Erzeugnisse der Bitangentialebene
selbst sein.

Die Construction zeigt, dass 7, also auch o fiir alle mog-
lichen Lagen der Bitangentialebenen, die urspriingliche Lage
nicht #ndern. Ferner ist zu ersehen, dass der Strahl B, ein dem
Durchmesserbiischel von K' paralleles Biischel, und daher der
Punkt 4 eine Reihe beschreibe, welche zu dem Durchmesser-
biischel von X' projectivisch ist. Ebenso beschreibt der Strahl
T, da entsprechende Strahlen von B, und 7'; zu conjugirten
Durchmessern von K’ parallel sind, ein Biischel, welches zu dem
Biischel B, projectivisch sein wird. Hieraus folgt, dass sowohl
das Strahlenbiischel o', also auch die Reihe 4, .... auf der Grund-
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linie gg, sowie jene d, auf der Geraden ¢ zum Biischel 77
und demmnach auch zum Biischel B, respective zur Reihe 4
projectivisch sind.

Hiernach sind # und 4, entsprechende Punkte zweier projec-
tivischen Reihen auf den Trigern g¢g und s, wéhrend deren Ver-
bindungslinie B, einen Kegelschnitt umhiillt, welcher gleichzeitig
gg und ¢ beriibxt.

Als unmittelbare Folge des Gesagten ergibt sich, dass die
Ebene B,B), einen Kegel zweiten Grades, dessen Scheitel (00')
ist, umhiille, welcher einerseits die horizontale Projectionsebene,
und andererseits die zur Geraden Z senkrekte Ebene tangirt, und
dass also auch die Bitangentialebenen, welche durch Paare
paralleler Erzeugenden der Normalenfliiche gehen, einen Kegel
umbhiillen, dessen Scheitel mit dem Mittelpunkte des Leitkegel-
schnittes I zusammenfillt, und welcher die Ebene des Leitkegel-
schnittes K, sowie auch jene Ebene, welche durch den Mittel-
punkt O senkrecht zu den Cylindererzeugenden gelegt werden
kann, berfihrt.

Jede dieser Bitangentialebenen hat mit der Normalenfliche
zwei parallele Erzeugende gemein und schneidet daher die Fliche
ausserdem noch in einem Kegelschnitte, welcher jede der genann-
ten zwei Erzeugenden in zwei Punkten trifft. Einer dieser Schnitt-
punkte auf jeder Erzeugenden ist ein Berithrungspunkt der Bitan-
gentialebene mit der Normalenfliche, wihrend der zweite dem
Doppelkegelschnitte angehort.

Wenn daher als Leitlinie fiir die Normalenfléiche einer Fliche
zweiten Grades, ein Diametralschnitt K derselben angenommen
wird, und wir, um uns kurz fassen zu konnen, den Mittelpunkt
der Fliche zweiten Grades, also auch jenen von K mit 0, und den
dem Diametralschnitte conjugirten Durchmesser, dessen Richtung
auch jene der Erzeugenden des der Iliche lings K umschriebe-
nen Cylinders ist, mit Z bezeichnen, so gelangen wir, als Resultat
der hier durchgefiihrten Untersuchungen, zu dem Schlusssatze:

a) ,Die orthogonale Projection der Normalenfliche auf die
Ebene der Leitlinie K ergibt sich als die Evolute der
letzteren.“

,Die Projection auf jene Ebene, welche durch Z
senkrecht zu K gelegt wird, reducirt sich auf ein
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Parallel-Strahlenbiischel, dessen Elemente zu Z senkrecht
stehen.“

»Die Doppellinie der Normalenfliche zerfillt in eine Gerade
und einen Kegelschnitt. Die Doppelgerade ist die unendlich
ferne Gerade der zu Z senkrechten Ebenen. Der Doppel-
kegelschnitt hat den némlichen Mittelpnakt O wie der Leit-
kegelschnitt K. Der erstere trifft den letzteren in zwei
Punkten. Die Doppelgerade und der Doppelkegelschnitt
haben einen Punkt gemeinschaftlich.“

,Die Bitangentialebenen der Normalenfliche bilden zwei
Schaaren. Das Erzeugniss der einen Schaar ist ein Parallel-
ebenenbiischel, dessen Axe die Doppelgerade der Nor-
malenfliche ist. Die Bitangentialebenen dieses Biischels
haben mit der Normalenfliche je zwei Erzeugende und die
Doppelgerade gemein.“

»,Das Biischel der Bitangentialebenen ist gleichzeitig die
asymptotische Developpable der Normalenfliche.“

»,Die zweite Schaar von Bitangentialebenen umhiillt
einen Kegel, dessen Scheitel der Mittelpunkt O der Leitlinie
ist. Der bezeichnete Kegel beriihrt einerseits die Ebenen
der Leitlinie X und andererseits die durch O senkrecht
zu Z gelegte Ebene.“

,Die Bitangentialebenen dieser Schaar haben mit der
Normalenfliche je zwei parallele Erzeugende und je einen
Kegelschnitt gemein.“

»Die Strictionslinie der Normalenfliche ist die Bertihrungs-
carve mit jenem ihr umschriebenen Cylinder, dessen Er-
zeugenden zu Z parallel sind.“

Anschliessend an unsere bisherigen Untersuchungen, wollen

wir noch die
Normalenfliche eines Umdrehungseylinders lings

eines schiefen Schnittes

in das Bereich unserer derzeitigen Betrachtungen einbeziehen.

Nehmen wir wieder die Ebene der kreisférmigen Basis

(C€C') (Fig. 10) des Rotationscylinders als horizontale Projections-
ebene an, und wihlen wir als verticale Projectionsebene jene
Ebene, welche auf der Ebene der Leitcurve (KK’ ) (der Normalen-
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fliche) senkrecht steht. Letztere Ebene werde durch die vertical-
projicirende Ebene e,e, dargestellt.

Wir wissen, dass alle Normalen eines Umdrehungscylinders die
Rotationsaxe (ZZ')desselben schneiden und gleichzeitig zu dieser
senkrecht stehen, mithin, zufolge der getroffenen Anordnung der
Projectionsebenen, zur horizontalen Projectionsebene parallel sind.

Die zu untersuchende Normalenfliche ist somit, wie leicht
ersichtlich, eine besondere Form eines geradenKegelschnitts-
Conoides, dessen Richtebene die Horizontalebene, dessen Leit-
gerade die Cylinderaxe ZZ', und dessen Leitkegelschnitt (KXK' ) ist.

Bestimmen wir die Erzeugende der Normalenfliiche in einem
‘beliebigen Punkte (w«’) der Leitlinie (AK'). Da die Normale
zur Horizontalebene parallel ist und die Cylinderaxe ZZ' schneidet,
so wird ihre horizontale Projection N, durch die Verbindungs-
gerade der Punkte «' und Z' dargestellt, die verticale Projection
N, dagegen durch die dem Punkte « entsprechende Parallele zur
Grundlinie respriisentirt erscheinen. Nachdem aber mit dem
Punkte « selbstverstindlich die verticale Projection «, eines
zweiten Punktes («,«| ) der Leitlinie (KK') zusammenfillt, wird
N, gleichzeitig auch die verticale Projection N,, einer zweiten
Erzeugenden (" NalN;J der Normalenfliche darstellen.

Die beiden Erzeugenden ('N,N,) und (N, N,, ) der letst-
genannten Fliche schneiden sich offenbar in einem Punkte (««")
der Cylinderaxe. Das Gleiche gilt fiir alle Paare von Erzeugenden,
welche, wie die beiden letztangefiihrten, in einer zur horizontalen
Projectionsebene parallelen Ebene liegen. Hieraus folgt, dass die
CylinderaxeeineDoppelgerade derNormalenfléche ist.

Denken wir uns ferner einen beliebigen Durchmesser «'b’
des Kreises K' gezogen, so fallen mit diesem Durchmesser die
Horizontalprojectionen N, und N, der den Punkten (@a’) und
(bb) der Leitlinie (KK') entsprechenden Cylindernormalen
zusammen; es werden hiernach diese letzteren in der durch «'6’
gehenden horizontal-projicirenden Ebene liegen, und sich als
solche schneiden miissen.

Beriicksichtigen wir ferner, dass die verticalen Projectionen
N, und N, der Normalen parallel zur Grundlinie, also unter ein-
ander parallel sind, wihrend die horizontalen Projectionen N, und
N, zusammenfallen, so gelangen wir zu dem Schlusse, dass die
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Normalen (N,N,) und (N,N;) selbst zueinander parallel seien,
und sonach ihr Schnittpunkt in der unendlich fernen Geraden der
horizontalen Projectionsebene (Richtebene) oder kwrz in der
unendlich fernen Leitgeraden der Normalenfliiche liege.

Da das Gesagte fiir alle Paare von Erzeugenden gilt, deren
Fusspunkte in der horizontalen Projection Endpunkte eines Durch-
messers sind, so ersieht man, dass die unendlich ferne Leit-
gerade der Normalenfliche gleichfalls eine Doppelgerade
der Normalenfliche repriisentire.

Wie wir bereits wissen, ist die Doppellinie der Normalen-
fliche ein Ort dritter Ordnung. Nachdem wir nunmehr zwei
Bestandtheile derselben, das heisst die beiden eben gefundenen
Doppelgeraden kennen, kann der Rest der Doppellinie nur wieder
eine Gerade sein.

Selbstverstindlich ist, dass diese Doppelgerade keine Leit-
gerade der Normalenfliche sein konne, da, wenn wir dies an-
nehmen wollten, die letztere nothwendigerweise eine windschiefe
Fliche zweiten Grades sein miisste. Aus dieser einfachen Betrach-
tung ist zu ersehen, dass die dritte Doppelgerade der Fliche nur
durch eine Doppelerzeugende, das ist durch eine Gerade, in
welcher zwei nicht unmittelbar aufeinander folgende Erzeugen-
den der Normalenfliiche vereinigt sind, vertreten werden konne.

Diese Doppelerzeugende lisst sich leicht ermitteln. Dieselbe
ist reprisentirt durch jenen Durchmesser (Axe) N,, N/, des Leit-
kegelschnittes (KK’ ), welcher auf der verticalen Projectionsebene
senkrecht steht. Besagte Axe trifft den Leitkegelschnitt in den
beiden Punkten (CC'), (DD’ ), deren Verticalprojectionen C und D
zusammenfallen. Die Horizontalprojectionen der diesen Punkten
entsprechenden Cylindernormalen sind in der zur Grundlinie
senkrechten Geraden NV, vereinigt, withrend sich deren verticale
Projectionen auf den Punkt N, reduciren. Es ist sonach ein-
leuchtend, dass die kleine Axe (N,,V;, ) oder (CD, C'D’) der
Leitellipse die Doppelerzeugende der Normalenfliche
darstelle.

Die somit abgeleitete Normalenfliche besitzt drei Schaaren
von Bitangentialebenen und zwar:

a) Die Ebenen des Biischels (ZZ'). Jede durch die Cylinder-
axe (ZZ') gehende Ebene, wie beispielsweise P,P;, enthilt
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ausser der Doppelgeraden (ZZ') noch zwei parallele Erzeu-
genden N, und N, der Normalenfiiche, und beriihrt diese
letztere in den beiden Punkten « und f, in welchen die
Erzeugenden die Doppelgerade (ZZ') treffen. Ausser der
Doppelgeraden Z und den beiden parallelen Erzeugenden
hat eine Ebene des Biischels (ZZ') keine anderweitige
Linie mit der Normalenfliche gemein.

b) Die Ebenen des horizontalen Ebenenbiischels, das heisst
alle zur horizontalen Projectionsebene (Richtebene der
Normalenfléiiche) parallelen Ebenen.

Jede derartige Ebene, wie beispielsweise ¢, enthilt
ausser der unendlich fernen Doppelgeraden der Normalen-
fliche noch zwei Erzeugenden (N, und N, ), welche sich
in einem Punkte « der Doppelgeraden schneiden. Die
Ebene ¢, beriihrt die Normalenfliche in den unendlich
fernen Punkten der beiden Erzeugenden N, und N, uad
reprisentirt sonach gleichzeitig die asymtotische Ebene
fiir diese beiden Erzeugenden.

Jene Ebene v, und »? des horizontalen Ebenenbiischels,
welche gleichzeitig den Leitkegelschnitt (KK') und zwar
in den Punkten (44'), respective (BB’) beriihren, ent-
halten zwei unmittelbar aufeinander folgende, sich gegen-
seitig schneidende Erzeugenden der Normalenfliche. Die
angedeuteten beiden Paare von Erzeugenden sind (N,NV, ),
respective (NzNy) und reprisentiren zwei Kanten der
Normalenfliche; die beiden anderen Kanten der Normalen-
fliiche liegen in jenen Bitangentialebenen des Biischels
(ZZ'), welche gleichzeitig den Kegelschnitt ( KA’ ) beriihren,
sind mithin imaginir.

¢) Die Ebenen des Biischels (V,,N,, ). Nachdem némlich die
Doppelerzeugende (N,N/,) zu gleicher Zeit zwei ver-
schiedenen Ménteln der Normalenfliiche angehort, so wird
irgend eine durch dieselbe gelegte Ebene E,E, die beiden
Mintel der windschiefen Fliche in Punkten der Erzeu-
genden ("N,,N,, ) beriihren, also eine Bitangentialebene der
Normalenfliche darstellen.

Untersuchen wir den Schnitt der Bitangentialebene E,E, mit
der Normalenfliche, so finden wir, dass derselbe, nebst der
ol
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doppelt zihlenden Geraden (N,,N,,) offenbar noch aus einem
Kegelschnitte bestehe, welcher sich als der geometrische Ort der
Schnittpunkte der Ebene E,E, mit den Erzeugenden der Nor-
malenfliche ergibt. Die Erzeugende (N,N,) z. B. schneidet die
Ebene E,E, in dem Punkte (pp’), welcher der Schnittcurve an-
gehort.

Nachdem sich p'0': 0’6’ = pé: 0b, und nachdem in Folge
der gegenseitig unveréinderlichen Lage von e,, Z und E, das Ver-
hiiltniss pd': pb, welches fiir alle Erzeugenden das niémliche ist,
constant bleibt, so muss auch das Gleiche von dem Verhiltnisse
p'0" 0% gelten. Da aber tiberdies 0'0’, als Radius des Kreises &,
constant ist, muss auch dem p'0’ ein unverinderlicher Werth ent-
sprechen, das heisst die horizontalen Projectionen p’ aller Punkte
des Schnittes sind von 0’ gleich weit entfernt, oder mit anderen
Worten, die horizontale Projection der Schnitteurve ist
ein Kreis K, welcher mit dem Grundkreise K" des Leitcylinders
concentrisch ist.

Der Kegelschnitt (4 k) schneidet die Doppelerzeugende
(N,N,,) in den Punkten (s;s;) und (s,s,), welche, da sie
keiner der zwei vorgenannten Doppelgeraden angehoren, die
beiden Beriihrungspunkte der Ebene E,E, mit der Normalen-
fliche darstellen.

Denken wir uns durch (N, V), ) eine zweite Ebene E,E, so
gelegt, dass sie zu der ersteren Ebene EE, in Bezug auf Z
symmetrisch ist, so erhalten wir fiir deren Schnittpunkt (rn’) mit
der Erzeugenden (N;V;) die Relation:

n0: 60 =n'0": 0%
Da aber pd = nd, also auch p'0" = »'0’ ist, wird die Ebene:
E,E, die Normalenfliche nach einen Kegelschnitt schneiden,
dessen horizontale Projection abermals der Kreis &, ist. Auch
dieser Kegelschnitt trifft in gleicher Weise, wie jener in der Ebene
E,E; liegende Kegelschnitt, die Doppelerzeugende ('N,,N),) in
den Punkten (s;s}) (s;8, ).

Diesem Ergebnisse ist zu entnehmen, dass je zweiEbenen des
Biischels (N, N, ), welche symmetrisch gegen die Doppelgerade
(ZZ') liegen, die Normalenfliche in zwei congruenten Ellipsen
mit gemeinschaftlicher kleiner Axe ('s;s,, sis,) schnei-
den, und dass beide Ebenen die windschiefe Normalenfliiche in
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den Endpunkten dieser kleinen Axe beriihren. Die beiden Ellipsen
haben als Horizontalprojection einen und denselben Kreis.

Diejenige Bitangentialebene des Biischels (IV,, V,, ), welche
gleichzeitig die Doppelgerade (ZZ') enthilt, bertihrt die Nor-
malenfliiche in zwei Punkten, welche sich im Schnittpunkte (MM’ )
von (N,N;,) und (ZZ') zu einem vereinigen; woraus weiter
folgt, dass sich die beiden Méntel der Normalenfliche in diesem
Punkte beriihren.

Bezeichneter Schnittpunkt ist somit ein eigentlicher
Doppelpunkt der Doppellinie. Dass die Strictionslinie der Nor-
malenfliche die Leitgerade (ZZ') sei, bedarf diesfalls keines be-
sonderen Beweises und zwar um so weniger, als diese Eigenschaft
iiberhaupt allen Conoiden zukommt.

Unter der Voraussetzung also, dass man als Leitfldche fiir
die Normalenfliche einen Rotationscylinder und als Leitlinie
einen schiefen, ebenen Schnitt desselben annimmt, ergibt sich
auf Grund der hier angestellten Untersuchungen der Satz:

»Die Normalenfliche ist ein gerades Kegelschnittsconoid,
dessen Richtebene die zu den Cylindererzeugenden senkrechte
Ebene, und dessen Leitgerade die durch den Mittelpunkt des Leit-
kegelschnittes gehende Cylinderaxe ist.“

yBezeichnete Leitgerade, sowie die unendlich ferne Leit-
linie (unendlich ferne Gerade der Richtebene) sind Doppelgeraden
der Normalenfliche. Ferner besitzt die Normalenfliche eine
Doppelerzeugende, welche durch die kleine Axe des Leitkegel-
schnittes reprisentirt wird.“

,Alle zur Richtebene parallelen Ebenen sind Bitangential-
ebenen der Normalenfliche, da eine jede von ihnen zwei Erzeu-
gende enthiilt, welche sich in einem Punkte der Doppelgeraden
treffen. Jede dieser Ebenen beriihrt die Normalenfliche in den
unendlich fernen Punkten der genannten Erzeugenden und ist somit
gleichzeitig eine asymtotische Ebene der Normalenfliche.“

»,Die Ebenen jenes Biischels, welches die Doppelgerade zur
Axe hat, sind gleichfalls Bitangentialebenen der Normalenfliche,
da jede dersclben zwei (untereinander parallelle) Erzeugenden
der letzteren enthilt.“
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yEndlich sind auch jene Ebenen, welche durch die Doppel-
erzeugende gehen, Bitangentialebenen, indem jede derselben die
beiden Méntel der Fliche beriihrt.“

yJe zwei Ebenen dieses Biischels, welche gegen die Dopypel-
gerade symmetrisch liegen, schneiden die Normalenfliche nach
zwei congruenten Ellipsen mit gemeinschaftlicher kleiner Axe,
deren Projectionen auf die Richtebene durch einen und denselben
Kreis dargestellt erscheinen. Bezeichnete Ebenen beriihren die
Normalenfliche in den Endpunkten der gemeinschaftlichen kleinen
Axe dieser Ellipsen.

yDie Strictionslinie der Normalenfliiche ist die (Cylinderaxe)
Doppelgerade.

Weitere Betrachtungen und Untersuchungen iiber Normalen-
flichen wollen wir einer folgenden Abhandlung vorbehalten.
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