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Notiz über harmonische Mittelpunkte eines Quadrupels«
Von E m il W eyr.

A m  S c h l ü s s e  d e r  A b h a n d l u n g ’ : „ Ü b e r  P o l a r g r u p p e n “  h a t t e n  
w i r  G e l e g e n h e i t  z u  e r w ä h n e n ,  d a s s  e i n e  e b e n e  r a t i o n a l e  C u r v e  
d r i t t e r  O r d n u n g  i n  d i r e c t e r  W e i s e  d i e  B e z i e h u n g  z w i s c h e n  d e n  
h a r m o n i s c h e n  M i t t e l p u n k t e n  e r s t e n  u n d  z w e i t e n  G r a d e s  f ü r  e i n  
F u n d a m e n t a l t r i p e l  v e r a n s c h a u l i c h t .

S i n d  n ä m l i c h  uvazoz d i e  d r e i  I n f l e x i o n s p u n k t e  d e r  C u r v e ,  x {x,t 
z w e i  c o n j u g i r t e  P u n k t e  u n d  y  i h r  g e m e i n s c h a f t l i c h e r  T a n g e n t i a l ­
p u n k t ,  s o  s i n d  x x x 2 d i e  h a r m o n i s c h e n  M i t t e l p u n k t e  z w e i t e n  G r a d e s  
v o n  y  i n  B e z u g  a u f  d a s  P u n k t e t r i p e l  al ut az u n d  y  i s t  d e r  h a r m o ­
n i s c h e  M i t t e l p u n k t  e r s t e n  G r a d e s  v o n  x { u n d  x z b e z ü g l i c h  d e s ­
s e l b e n  F u n d a m e n t a l t r i p e l s  axaz az.

E s  i s t  n i c h t  o h n e  I n t e r e s s e  z u  s e h e n ,  d a s s  d i e  h a r m o n i s c h e n  
M i t t e l p u n k t e  e i n e s  P u n k t q u a d r u p e l s  d u r c h  e i n e  r a t i o n a l e  R a u m ­
c u r v e  v i e r t e r  O r d n u n g  i n  d i r e c t e r  W e i s e  g e l i e f e r t  w e r d e n .

„ E s  s e i e n  ax a2 nk d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  e i n e r  s o l c h e n  C u r v e  
m i t  d e n  v i e r  s t a t i o n ä r e n  S c h m i e g u n g s e b e n e n ;  d u r c h  e i n e n  b e l i e ­
b i g e n  P u n k t  y  d e r  C u r v e  l a s s e n  s i c h  d r e i  S c h m i e g u n g s e b e n e n  
l e g e n ,  d e r e n  B e r ü h r u n g s p u n k t e  x y x z x z d i e  h a r m o n i s c h e n  M i t t e l ­
p u n k t e  d r i t t e n  G r a d e s  v o n  y  b e z ü g l i c h  d e s  P u n k t q u a d r u p e l s  

<t2 « 3 a.n d a r s t e l l e n “ .
„ D e r  P u n k t  y, i n  w e l c h e m  d i e  C u r v e  v o n  d e r  S c h m i e g u n g s ­

e b e n e  d e s  P u n k t e s  x x g e s c h n i t t e n  w i r d ,  i s t  d e r  h a r m o n i s c h e  M i t t e l ­
p u n k t  e r s t e n  G r a d e s  i n  B e z u g  a u f  ax az a3all.u

„ D u r c h  d i e  T a n g e n t e  e i n e s  P u n k t e s  y  l a s s e n  s i c h  z w e i  
E b e n e n  l e g e n ,  w e l c h e  d i e  C u r v e  n o c h  a n  e i n e r  S t e l l e  b e r ü h r e n  
w e l c h e  D o p p e l t a n g e n t i a l e b e n e n  d e r  C u r v e  s i n d ) ; d i e  B e r ü h r u n g s ­
p u n k t e  y ' y “ d i e s e r  b e i d e n  E b e n e n  s i n d  d i e  h a r m o n i s c h e n  M i t t e l ­
p u n k t e  z w e i t e n  G r a d e s  v o n  y  b e z ü g l i c h  ay a2 «zo,4-u

„ D i e  T r i p e l  $ x x z x 3 b i l d e n  e i n e  c u b i s c h e  I n v o l u t i o n ,  d e r e n  
D o p p e l p u n k t e  b e k a n n t l i c h  d i e  B e r ü h r u n g s p u n k t e  d e r  C u r v e  m i t
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d e n  v i e r  s i e  s c h n e i d e n d e n  T a n g e n t e n  s i n d ;  d i e s e  I n v o l u t i o n  i s t  
p r o j e c t i v i s c h  m i t  d e r  e i n f a c h e n  R e i h e  y  u n d  a^a^a^ct  ̂ s i n d  d i e  d e r  
I n v o l u t i o n  u n d  d e r  R e i h e  g e m e i n s a m e n  v i e r  P u n k t e . “

„ D i e  P u n k t e p a a r e  y y 1 b i l d e n  e i n  s y m m e t r i s c h e s  E l e m e n t e n -  
s y s t e m  z w e i t e n  G r a d e s . “

„ D i e  I n v o l u t i o n  d r i t t e n  G r a d e s ,  w e l c h e  v o n  d e n  T r i s e c a n t e n  
a u f  d e r  C u r v e  b e s t i m m t  w i r d ,  h a t  m i t  d e r  I n v o l u t i o n  d e r  h a r m o ­
n i s c h e n  M i t t e l p u n k t e  d r i t t e n  G r a d e s  d i e s e l b e n  D o p p e l e l e m e n t e ;  
b e i d e  I n v o l u t i o n e n  s i n d  s o m i t  b e i g e o r d n e t e  I n v o l u t i o n e n “ .

D a  d e r  P u n k t  y  i m m e r  i n  d e r  E b e n e  x { x \  x 3 l i e g t ,  s o  b i l d e n  
y x { x 2x 3 e i n  e b e n e s  Q u a d r u p e l  d e r  C u r v e ;  a l l e  e b e n e n  Q u a d r u p e l  
b i l d e n  j e d o c h  e i n e  b i q u a d r a t i s c h e  I n v o l u t i o n  d r i t t e r  S t u f e ,  f ü r  
w e l c h e  (il a 2as a!l d i e  v i e r f a c h e n  E l e m e n t e  s i n d .  W i r  h a b e n  d a h e r  
a u c h  d e n  S a t z :

„ C o n s t r u i r t  m a n  z u  e i n e m  P u n k t e  b e z ü g l i c h  e i n e r  P u n k t ­
q u a d r u p e l  ni at az uk d i e  d r e i  h a r m o n i s c h e n  M i t t e l p u n k t e  d r i t t e n  
G r a d e s ,  s o  b i l d e n  s i e  m i t  j e n e m  P u n k t e  e i n  Q u a d r u p e l  d e r  b i q u a ­
d r a t i s c h e n  P u n k t i n v o l u t i o n  d r i t t e r  S t u f e ,  w e l c h e  d u r c h  d i e  v i e r  
P u n k t e  « j  a2 a3 w e n n  m a n  j e d e n  a l s  v i e r f a c h e s  E l e m e n t  a u f f a s s t ,
b e s t i m m t  e r s c h e i n t . “

D i e  A b b i l d u n g  d e r  C u r v e  a u f  e i n e n  K e g e l s c h n i t t  l i e f e r t  d i e  
n o t h w e n d i g e n  M i t t e l  z u r  c o n s t r u c t i v e n  B e h a n d l u n g  d e r  h a r m o ­
n i s c h e n  M i t t e l p u n k t e  e i n e s  P u n k t q u a d r u p e l s .  W e n n  m a n  d i e  
b e z ü g l i c h e n  R e s u l t a t e 1)  i m  A u g e  b e h ä l t ,  s o  z e i g t  s i c h  a u c h ,  „ d a s s  
d i e  b i q u a d r a t i s c h e  I n v o l u t i o n ,  w e l c h e  H e r r  P r o f e s s o r  L e  P a i g e  
a m  S c h l ü s s e  s e i n e r  A b h a n d l u n g :  „ B e m e r k u n g e n  U b e r  c u b i s c h e  I n ­
v o l u t i o n e n “ 2 e r w ä h n t ,  e i g e n t l i c h  i n  d r e i  q u a d r a t i s c h e  I n v o l u t i o n e n  
z e r f ä l l t .  D i e  C o v a r i a n t e  T  ( s i e h e  1 . c . )  l i e f e r t  d i e  d r e i  P u n k t e ­
p a a r e  d e r  R a u m c u r v e ,  d e r e n  V e r b i n d u n g s l i n i e n  d u r c h  e i n e n  u n d  
d e n s e l b e n  P u n k t  h i n d u r c h g e h e n  u n d  z u g l e i c h  d i e  S c h n i t t l i n i e n  d e r  
S c h m i e g u n g s e b e n e n  d e r  b e t r e f f e n d e n  P u n k t e  s i n d . “

1 „Über die Abbildung- einer rationalen Raum curve v ierter Ordnung 
auf einen K egelschnitt.“ Sitzg. vom 9. D ecem ber 1875.

„W eitere Bemerkungen jib e r  die A bbildung u. s. Sitzg. vom 
17. Februar 1876.

2 Sit.zgber. vom 22. A pril 1880.
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