Uber eine neue Methode zur Integration der linearen
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
gwel unabhangigen Verdnderlichen.

Von dem w. M. A. Winckler.

Obgleich die von Monge zur Integration der hier in Rede
stehenden Differentialgleichung
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erdachte Methode schon vor ihrer1787 erfolgten Verdffentlichung
und seither oft wiederholt als in vielen Fiillen erfolglos erkannt
wurde, so ist sie doch, meines Wissens, bis jetzt durch keine
andere ersetzt worden, welche in jenen Fillen mehr geleistet und
in zahlreichen anderen Féllen wenigstens mit derselben Leichtig-
keit zum Ziel gefiihrt hiitte, wie die Monge’sche Methode.

Alle Versuche, diese Methode durch Umformungen,* Unter-
scheidung gewisser Fille u. dgl. zu verbessern, blieben bekannt-
lich ohne praktischen Erfolg, weil durch sie an der hinfig nicht
zutreffenden Hypothese Monge’s, der Gleichung (1) konne
durch partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, wovon
jede eine willkiirliche Funection enthilt, Geniige geschehen, nichts
gedndert wurde.

Hievon wesentlich verschieden, ist die Classification der
Integrale, welche Ampére in seiner grossen Abhandlung?® zum

1 Mémoire sur le calcul intégral des équations aux différences par-
tielles. (Histoire de I’Académie royale des sciences. Année 1784.) p, 126.
Siehe z. B. Boole: Treatise on differential equations Supplemen-
tary Volume. p. 119—174.
3 Considérations générales sur les intégrales des équations aux
différentielles partielles. Journal de 'école polytechnique. 1. X et XL
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Ausgangspunkt fiir die Losung eines die Gleichung (1) an All-
gemeinheit weit iibertreffenden Problems genommen hat. Aber
abgesehen davon, dass die Theorie Ampére’s, wie aus dem
zweiten, einer betrichtlichen Anzahl von Beispielen gewidmeten
Theil jener Abhandlung hervorgeht, bis jetzt in den meisten
Fillen nur zu einer Reduction gegebener Differentialgleichungen
auf andere, einfachere gefiihrt hat, die entweder gar nicht oder
nur durch besondere Methoden (z. B. durch bestimmte Integrale)
integrirt werden konnen, tritt der bekannte und wohl zu beach-
tende Umstand ein, dass diese Theorie, auf die Gleichung (1)
angewendet, wieder mit jener Monge’s zusammenfillt, wie dies
namentlich die Herren Graindorge! und Imschenetsky?
niher gezeigt haben.

Die nach Euler benannte Methode hat, so wichtig auch
ihre speciellen, sehr zahlreichen Ergebnisse sind, nicht sowohl
die Integration der Gleichung (1) im Allgemeinen, als die Zurtick-
fiilhrung der letztern auf eine andere, in welcher von den drei
partiellen Differentialquotienten von z nur noch der mittlere
erscheint, und weiterhin die besonderen Fille zum Gegenstand,
in welchen das Integral der reducirten Gleichung gefunden
werden kann.

Hiermit sind, wenn ich nicht irre, alle Methoden allgemeinern
Charakters, welche sich auf die im Nachstehenden ausschliesslich
in Betracht kommende Gleichung (1) beziehen, in Kiirze be-
zeichnet.

Es unterliegt wohl keinem Zweifel, dass unter denselben
die Theorie von Monge, auf welche ich jetzt zuriickkomme, die
vollste Aufmerksamkeit verdient.

So richtig nun auch die allenthalben hervorgehobene That-
sache ist, dass jene Theorie auf einer, riicksichtlich der ersten
Integrale in zahlreichen Fillen nicht stattfindenden Hypothese
beruhe, so habe ich doch nirgends eine Andeutung dariiber
finden konnen, welche Bewandtniss es in diesen Féllen mit der
zu integrirenden Gleichung habe, inshesondere, was an die

1 Mémoire sur I'intégration des équations aux dérivées partielles des
deux premiers ordres. Bruxelles. 1872. p. 173.

2 Etude sur les méthodes d’intégration des ¢quations aux dérivées
partielles du second ordre... Paris. p. 125.
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Stelle jener ersten Integrale trete und an welchen anderen Glei-
chungen, wenn nicht an den Monge'schen, die doch immerhin
unerlisslichen Integrationen auszufiibren seien, durch welche
allein die zur Bildung des gesuchten allgemeinen Integrals erfor-
derlichen willkiirlichen Functionen in die Rechnung kommen
konnen.

Diese sehr nahe liegenden Fragen scheinen hauptsdchlich
in Folge des vorwaltenden Bestrebens, die Gleichung (1), von
der zweiten Ordnung, auf eine gewohnliche Gleichung erster
Ordnung und damit das Problem in iiblicher Weise auf ein ein-
facheres zuriickzufiihren, bisher unerortert geblieben zu sein.

Aber ein vielberufenes, schon Monge in der franzosischen
Akademie entgegengehaltenes Beispiel, ndmlich die von Euler
mittelst Reihenentwicklung integrirte Differentialgleichung

%2 0% 2 0z
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reicht hin, um der Antwort auf jene Fragen sehr leicht um Vieles
niher zu kommen, zumal in fast allen Lehrbiichern (Siehe z. B.
Lacroix, IL art. 790) nicht nur das Integral

=g (y+0) Y —2)—ap (y+o)— ¢ (y—a)]

angefiihrt, sondern,; daraus abgeleitet, auch die Gleichungen:
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und noch mehrere andere (ohne zu dem Euler'schen Integral zu
gelangen) entwickelt werden. Es blieb aber unbemerkt, dass aus
den soeben angefiihrten Gleichungen auch die beiden folgenden:
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abgeleitet werden konnen, welche, da in jeder nur eine willkiir-
liche Function erscheint, aus anderen durch je eine und zwar
eine erste Integration hervorgehen miissen, und daher als crste
Integrale der gegebenen Gleichung zu betrachten sind.

Diese Integrale sind wieder partielle Differentialgleichungen,
aber nicht, wie Monge sie suchte, von der ersten, sondern von
der zweiten Ordnung. Es tritt also schon bei der so einfachen
Gleichung (2) die merkwiirdige Anomalie ein, dass die Ordnung
derselben nach Ausfiilhrung der beiden ersten Integrationen nicht
erniedrigt ist, und an einer grosseren Anzahl ebenso einfacher
Gleichungen von der Form (1) wird sich spéter zeigen, dass die
ersten Integrale nicht bloss von der zweiten, sondern von viel
hoherer Ordnung sind und dass darin der Grund liegt, aus
welchem die Methode von Monge, die ihrer Anlage nach nur
Integrale erster Ordnung gibt, in vielen Fillen nicht zum Ziel
filhren kann. Da indessen die ersten Integrale nicht immer von
gleicher Ordnung sind, so liegt der Sehluss nahe, dass eine
Methode, welche erste Integrale bloss von der zweiten, oder bloss
von der dritten ete. Ordnung zu liefern vermag, ebensowenig wie
jene von Monge in allen Fillen zum Ziele fithren kann und dass
die letztere nur als der Anfang oder das erste und einfachste
Glied einer unbegrenzten Reihe methodischer Vorginge zu
betrachten ist, wovon jeder, je nach Beschaffenheit der Co&ffi-
cienten R, S, 7, U, als der entsprechende zur Anwendung
kommen kann.

Von einer allgemeinen, auf der Voraussetzung des Be-
stehens erster Integrale beruhenden Methode zur Integration
der Gleichung (1) kann also nur dann die Rede sein, wenn bei
ihr die Ordnung dieser Integrale keine bestimmte, sondern eine
beliebige ganze Zahl » ist.

Dies vorausgeschickt, werde ich, in der vorliegenden Arbeit
immer auf Grund der soeben bezeichneten Voraus-
setzung, zuniichst die Relationen, welche zur Bestimmung der
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ersten Integrale dienen, mit der Ordnung =1 (Monge’sche:
Methode) beginnend, nach einander fiir » = 2, 3 und 4 entwickeln,
was der unmittelbar sich anschliessenden Anwendungen wegen
und weil die Aufstellung der einer beliebigen Ordnungszahl »
entsprechenden Gleichungen dann ohne weitere Rechnung
geschehen kann, als zweckmissig erscheint.

Als Beispiele zur Anwendung jener Relationen habe ich
(mit einigen Ausnahmen) nur Differentialgleichungen, welche in
den Art. 322 bis 378 der Instit. cale. intezr. Vol. IIT von Euler
vorkommen, aus dem, wie ich glaube, sehr triftigen Grund gewihlt,
weil gerade an diesen sehr zahlreichen, von Euler auf besonderen
Wegen integrirten Gleichungen, bis jetzt jede allgemeine Methode
erfolglos geblieben ist. Alle diese ,Beispicle“, mit welchen
Euler der Entwicklung der Theorie weit vorausgeeilt ist, konnen
mittelst der weiter unten folgenden allgemeinen Formeln voll-
stindig zu Ende gefiihrt werden.

Der Umstand, dass diese Formeln oft viel weitliufigere
Rechnungen als die von Euler angewandten, dem betreffenden
Fall angepassten Hilfsmittel erfordern, konnte, da es sich hier
vor Allem um die Methode handelt, kein Grund sein, die zn
lingeren Rechnungen fiithrenden Fiille zu unterdriicken.

Literarische Angaben werde ich jedesmal denjenigen
Stellen des Textas beifiigen, an welchen von bereits bekannten
Resultaten die Rede ist.

1.

Monge stellt seine Methode in der urspriinglichen, mit
geometrischen  (tesichtspunkten scheinbar nicht zusammen-
hiingenden Fassung wie folgt dar:

wLEs sei die allgemeine lineare Gleichung?

R 482+ T2, +U =0 (1)
gegeben, in welcher R, S, T, U in irgend einer Weise durch «, y,

1 Im Nachstehenden wird, wenn es sich um partielle Differential-
quotienten handelt, durchgehend die Lagrange’'sche Bezeichnuug:

—+y
oy 8%

‘57T Bareys

angewcndet.
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%, 7, 7, ausgedriickt sind. Diese Gleichung stellt eine einfache

Relation zwischen den drei Grossen z(*), z;, z, dar und kann zar

Bestimmung jeder einzelnen derselben durch w, y, z, %, 2z, nicht
geniigen. Wenn man daher mit Hilfe der beiden Gleichungen

dz' = 2¥dx +2,dy ,

(2

1
dzy =z dv +2,dy

welche nichts Neues besagen, zwei dieser drei Grossen eliminirt,
so sollen die drei sich ergebenden Gleichungen

(Sdy— Tdwx)dv' +Tdydz, 4+ Udy* = —2® [Rdy*—Sdyda+Tda?),
Rdydz' +Tdwdz, 4 Udyde = +=z, [Rdy*—Sdyde+Tda?),
(Sdx— Rdy)dz, +Rdwdy 4+ Uda® = —z, [Rdy*—Sdyda+Td2*)

die Werthe von (), z;, #, nicht bestimmen, und weil diese statt-
finden, so ist erforderlich, dass dies unabhingig von diesen
Werthen geschehe; d. h. dass jedes Glied dieser Gleichungen fiir

sich Null sei, oder dass man gleichzeitig habe:

Rdy*—Sdydx +Tda* =0, (3)
Rdyd:' +Tdwdz 4 Udyda = 0,
(Sdy — Tdx) de' +Tdydz, 4 Udy* =0, o (4)

(Sdw— Rdy) dz, +Rdwdy +Uda* =0

Von diesen vier Gleichungen sind nur zwei nothwendig,
denn aus irgend zwei derselben folgen die beiden anderen.

Die gegebene Gleichung aufstellen, heisst also aussprechen,
dass irgend zwei dieser Gleichungen gleichzeitig stattfinden,
dy

T welcher ihnen gemeinschaft-
ar

unabhiingig von dem Werth von

lich ist und welchen man in die gegebene einfiihrt, um daraus
diese beiden Gleichungen zu erhalten.“

Weiterhin zeigt nun Monge, ohne Rechnung, wie man die
beiden ersten Integrale von (1) finden konne. Allgemein aus-
gedriickt, besteht das Verfahren, wie bekannt, darin, dass man
in einer der Gleichungen (4), z. B. in der ersten

Rdydy' +Tdxdz, + Udyda =0 (D)
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sowie in der Gleichung
dz—[2'de+2z dy] =0 .(6)

fir dy einen der beiden aus (3) folgenden Werthe, niimlich
dy = kdxv setzt, wodurch die erste Gleichung riicksichtlich der
Differentiale linear gemacht werden kann, dass man dann noch
die Gleichung

dy—kda=0 (7)

hinzunelme und aus diesen drei Gleichungen, oder auch nur
aus je einer oder zwei derselben, zwei andere bilde, die sich
integriren lassen. Angenommen die Integrale seien p=c, P= q,
wobei e, « willkiirliche Constanten bezeichnen, so ist:

P=o¢(p)

ein erstes Integral der Gleichung (1), unter ¢ die Charakteristik
einer willkiirlichen Funetion verstanden.

Auf gleiche Art erhdlt man mittelst der zweiten Auflosung
dy = ldv der Gleichung (3) ein zweites erstes Integral, wenn es
existirt, nimlich die Gleichung:

Q=g

mit einer willkiirlichen Funetion ¢.

Die Art, wie dieser Satz durch Rechnung verificirt werden
kann, ist aus den Lehrbiichern, z. B. dem Traité von Lacroix
bekannt.

In manchen Fillen, wenn R, S, T, U bloss von «,y, 2
abhéingen, kann es zur Ermittelung der ersten Integrale hin-
reichen, wenn man die Gleichungen (), (6), (7) mit noch
unbestimmten Multiplicatoren versieht, dann zusammenaddirt und
die Multiplicatoren so bestimmt, dass die aus der Addition hervor-
gegangene Gleichung integrabel wird.

Mittelst der beiden ersten Integrale, durch welche 2’ und ¢,
als Functionen von x,y,z bestimmt sind, und der Gleichung
dv = 2'de 4=z dy lisst sich das gesuchte allgemeine Integral
finden. Dies kann iibrigens, wie bekannte Beispiele lehren, nicht
selten auch aus bloss einem ersten Integral abgeleitet werden,
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In den wohl zu berticksichtigenden besonderen Fillen, wenn
R oder T, oder B und T'=0, sind statt der ersten die zweite oder
dritte der Gleichungen (4) anzuwenden.!

Ist R=0, also Sz, +T%,+U=0 die vorgelegte Gleichung,
80 ergeben sich aus (3), (4) und (8) die beiden folgender,
getrennt zu betrachtenden Systeme von Gleichungen:

1. dr=0, Sdz +Tdz, 4 Udy =0, dz—z dy =0,

2. Sdy—Tdx=0, Tdz +Udy =0, dz—(2'de+-2z dy) =0.
Ist T=0, also Rz 48z, + U=0 die gegebene Gleichung,

s0 findet man ebenso die entsprechenden Systeme:

1. dy=0, Sdz, +Rdz' + Udv =0, dz—z'de =0,

2. Sdv—Rdy=0, Rdz+Udx=0, dz—(z'de 42z, dy) = 0.
Ist R=0 und 7'=0, also Sz, +U=0 die gegebene Glei-

chung, so folgt:

1. dx=0, Sdz +Udy =0, dz—z,dy =0

2. dy=0, Sdz, +Udx =0, dz—z de =0,
Jedes dieser Systeme tritt im betreffenden Fall an die Stelle

der Gleichungen (5) und (6), welche dem frither betrachteten
allgemeinen Fall entsprechen.

2.

Den bekanntlich sehr zahlreichen, mehr oder weniger spe-
ciellen Fillen, in welchen die beschriebene Methode zum Ziel
fiihrt, mogen die folgenden sich anschliessen.

Es sei die Gleichung gegeben:

2 - 2mz, 4 (mP—n?)z, +-p2' gz, =0 (1)
worin m, , p, ¢ blosse Funectionen von @ und y bezeichnen.

Da die Integration derselben in dieser Allgemeinheit nicht
geschehen kann, so entsteht die Frage nach der néthigen Ein-
schrinkung.

Hier ist:

R=1, S=2m, T=m*—n* U=pz+q,

1 Der Fall R =0 und 7= 0 wurde zuerst von Lacroix (IL. art.766)
betrachtet. Die Gleichungen, welche den Fédllen R =0 oder 7=20 ent-
gprechen, hat Graindorge in der obenerwiihnten Abhandlung angegeben.
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Aus den Gleichungen (3) und (4) des vorigen Artikels folgt

daher:
dy*—2mdydx+(m* —n? dx* =0,

dydz +(m*—n?) dadz, +(pz' +q2,)dyde = 0

und hieraus:
dy = (m~+n)dx w(2)

dz' +-(m=En) dz, +(p2' +q2,) do = 0. (30

Legt man der weitern Betrachtung das untere Zeichen zu
Grund, setzt also
dy = (m—n)dx

soist zundchst zu ermitteln, unter welcherBedingung die Gleichnng
&2 +-(m+n)dz, +(pz' +qz, ) de =0
integrabel sei. Nun sieht man aber leicht, dass diese in der Form

d[z' +(m+4-n)z |+p 2 +(m+-n)z, | de

+ [g— (m+-n) p]z, de— [3-(7?;‘—:7?) da+ 9 (n

1+n) .
5 (ly] 2 =0

geschrieben werden kann und dass, wenn man die Summe der
letzteren, insgesammt den Factor z;, enthaltenden Glieder gleich
Null setzt, die beiden Gleichungen:

d|z +m—+n)z | +pl2' +(m+n)z |da =0 «(4)

‘ - d(m+n) 3 (m—+n) .
qg=(m+n)p+ o + (m—n) 5 (D)

entstehen, wovon die letztere die gesuchte Bedingung fiir (1) ist.
Dies vorausgesetzt, sei
()=«

das Tntegral der Differentialgleichung dy = (m—wn)dr, wobei «
eine willkiirliche Constante bezeichnet. Mittelst desselben kann
man p, welches als eine I'unction von 2, y gedacht wird, durch «
ud « allein ausdriicken, wodurch die Gleichung (4), auf die
Form:
d|z"+ (m+n) zL] e
2 (m+n)z,
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gebracht, integrabel, und die Gleichung:

—f dx
2+ (m+n)z, = Be Jr

als das Integral mit der willkiirlichen Constante £ erhalten wird.
Hieraus nun ldsst sich ein erstes Integral der gegebenen Glei-
chung ableiten. Setzt man nimlich:

e—flw = fl(@, )

und der Monge’schen Methode geméss: = (), wo ¢ eine will-
kiirliche Function bezeichnet, so besteht jenes erste Integral in
der partiellen Differentialgleichung:
¥ Hm+n)z, =9 (m)f @, 7).
Um hieraus z zu finden, ist noch das Integral der Gleichung
dy = (m+-n)dx erforderlich; angenommen dasselbe sei p(x,y) =y

und man konne hieraus y folglich auch » als Function von a
und 7 darstellen, so folgt auf bekannte Art:

% _—_fc)o (mf (@, 7)de+P (v)

worin ¢ ecine willkiirliche Function bezeichnet und nach voll-
zogener Integration 7 durch p(z, y) zu ersetzen ist. Hiermit ist das
allgemeine Integral der Gleichung (1) unter der Voraussetzung
gefunden, dass m, n, p, ¢ der Bedingung (5) geniigen.

Wie man sieht, bedarf es zur Herstellung desselben nur der
Integration der Gleichung (2) fiir die beiden Zeichen von n.

Das hier erhaltene Resultat fillt mit demjenigen, welches
Euler (Instit. cale. integr. IIL art. 312) mittelst seiner Methode
der Transformation durch zwei neue Verdnderliche abgeleitet
hat, zusammen, wenn man m =0 setzt, also das z; enthaltende
Glied in (1) weglésst.

Es bedarf keiner weitern Rechnung, um zu finden, dass,
wenn man in den Gleichungen (2) und (3) das obere Zeichen
von » zu Grunde legt, also

dy = (m+-n) dx
setzt und die Gleichung

dz +(in— n) do, +(p7' +q7) de =0



Uber einie neue Methode zur Integration ete. 17

auf gleiche Art wie oben betrachtet, die Bedingungsgleichung

( n—n) 9 (m )

¢g=(m—n)p+——— + (m+n)

.(6)

und dieser entsprechend, wieder ein erstes Integral der Glei-
chung (1) erhalten wird. Man hat nun allerdings zwei erste Inte-
grale, welche aber, da die durch (5) und (6) bestimmten Werthe
von ¢ von einander verschieden sind, nicht ein und derselben
Gleichung (1) angehdren. Dieser Gleichung kann, von ganz spe-
ciellen Fillen abgesehen, iiberhaupt nicht durch zwei erste
Integrale, wovon jedes wieder eine andere partielle Differential-
cleichung erster Ordnung darstellt, geniigt werden. Selbst der
besondere Fall n =0 macht hiervon keine Ausnahme, denn fiir
n=~0 fallen nicht nur die Gleichungen (5) und (6), sondern auch
die erwshnten ersten Integrale mit einander zusammen.

Die Gleichung (1) gehort also unter die, bekanntlich nicht
sehr seltenen Fille, in welchen die Methode von Mouge zwar
noch zu dem allgemeinen Integral, aber nur zu einem ersten
Integral fithrt. Da in dem oben fiir 2z erhaltenen Ausdruck eine
der beiden willkiirlichen Functionen unter dem Integralzeichen
steht, so kann jene Methode, in besonderen Fillen, das allgemeine
Integral auch in einer die auf einander folgenden Differential-
quotienten einer willkiirlichen Function enthaltenden Form dar-
stellen, wie dies beispielsweise bei der Gleichung

, 3, 1 2
2) gzl—l-? zz—;(z’—}-zi):()

der Fall ist. Hier ist némlich

3 1 2
m= — n

1’ =i P=1=—7-
Die Bedingung (5) findet statt und aus (4) erhélt man:
7z, =Pt

1
Aus dy = (m—n)dz = 5 dz

folgt 2?/——3: —
Sitzb. d. mathem .-naturw. Gl. LXXXVIIIL. Bd. IT. Abth. 2
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Es ist daher:

z’+z1 —_ .,vz,]o/u(2y_w)
ein erstes Integral der gegebenen Gleichung, worin ¢ die will-
kiirliche Function bezeichnet. Man findet hieraus weiter:

= frzso”' @2 dotdy),  7=y—a
oder:
2= %" (w+2y)— 209" (@ +27) +2¢ @+ 29+ ()
und wenn nun y—a fiir y gesetzt wird, die Gleichung:
v=aty" 2y —a)— 229’ (2y—a)+29 Qy—a)+P(y—a),
welche das gesuchte Integral ist.

3.

Die Anwendung der in Rede stehenden Methode unterliegt,
wenn sie nur ein erstes Intergral zu geben vermag, und dieses in
Bezug auf z nicht linear ist, der von Ampére hervorgehobenen
Schwierigkeit, dass die zweite Integration, der in jenem Integral
vorkommenden willkiirlichen Function wegen, nicht mehr moglich
ist. In manchen Fillen ist es aber gerade die Willkiirlichkeit
dieser Function, welche jene Integration wesentlich erleichtert.
Ich will dies an einem sehr bekannten Beispiel zeigen. Es sei dies
die Gleichung:

% 0z , ,
W =75 oder also 2,—22 =0 (1)

Sie wurde von Liouville!in einer andern Form betrachtet
und integrirt, die sich aus (1) ergibt, wenn man:

A z,  9log)
— — cl a = -—=Z
v=tga M0 oy
setzt, woraus
8%logx
dady

1 Siehe: Monge, Application de I'Analyse & la Géometrie. 5e Edit.
Paris, 1850, p. 597.
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oder:
0*logh X
ooy T 242

folgt, welches die gedachte Form ist.

Um nun die Gleichung (1) zu integriren, hat man, weil
R=0und 77=0, sodann S=1 ist, die am Schlusse des Art. 1
angefiithrten Gleichungen anzuwenden, welche hier:

1. dz =0, dz' —z2' dy =0, dz—z dy=0
2. dy =0, dzy —z2' dz =0, dz—z'dz =0

sind. Aus dem ersten System lisst sich keine integrable Gleichung
ableiten; aus dem zweiten aber findet man:

dy =0, dzy—zdz =0

daher durch Integration:

1
y=2a, zl—§z2=a
Es ist somit
1 1
zi——2—zz=§9(y) «(2)

ein erstes Integral von (1); ein zweites aber, worin bloss 2/, 2,
vorkéimen, existirt nieht. Ubrigens hitte man die Gleichung (2
auch unmittelbar aus der gegebenen (1), welche eine Integration
nach x zuldsst, finden konnen. Von der Gleichung (2), welche in
der Form

™0z . i

geschrieben, als eine gewdhnliche Differentialgleichung erscheint
und worin 6(y) eine unbestimmte Funetion bedeutet, wird in
mehreren Schriften behauptet, sie kdnne wegen des Gliedesz? nicht
integrirt werden, was aber keineswegs der Fall ist. Dann setzt
man:

b(y)=2Y'—Y?

unter ¥ eine willkiirliche Fuanetion von y verstanden, so folgt:

9% _p_oy_y»
oy
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und dieser Gleichung leistet z = Y als particulires Integral

Genlige.
Zur Bestimmung des allgemeinen Integrals:
r=Y+4u
erhilt man daher die Gleichung:
2 % —2uY—u*=0,
dy

aus welcher sich
— [ Yady Ydy
f X—— f d J

’lt

ergibt, unter X eine willkiirliche Function %on 2 verstanden.
Man hat also
2edeg/

X— ﬁf e dy

womit das allgemeine Integral der Gleichung (1) gefunden ist.
Um dasselbe in die gebriduchliche Form zu bringen, sei

\ V), N
X=c), fe/ Yy = ¥

Yd; . '’ 7 e
S et ), Y= r’(:% )

r= Y+

also:

Dann folgt:
e e? @2 @) L ()
z=V' T ;-f—"(JH" T‘Ff“&)/
worin nun ¢(2) und P(y) zwei willkiirliche Functionen bezeichnen.
Liouville bemerkt a. a. O., dass er das Detail der Betrach-
tungen, durch welche er zu dicsem Integral gelangt sei, unter-
driicke und sich auf den Nachweis beschriinke, dass letzteres
der gegebenen Gleichung in der That Gentige leistet, und das-
selbe geschieht in allen mir bekannten Schriften, in welchen von
der Gleichung (1) die Rede ist. Da aber die blosse Verification
umstindlicher ist, als die vorstehende directe Herleitung, so
scheint es, dass Liouville nicht auf dem oben eingeschlagenen
Wege zu seinem Resultat gelangt sei.
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Ubrigens ist leicht zu bemerken, dass dieser Weg auch
noch inFéllen allgemeinerer Art zum Ziele fithrt. Als Beispiel kann
die Gleichung

9% 9%

Py + Py g (mz—}—n) 8 «(3)

dienen, in welcher p, m, n gegebene Functionen bloss von y sein
sollen und welche in die vorhin betrachtete iibergeht, wenn
p=0, m=1, n=0 gesetzt wird. Man kann diese Gleichung
sofort nach @ integriren und erhilt

p% + g—;— = %mzz—{—nz—{—@(y) (4
wobei 6(y) eine unbestimmte Funection von y ist. Auch bei dieser
Gleichung wiirde das gewdhnliche Verfahren der Integration
resultatlos bleiben. Nimmt man aber an, es sei z, eine Function
bloss von y, welche fiir z gesetzt, der Gleichung (4) gentige, so
ergibt sich die Bedingung

BZO 1 2 BN
) mzs+-nz,+0(y) «.(D)
woraus hervorgeht, dass, weil fir 6(y) jede beliebige Function
von y gesetzt werden kann, z, ganz unbestimmt bleibt, und
umgekehrt auch 6 (3).

Es sei nun
2=z, +u
«das allgemeine Integral von (4), man habe also:
3u

Py _|- + = %muz—}-(nzzo—}—n) u

1
+ 5 mal+nzy+6(y)

oder mit Ricksicht auf (5):

P 21—; + g—; = %nzzt2+(7;zz0+7z)11.

auch sei

1
mzy+n=7%, 2= (Y—n)
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wo nunmehr Y an die Stelle der friitheren willkiirlichen Funec-
tionen 6(y) resp. z, tritt: dann hat man es nur noch mit der Glei-

chung
w | ou 1 2, v
Pig + by = 5 mu + Yu (D)
zu thun, aus welcher # zu bestimmen ist. Dies kann aber
geschehen, weil sie, bei sonst ganz gleicher Form, von (4) sich
wesentlich durch das letzte Glied 6(y) der rechten Seite unter-
scheidet. Aus (b) ergibt sich nun auf bekannte Art:

Yd)
23/ i

So(x—fp(ly)— mej o dy

U =

und also auch
= l (Y—n)+u
m

womit die Aufgabe gelost ist. Man kann das Resuliat aber in
anderer Form darstellen. Es sei zur Abklirzung:

[ra
me! " dy = e¥®

”('I/) ,/ —n_l
()-f- @)

Das Integral der Gleichung (3) lisst sich dann wie folgt
ausdriicken:

1 ¢ 2 D)
=_[e/ Y 4 yg— ]+_. et . ' (y)
m LY (y) m moo(r— f pdy)—et )

worin ¢ und ¢ die Charakteristiken willkiirlicher Funectionen sind.
Auf gleiche Weise ldsst sich das Integral der Gleichung:

also:
ede!/: l e'#(’/)
m

-V (y),

32 2
P B12+Ba,8 (’”H'”)_

finden, wenn p, m, n gegebene Functionen von & sind.

4.

Nach diesen Vorbemerkungen wende ich mich zu dem in
der Einleitung bezeichneten Gegenstand dieser Abhandlung,
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der die Tlle betrifft, in welchen die Methode von Monge
ear kein erstes Integral, n#mlich keine partielle Differential-
gleichung erster Ordnung mit einer willkiirlichen Function
suldsst, obgleich die gegebene Gleichung ein allgemeines Inte-
gral, mit zwei solchen Functionen, besitzt. Ich lasse mich hiebei
von dem frither angegebenen Gesichtspunkt leiten und gehe
vorerst von der Voraussetzung aus, die im Art. 1 definirte Diffe-
rentialgleichung

Ry 482, 4+T2,+U=0 ...(]\
habe zwei erste Integrale, wovon jedes in einer partiellen

Differentialgleichung zweiter Ordnung mit je einer willkiirlichen
Funection besteht. Es ist eine nothwendige Folge dieser Voraus-
setzung, dass man auch die beiden durch partielle Differentiation
aus (1) sich ergebenden Gleichungen:

drR .., dS dU )
de " i dow 1 + (l@: % + dz +R +820+ T, +(2)
dR ds drT du
2 —— —— DSz, +T2, =0 ..(¢
- +— - z, + iy 2, + dy +RzP 48z, +Tz, =0 3)
in Betracht ziehe,” worin unter — g ‘Z{ ,. - die vollstindigen, auf
dz’" dy :

alle in B,. .U vorkommenden, von «, resp. y abhingigen Grossen
@, ¥, %, ¥/, z, sich beziehenden, partiellen Differentialquotienten
von R,..U zu verstehen sind, so dass

dR 3R R ol

dw —ow Tas # Her +—z

u. s. w. ist.
Mittelst der weiteren Gleichungen:
dz® = 2Ndx 42 2dy
dz, =zPdx4-z, dy w(4)
dz, =z, dv+-z, dy

kann man drei der Grossen 2, 2/, 2, 2, durch die vierte, gleich-
giltig welche dies sei, ausdriicken. Wiihlt man hierzu z®, so
ergibt sich:



24 Winekle v

Bdy =dz® —2Pdx
2, dy?* = dzdy —dz®) dv +2¢ da?
23 dy® = dz,dy*— dz dyde+dzHda? —25das,
Die hierdurch bestimmten Werthe von 2{?, z, z, setze man

in die Gleichungen (2) und (3) ein und fasse die gleichartigen
Glieder zusamglen, setze auch devr Abkiirzung wegen:

dlt du

= — 2(2) _=
V(l, 0y — v + 1 + (ZU 2 + dz
dnr s ,  dT dU
oy S . av
Voo dy 0+ dy i+ dy ut dy

Dann findet man:
Vi, 0y dy*+ [Rdy?—Sdyda+Tdz?] . 23

+ (Sdy—Tdx)dz® 4 Tdz dy =0 (D)
V.1, dy*— [Rdy*— Sdydx+Tdx?)| 2> da— dz™)]
+ (Sdy— Tdz)dzdy +Tdz,dy* = 0. -.(6)

Da diese Gleichuno'en stattfinden miissen, welche Werthe
auch der Grosse z® beigelegt werden, diese aber ebensowenig
als 2{?, z,,z, durch (2) und (3) bestimmt ist, so kénnen jene
Gleichungen, abgesechen davon, dass sie in der vorstehenden
Form und weil in ihnen dz® nicht vorkommt, keiner Integration
fihig sind, zu den gesuchten Relationen zwischen 2%, 2|, z, nur
dann dienen, wenn z® aus der Rechnung verschwindet, oder
also, wenn das Raisonnement Monge’s! (Art. 1) beziiglich des
Coéfficienten von 22, hier auf den Cosfficienten von 2
angewendet und wie frither

Rdy?*—Sdydx—+Td2*=0 -(T)
gesetzt wird.

In Folge dieser Gleichung verschwinden in (6) auch die
Glieder, welche ¢z enthalten und ergibt sich:

Vi, oy dy*+[Sdy—Tdzx)dz® +Tdydz, =0 (8)
Vio,1)dy* +[Sdy—Tdx|dz, +Tdydz,=0. (9
Eine analoge Form erhalten diese Gleichungen, wenn man 7

mittelst der Gleichung (7) daraus eliminirt:

1 Dasselbe wird, seiner Kiirze und heuristischen Bedeutung wegen,
hier und auch spéterhin dessen bekannten Modificationen vorgezogen.
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Vi, oy dv*+[Sdv— Rdy)dz, +Rdxdz* =0 ..(10)
Vo, 1y da*+[Sdoe— Rdyldz, +Rdzdz; =0 «(11)

und eine dritte, einfachere Form, die alsbald folgen wird, ergibt
sich durch die Elimination von §.

Es liegt schon in der linearen Form der Gleichungen (2),
(3) und (4), ist aber wohl zu beachten, dass die Gleichungen (),
(8) und (9) sich unabhéingig davon ergeben, ob man der vorigen
Betrachtung statt z» irgend eine andere der Grossen 2{?), 2y, z, zu
Grunde legt, und dass man immer wieder dieselbe Gleichung (7)
erhiilt, auf welche auch die Methode von Monge fiihrt.

Das im Allgemeinen zu befolgende Verfahren, durch welches
die als bestehend vorausgesetzten ersten Integrale der Glei-
chung (1) abzuleiten sind, l4sst sich nun wie folgt bezeichnen.

In den durch Elimination von S sich ergebenden Gleichungen:

dR s , dT dUJ _

T A (2) 7z —— gn , ,2(2) Jvdy. =

[(laf 23 4 . z1+(l:v ~2+a’m daedy+Rdyd:® 4-Tdadz;=0..(12)
dR ds ., dT (IUJ .

P ) D i S St — | dedy+Rdydz wdz,=0..
[(ly 2() 4 ay + &y zz—l—(ly dedy+RBdydz, +Tdxdz,=0..(13)

sowie in den Gleichungen:
dz —[2 doe+zdy]=0
dy —[2®de 4z dy] =0 «(14)
dz —[z) de4-z,dy] =0-

sctze man fiir dy einen der beiden aus (7) folgenden Werthe,

nimlich dy=kdx, mache die Gleichungen (12) und (13) in
Hinsicht der Differentiale linear, und nehme die Gleichung

dy—kde=0
sowie die gegebene
R 482+ Tz, +U=0
und, wenn erforderlich, deren vollstindiges Differential hinzu,
Lassen sich aus diesen Gleichungen, oder einigen derselben,

zwei andere ableiten, die integrirt werden konnen und deren
Integrale p — &, P=a sind, so ist

P=o(p
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ein erstes Integral der vorgelegten Differentialgleichung, wobei ¢
die Charakteristik einer willkiirlichen Function bezeichnet.

Angenommen, es ergeben sich auf dieselbe Art fiir die
zweite Auflosung dy=ldx der Gleichung (7) zwei weitere Inte-
grale ¢=, 0 =10, so stellt die Gleichung:

Q=19()

ebenfalls ein erstes Integral der gegebenen Gleichung mit einer
willkiirlichen Function ¢ dar.!

In einfacheren Fillen, namentlich wenn R, S, T, U bloss von
@, ¥, z abhéingen, lassen sich diese Integrale dadurch erhalten,
dass man jede der oben angefiihrten Gleichungen oder bloss
einige derselben, mit einem noch unbestimmten Multiplicatbr ver-
sieht, sie dann insgesammt addirt und die Multiplicatoren, wenn
moglich so bestimmt, dass die durch Addition entstandene Glei-
chung integrabel wird.

Sind zwei erste Integrale gefunden, so stellen diese mit der
gegebenen Gleichung drei gleichzeitig fiir dieselbe Funection
bestehende partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung
dar, durch welche die Auffindung des gesuchten allgemeinen
Integrals erleichtert ist. Die hierzu noch erforderlichen Inte-
grationen konnen, da das allgemeine Integral nicht mebr als
zwei willkiirliche Functionen enthalten kann, die Zahl der
letzteren nicht vermehren. Gleichwohl sind die entsprechenden
unbestimmten Constanten nicht ausser Acht zu lassen und,
namentlich wenn jene Functionen nur von je einer der Verinder-
lichen abhingen, so zu bestimmen, dass entweder die beiden
Differentialgleichungen erster Ordnung unter sich vertréiglich sind,
oder dass das mit den Integrationsconstanten mnoch behaftete
allgemeine Integral der gegebenen Gleichung Geniige leiste.

Der bisher vorausgesetzte Fall, dass diese Gleichung zwei
erste Integrale, jedes von der zweiten Ordnung, zulasse, tritt
nicht immer ein, da ks geschehen kann, dass nur eines dieser
Integrale von der zweiten, das andere dagegen von der ersten

1 Da weiterhin mehrere ganz analoge, aber allmiilig verallgemeinerte
Siitze in Rede kommen, deren einfachster jener von Monge (Art. 1) ists
so werde ich, um Wiederholungen zu vermeiden, einen dieselben umfassen-
den Beweis bei einer andern Gelegenheit folgen lassen.
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Ordnung ist und mittelst der Monge’schen Methode gefunden
werden kann, oder dass auch letzteres nicht besteht.

Wenn die hier zu Grunde liegenden Voraussetzungen zu-
treffen und es also keine particlle Differentialgleichung erster
Ordnung gibt, welche (1) geniigt und nur eine einzige willkiir-
liche Function enthélt, so konnen die zwei ersten Integrale mit
je einer willkiirlichen Function nach vollzogener Elimination der
letzteren im Allgemeinen nicht die Gleichung (1), sondern nur
die Gleichungen (2) und (3), welchen jene zunichst geniigen,
wieder geben.

Findet dagegen gar kein erstes Integral von der voraus-
gesetzten Beschaffenheit statt, so zeigt sich dies entweder darin,
dass man keine integrable Gleichung finden kann, oder dass das
obenbezeichnete Verfahren auf eine Gleichung zweiter Ordnung mit
einer willkiirlichen Funetion fithrt, welche vermoge der gegebenen
Gleichung nur bestehen, wenn man diese Funetion gleich Null
setzt.

In den besonderen Fillen, wenn R oder 7, oder R und T
gleich Null sind, werden die Gleichungen (12) und (13) un-
brauchbar, weil dann vermoge der Gleichung (7) zugleich auch
entweder do oder dy, oder da und dy gleich Null zu setzen sind.
In diesen Fillen miissen die Gleichungen (8) und (9) oder (10)
und (11) zu Hilfe genommen werden.

Ist R=0, also 82, +71%,4U=0 die gegebene Gleichung,
so erhélt man aus (7), (8) und (9) die beiden folgenden, einzeln
zu betrachtenden Systeme von Gleichungen:

1. dv=0, ["S l+(h 2+ J(/J—{—Sdz(’H-sz =0,
["S 4! L{ Sdz, 4 Tdz,~0
Ldy ‘+ % dy Y45z A Tdzp=0,
2. Sdy— Tdw =0 [‘ZS l+’(//i ”U} dy+Tdz, = O,
ds ,  dT dU
{@ 2+ 0y 2, + J dy+Tdz, =0.

Ist T'=0, also Rz® 48z 4-U=0 die gegebene Gleichung,
$0 findet man aus (7), (10) und (11) die beiden Systeme:
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1. dy—0, [jj’f T %Jd.uqus(zz;juﬁdxz) —o0,
[‘(’5 '+ ‘(‘1‘3 ‘4 %’] ot Sdzy +Rdls! — 0

2. Sdw— Ry —O0, [‘(Zf 0400 %’—ﬁ dar— R — O,
{% +‘(h 2+ "U] de+Rde, =0

Ist R=0 und 7=0, also Sz;+U=0 die vorgelegte Glei-
chung, so hat man:

dU
1. de=0, z‘+(l1,](l‘]+&{z
[
® Zu ¢ U] dy+Sds, =0
dy
2. dy=0, z T+ (ZJ] da+Sdz; =0,
2, + (IU] da+Sdz, = 0.
L dy

Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass jedem dieser
Systemenoch die Gleichungen (14) mitden entsprechenden Werthen
von dw, resp. dy beizufiigen sind.

Um die Anwendung des vorhin beschriebenen Verfahrens
zu zeigen, mag eine grossere Anzahl von Beispielen dienen, wozu
u. a. einige der von Euler herriihrenden Iidlle am geeignetsten
erscheinen, in welchen die Methode von Monge nicht zum Ziele
fithrt, und die bisher nach einer allgemeinen Methode nicht
erledigt worden sind.

b.
Als erstes Beispiel diene die Gleichung:

922 82z_ 2 0z

3t 9yt @ v
oder also:

2P —pz,—22'=0 (1)
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welche, wie bereits erwihnt, Monge als Beweis der Unzuling-
lichkeit seiner Methode einst vorgelegt wurde wund deren
allgemeines Integral er vergeblich abzuleiten suchte.

Da hier
R=z, §=0, I'=—=2, U=—2¢
also: 0 -
d ‘
U 9 & oy
dw 2%, dy 2%

so folgt aus den Gleichungen (12) und (13) des vorigen Artikels
— 24z, dedy 4 wdydz™ — wdedz| = 0 (2)
— 2z dedy+adydz, —adedz, =0 «(8)
und aus der Gleichung (7):
dy*—dx*=0 o (4)
Die erste Auflosung von (4):
dy = —dx (D)
in (2) und (3) eingesetzt gibt:
[2®) 42, doe = @ [dzD +-dz,
2 de=w[dz, +dz,)]
Hieraus durch Addition
[2®) 22, 42, | de = ad [z 22, +3,] ..(6)
Die Gleichungen (5) und (6) lassen sich sofort integriren,
ihre Integrale sind:
ytor=q, ll?[z('z)+2z'l+z2]=a

folglich ist:

20 422 -2, = —dap" (y +) (T)
ein erstes Integral der Gleichung (1), wenn man die willkiirliche
Function mit —4 ¢ statt friiher mit ¢ bezeichnet, was offenbar
geschehen kann.

Die zweite Auflosung von (4):

dy= +dz ..(8)
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gibt, in (2) und (3) eingeftihrt:
[22) 42, | dw = @ [dz® —d|]
22, dw = x [dz,— dz,]

Hieraus durch Subtraction:

[2)—27, -2, dw = xd [z —22,+7,) «(9)
Die Integrale der Gleichungen (8) und (9) sind:
1 ,
y—x=45, ;[1(2)_251_{""2]:[)
Es ist daher:
2z —2% 42, =4} (y—w) ..(10)

ebenfalls ein erstes Integral von (1).
Durch Subtraction der Gleichungen (7) und (10) ergibt sich
nun weiter:

5= —a[¢" (y+a)+ P (y—a)]
und hieraus durch Integration nach y:
¥ = —a " (y+a) + " (y—)

Wird nun auch diese Gleichung und zwar nach x integrirt,
so folgt:

r=9 (y+a)+@y—a)—z[p (y+a)— ¥ (y—a)]

wobei auf die Constanten der beiden Integrationen keine Riick-
sicht zu nehmen ist, da der Ausdruck fiir » zwei willkiirliche
Functionen enthélt und der Gleichung (1) gentigt, folglich das
allgemeine Integral dieser Gleichung sein muss. Man weiss, dass
dieses Integral, welches auch der Form nach mit dem von Euler
gefundenen tibereinstimmt, sowohl durch Reihenentwicklung als
auch durch Transformation der Gleichung (1) mittelst zweier
neuer Veriinderlichen !, zumeistnachlingeren Rechnungen, niemals
aber mittelst einer allgemeinen und directen Methode erhalten
wurde. (S. Einleitung.)

1 Siehe Nathani: Die hohere Analysis. 8. 363—65. Die Anwendung
der Methode von Ampére auf diese Differentialgleichung wurde, meines
Wissens, noch nirgends versucht.
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6.

Die vorhin betrachtete Differentialgleichung ldsst, wie er-
sichtlich, kein erstes Integral zu, welches blos eine willktirliche
Function und ausser @, y, z nur 2/ und z, enthielte. Im Vorher-
gehenden war nun wiederholt von der bekannten Thatsache die
Rede, dass es lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit bloss einem ersten Integral erster Ordnung! gebe, welches
auch die Methode von Monge liefert. Obgleich ein solches Inte-
gral zur Herleitung des allgemeinen in manchen IFéillen hinreicht,
so ist doch die Frage, wie es sich in solchen F#llen mit dem
andern ersten Integral verhalte, meines Wissens unerortert
geblieben. Fiir die beiden folgenden, sehr einfachen Beispiele,
die ich wieder dem Werke Euler’s entnehme, lisst sich die
Antwort leicht finden.

Es sei gegeben:

o 0%z %z c? 3z ¢ 0z
0x*  ¥y* wxdx @ dy
oder also:
rar? —xz, —c*2' +cz, =0, (1)
Hier ist

2., — T — g2 .
BR=c*2, §=0, T'=—2, U= —c*'4cz

(ZU e [ [l[] '
= — ) ¢z, —— = — % oz,

und gehen die Gleichungen (12), (13) und (7) des Art. 4 iiber
in die folgenden:

(ex; —2,) dedy+cPadyd:? —wvded: = w(2)
(¢*2|— ez,) dwedy— c*edydz +wdwdz, =0 (3)
crdy*—dx?=0. (4

Die erste Aufldsung von (4):

cdy =dx ..(B)

—_—

1 Weiterhin werde ich diese Integrale nach der Ordnung des hochsten
darin vorkommenden Partiellen Differentialquotienten von z benennen.
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in (2) und (3) eingesetzt, ergibt:
(e, —2,) dx~+-cPwdz® — cxdr) =
(ex)—2y) dv— cadz; +adz, =0
Hieraus durch Subtraction
Adz®—dz, =0 .(6)
und wenn man (5) und (6) integrirt:
r—cy =2, ¢t —z, =
Es ist daher:
P —z, = —4cP" (w—cy) w(7)
ein erstes Integral, wofiir jedoch mit Riicksicht auf (1) auch
c'—z = —4ewo” (x—cy) «(8)
geschrieben werden kann. Die letztere Gleichung hitte man auch

mittelst des Verfahrens von Monge erhalten knnen.
Die zweite Auflésung von (4):

cdy=—dx «(9)

verwandelt die Gleichungen (2) und (3) in die folgenden:
(cz;—2,) do+-c*awdz') +cady =0
(ex,—2y) dv — cadz;, —xdz, =0

aus welchen sich:

cdx® 2¢dz +dz, =0 ..(10)
ergibt. Aus (9) und (10) folgt
x+cy =3, 2D 4-2¢2,+2, =,
es ist daher:
2 -2¢z +2, = de*Y (w+cy) «(17)

ebenfalls ein erstes Integral von (1).
Durch Addition der Gleichungen (7) und (11) erhdlt man
cx® 4z =2c" (x+-cy)—2¢c9" (w—cy)
und hieraus:
cx' 42z, = 2eY/ (w+cy)—2cy’ (x—cy). .(12)
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Weiter folgt aus (8) und (12)
¥ =P (@tcy)—¢' (x—cy)— 229" (x—cy)
und wenn man nach 2 integrirt:
=g (@—cy)+¥ (@ +cy)—2p (x—cy)

das allgemeine Integral von (1), wie Euler es angibt. Da das-
selbe der gegebenen Gleichung geniigt und zwei willkiirliche
Functionen enthilt, so kommen auch hier die Constanten der
zuletzt ausgefiihrten Integrationen nicht in Betracht.

Ich habe dieses Beispiel, welches schon mittelst der Glei-
chung (8) leicht erledigt werden kann, als eines derjenigen ange-
fithrt, welchen ein erstes Integral erster, und ein solches zweiter
Ordnung (Gleichung (11)) entspricht.

1.
Die Gleichung
, 0%z 0%z

A ar 0, oder »*2*—z, =0 (1)

worin 2 eine niher zu bestimmende Function von x und y be-
deutet, ist ebenfalls von der soeben besprochenen Art. Ihr all-
gemeines Integral, von Euler durch Anwendung der nach ihm
benannten Methode gefunden, l#sst sich in vollsténdig entwickelter
Form darstellen, was bei der Gleichung (1) des Art. 2, wovon
die obenstehende ein specieller Fall ist, nicht geschehen konnte.

Thr entspricht ein erstes Integral erster Ordnung, wofiir das
Verfahren von Monge die Gleichungen

n*dy*—da* =0, n*dydy—dzdy =0
oder, was dasselbe ist, die beiden folgenden:
ndy = +dx, ndzFdz =0 .(2)

gibt, aus welchen sich aber nicht leicht ersehen ldsst, wie die
Function » allgemein zu bestimmen sei, damit diese Gleichungen
integrirt werden konnen.

Wendet man sich dagegen zu den Gleichungen (12), (13)
und (7) des Art. 4 und seizt darin B = n? §=0, T=—1, U=0,

Stizb- d. mathem.-naturw, Cl. LXXXVIIL. Bd. IT. Abth. 3
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so findet man:

2n % 2@ dway +nPdyd:® —dedy; =0 (3)
2n :—Z 2 dwdy +ntdyde;, —dxdz, =0 (4)
n?dy*—dx*=0 «(®)

Die zwei ersten Integrale von (1) ergeben sich hieraus wie
folgt:
1. Fiir ndy = dz findet man aus (3) und (4)

on > ,
2 Py 2Odz~-ndz® —dz) =

2 aﬁ 2Odx+ndz; —dz, =0
3y
und hieraus

on ony ., ) )
(n Y (ZTJ] 2B dzx +-n*de®) —2ndz +dz, =0 ..o(0)

Wenn man nun mit Euler die Funetion » durch die Glei-

chung
on  on

definirt und diese integrirt, so erhélt man

ny+z=f(n) (1)
wo f die Charakteristik einer als gegeben zu betrachtenden, aber
beliebig zu wihlenden Funection von n bezeichnet. Unter dieser
Voraussetzung geht (6) tiber in die folgende:

n*dz—2ndz,+dz, =0,
welche zu der aus (1) durch vollstindige Differentiation hervor-
gehenden
n*d2 P+ 2n20dn—dz, =0
addirt, zu der Gleichung

ndz® 4-2@dn—dz, =0
\
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fiihrt, deren Integral
nalt)—z =a (8)

ist. Um nun auch die Gleichung ndy = da zu integriren, bemerke
man, dass aus (7)

ndy +ydn+de =f"n)dn
2ndy +ydn =f'(n)dn

oder also:

folgt. Das Integral der letztern, in Bezug auf y linearen Glei-
chung ist:

ffl/( )(172—2Jl/n=a (9)
n
daker:
ne® —z =2¢ [ fl/( )(171—2yl/nJ ..(10)
»n

ein erstes Integral von (1).
2. Um das zweite, der Auflosung

ndy = —dx (11)

entsprechende zu finden reicht es hin, die Gleichungen (14) des
Art. 4, nimlich:

dy = 2de+2dy, dz, =z de+-z,dy

zu benutzen, welche hier
= — L2 e, dy=[r—
de' = [z —;z](’b, (zl=[zl—;z2]dx
sind, und durch deren Addition man:
1,5,
ndy' +dz, = P [n22) —z, |d2

oder also, mit Riicksicht auf (1)
ndz' +dz, =0 -(12)

erhilt, Dies ist die Gleichung (2), welche auch das Verfahren
von Monge gibt, die aber erst jetzt, nachdem » durch (7) bereits
bestimmt ist, integrirt werden kann. Denn aus (11) und

ny+x =f)
3%
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folgt:
[y—f ()]dn=0, dn=0

also n =, und aus (12):

Bz 42z =b
Es sind daher:
nz' 2z, =2y (n) ..(13)
und (10):
nz®)—z = 20" (u) -(14).
die beiden ersten Integrale von (1), wobei zur Abktirzung:
u _ff dn—2yVn ...(15)

gesetzt wurde. Das eine dieser Integrale ist, wie man sieht,
zweiter Ordnung und kann durch die Methode von Monge nicht
erlangt werden. Um nun auch die Gleichung (14) auf die erste
Ordnung zu bringen, bemerke man, dass aus (15):

»

du on

Py V? —[f'm)—y]. %
und aus (7):

on 1

e [m)—y
folgt, also:
ou 1
.  Va
ist, daher die Gleichung (14) in der Form:

Vn.2®— 2, = 2¢" (u\——
V " z

geschrieben werden kann. Man erhilt hieraus durch partielle
Integration nach :

V?'—L.z’——: .7 —f Y (n2' +-2,). 3 81—250 (u)

oder mit Riicksicht auf (13):

Vn .4'— —Vl—_ 2, = 20" (1) + /i/) dn

n nyn
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Mittelst dieser Grleichnng und jener (13) findet man nun:

(n) % (n)

L
e dn
v ]/z P+ 5 n 2 Vn nVn
= — Vn. o' () -y (m)— Va / £ (n)
n Vn i

371

und hat also zwei Gleichungen, wovon jede zur Bestimmung
von z dient. Obgleich hiermit die Aufgabe als geldst betrachtet
werden kann, so glaube ich doch, auch die bemerkenswerthe
Form, welche Euler dem Endresultate gegeben hat, und in
welcher keine der willkiirlichen Functionen unter einem Inte-
gralzeichen erscheint, aus einer der beiden Gleichungen, z. B.

aus jener fiir # ableiten zu sollen. Da

1 ou ’ on
Ve~ und [f"(n)—y] i 1

50 kann man jene Gleichung wie folgt darstellen:

%% O [X (n) 1 X ()
b= 90 g HF =) |5+ e f L
Es sei nun
x ()
dn =
l n Vn n =1

l]da,'

also w wie y(n) eine willkiirliche Function von ». Man hat dann

nVn 2]/7?1 o

n
und kann setzen:

,, L ou , d.wVn %
— ¢ ) o+ —y. 2 5

Hieraus ergibt sich:
2= W)+ (n—ylwVn— [wVn .fn)dn

und wenn

/;0]/; “(n)dn = Y (n) also w Va _}H ((7::)

x(n)+ / (7l)d — V. dw+ 1 o_d.wl/;
2Vn,

dn
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gesetzt wird, wobei nun $(») eine willkiirliche Function bezeich-
net, so findet man endlich:

z= [ / A 1;73 dn—2y Vn] — @)+~ ! /Oj) ™) '(n)

als das allgemeine Integral von (1) unter der Voraussetzung,
dass n der Gleichung ny+ax =/f(n) geniige.

Hierin ist eines der allgemeinsten Resultate enthalten, zu
welchen Euler mittelst seiner Methode gelangt ist. Mag auch
die vorstehende Rechnung der Euler’schen an Umfang nicht
betrichtlich nachstehen, so wollte ich dieselbe doch in Riicksicht
auf die Verschiedenheit der Methoden hier anfiihren.

8.
Die Gleichung:
8% 0% i]:_ 0z
82 oyr  a da
oder also:
vz — @z, 442 =0 (1)

deren Integral Euler aus einer Reihenentwicklung hergeleitet
hat, spiter aber, soviel mir bekannt, auf einem andern Wege
nicht gefunden wurde, erfordert, obschon sie von der Glei-
chung (1) des Art. 5 nur durch den Coéfficienten 4 von #' sich
unterscheidet, eine ausgedehntere Anwendung der im Art. 4
angegebenen Gleichungen (12), (13), (7) und (14).

Dieselben gehen, da R=w, S=0, T= —x, U=47 ist,
itber in:

(520 —z, | dedy +adyds® —xdedz, =0 -(2)
4z dedy+xdydz;, —axdaedz, =0 «(3)
dy*—d2*=0 .(4)

dz =z'de 42 dy, dz, =2z de+z,dy ...(D)

Hier nun tritt der Fall ein, dass fiir keine der beiden Auf-
losungen von (4) sich aus (2) und (3) eine integrable Combination
ohne Beiziehung der Gleichungen (5) finden lisst.



Uber eine neue Methode zur Integration ete. 39

1. Fiir dy= dx erhélt man:

(62 —z, ] do +2dz® —2dz, =0,

4z dw+xdy, —axdzy =0,

[z —xz,—42 Jde +4dz =0,

dzy—(z+2,) de =0
wobei zugleich z' mittelst der Gleichung (1) eliminirt wurde. Man
kann nun die Multiplicatoren bestimmen, mit welchen diese
Gleichungen zu versehen sind, damit sich nach deren Addition

eine integrable Relation ergebe. Diese Multiplicatoren sind, wie
leicht zu finden ist, der Ordnung nach:

x, b, —3, 12,

)
daher die gedachte Relation:
4[32, dw+Bwdz, +2x%,dw+2*dz |+ 2222 de + 2 dz
— 102z, do—Da?dry,—12dz=0
woraus durch Integration die Gleichung:
43z, +a% | 2% —batz,— 12z =«

sich ergibt. Da ferner aus do—dy =0 folgt: x—y =« so ist:

4[3wz, +a*z )+ —batz, —122 =8y (x—y) ...(6)

ein erstes Integral der Gleichung (1), wobei wieder der Factor 8
der Vereinfachung des Endresultats wegen hinzugenommen wurde.
2. Fiir dy = — d findet man aus (2), (3) und (5):

(620 —z, | do+2dz® +2dz; =0,
dzde+xdz, +adz, =0,
[22®) — @z, 442, Jdo +4dz =0,
du,— (z,—2z,)dz = 0.
Multiplicirt man diese Gleichungen der Ordnung nach mit:
—a, bz, +3, 12«
und addirt sie dann, so ergibt sich auf gleiche Weise wie vorhin:

482z, +a*|— 22 +batz, +122= —Rp" (+y) ..(7)
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Die Gleichungen (6) und (7) stellen die beiden ersten Inte-
grale von (1) dar; beide sind von der zweiten Ordnung. Es ist
nun sehr leicht, hieraus das allgemeine Integral abzuleiten.

Durch Addition jener Gleichungen ergibt sich niimlich die
folgende:

Baz, +atz, = V" (x—y)— " (@+y),

welche sowohl nach 2 als nach y integrirt werden kann.
Bringt man sie behufs der Integration nach a in die Form:

az 3 1 " N 111
42y — S W e—y)—” (@ +y)]
und integrirt nun, so erfolgt
1 . :
Z1 ____F xl_"!"”, (x_y)_?m(m_{_yﬂalv

oder also:
1, , 1
4 =59 @ —¥ @—yl+ [~ b9+ @—y)
Hieraus endlich erhdlt man:
1 1 )
2= [p@+y)H@—yl— [f @+y)+¥ @—y)

das allgemeine Integral, wie es Euler fand.

9.
Es sei die Gleichung
% %
it oy +pz=0

gegeben und p als Function von & so zu bestimmen, dass die
beiden ersten Integrale dieser Gleichung von der zweiten Ord-
nung sind.

Da hierbei

2 —z,+pz=0 (1)
also
R=1, §=0, T=—1, U=p=
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und

W_ e AU
dT,v—-f) P, @—]}ZI

so gehen die Gleichungen (12) und (13) des Art. 4 iiber in:

(pz' +p'7) dedy+-dydz'> —dxdz; = 0 -(2)
pz dedy+dydz, —dadz, =0 (3)
womit die folgenden:
dy* = dx? ..(4)
dz—[7 da+=zdy)|=0
dy' — [z dx—2,dy] =0 (D)

dz, — [z, d2 +(2® 4-p2)dy] =0
zu verbinden sind. Da in der letzten dieser Gleichungen z,
mittelst der gegebenen eliminirt ist, so kann (3) weiterhin un-
beriicksichtigt bleiben. Dies vorausgesetzt betrachte man nun
einzeln die zwei Auflosungen von (4).
1. Fiir dy = — da folgt aus (2) und (5):
(p#' +p'2)de+dz» 4dz; =0,
dz [z, —2'|de =0,
dz' +[z;—23dax =0,
dz, +[z® +pzr—zlde =0

und wenn man die drei letzten Gleichungen der Ordnung nach
mit den Factoren W, X, X versieht, dann simmtlich zur ersten
addirt und die sich entsprechenden Glieder vereinigt, so ergibt
sich die Gleichung:

dz®) +-dz,
+ Xdz'+(p— W)z'da
+ Xdz, + Wz, dx
+ Wiz +(p'+pX)zdr =0

(8)

Die Bedingungen der Integrabilitit dieser Gleichung sind

l 7
%=p— W=W uund [—(Ig =p'+pX.
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Man erhilt hieraus

.01 1
W= 5P X= gﬁ)(l:v

Y +pﬁu].v =0 «.(7)

Durch Integration von (6) und der Gleichung dx4dy=0
erhilt man:
e 4z, +X & +2)+ We=20"" (2 +y) o(8)
als erstes Integral von (1).
2. Fiir dy= dx ergibt sich aus (2) und (5)
(p2' +p'2)de+dz —dz; =0
de—|2' 4= |de =0
dy' —[2® 42, |de =0
dz, —[2;+20 4-pzlde =0
woraus man, wenn die drei letzten Gleichungen mit den Multipli-

catoren W, X,, —X, versehen werden, wie vorhin die Gleichung
findet:

und die Bedingung

de® —dz,
+X,dz' +(p— Wo)r'da
—Xodz, — Wiz, dw
+ W,dz+-(p'+pX)zdx =0
welche integrabel ist, wenn:

dX,
da

1w,
= p—Wy=W, wnd “70— pppx,

gesetzt wird. Man findet hieraus
Wy=W, X,=X
und wieder die Bedingung (7), folglich durch Integration:
2@ —z 4 X2 —2)+We = 20" (x—y) -(9)

Dies ist ebenfalls ein erstes Integral von (1) und wie (8)
von der zweiten Ordnung. Durch Subtraction von (8) und (9) folgt:
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7 +Xy = 9" (w+y)— " (¥ —y)
und wenn man nach y integrirt:
74Xy =9 (@ +) (e —y) .(10)

woraus z gefunden werden kann.
Die Gleichung (7) ist die gesuchte Bedingung fiir p. Setat
man der Abkiirzung wegen:

/})(l:lf =2¢, p=2¢

¢"+2¢¢ =0, ¢+¢*=C.
Fiir den besonderen Fall C=0 erhilt man

! 2 .
(=% P77 @y °71

so folgt:

also aus (10)

1
Z=— r_—{-_o lp@+y) +¥ (’5'_.7/)]+§°' @+ -+ (@—y)
als das allgemeine Integral der Gleichung:
2
O P R
= ooy PO

wie Euler mittelst Reihenentwicklung fand.
Wird C= — c* gesetzt, so folgt ausder Gleichung ¢'4+-¢*=—c

by — 2¢?

P= = %os Hew+-k)’

2

q = — ctang (ce+-k), X=¢

daher aus (10)
2’ —ctang (cwe+-k) .2 =o" (a4y)+" (@ —y)

und wenn man diese Gleichung integrirt:
1
- K (e J1 _ 7
= vt T A->f3”["" @4y 44" @—y)] cos (cx+k)

Dieser Ausdruck hat den Nachtheil, dass die willkiirlichen
Functionen unter dem Integralzeichen stehen. Bemerkt man aber,

dass
@ty +o @ty fir ¢"(@+y)
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und
h@w—y+y(@—y) fir '@—y)

geschrieben werden kann, so erscheint z in der Form

1
= sos (oo h) | °F [*(e(@+y)+Y@—y)+¢"(@+y)+¥" (@—y)]eos(c

und wenn man auf die beiden letzten Glieder in der Klammer
die theilweise Integration wiederholt anwendet:

2= ctang (co+k) [¢ (@+y) +L(@—y)]+o' @+y) +¥ (@ —y).
Diese von Euler auf anderem Wege abgeleitete Formel
stellt das allgemeine Integral der Gleichung:
. 2¢?
22—z, — m 2=0
dar.
Ein dritter Fall ergibt sich fiir C= + ¢?; ihm entspricht die
Gleichung ¢!'+-¢*=c? aus welcher man
ooE ko —(estE)
1= i glost®)
erhilt.
Die weitere Ausfiihrung ist jener des vorigen Falles ganz
analog.
10.

Die hier noch folgenden Differentialgleichungen entsprechen
dem am Schluss des Art. 4 betrachteten Fall, dass R =0 und

T =0 seien.
Zunichst sei die Gleichung
9% 9 Oz
oder also:

(v +g)2,— @ +2)=0

gegeben, wofiir S=x+y, U= —(z'+2,) ist.
Derselben sind, wie a. a. O. gezeigt ist, die beiden Systeme
zugehorig:
1. de =0, 2Ady—(v+y)dz® =0
z, dy—(x+y)dz; =0
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92, dy=0, 22 de— (x+y)dz; =0
z, de— (@ 4-y)dz, =0

aus welchen man sofort:

2@
T =z, oty = d,
Z
Yy= B 77—{2"@ =b
folglich die beiden ersten Integrale:
1
2 =— = (% )0 (@), 2 =— = (@+PP{Y)
2

erhilt, die wieder von der zweiten Ordnung sind. Um aus ihnen
durch partielle Integration nach @, resp. y die richtigen Aus-
driicke fiir 2 und 2, zu finden, muss man, da die willkiirlichen
Funectionen hier nur von je einer der Veréinderlichen abhingen,
auf die Integrationsconstanten Riicksicht nehmen, was in den
vorhergehenden Fillen nicht nothig war.

Zunichst folgt:

1 1

V=5 @ty @+ 5@+,
1 . 1.,

y=—5 @ty @+ 5 ¥H+X

und bieraus:
' 1 17 \ ! 1 1 ’
=g @Y, H=—5 ' G+X
Es muss daher:

1 1
X=— 5 o’ (), VY= — 5 ()
und

[ (@) — ' (y)]— (w+y‘)so” (@)

l\DIP—l

[V (y—¢ (@)]— (w+y)a'»”(3/>

l\')]r—l
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gesetzt werden. Nun findet man weiter:

1 1
t—p@)— 5 @+ P@— F Y ) +Y

1 1
=y — 3 (@4 @y — Ol (@)X

wobei ¥ und X zwei neue Integrationsconstante, nimlich
unbestimmte Functionen von g, resp. # sind. Damit diese beiden
Gleichungen mit einander zusammenfallen, muss

1 1
X=p@) —ga'@), Y=4@—35 VW

gesetzt werden, wodurch sich
1
z=9@)+Y)— 5 @+yl¢ @+ @)

als das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung ergibt,
wie es Euler fand.

Als weiteres Beispiel kann die von Euler (IIL Art. 324)
betrachtete Differentialgleichung

on

% du
" 2 - _ —_
@+ gy @+ sty

] e (e—2)u=0

dienen, worin 2 und 7' ebenfalls Null sind. Sie ist einer der

ersten Fiille, in welchen sich zeigte, dass das allgemeine Inte-

gral auch Differentialquotienten der willkiirlichen Funetionen

enthalten konne. (Siehe Darboux, Comptes rendus T. XCIV.)
Um die Rechnung abzukiirzen, setze man:

Die gegebene Gleichung geht dann iiber in die fritheve:
(@ +y)2,— @ +2)=0.

u

womit nun auch
y P@TYE) ¢ @)+ @)
@yt 2@~y
gefunden ist, iibereinstimmend mit dem von Euler durch Reihen-
entwicklung hergeleiteten Resultat.
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Hierzu die Bemerkung, dass auch das Integral der Gleichung
(@+y) .2, =242 +p

worin p eine beliebige Function von  und y bezeichnet, auf dem
oben befolgten Weg gefunden werden kann. Ihre beiden ersten
Integrale sind

oy
dx xty

zm—(H-J)[ +o (%)] z —(“I‘J){ ]

3y .z—{—J

Schliesslich will ich beispielsweise noch anfithren, dass die
Gleichung
0% r+a 92 b—a
Saby  a+b @ @0 T

einer der im Art. 4 erwihnten besonderen Fille ist, in welcher
nur ein erstes Integral zweiter, und kein solches erster Ordnung
besteht, das allgemeine Integral aber gleichwohl gefunden
werden kann.

Das eine der entsprechenden Systeme von Gleichungen ist
hier:

dx=0, dz =z dy
z4+ae . 20—« ] .
B Ldy—diD =
L‘—i—b 2B 4 EEL 2| .dy—d 0,
r+a b—a ] ,
L Ady—ds =0,
[;v-{—b z R 2, | - dy—dz, 0

Multiplicirt man die beiden letzteren Gleichungen der Ord-
nung nach mit P, Q und addirt sie dann, so wird die hiedurch
sich ergebende Gleichung integrabel, wenn

1 _xte, _ote
P=§(a:+a)e PRV Q=¢ wto

gesetzt wird.
Durch Integration jener Gleichung erhiilt man als erstes
Integral der gegebenen die folgende:

%)+ Q%+ )2 Qr= 9@

(a, +b
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oder, da:

z+a b—a L
e Rl rrw Al
ist, in einfacherer Form:
r+a
)L v — o (2
Pz) 4 PR ¢ (@)

woraus das gesuchte allgemeine Integral gefunden werden kann.

Aus dem Vorstehenden ergibt sich, dass es viele und sehr
einfache Differentialgleichungen der in Rede stehenden Art gibt,
welchen erste Integrale der zweiten Ordnung angehdren und dass
die im Art. 4 vorgeschlagene Methode mit Leichtigkeit zum all-
gemeinen Integral dieser Gleichungen fiihrt. Dieser Zweck hitte
sich wohl auch durch die weniger ausfiihrliche Betrachtung einer
geringern Anzahl von Beispielen erreichen lassen, aber die Bei-
spiele an sich schienen mir, wie bereits in der Einleitung bemerkt
wurde, von einem um so grésseren, wenn auch nur historischen
Interesse zu sein, als mehrere derselben, seit Euler bekannt
und selten mehr erwdhnt, wie die iibrigen bis jetzt einer all-
gemeinen Methode der Integration sich nicht unterwerfen liessen.

11.

Die weitere Ausfithrung des im Art. 4 eingeschlagenen Ver-
fahrens, womit sich das zunichst Folgende beschiftigt, betrifft die
Fiille, in welchen die beiden ersten Integrale, oder wenigstens
eines derselben, von der dritten Ordnung sind.

Es sei wieder die Gleichung

R+ 8z + T2, +U=0 (1)
gegeben.
Man setze der Kiirze wegen, wie frither:
__dR _, 4§ , dT daU
Vooy=—r "+ n+ mn+ 0
‘ - (2)
dR das .,  dT al

2)

[(071)—:@3' @Zl @Zz @
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und weiter:

d*R . d*S a*T d*U
V(f’o)——_wz(\_*“(lr 1+ da® 2_g-d 2
dR . ar }
(3)
+2 [( + (lr @+ dw 2]
Voo d*R ® azs a*T a*U
0= wdy da:(ly “ (lm(ly % dady
dR
2(2)
+ o dot + (lv % + (h' +(3)
dR , . dS _,  dT ,
oty
d*R o) d=S da*T (le
0,2) = (lJ + 2 1+ 2 2+‘
dR dT
+2 [(l Yy = + 2+ dy }
wobei (?R,(ﬁlf, die vollstindigen partiellen Differentialquo-
tienten erster und zweiter Ordnung von R,. nach z und y
bezeichnen.

Die aus (1) durch Differentiation hervorgehenden Gleichungen
sind dann die folgenden:
Vi, 0+ RB2® 4523+ Tz, =0

(4
Vo, ny+B22 4S8z, +Tz, =0 )

und:
Vi, o)+ B2+ 82 + T) = 0
Vo, y+R2P 82 4-Tzy, =0 (D)
Vio, 9+ B2 48z, +Tz, =0.
Da nun

de® = 2N da 42 dy

d2 = 23dx 42D dy

Lo (6)
y

dzy, =2Pdx4-2z, d

!
dzy, =2, dzv+z, dy,
Sitzb. d. mathem.-natarw. Cl. LXXXVIIIL. Bd. 1I. Abth. 4
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so kann man vier der Grossen z), 219, 2%, 2,, 2, durch die fiinfte,
z. B. durch 2z aunsdriicken, und erhilt:
2dy =de® —2Wdx
2Ady? = dedy—dz®de +2Hda?
2 1y
2y dyd = de, dy*— dZDdyde+-dzda* —2Dda®
z, dy* = dz, dy®— dz,dy*de 4 dzP dyda* — dz®) dad 42 d2*.
Werden die hieraus fiir 2{),. .z, sich ergebenden Ausdriicke
17 4
in die Gleichungen (5) eingesetzt und die analogen Glieder

zusammengefasst, so lassen sich diese Gleichungen wie folgt
schreiben:

Vie, oy dy*+[Rdy?— Sdydzx 4 Tdz?) .2V
+(Sdy— Tdx) dz® + Tdz2dy = 0,

Vi, 1y dy®—[Rdy?— Sdyda+ Tdx?|[2V de— dz®))
+(Sdy— Tdx)dzPdy +Tdz,dy* =0,

Vo, 2y dy* +[Rdy?*— Sdydx +Tdz?| [V da?— 2O dz+ dz,dy)
+(Sdy— Tdx) dz,dy* 4 Tdz,dy® = 0.

Da hierin 2z eine wesentlich unbestimmte Grosse ist und
dz® nicht vorkommt, so gelten alle Griinde, welche frither fiir
das Verschwinden von 2z aus den Gleichungen (5) und (6) des
Art. 4 angefiihrt wurden, nun auch in Bezug auf z(; diese Grosse
aber verschwindet aus den vorstehenden dreiGleichungen, wenn
wieder:

Rdy*—Sdydx+Tdz?*=0 (1)
gesetzt wird, wodurch jene Gleichungen in die folgenden
Vs, oy dy*+(Sdy— Tda) dz®+ Tdydz» =0
Vi, 1, dy*+(Sdy— Tdx) dzP) +Tdydz, =0 -(8)
Voo, o, dy*+(Sdy—Tda)dz, +Tdydzs =0
iibergehen. Man kann hieraus 7' mittelst (7) eliminiren und erhilt
Vs, o dr*+(Sdz— Rdy) d2) 4 Rdzdz® = 0
Vi, 1y do® +(Sde— Rdy) dz, +Rdzdz?) =0 w(9)
Vio, o) do*+(Sde— Rdy) dz; +Rdxdz, =0
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Eine dritte, einfachere Form erhalten diese Gleichungen,
wenn man, was alsbald geschehen wird, S aus ihnen eliminirt.

Es braucht nicht niher gezeigt zu werden, dass man zu den
drei Gleichungen, in der einen oder anderen Form, auch gelangt
wire, wenn man der vorigen Betrachtung irgend eine der
Grossen 2{), 2, 2{h), z, statt 2(Y zu Grund gelegt hiitte.

Die Gleichung (7)der Monge’schen ,,Charakteristiken hatsich
auch hier wieder eingestellt.

Wenn die gegebene Gleichung (1) ein erstes Integral dritter
Ordnung zuldsst, so besteht im \Allgemeinen der Weg, dasselbe
zu finden, zun#chst darin, dass man in den durch Elimination von
S entstehenden Gleichungen:

Vie, o) dedy+ Rdydz®) 4+ Tdzxdz® =0
Vi, ndedy+Rdydz» +Tdadz, =0 ..(10)

Vio, 9y dedy +Rdydz, +Tdxdz, =0,

gowie in den Gleichungen:
dv —[2 da+z dyl=
dy —[2Pdzx+z; dy|=
| de+z, dy]=
2Oda 4-23dy| =
ez, dy]=
(lz2 —[z, de+2; dy]=
dy mittelst einer der beiden aus (7) folgenden Auflosungen
dy =kdx durch do ausdriickt, die Gleichungen (10) hinsichtlich

der Differentiale linear macht und die weiteren Gleichungen:

0

0

—[z 0
| 0 (11

— [} 0

0

dy—kdx =0,
Rz 48z, +T2, +U =0
Rz 48z T2, + Vi, =0 -(12)
R4Sz, +T2,+ Vi, 1y =0

und, wenn erforderlich, das vollstindige Differential der drei
letzteren hinzu nimmt. Lassen sich nun aus diesen Gleichungen,
oder einigen derselben, zwei andere ableiten, die integrirt werden
konnen und deren Integrale p=a, P=ua sind, so ist

P=q(@p)

ein erstes Integral der Gleichung (1).
4 %
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Kionnen auf dieselbe Weise auch fiir die zweite Auf-
losung dy =ldx der Gleichung (7) zwei Integrale ¢=8, Q=16
gefunden werden, so ist auch

Q=49

ein erstes Integral von (1). Dabei sind ¢ und {, wie durchgehend,
die Charakieristiken willkiirlicher Functionen.

Das hiernach als sehr umstindlich oder schwierig erschei-
nende Verfahren gestaltet sich in vielen Fillen betrichtlich ein-
facher. Enthalten R, S, T, U bloss @, y, 2, so reicht es nicht selten
hin, bloss einige der angefiihrten Gleichungen zu Hilfe zu nehmen,
dieselben mit Multiplicatoren zu versehen und in der, Art. 4,
angegebenen Weise weiter zu verfahren.

Riicksichtlich der Art, wie aus den beiden ersten Integralen,
die hier in derRegel von der dritten Ordnung sind, das allgemeine
Integral gefunden werden kann, mogen die Bemerkungen des
gedachten Artikels, und die frilheren Beispiele, soweit es die
Analogie zuldsst, gentigen.

Wenn R oder 7, oder B und 7'=0 sind, konnen die, in
anderen Fillen bequemsten Gleichungen (10) nicht mehr ange-
wendet werden, und miissen (8) und (9) an deren Stelle treten. Die
Gleichungen (11) und (12) erleiden nur insofern eine Anderung,
als in ihnen, dem Fall entsprechend, de oder dy, dann R oder T,
oder beide, in V4, Vy,, ebenso wie in Vg, Vi, Vo gleich
Null zu setzen sind.

Ist R=0, also Sz +T7%,+U=0 die gegebene Gleichung,
so sind die folgenden zwei Systeme getrennt zu betrachten:

1. dz =0, Ve, oy dy +8dz® 4 Tdz? =0,
Vo, ndy +SdzP +Tdz, =0,
Vio, oy dy +Sdz, +Tdzy =0.
2. Sdy—Tdx=0, Vyody+Tde=0
Vi, s dy+Tdz, =0
Vio, o) dy+Tdz, =

Ist 7=0, also die Gleichung Rz® +-Sz 4+ U=0 gegeben,
50 hat man:
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1. dy=0, Vio, oy de4-8dz* + Rdz® = 0,
Vi, 1y dwe+Sdz, +Rdz» =0,
Vio, »ydx+Sdz, +Rdz, =0.
2. Sdx—Rdy=0, Vg odv+Rdz® =0,
Vi, nde+Rdz) =0,
Vio, sy dw+Rdz, =0.

Ist R=0 und T=0, also Sz +U=0 die gegebene
Gleichung, so finden die folgenden zwei Systeme statt:

1. de =0, Vio, oy dy +8dz*) =0,
Vi, ndy+Sdz =0,
Vio, 5y dy~+Sdz, =0.
2. dy=0, Vi, oy de+Sdz{? =0,
Vi, yde+Sdz, =0,
Vio, 2y dw+Sdz; =0.
Zunichst mogen wieder einige, den Voraussetzungen dieses
Artikels entsprechende Beispiele folgen.
12.
Es sei die Gleichung
%2 %

4
i W =0 oder also c*x3z2®) —g, =0 (1)

4
cras
gegeben, deren Integral Euler im Art. 345 seines Werkes
mittelst Reihenentwicklung gefunden hat.
Da hierbei
4

Vi, 1y = 5 tosz)

3
so folgt aus (10) die Gleichung
4 1 4
; crszddady +cFasdydyP) —dadz, =0,

welcher noch:
do,— |2 da+2,dy] =0
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und
4
c*xs dyt = da?

hinzuzuftigen sind. Es ist nun jede der beiden Auflosungen der
letzteren Gleichung einzeln zu betrachten.

1. Fiir dy = &~ ; d?@ erhilt man:

4 N

3 czPda+cadr ) — 3 dz, =0,

1 Iz 1 @dx .—% !

g cdy— 5 cpPdr— g @ 82,dx =0

und hieraus durch Addition:

2
Y

1 ., L. :
crPdz - caedzP +- 3 cdz,—| a3 dzy+ % & 3z,dw] =0,
wozu

—cdy +a 5de =0

gehort, Aus diesen zwei Gleichungen folgt:
1 1
crz(? 4 ;7 cr,— &3z, = 64V (328 — cy) «(2)

als erstes Integral von (1).

2. Fiir dy — _x—;f:%”ergibt sich:

1
% c2Pdx+-cadz)+23dz, =0,

2

1 01 1 _2,
7 ez, — FexDde+- 3 $z,de =0,

3 3

daher auf dieselbe Weise, wie vorhin:
1 1
c;vzg2)+ -;; czi +a@ ?Tz; = — 602()0IV (B3 +-cy) (3)

noch ein erstes Integral der gegebenen Gleichung. Die beiden
Integrale (2) und (3) sind von der dritten Ordnung. Man findet
aus ihnen:

1 1 1
@Az, = — 3 [p™V(3as +-¢y) +PVI Bt —ey)]
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and wenn man zweimal nach y integrirt:

1

1 1
2= —3x 3[9p"(Bascy)+¥’ (Bas—cy)).

Durch theilweise Integration nach 2 ergibt sich weiter:
v — —Bai[y(3a7 +-ey) +¥' (37 —cy)]
+ [z §[g(3w§+c‘z/) +¢ (3»'0%—03/)] O
oder endlich:

1 1 1 1 1
v =9 (3w 3 F-cy)+ (Bas — cy) — 3a5[¢ (Bas +-cy) +-{' Bas —ey)],

was im Wesentlichen mit dem Resultate Euler’s tibereinstimmt.
Der hier betrachtete Fall ist von einigem Interesse, weil, obgleich
die beiden ersten Integrale von der dritten Ordnung sind, im
allgemeinen Integral nicht auch die zweiten oder dritten, sondern
nur die ersten Differentialquotienten der willkiirlichen Funetionen
vorkommen. Ubrigens findet ein nothwendiger Zusammenhang
zwischen der Ordnung dieser Differentialquotienten und jener der
ersten Integrale im Allgemeinen nicht statt.

13,
Die Gleichung
9%z L,
sany T PO gy, —2pr @) =0 (1)

worin p, ¢, » beliebige Functionen von y bezeichnen, hat ein
erstes Integral dritter Ordnung. Da hierbei:

R=0, T=0 und U= (pxr+9)2'—2pz+rflzx)
also:
2

d*U .
Voo = 75 = (po 4+ +of (@),

S0 erhilt man aus der ersten der am Schluss des Art. 11 ange-
gebenen Gleichungen :

de=0, [(pz+9)2® +rf (@) dy+dz® =0
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Es ist daher @ = « und

dz®

L kg o =

Bestimmt man aus dieser linearen Gleichung 2®, so ergibt
sich als erstes Integral von (1) die Gleichung:

2 — o— [ et by [o(@)—f" (w:\ﬁ'e fﬁpzﬂ)ayay]
und weiter, wenn man nach x integrirt, das zweite:
2(2) =/‘3m. g—/ (pz+q;0y [(P(a}) .—f”(x> 1'gfl;ﬂx+2)8y3y] +~4,(y))

worin nun ¢(#) und J(y) zwei willkiirliche Functionen bedeuten.

Die Constanten der zwei noch erforderlichen Integrationen
sind hier zu beriicksichtigen und auf #hnliche Art, wie in den
Beispielen des Art. 10 zu ermitteln. Da jedoch die Ausfiihrung
zu weitliufige Formeln liefern wiirde, mag dieselbe auf den
besonderen Fall /() =0 beschréinkt bleiben, in welchem man
es, wenn & und / Constante bezeichnen, mit der Gleichung

2, +(pa+q)¥ —2pz+(kx+-lr =0 w(2)
zu thun hat, deren zweites Integral

2= e‘f Pt 2% o(2)02 +Y(y) «(3)
ist. Man findet daraus
¥ = () +o«f9—f@"+ﬂ)8” p(@)dx — [e=)@=r0% ap(@)dat-Y..(4)

und kann Y auf folgende Art ermitteln. Da aus (2):

- (pr+9)x2 —py +hr =0 ~(5)
und aus (3)

2 =Y(y) —ﬁpm +qe Jwetaen o(@)de «(6)

folgt, so ergibt sich durch Substitution der Werthe von z®), 2’

) )

z(?) aus (3), (4) und (6) in (5) eine Gleichung, aus der man:'

pY =Yy +qly) +kr (T
findet, so dass Y als bekannt betrachtet werden kann.



Uber eine neue Methode zur Integration ete. a7

Man integrire nun (4) nach # und wende dabei wieder das
Verfahren der theilweisen Integration an; man erhilt dann, wie
leicht zu sehen, die Gleichung:

o % )+ Y+ Y, (8)

+ % x%/‘e—f@r+q)ﬁz/ . c‘a(a:)aa'—a,:/e—f(l’”'*“-’)ay .o (w)dx

- %ﬁ_f@x+g)a?’ xtp(w)dx

wobei ¥, noch zu bestimmen ist, und erhalten wird, wenn man
die aus (4) und (8) sich ergebenden Ausdriicke fiir 2, 2/, z in die
Gleichung (2) einsetzt. Wie vorauszusehen war, heben sich die
Integrale gegenseitig auf und besteht das Resultat dieser Sub-
stitution in der Gleichung:

z [V @)+ b)) +hr—pY|+Y' 4-¢Y4-1r—2pY,=0 ..(9)
Da hierin der Coégfficient von a verschwinden muss, so
erhilt man wieder die Gleichung (7), deren frithere Her-
leitung also zur Priifung der Rechnung dient. Zugleich aber
folgt aus (9)
2pY, =Y 4qY+Ir

und wenn man Y substituirt, fiir ¥, die Gleichung

2p3Y, = p¥"(y)+Cpg—p W@ +Pe*—p'g+pg)(y)
+k(pgr—p'r+pr)+lp*r. ..(10)

Die Gleichung (8) stellt das nun in allen Theilen durch (7)
und (10) bestimmte allgemeine Integral der Gleichung (2) dar.

Herr Imschenetsky! hat das allgemeine Integral der
Gleichung

2\ tayy —2yz =0

durch Verallgemeinerung der , Laplace’schen Methode* gefunden;
aus den vorstehenden Resultaten ergibt sich dasselbe, wenn man
P=y, ¢=0 und =0 setzt.

-_—

1 Siche die oben erwihnte Abhandlung p. 58.
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14.
Die Gleichung
@+ ooty [+ B et e—B)u=0 (1
r4y) W—I—c(@—l—y) [Bm ay] F+(e+2)(c—3). u=0..(1)

deren Integral man in dem Werke Euler’s (IIL. Art. 325) findet,
lésst sich in einfachere Form bringen, wenn man

z
U= ——
(.T +y)c+_

setzt; es ergibt sich némlich die Gleichung:
(@+y) 2, —2@ +2)=0 -(2)

von welcher hier, um unnéthige Weitldufigkeiten zu vermeiden,
ausgegangen werden wird.

Da
R=0, S=x+y, T=0, U=-—-2@+z)
folglich:
TR i —2ate)
50 ist:
Ve, o= —221%), Vio, 9= —22,

und findet man aus den am Schluss des Art. 11 angefiihrten
Formeln die beiden Systeme von Gleichungen:
dz =0, —228)dy +(x+y)d2® =0,
dy =0, —2z, dy+(x+4y)dz; =0,
durch deren Integration man zu den beiden folgenden
28 = (x+y)*V(2)
2, = (@49 ¥)
gelangt. Dies sind die ersten Integrale der gegebenen Glei-
chung (2); man kann beide zugleich benutzen, um die aus den

noch erforderlichen Integrationen hervorgehenden Constanten zu
bestimmen. Zuniichst findet man:
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2@ = (@+y)*" (@) —2 @ +y) ¢" (@) +2¢" (¥)+ ¥
7, =@+ @§)—2@+y) P () +20" (y)+X
und hieraus:
¥ = (@+y)*e" (@)—4(r+y) 9" (@) +6¢ () +x Y+ Y,
7, =@+ (—4@+y P @+6Y () +yX+X,
Da aber aus diesen beiden Gleichungen
2 =2(v+y) 9" (@) —dy" @)+ Y+,
7 =2(@+y)V" @)—4 @) +yX +X;
folgt, so erhdlt man, wie leicht zu sehen:
X =2¢" (@), Y —2¢"(y)
X, = 2ayp" (2)—6¢' (), Y, =2y} (5)—6y' (y)
somit:
7 = (@+4y)*p" (@) — 4w +y)p" @)+ 2@y (y)+6¢'(x)—6¢' (¥)
7 = @+y)te" (y)— 4@+ @) +2@+y)e" (@) 6 (y)—6¢'(a)
und hieraus endlich:
2= (x4 9" @)+ (] —6x+y @) +¥ y)]+12 (@) + P¥)]

als das allgemeine Integral von (2), womit auch jenes von (1)
gefunden ist, wie es Euler a. a. O. angibt.

15.
Es sei noch die Gleichung
% %
W -_ W +pz = 0

oder in der einfacheren Schreibweise:
23—z, 4-pz=0 (1)

gegeben, in welcher p als Function von 2 so bestimmt werden
soll, dass die beiden ersten Integrale dieser Gleichung von der
dritten Ordnung sind.
Da
R=1, §=0, T=—1, U=p=z
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80 ist

a*U
T da?

Vi, 0) = pz4-2p'2' -p"2

folglich nach der ersten der Gleichungen (10) des Art. 11

[pz®+-2p'2 +p''z) dedy +dydz'® — ded=? =0 -(2)
und
dy?=da? «(3)
Mit diesen sind noch die fiinf ersten der Gleichungen (11)
zu verbinden, aus welchen zugleich, um die Rechnung abzukiirzen,
z, und 2® mittelst der aus (1) folgenden Gleichungen:

2, =20 4pz, 2@ =z,—(p'+p)
eliminirt werden konnen, so dass jene fiinf Gleichungen in
folgender Form erscheinen:
dz —[z'dx+2zdy]=0
dy' —[2@da+2,dy]=0
dzy —[zde 4=+ p2)dy] =0 -(4)
dz®) [ pr' +p'r—z,|de—2Pdy =0
dz; —[zPde+-2,dy] = 0.
Es sind nun die beiden Auflisungen der Gleichung (3) einzeln

in Betracht zu ziehen.
1. Fiir dy = — dx folgt

[p224-2p'7 +p"2)de+dz® 4-dz2) = O

und wenn man die Gleichungen (4) der Ordnung nach mit den
Multiplicatoren X, ¥, Z, W, W versieht und dann insgesammt
zur letzteren addirt, ergibt sich eine Gleichung, die ich, der
leichteren Ubersicht wegen, in die Form bringe:
dz® +-dz)

+ Xdz +@p"+p' WHpZ).2zdx

+ Ydz +@Cp'+pW—X).2'dx

+ Zdz, +Xz dx «.(9)

+ Wdz® +(p— Y+ Z)zda

+ Wdz, +(Y—2Z)zdx =0,
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Hierin sind nun die vier Multiplicatoren als Functionen
yon # SO zu bestimmen, dass die in je einer Linie stehenden
Ausdrticke ein vollstindiges Differential ausmachen, dass also:

dX vy
dY ,
p ol 2p +pW—X
dZ
aw X
und
ﬁ/V-=1)—Y—{—Z=Y——Z
dx

ist, Man findet hieraus:

W= %fp(lx

3 1
2=_p+ gyptlx]z

5
Y=Zp+l[fpdw]2

3 1
X=ZP+ Z})ﬁ)(lx

und fiir p die Bedingungsgleichung:
2p"+2p' [ pde+4p*+p !/pdx]z =0. . (6)
Durch Integration von (5) und der Gleichung dw+dy=0
ergibt sich:
20 2@ W[z 42|14 Yo'+ Z2, + Xz =29V (@ +y)  ..(T)

als erstes Integral von (1).

2. Ftir dy = dx findet man aus (2) und (4), wenn die Multi-
plicatoren mit X, Y, Z,, W,, — W, bezeichnet werden, auf die-
selbe Weise wie vorhin die Gleichung:
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de®) — dz2)
+X,dz ' +p Wy—pZrdz
+Yodz'  +C2p' +pW,—X )2 dx
+Z,dv, —Xypdo
+ W, de® 4 (p— Y, —Z)ePda

(8)

— Wydz, —(Yy+Zy)zde =0

welche integrabel ist, wenn

dX, P

—(1_50 =" +p W,—pZ,

dy, , §

—[I?O = 2p'+pW,—X,

dZ,

—A=_X

ax 0
und

dWw, .

T:vg =p—Y,—Z,=Y,+Z%,

gesetzt wird. Hieraus folgt:
Wy=W, Z,=—2, Y,=Y, X =X

und als Bedingung wieder die Gleichung (6).
Aus (8) und der Gleichung dz—dy =0 folgt weiter:

2O — () 4 W2l —2] |+ Yo' — 2z, + Xz = 20V (@ —y)  ...(9)

Die Gleichungen (7) und (9) sind die beiden ersten Inte-
grale der gegebenen (1) unter der Voraussetzung, dass p der
Bedingung (6) Gentige leiste.

Durch Addition und Subtraction jener Gleichungen entstehen
die beiden folgenden:

28 4 W2l Yo' + Xz = oV +y)+ 4V (@ —y)
W 42y =g ey~ e—yp)

Dieerste geniigtder Integrabilititsbedingung W' — ¥' - X=0;
das Integral des Ausdrucks linker Hand ist

.(10)

2 - W 4-(Y— W)z
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da aber Y— W’ =Z, so folgt aus jener Gleichung:
2 W'+ 2z = V(2w +y) PV (@ —y) «(11)

wobei keine Integrationsconstante beizufiigen ist, weil sich alle
Glieder der Gleichung (11) wieder ergeben, wenn man die zweite
der Gleichungen (10) nach y integrirt.

Die Moglichkeit, das allgemeine Integral von (1) zu finden,
hingt von der Integration der linearen Gleichung (11) ab, in
welcher W und Z durch p, und p durch die Gleichung (6)
bestimmt ist.

Setzt man der Kiirze wegen

P=2¢,
so lasst sich (6) in den drei Formen

9" +29¢"+4¢"+2¢’¢ =0,
DP (¢ +¢H+2¢(¢'+¢4 =0, «(12)
DP((q+¢*x—2¢1+2¢'[(¢'+¢*)2—2¢] =0
schreiben.

Die erste dieser Gleichungen wird durch den Factor ¢ inte-
grabel, ihr erstes Integral ist

2{19//_q12+4q2qf+q4= C’

welches, wenigstens fiir (=0, noch eine Integration mittelst
eines Multiplicators von der Form Q,¢'+ Q zuliisst. Indessen kann
(11) nur fiir die folgenden Formen von ¢ integrirt werden, welche
sich aus der zweiten und dritten der Gleichungen (12) unmittelbar
ergeben.

Der zweiten Gleichung in (12) geniigt die Annahme ¢’ +¢*=0,
welche im Art. 9 ndher betrachtet wurde.

Der dritten Gleichung entspricht die particulire Losung

(q'+4¢"2—2¢=0, (13)

wofiir auch die Gleichung (11), ndmlich:

1 T
2@ g2’ 4 5 Bg+¢» . 2= ™ (@+y) +PV(@—y)
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oder also:

w3®) t-qor +(g v+ qr =2 @ty +V@—y)] ..(14)
integrirt werden kann. Als erstes Integral erhilt man:
wd +(ge—1)e = &[p" (@ +y) +P" (@—y))—[o" @+ + " (@—y)]
wofiir jedoch, weil nach (13)

ist, auch
z/_'_lil_ Q_’l] Z=w”'(’b‘+ )—f—””(.ﬁb’—y)— 1_[ //(x+1)+y11(,v_1 )]
v gl ety Sl @y +i@—y
gesetzt werden kann. Hieraus folgt nun
(/ w ) 111 " 1 1" 1 3\
Z=;f§ @y +y (@ —y) — —[p"@+y+P@—y)]|

und wenn man bemerkt, dass aus (13)

3a? also 6x(2c3—a®)
9= g8 701 (8 4-c3)?

erhalten wird, wenn ¢ die Integrationsconstante bezeichnet, so
findet man nach einer leichten Rechnung:

3w
2 = oo |ty —alg @+ ]y @

Dies ist somit das allgemeine Integral der Gleichung:
bx2c®—a®) 0
welche sich aus (1) ergibt, wenn man darin fiir p den angegebenen

Ausdruck setzt. Dieses Resultat wurde von Euler (III. Art. 370)
durch ein besonderes Verfahren gefunden.

2®)—z, +

16.

In dem nicht selten eintretenden Fall, dass einige oder alle
erste Integrale der gegebenen (:leichung

Rz® 48z +T%,+U=0 (1)
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von der vierten Ordnung sind, bedarf auch das im Art. 11 aus-
einander gesetzte Verfahren einer weiteren Entwickelung.
Es sei der Kiirze wegen:
d*R a3s 43T BU
—— 23
a3 ” + ‘+d.z'3 2+(Ir3

d*R d*s a*T
(3) pai (’\ !
+3[{l7: +(h + dz* 2]
+3 [@ 204 @ 44 dr m]

Vis, 00 =

d*R o0 3S ,  d&T 42U

Vi, 0= dady \/+d'c2d‘/ z‘+dfc2(ly % dz*dy
d*R a*S d*T

T 2)
+dfv2 +(l:v2 z_’_l 2%
d*R d*s a*T
) 2(® '
+2 [dulJ T dwdy tla;'(lJ a # —l

dady ™*
+2 [@ B)+ (9)+ g J

dR
2(h) _
(IJ + +

d?
on Mﬁ g LT
dady? dedy® ' 7 dedy® *
LR L S lZT
dy? dy?
d*R =S azT }

(2)
| dzdy “t dr(ly i dxdy %

V 2y —
2 dzedy*

+2

42 [_ t&)_;_ 2>+ “
da (lJ

dR . (/S (IT
~/2)
+ de ™* ' dx ut o do
d R ¢l3S T d3T ﬂ]
dy? dy® % dy?® dy?
d*R xS (lzT ’
+3[dﬁ G+ e

dR (lS dT
(2) —_ - .
+3 [(lJ + dy~  fid z“J

dR dT ]

Vio, 3 =

Sitzb. d. mathem. naturw. Cl. LXXXVIII. Bd. IT. Abth. 5]



66 Wineckler.

Die durch Differentiation von (1) entstehenden Gleichungen
sind dann die folgenden:

Vs, 0+ B2 4S8z -T2 =0
Ve, R 820+ T2 =0
Vi, 2 +R2P 8200+ Tz, =0
Voo, sy +RzP 82N+ Tz, =0.

(@)

Da nun zwischen den sechs hierin vorkommenden partiellen
Differentialquotienten fiinfter Ordnung von 2z die Gleichungen:

de®) = 20 dz +-2(Ndy
d2) = 20da+20dy

da 2 dy

o) = 2§

dz.,

y =2Pdx 2z, dy

dz, =z, dov+z, dy
bestehen, so kann man irgend welche fiinf dieser Differential-
quotienten durch den sechsten, z. B. durch 20 ausdriicken, wie
solches in den folgenden Gleichungen geschieht:
2dy =dzM  —20de,
2D dy? = dePdy —dzdx+2Oda?,
2 dy® = dePdy? — P dyde +deh) dar®—20)da?,

!
2

» Ayt =dry dy?—de@dy*da+dzPdyda? — de W da® 420 da,
zy dy® =dz, dy*—dz,dy*de+dz®dy?de?—d2Pdydz® +dadat
—2O)das.
Setzt man die hieraus fir z{9, z{%,.. .2z, sich ergebenden

Ausdriicke in die Gleichungen (2) ein, so wird jede derselben
nur noch 2 enthalten, dessen Coéfficient aus den frither (Art. 4
und 11) beziiglich z®) und 2*) angegebenen Griinden gleich Null
zu setzen ist. Da aber z® aus allen jenen Gleichungen ver-
schwindet, wenn wieder

Rdy?— Sdydx+Tdx*=0 w(3)
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gesetzt wird, so reduciren sich dieselben nach einigen sich von
gelbst ergebenden Reductionen auf die folgenden:
Vs, 08y +(Sdy— Tdz)dz™® + Tdz®dy = 0
Ve, ndy*+(Sdy— Tda)dz® + TdzPdy =0 (4
Vi, ody* +(Sdy— Tda)dz® + Tdz, dy=0
Voo, sydy*+(Sdy— Tdx)dz, +Tdz, dy=0,
welche, wenn 7' mittelst (3) eliminirt wird, auch in der Form:

Vs, oyda* 4 (Sde— Rdy)dz® + RdzWdx =0
Ve, ndar*+(Sdax— Rdy)dz3) +Rdz ) dax = 0
Vi, 2y dx* +(Sdo— Ray)dz, ~+RdzPdx =0
Vo, sydac*+(Sdx— Rdy)dz, +Rdz, dv=0
geschrieben werden konnen. Es ist iibrigens leicht zu sehen, dass
durch Elimination von S die noch einfachere Form:
Vs, oydady+ Rdydz™ 4 Tdxdz) =0
Ve, ndwedy+Rdydz) + Tdadz? = ©)
Vi, ndedy+ Rdyde 4 Tdzdz, =0
Vo, sdzdy +Rdydzy, +Tdxdz, =0
erhalten wird.
Die Systeme von Gleichungen, welche den besonderen Fillen
R=0, oder T=0, oder R=0 und 7'=0 entsprechen, ergeben

sich analog wie dies in den Art. 4 und 11 gezeigt wurde, aus (4)
und (5).

Die beiden ersten Integrale vierter Ordnung von (1) sind,
auf Grund je einer Auflosung von (3), durch Integration eines
der drei Systeme (4), (5), (6), abzuleiten, wobei im Allgemeinen
wieder die gegebene Gleichung und deren partielle Differential-
gleichungen erster und zweiter Ordnung, ferner die Differential-
formeln (11) des Art. 11, und die folgenden:

dz®)— [z da +2Pdy|

G)

—0
dz)—[2{dx +2Pdy] =0
dzy, —[2)dw+2z, dy]=0
dzy, —|z, de+z, dy]=0

zu Hilfe genommen werden miissen,
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17.

Die in der Natur des vorhin betrachteten Falles liegende
Complication tritt schon bei der so einfachen Differential-
gleichung:

QD

z

0%z 9% _ 6

e
scharf hervor. Auch an dieser zuerst von Euler (IIL. Art. 343)
ebenfalls mittelst. Reihenentwicklung, integrirten Gleichung
scheiterte bis jetzt jede allgemeine Methode der Integration.
Bringt man sie in die Form
v — @z —62 =0 (1)
s0ist R=w, =0, T= —a, U= — 67, daher:
Vi,p=—3[z"+2],  Vin=—[42{"+22,]
Vioy=—[02"+2, ],  Voyn=—06z,
wofiir die Gleichungen (6) des vorigen Artikels in:
—[82W 43z |dady +2xdydz®) —xdads>) =0

'

— (42022, |dedy+2dydz) —vdedz) =0 @)
— B2 42, |dedy+taxdyde) —xdedz, =0 .
— Gz dxdy +adydz, —zxdedz, =0
tibergehen. Man nehme hierzn noch dic aus (1) durch zweimalige
Differentiation nach « und y sich ergebenden Gleichungen

4203 422, 2z — w0z =0

6 ' (2) . "'(3)
z,—x2) Fwz, =0
und die Differentialformeln:

dz®) — [V dw+2Pdy) = 0

dz, —[zPdx+-2z, dy]=0.

Sonstige Hilfsgleichungen sind wegzulassen, weil ihre Multi-

plicatoren Null werden.
Betrachtet man nun die beiden Auflssungen der Gleichung

dy? = da®
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so ergibt sich:

1. Fiir dy = de, wenn man die Gleichungen (2), nach Weg-
lassung des gemeinsamen Factors de, der Ordnung nach mit

bx, 3x, 3w, a,

ferner die Gleichungen (3) mit 18 do, 6 do und endlich die
Gleichungen (4) und zwar jede mit —18 & multiplicirt, sodann
simmtliche Gleichungen addirt:

@Bz —2de) —2dry — dz, | — 3252 — 22 — 22, —», |dw
— 18a[ds 4-dz, | +T2[20 42, ]d —0

Diese Gleichung wird offenbar integrabel, wenn man sie
mit #° dividirt; ihr Integral ist:

; (62 —22(%) —22,—2, | — 1—8[ A

und jenes der Gleichung de—dy =0 ist ¥ —y = «, folglich:
2[Br®) —z, | — 2a[2() +2,] —18[2%) 4-2,] = —Ba*Vi(z—y) ...(D)
ein erstes Integral der Gleichung (1).

2. Fiir dy = — da ergibt sich, wenn man die Gleichungen (2)
wieder von dem gemeinsamen [Factor dx befreit, dann der Ord-
nung nach mit

—be, 3x, —3z, =,
ferner wie vorhin die Gleichungen (3) mit 18 dx, 6 do, und die
Gleichungen (4) mit —18  multiplicirt, hierauf diese Glei-
chungen insgesammt addirt:
2} D) +2deP +2dz) — dz,|— 3Dz 4223 420, —2, |da
— 18a[dz® +dz, |+ T2[2%) 42, dx =0

Auch diese Gleichung wird integrabel, wenn man mit #°
dividirt; ihr Integral ist:

18, . .
B )=

..

o% (62 422" 422, —2,] —

und da do+dy =0 also x4y =B, so folgt:
@328 —z, | 4-20(2®) 425 — 18[20) 4-23] = —8a*eVW(w4y)  ..(6)
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Die Gleichungen () und (6) stellen nun die beiden ersten
Integrale der Gleichung (1) dar und sind von der vierten
Ordnung. Der Factor 8 auf der rechten Seite wurde zur Ver-
meidung von Briichen hinzugenommen.

Das allgemeine Integral lidsst sich auf verschiedene Weise,
z. B. wie folgt finden. Aus (5) und (6) findet man zunéchst:

@ [62®) —2,]—18[20) 42, ] = —da*[e V(@ +y) +PV @ —y)] ...(7)
2(13)+zé= —2x3[govn(w-f—y)—gbvn(w—y)] w(8)
und aus (8)
2@ g, = —20%[¢VT (@) + 9V (@—y)] ...(9)
daher aus (7)

Verbindet man die aus (9) sich ergebende Gleichung

20 +2f) = —22% [0V +y) + @ —y)]|—62* [pV (@ + )+ V(@ —y)]

mit (10) durch Elimination von z®, so erhélt man:

928)—z, = —4a¥o V(@ +-y) - V(@ —y)]|— 362 ¢V (@ +-3) Vi@ —y)]

el -2, = — 60V (w+-y) +§ (@ —y)|+-62° [pV (w-g) +-4 (@ —y)

und hieraus:

Da ferner aus (9):
2 2, = — 2230V (w+-y) +4V (@ —y)]|+-62* (o™ (@ +-y) 9V (@ —y))
—122[p" (@ +y)+¢" @—y)]|+12[¢"@+y)+" (@ —y)]

folgt, so kann man aus (11) und (12) sowohl fiir 2® als z, eine
Gleichung finden und daher z auf doppelte Art berechnen, um
sich zu iiberzeugen, dass die Constanten der verschiedenen Inte-
grationen nicht zu beriicksichtigen sind.
Man findet:
zy=—2a° [¢V (@—+y)+¥ (@—y)]+62*[o" (@+y)+ P (@ —3p)]
— 15[y @)+ @—y]+15 [¢" @+ -+ @—y)]
also
r = —a*p"(@+y) +{"(@—y)]|+62*[¢ (@ +y)+ (@ —y)]
— 15z [¢" (@+y)+Y @—]+15 [¢ @+y)+y (@—y)]

ol

sl
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wofiir man offenbar auch:
p= ¢ @+y+y @—y —[¢ @+hH+Y (@—y)]
2 1
+ 5—$2[50”(l'+y)+‘1b"(~”6‘—y)] . Bx?’[(f’”'($+y)+\b'”(~’”—yﬂ
setzen kann. Dies ist das allgemeine Integral der gegebenen

Gleichung, welches, in etwas anderer Form geschrieben, mit
dem von Euler gefundenen iibereinstimmt.

18.
Wenn die gegebene Differentialgleichung
Rz 8z + Tz, +U=0 (1)

der bisherigen Voraussetzung entsprechend, zwei erste Integrale
von der ersten oder zweiten, dritten, vierten Ordnung zuldsst, so
konnen diese Integrale, wie gezeigt wurde, mittelst der in den
Art, 1, resp. 4, 11, 16 entwickelten Systeme von Gleichungen
gefunden werden. Hierdurch aber sind gewissermassen nur
die ersten Glieder des allgemeinen Falles gegeben, wenn die
ersten Integrale von der n-Ordnung sind, unter n eine positive
ganze Zahl verstanden. Die Bedingungen, unter welchen solche
Integrale iiberhaupt bestehen, sind nun allerdings nicht bekannt;
finden sie aber statt, oder geht man von der Hypothese aus, dass
sie stattfinden, so ist die Moglichkeit, ihre Ordnungszahl zu
bestimmen, durch die jenem allgemeinen Fall entsprechenden
Gleichungen gegeben, deren Aufstellung der hauptsichliche
Gegenstand dieser Arbeit ist.

Um diese Gleichungen zu erhalten, bedarf es indessen keiner
weiteren Rechnung, da der durchaus gleichmissige Fortgang
derselben fiir =1, 2, 3, 4 jene des allgemeinen Falles unmittel-
bar erkennen lisst.

Es sei zur Abkiirzung:

[=ReI 482+ Tz, +U (2)

und
T Rt 4 St LT 3
(r 8) = -(lx"(ly“ _[ 2 + z;+1 + zs+2] "‘( )

wobei die in dem ersten Glied rechter Hand angedeuteten Diffe-
rentiationen sich auf alle in / vorkommenden von x und y
abhéingigen Grossen erstrecken.
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Die beiden ersten Integrale #-Ordnung sind dann mit Hilfe
der fiir alle Ordnungen unverindert forthestehenden Gleichung:

Rdy*—Sdydx+Tdx*=0 -(4)
resp. einer ihrer Auflésungen
dy=kdz, dy=ldx (D)
und, im Allgemeinen, unter Beiziehung der Gleichungen:
=0, r+s=n—2 «.(6)
dz?) =20 Nde+20) dy, r+s=n—1 (1)

entweder aus dem System:
Viues, oy dy* +(Sdy—Tda)dz!™ 4 Tdydzy—) =0
Vin—s, 1)dy?+-(Sdy— Tda)dz'2—" + Tdydzy—2 =0

Voo, n—1ydy*~+ (Sdy— Tdx)dz,—, +Tdydz,, =0
oder aus:
Vin—s, oyda® +(Sdz—Rdy)de( =)+ Rdwdz™ =0
Vin—s, nda* +(Sdw— Rdy)dzy =+ Rdz dz{—" =0 (9)

Vio, n—yd@*+(Sdx— Rdy)dz,  +Rdwds, , =0
oder endlich aus:
Viers, odaedy+Rdydz™ 4 Tdadz"—)= 0

Vin—s, ndody+Rdydz{ ="+ Tdadz— =0 (10)

Vio, n—nydwdy+Rdydz, ., +Tdadz, =0

in der Weise abzuleiten, dass man, je einc der Gleichungen (5)
zu Grunde legend, aus (6) und (7) und einem der drei angegebenen
Systeme eine integrable Gleichung bildet.

Ist P=qa fir dy=kde
und Q=06 fir dy=Ild»

das Integral dieser Gleichung und sind p=«, ¢=p die
Integrale der Gleichungen dy—kda=0, resp. dy — ldx =0
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50 sind<
P=o@p), Q=1
die gesuchten ersten Integrale der gegebenen Gleichung (1).

In den besonderen Fillen: B=0, oder 7=0, oder R=0
und T=0 sind statt (10) die aus (8) oder (9) hierfiir sich
ergebenden Systeme von Gleichungen, und statt (5) die Auf-
J6sungen:

dz =0, Sdy—Tdex=0 wemn R=0;
dy=0, Sdae—Rdy=0 wenn 7'=0;
de=0, dy=0 wenn R=0, T=0

anzuwenden.

Das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung ist aus
den beiden ersten Integralen, auch wenn diese von verschiedener
Ordnung sind, unter Zuziehung der Gleichungen (6) und (7) abzu-
leiten.

Hierin besteht die Methode, deren Auseinandersetzung ich
mir zur Aufgabe gemacht habe.
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