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Zur Reduction hyperelliptischer Integrale.
Von Ludwig; Kot«1nyi.

( V o r g e l e g t  in d e r S i t z u n g  am 7- Ju n i  1883.)

Wenn ein zur Irrationalität \[ R(z) gehöriges hyperelliptische 
Integral, wo R(z) eine ganze Function vom Grade (2p-\-l) ist, 
sich mittelst einer algebraischen Substitution auf ein hyper­
elliptisches Integral mit der Irrationalität [ R{ (y) reducieren lässt, 
worin Rt{y) eine ganze Function vom Grade (2<jh-1) in y be­
deutet, o ^ p ,  so findet bekanntlich,1 wenn man unter F(z) 
ganze Functionen (p — l)-sten Grades versteht, auch folgendes 
System von hyperelliptischen Differentialgleichungen statt.

dyt d!h dy* 2 F 0{z)ih

/ « , ( » . ) 1 ^  1 ^ ,(2 /° ) i/R{z)

VxdVi y» dy * 2 /? (z)dz

^ 7 (2 /7 )" \ I B M )  h ' f m

y\dyv v\dv% y\dy-. 2Fk («) dz

K ( » . ) 1 /* .(2 /,)  1 w

y r ' f y i y\~'dy% y r 'd y ?  2 f

] [ R M  +  1fB f y , )  ^  \[Rt ( ;/,)  1fR(z)

In diesen Gleichungen bedeuten

Vi> V2> V»

1 K ö n ig sb e rg e r : „Vorl. über die Theorie der hyperell. Integrale.“ 
7. Vorl.
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402 K o t ä n y i.

die Lösungen einer algebraischen Gleichung

2) r + x i ( % 3-1-+- -+-**(*) =

deren Coefficienten rational aus * zusammengesetzt sind. Ausser- 
dem lassen sich dann

•l/’Ä /y « ) .  -^ (2 /a )

als rationale Functionen von « und der zugehörigen y-Grösse, 
multiplicirt mit lAß(V) ausdrlicken, so dass

3̂  lfR y (?/«) =  f  (*i,y«) l/Ä(*),

w orin /'(sj, ?/K) eine rationale Function von z und y a bedeutet. 
Umgekehrt ist ersichtlich, dass die Existenz der Gleichungen 2) 
und 3) ein Gleichungssystem von der Form 1) nach sich zieht. 
Denn aus 2) folgt, unter y eine rationale Function verstanden,

dy, =  y«)A*
oder

y\dy* =  ‘!h y (?v y*)dz 

und es sei k (a— 1). Diese Gleichung durch 3) dividirt, gibt 

v'r,dy* __ 4»(zv y a)dz

i ~ i W )  ’

und wieder ist ip eine rationale Function der Argumente.
Durch Summation nach a von 1 bis a erhält man

J 7c JV ' ya dy? dz v '  , ,  \
4) >■ < n r r \  =  W R  ) *  v“) '^  V-ßjC2/e) K-ß (*) ^
Da aber
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als rationale symmetrische Function der Lösungen von 2) sich 
als rationale Function O (z) von z darstellen lässt, so ist 4) eine 
der Gleichungen aus 1), da man ja auf der linken, also auch auf 
der rechten Seite Integrale erster Gattung erhält.

Um also hyperelliptische Integrale von der Ordnung (jp— 1) 
zu finden, welche sich auf niedere, also auf hyperelliptische 
Integrale von der Ordnung (ff—1) reducieren lassen, muss man 
R(z) so wählen, dass man die Coefficienten von 2) so bestimmen 
kann, dass die Gleichung 3) stattfindet, oder dass der Quotient

' f m = n z ' ,y )

eine rationale Function von z und y wird, oder dass er mit y 
g l e i c h v e r z we i g t  ist, wobei die Coefficienten von Rt (y) auch 
erst zu bestimmen sein werden.

Zuerst soll die Frage nach der Re d u c t i o n  auf  e l l i p ­
tische Integrale erledigt werden.1 

Es sei also

R(z) =  (z— ÄjX*— « 8) ‘ • (*— «2^+0

Ri (y) =  yiy—iXy—ti-
Dann ist zu untersuchen, wann sich die Coefficienten in 

^  U
5) y =  Y ’

worin U und V ganze Functionen vom Grade m seien und die 
Grösse {x so bestimmen lassen, dass

6) lfy(y—i)(y—y-)

Zur Becluction hyperelliptischer Integrale. 403

cciX*— « g). (*— <x2p+1)

eine rationale Function von z wird. 
Bezeichnet man nun die Werthe

0, 1, ;x, oo

1 Vgl. K ön ig sb erg er : „Allgem. Untersuchungen a. d. Theorie der 
Differentialgleichungen,“ §. 12.
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404 K o t- a u y i.

in irgend einer Reihenfolge mit

ßi ’ ßz i ^4y 
und wählt m als ungerade Zahl so, dass

2 m  <: 2jp—f—1 <  3 m ,

dann wird der Quotient 6) eine rationale Function von z, wenn 
man nach 5) entsprechen lässt

den Werthen z = a 1, a 2 , - . am den Werth y = ß „
z = am-1-1} ■ • « 21» i) y =  ßz>

2  = ■ a 2p+1 „ y =  ßv

dem Werthe z = O O y =  ßv

wenn man ausserdem festsetzt, dass die anderen, dem Werthe 
y =  ß3 entsprechenden «-Werthe, deren Anzahl

3m—  (2p-hl)

ist, zu je  zwei einander gleich sind, wenn ebenso die dem y =  [34 
ausser 2 =  00 entsprechenden

m — 1

2-Werthe zu je  zwei einander gleich werden.
Diese Zuordnung gibt für die Constanten in 5) und

die Grösse ja

o n , O , 3m -(2 /J H -l) m — 1

Bedingungsgleichungen, so dass sich für die Grössen a

p -  1

Bedingungen ergeben.
Ähnlich trifft man die Zuordnung, wenn m einer anderen 

Ungleichung genügt, oder wenn m eine gerade Zahl ist. Man 
kommt immer zu derselben Zahl von Bedingungen für die 
Grössen a. Man hat nur stets m Verzweigungen des Nenners 
von 6) einem Verzweigungspunkte des Zählers zuzuordnen.
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Da aber die Anzahl der letzteren nur vier ist, so darf nicht 
2p-\-2 >  4m\ es muss vielmehr

4m jS: 2ph—2 m Ss
u

Der n iedr igste  Tr a ns f o r ma t i o ns g r a d  ist  al so  für ein 

gerades  p: g un g e r a d e s

Nimmt man nun in der oben stehenden Zuordnung 

ßi = 0 ,  ß2 =  OO, ft, =  1, =  ,J.,

so ergiebt sich

£/ =  ^ (*—« J O — « 8) • • (*—

F  CCm_(_2) • (z

__ (^̂ Wi+l (a2»i+l ’ ‘ a2)«) __

( 2̂«i+l (oi2»i+l ÖCg) • (̂ 2»i-|-l ®̂hj)

__(̂ 2??i+2 (̂ 2»i-)-2 ^««+2) • • (öC‘2i»+2 &2ni) __

( 2̂»(+2 aj)(̂ 2?)i+2 ^2) ‘ *(̂ 2?n-f2

_ _ 1 ) (̂ 2»n-(-2 ^m+ 2) • • ( 2̂̂ >+l 2̂»i)

(®2/>+l ^1) (^2p+l ÖCg) • {&ip-\-l &ni)

Diese (2p— 2m) Bedingungen für die Grössen a hängen nur 
von Differenzen der «  ab. Dies ist eine Eigenschaft der Bedin­
gungsgleichungen für jede Transformation und Reduction hyper­
elliptischer Integrale. Denn substituirt man für z den Ausdruck 
(z—h), wo h eine beliebige Grösse ist, so müssen die neuen 
a-Grössen —  diese sind jetzt (a-f-A) — wieder denselben Be­
dingungsgleichungen genügen, da der Charakter des Integrals 
nicht verändert wurde; al so  h ä ng e n  die Be d i ng u n g s -  
g’l e i c hungen  nur von den Di f f e r enz en  der a-Grössen ab.

Genügen nun die Grössen den Bedingungen, und sind die 
Coefficienten in 5) der Zuordnung gemäss bestimmt, dann sieht 
man auch umgekehrt, dass zu der gegebenen Irrationalität gehörige
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hyperelliptische Integrale erster Gattung vorhanden sind, welche sich auf elliptische Integrale reducieren. 
Denn es ist dann

ydU jjdV
dy dz dz (jg _ _

I - . ' /  u :  1rÜ V {r - ü ) ( p .r - ü )

V <W__TJdV
<h dz

at) .  .(*— cxy .  .(g— cw>_i)8(g—«aw+Q- • (*— «2 +̂j) — dt) . . (s—  rf3m_ (2i,+1)j '

worin

die in

die in

(«— cp) 2 P — 2, (m— 1)

txV -U ,

(*-4)* *=1,2..
F— ?7

in Folge der Zuordnung enthaltenen Doppelfactoren sind. Ihre ersten Potenzen treten vor die Wurzel und sind 
bekanntlich im Zähler enthalten, der also den Grad
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„ „  m —  1 '6m— ( 2 » + l
2 m 2 ------ ------------------- ^ ------ = p — 1

erhält und deren Coefficienten sich auch als Functionen der 
Grösse a ergeben. Soll aber der Zähler nur eine ganze Function 
vom Grade k sein, so müssen die Coefficienten der

p —  1 — k

höchsten Potenzen verschwinden, was eben so viele Bedingungen 
für die ce ergibt. Für diese hat man also im Ganzen

p — l -h p — 1— k =  2 (p— 1) —k

Bedingungen. Unter der Wurzel befinden sich wesentlich nur 
(2p— 1) von einander unabhängige Grössen, da durch eine lineare 
Substitution

« i = 0  «2 =  1

gemacht werden kann, was im Folgenden immer als geschehen 
vorausgesetzt werden soll. Diese willkürlichen Grössen kann 
man so wählen, dass sie den Bedingungen genügen, und es 
bleiben noch

2p— 1— 2 (p — 1)-k/c =  k-\- 1 

Grössen willkürlich. Für

k =  p — 1
erhält man den Satz:

In einem hy per e l l i p t i s c hen  Inte grale  von der  O r d ­
nung (p — 1) und dem Grade (p — L) kann man p  Grössen 
wi l l kür l i ch  wä h l e n  und die anderen so be s t i mme n ,  
dass das h y p e r e l l i p t i s c h e  Integra l  s i ch auf  e in e l l i p ­
t i sches I nt eg ra l  reduciert .

Es sei nun p  eine g er ade  Zahl ,  und nehme man die 
Transformation niedrigsten Grades

Zur Reduction hyperelliptischer Integrale. 407

p

a0-haAz-+-. . -\-cin z 1
f +i

j— . . I t.Vp

y = ---- p
1—\—b*z—(— —i— b„ z ^

f +1
Sitzb. d. mathem.-naturw, CI. LXXX'VIII. T5d. IT. Ahfh. 27
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und bestimme die Zuordnung so, dass

408 K  o t ä n y  i.

. a.p entspricht y =  0,

• «p+2 y =  h

• a ? * + 9  y  =  ° ° ,
2

z =  ci‘ip ■> « bj»+i y  =  \h
2

dass ferner die zwei anderen dem y =  entsprechenden Werthe 
von z einander gleich seien, so hat y in Folge der zwei 
ersten Bedingungen und der Bedingung y —  oo für z =  oo 
die Form

T---1z(z— l) ( c 0H-6*1-|- . . - { - C p  Z l )

?) jr = -----------------------------------------T ~ ‘ ,

1 —|— clx z—\— cly%z—\— • ~f- (IpZ^
T

und man kann die p  Transformations-Coefficienten als die 
willkürlichen ansehen. Dann bestimmen sich die Grössen cc bis 
zu a.?)P eindeutig durch diese Constanten. Da für y =  \j. die

IT
Gleichung zwei gleiche Lösungen haben soll, [x aber in der 
Discriminante in der p-ten Potenz vorkommt, so erhält man für /j., 
also auch für

a ?rP_ j_3 > ’ a '2P + l

p verschiedene Werthe, so dass mit Hilfe derselben Trans- 
formationsgleichung 7), wo alle Constanten willkürlich sind, 
folgende Reductionen statthaben:

den Werthen z =  0, 1, a3,.

=  o o ,  Cip+:i

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



27 
*

(A1-hBiz-{-. . . . -{-NizP~1)dz

[ z ( z —  1)(ä— « 3)(«— a4) . ■(«—-« 3 )(*— « $  )•
Y+2 f+ 3

22H - . . . . .  + N %zP-')äz
!z (z— 1)(Ä_ a 3) ( « _ a 4) .

• ( * — %  ) ( * — “ §  )  
— + 2  —  + 3
2 2

■(‘ “ « S W

dy

/ 2/C2/ — —m-i)

dy

(Ap-hBpZ-\~ . . . . -hNpzP dz dy
\[z(z— l)(z— a3)(z— « J .  .(z— a^ )(z— a ^  ). J  J l ) (y — /**) ’

2 ~*~3

Will man unter den Wurzeln der hyperelliptischen Integrale dieselben Ausdrücke haben, so muss man die 
Coefficienten in 7) so bestimmen, dass

«(!) — «(*)
^+v ^+v2 *2

P.9 =  2, 3,. ., ^ v =  3, 4 ,. . . • [ g" —  1

Diese Bestimmung ist im Allgemeinen nur möglich, wenn

( f  — l )  ( P— 1 ) ^ P

Zur 
R

eduction 
hyperelliptischer 

Integrale. 
409
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was nur für p  =  2 und p  =  4 erfüllt ist, in welchem Falle noch 
zwei, beziehungsweise nur eine Constante willkürlich bleiben. 
Also: Für hy pe r e l l i p t i s c h e  I ntegra l e ,  deren Ges c h l e c h t  
eine ger ade  Z ah l  ist,  ex i s t i eren im A l lg e me i n e n  nur 
für h y p e r e l l i p t i s c h e  Integral e  erster  und dri tter O r d ­
nung so viel  In t eg r a l e ,  als das Ge s c h l e c h t  anzeigt ,  
we l c he  sich mit Hi l fe derse l ben  Trans f or mat i on  v o m 
ni edr i gs ten  Grade auf  e l l i pt i s che  Integrale  reduc i eren.  

Ist aber p  eine ungerade  Zahl ,  so sieht man unmittelbar, 
dass für den niedrigsten Transformationsgrad ein ähnlicher Satz 
nicht existiert. Wählt man aber den nächst höheren Grad, also

p+n
Cl0-\- CCjZ-t— . i

410  K o t ä n y i.

1-t-b xz ^ .  bp+3z 2

und trifft die Zuordnung, dass

den Werthen z =  0, 1, a3. . •Kp± 3
2

entspricht y —  0,

» Z =
2

•«2,+! y =  i,

z =  oo, a^+2 • ■asj.+a
2

y =  oo,

% =  a3i>+5 • «sS II

2

dass ferner die zwei anderen, dem y =  1 entsprechenden z-Werthe 
einander gleich seien, und dasselbe für y =  p., so hat dann die 
Transformationsgleichung in Folge der zwei ersten Bedingungen 
die Form

p—i
ziz— ^^Co-hC^-i-. . .Cp_i* 2 )

\-+-dxz-\- . . . z 1
~2~

worin sich durch die für y =  1 angenommene Verzweigung noch 
eine Constante bestimmt, so dass man die übrig bleibenden
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Zur Reduction hyperelliptischer Integrale. 411

p  Constanten als die willkürlichen ansehen kann. Für \x erhält 
man (p-i-1) Werthe, unter denen aber fx =  1 enthalten ist, so 
dass wieder nur folgende p  Reduetionen stattfinden:

. . -Jr N i z P ~ 1') d z

. f z ( z — V ) ( z — a 3 ) .  . ( z —  a z p + 3 ) ( z — « 3̂ + 5) • ( z — c $ + 1 )

2 2

=  ' _______ dy

( j4 - 2 ~ f- B c / z — (— . . . — i— N c / z P ~ ^ ) d z

. 2̂ ( z — 1 )  { % —  « 3) . ■ ( g — « S ^ + 2) ( g — - « 3f + 5)  • • ( g  —  4 ^ + !  )

 ̂ 2

= ' chJ 
. h t y — ^ iy — ih) ’

( J p - h B p z - h . . . H - i V ^ - P - 1 ) d z

. !/"*(«— 1 )(ä ~ « 3) . . . (2;— « 3j>+3)(g— «aj+i) • • (*— 4 ? - i )
2 2

=  [ dy 
. f a iy — V iy — f-p)

Gleiche Ausdrücke unter den Wurzeln der hyperelliptischen 
Integrale kann man im Allgemeinen wieder nur dann hersteilen, 
wenn

^ - ( P  — l )^ P >

was für p =  1 und p  =  3 erfüllt ist, in welchen Fällen noch eine 
Constante willkürlich bleibt. Wir haben also den Satz:

Für h y p e r e l l i p t i s c h e  Integrale ,  deren Ge s c h l e c h t  
eine ungerade  Zahl  ist, exist ieren nur für e l l i pt i s che  
Integral e  und hyper  e l l ipt i sc  he I nt eg r a l e  zwei ter
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Ordnung’ so vie l  Integra l e  erster Gattung,  als das 
Gesc hl ec ht  anzeigt ,  we l c he  mit Hi l fe derse lben  T r a n s ­
f ormat i on ,  deren Grad den n i edr i gs ten  um 1 ü b e r ­
steigt ,  auf  j e  ein e l l i p t i s c hes  Integral  r e d u c i e r b a r  
sind.

Als Beispiel diene der Fall p =  2. Dann ist

Z—\~ (InZ2

y b0-\-bxz-{-zz 

und die Zuordnung so, dass

den Werthen z =  0, oo entspricht y =  0,

„ * =  « ! , « *  y =  'oo,

z =  1, CC3 IJ == 1

und dass für y =  ix die beiden «-Werthe gleich seien.
Es ergibt sich

( i — « i X 1- ^ ) *
(*— 1al)(*— 1

a 3 =  a l Ä2

und ix aus der Discriminante der quadratischen Gleichung 

ixzz— [/x(c(1-i-a2)-h ( l  — ^ ( 1  — a^jz-h/x^a^ =  0

_  ( l - « t) ( l —  «, )  u =  _  ( ! — ^) ( 1  — a2)
1 (l/-«! —  l/«2)2 2 (\f*i — l/’s ) 2’

so dass man mit Hilfe derselben Gleichung die zwei Reductionen 
hat:

(z-+-\fat az)dz __

412 K o t ä n y i .

01/ z(z— l){z — at)(«— az)(z— at <%t)

1

l/’C1 — « i ) ^ — « 2)

dy

—y) (1— «i)(l—a2) y
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Zur Reduction hyperelliptischer Integrale. 413

(z— \[a.̂  a2)dz
o !/■*(*— 1)(»— « t)(*— .*.,)<>— ! 

l dy

l/O-— '«1X 1 —«*) Jo

Durch die Substitution 

Ä  =  —  —

2/C1— 2/)
1 ( l / ~ « i  -+ - lA 'y -g )2

(1— «2) .

erhält man die bekannten J a c o b i ’schen Integrale.
Ein Beispiel für den ersten Satz bilde die Reduction eines 

hyperelliptischen Integrals zweiter Ordnung auf elliptische 
Integrale mittelst der Transformation zweiten Grades. Es sei also

a0-+- av z - t -  a2 z * 
y  b 0- h b l z -h -z z

und es entspreche
den Werthen z =  0, 00 der Werth y =  0, 

* = 1 ,  «1 y =  1,

* =  a2> as y =  ih
* =  a4> « 5 y =  °° ,

so ist

y =_  C1— «OC1 —
(*— «4)(*— «ä)

_  ( ! — «4) C1— 1*5)°

und es muss 

dann ist

(«2—  «4) («8— « 5)  

*1 =  «8  «3  =  a 4 V >

(at — zz)dz

l[  z (*__ l)(z— at )(*— « 8)(*— «.,)(*— «4X*— « 5)

dy

(«2— «A)(«2— «5) 
a2(l—a4)(l—■«5) .
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Wählt man aber die Transformation dritten Grades, also 

b0—\—bx z—\—b2zz—\—b ẑ3
1 —(— tt̂ Z—l—(IgẐ —j—dgZ3

und ordnet zu

den Werthen z =  0 den Werth y =  0,

V =  1,
* = a 3,a4,a3 y =  P-,

z — oo y —  oo,

so dass die dem y =  0 entsprechenden zwei anderen z-Werthe 
einander gleich seien, und dasselbe für y =  oc, so erhält man

a =  0 « . =  ‘v - v ™ » - 1- * . - « «
« 3«4« 5—

_  ^ « , - < - « , ^ - « 3^  — « 3«5- « 4«5

414 K o t ä n y i.

3 4 5 1 2

b =  J _  6 =  «3«4«5q8- « 8— «4 —

3 * i a2 2 Äia2

ß ^  « 3«4g5ai -h0C30C4-h«3«5H-«4Q:ä
1 cc, a„

und die Bedingungsgleichungen zwischen den Lösungen sind

6g—46^3 =  0 « j— 4 «2 =  0.

Um nun das a l l g eme i ne  Be du c t i o n s p ro b l e m zu be­
handeln,1 sei zuerst das Ge s c h l e c h t  a des hyperelliptischen 
Integrals, auf welches reduciert werden soll, e ine gerade  Zahl

a  =  2  jz.

Dann sind in

8) xo(z)y2* +-xi (z)y2lz~* -+- • • = o
die Coefficienten der rationalen ganzen Functionen 

YÄZ), Xi(*)>-

1 Vg’l. K ö n ig s b e r g  er: „Über die Erweiterung des J a c o b i ’scken 
Transformationsprincips.“ Cr e i le ’s Journal, Bd. 87.
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- (y— I W 0 
'/(>— « i)0 — (*— « 2^+0

die Grössen
O. O ü
I 1> I jr ■ p4r+l

so zu bestimmen, dass 9) eine rationale Function von 2 und y wird.
Nun lautet die Entwicklung des Nenners von 9) um eiuen 

Punkt «

(:%— Äp,)1/- [1 —(—r/j (c;— a^)-ha2(z— ap) 2 +  • ];

also muss

10) y— j5P =  6t(«— « ?)-t-Äg(z —a0) 2H- . 

oder

11) y —c0 =  ct (z— apyi'-~hcz(z— ap)!/=-l- .

worin c0 mit keinem der ß zusammenfällt. In beiden Fällen sieht 
man unmittelbar, dass dann der Quotient 9) in dem Bereiche von 
ap thatsächlich wie y selbst verzweigt ist.

Da aber einem a-Werthe 2n Werthe von y entsprechen, 
welche, wenn nicht y =  ßp ist, nach Gleichung 11) paarweise 
einander gleich sein müssen, so kann die Zuordnung 10) nicht 
bestehen; es sei denn, dass einem a-Werthe zwei Werthe ß ent­
sprechen, in welchem Falle man noch einem a dieselben zwei ß 
entsprechen lässt.

Die Zuordnung 11) für jedes ap durchgeführt, liefert

7z(2p-+~l)

Bedingungen. Dieselbe Zuordnung gilt für z =  0 0 , was weitere
TT

Bedingungen gibt.
Nun ist der Zähler von 9) in ßp verzweigt. Da ihm kein ap 

entsprechen kann, so muss

12) y — ßp =  dz(z— 7p)3+- •
worin yp verschieden ist von allen a-Werthen. Diese Zuordnung 
verlangt, dass die nach 8) den j5-Werthen entsprechenden Werthe

Zur R eduction  hyperelliptischer Integrale. 415

uud in dem Ausdrucke
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% paarweise einander gleich seien; es muss a l so  r, der G-rad 
von  8) bezüg l i c h  z, eine gerade Zahl  sein. Wählt man die 
ß -Werthe aus den Lösungen der Discriminante von 8), so hat 
man nur noch die Bedingung aufzustellen, dass für eben diese 
Werthe die übrig bleibenden Gleichungen vom Grade (r— 2) nur 
Paare gleicher Lösungen enthalten. Die Anzahl dieser Bedin­
gungen ist

’- g -  (47T-+-1).

Ebenso müssen die dem Werthe y =  oo entsprechenden 
z-Werthe paarweise gleich sein, was weitere

r
Y

Bedingungen gibt.
Im Übrigen wird der Quotient 9) so verzweigt sein, wie y. 

Da man
(rH-l)(27rH-l)— 1

Constante hat, welche
^

K (2j?-|-l)-(-----2— (47TH-l)-f- -g—h TT

Bedingungen genügen sollen, so ergeben sich
2)— 1

Bedingungsgleichungen für die Grösse a.
Aus dieser Anzahl folgt, dass für ein g e r a de s  

G e s c h l e c h t  nur für h y pe r e l l i p t i s c h e  I n t e g r a l e  erster 
Ordnung e ine a l l g e me i n e  Trans f ormat i on  exis t i ert .  

Ist aber a e ine un g er a de  Zahl  
a =  2 k — 1 

so hat man in der Gleichung
13) y„(z)y2,t_1 - h f i  (*)02,c_2 -+- • ■ -MP 2ir-i(«) =  0

die Coefficienten der ganzen Functionen <p(z) so zu bestimmen, 
dass der Ausdruck

l/~(y— f t X y — ß » ) -  - • - ( y - ß t o - i )
\[z— «i)(* — «8). • (« — « 2«+i)

eine rationale Function von z und y wird.
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Hier kann man den z =  ap den Werth y =  ßp entsprechen 
lassen, so dass die anderen (2tt— 2)Werthe von y paarweise 
„leich sind. So ordnet man zu fürn

z =  « 1; «2, . .

Ferner soll je  zweien von den Werthen
 ̂ 4̂7i+lj •

ein y =  ß entsprechen. Die dem y =  [33 entsprechenden, noch 
nicht fixierten «-Werthe sollen paarweise gleich sein, woraus folgt, 
dass r, der Gr ad  von 13) bez üg l i c h  z, e i ne  ungerade  
Zahl sein muss. Für % =  oo soll y =  oo und die übrigen 
Werthe paarweise gleich sein, und ebenso die «-Werthe für ?/ =  oo.

Für die a-Grössen erhält man
2n(p — 2)—p -h l 

Bedingungen. Daraus ergibt sich, dass be i un g e r a d e m Ge ­
schlecht  nur e l l i pt i sche  Integral e  eine a l l g eme i ne  
Transformat ion besitzen.

Mit Hilfe der so bestimmten Anzahlen für die Bedingungs­
gleichungen der Grössen «  kann man die im Allgemeinen lös­
lichen Reductionsprobleme angeben und wirklich ausführen, 
womit die aufgeworfene Frage erledigt ist.

Man kann noch schliesslich leicht bemerken, dass auf der 
linken Seite der Gleichungen im Systeme 1) auch weniger als 
a Integrale Vorkommen können. Dies wird immer eintreten, wenn 
Gleichung 2) reductibel ist, in welchem Falle jeder irreductible 
Factor ein System von der Form 1) gibt.
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