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Zur Reduction hyperelliptischer Integrale.
Von Ludwig Kotdnyi.

(Vorgelegt in der Sitzung am 7. Juni 1883.)

Wenn ein zur Irrationalitit |/ B(z) gehoriges hyperelliptische
Integral, wo R(z) eine ganze Function vom Grade (2p—+1) ist,
sich mittelst einer algebraischen Substitution auf ein hyper-
elliptisches Integral mit der Irrationalitit |/, (y) reducieren lisst,
worin R, (y) eine ganze Function vom Grade (2¢+1) in y be-
deutet, ¢ =< p, so findet bekanntlich,! wenn man unter F(z)
ganze Functionen (p—1)-sten Grades versteht, auch folgendes
System von hyperelliptischen Differentialgleichungen statt.

dy, . dy, . . dy, B 2F, (2)dz
VRl () VRi (%) VR1 (¥) \/R(z)
Y, dy, N Yoy, . N Yo dys . 2F, (z)dx
VB.(y) ~ VB (3,) VB(y:) — VE®
1)
yidy, . yidy, . . yidys . 2F, ()dz
VR (y,) VR, (y,) VR(y.) — VE()
ity vy PR POLY
‘/Rl (y1> l/-Rl (TJJ VBI (.7/5) V-R(z)

In diesen Gleichungen bedeuten

Yis Yoo Ys

1 Konigsberger: ,Vorl. iiber die Theorie der hyperell. Integrale.«
7. Vorl.
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die Losungen einer algebraischen Gleichung
2) Y @y + +2:(5) =0,

deren Coéfficienten rational aus z zusammengesetzt sind. Ausser-
dem lassen sich dann

\/31 (%), VR1 (Y2)s 'VR1 Yu)o ‘/R@

als rationale Functionen von z und der zugehorigen y-Grosse,

multiplicirt mit |/ R(2) ausdriicken, so dass

3) VR1 Ya) =1 (7:Y0) Vm)

worin f'(z,, y,) eine rationale Function von z und y, hedeutet,
Umgelehrt ist ersichtlich, dass die Existenz der Gleichungen 2)
und 3) ein Gleichungssystem von der Form 1) nach sich zieht.
Denn auns 2) folgt, unter ¢ eine rationale Function verstanden,

dy, = o(z, y.)dz
oder
Yedy, =Y. o (2,,y.) dz
und es sei £ < (¢—1). Diese Gleichung durch 3) dividirt, gibt
Ysdy, _ b(2,¥.)dz

VR, (y.) VR(z)

und wieder ist { eine rationale Function der Argumente.
Durch Summation nach « von 1 bis ¢ erhélt man

> yf(ly“ dz >
4 = = « (23 Y-
) DA TR Ve

1

Da aber

k1

Z v,b(z“y«)sz(z)

1
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als rationale symmetrische Function der Losungen von 2) sich
als rationale Function @ (2) von z darstellen ldsst, so ist 4) eine
der Gleichungen aus 1), da man ja auf der linken, also auch auf
der rechten Seite Integrale erster Gattung erhalt.

Um also hyperelliptische Integrale von der Ordnung (p—1)
mu finden, welche sich auf niedere, also auf hyperelliptische
Integrale von der Ordnung (6—1) reducieren lassen, muss man
R(z) so wihlen, dass man die Coéfficienten von 2) so bestimmen
kann, dass die Gleichung 3) stattfindet, oder dass der Quotient

VR[ )
/R(z)
eine rationale Function von z und y wird, oder dass er mit y
gleichverzweigt ist, wobei die Coé&fficienten von R, (y) auch
erst zu bestimmen sein werden.
Zuerst soll die Frage nach der Reduction auf ellip-
tische Integrale erledigt werden.?
Es sei also

R(z) = (z—a)(z—a,). (r—agpia)
B,(y) = y(y—1)y—w-
Dann ist zu untersuchen, wann sich die Coéfficienten in

U
5) ?/=7,

=f(z“y)

worin U und V ganze Functionen vom Grade m seien und die
Grosse p so bestimmen lassen, dass

6) Vy (y—(y—w)
\/(z_al) (z—a,). (r—atzpt1)

eine rationale Funetion von z wird.
Bezeichnet man nun die Werthe

0,1, p, oo

1 Vgl. Konigsberger: ,,Allgem, Untersuchungen a. d. Theorie der
Differentialgleichungen, §. 12.
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in irgend einer Reihenfolge mit
@l’ f627 53’ '647
und wihlt m als ungerade Zahl so, dass
2m << 2p—+1 << 3m,

dann wird der Quotient 6) eine rationale Function von 2, wenn
man nach 5) entsprechen ldsst

den Werthen z = «;, «,,- e, den Werth y = B,
” » 2 = Gint1y Cmt2y » &om w Y =By
% = dom4-1) %om42) - s &2p4r g Yy= ﬁg;

dem Werthe z ==cc ” Y= ﬁ[n

wenn man ausserdem festsetzt, dass die anderen, dem Werthe
y = (3, entsprechenden z-Werthe, deren Anzahl

3m — (2p+1)

ist, zu je zwei einander gleich sind, wenn ebenso die dem y=2p,
ausser » = oo entsprechenden

m — 1

z-Werthe zu je zwei einander gleich werden.
Diese Zuordnung gibt fiir die (2m—-1) Constanten in 5) und
die Grosse p

op+-2+ 3m — (22])+l) Lm ; 1

Bedingungsgleichungen, so dass sich fiir die Grossen «
p—1

Bedingungen ergeben.

Abnlich trifft man die Zuordnung, wenn m einer anderen
Ungleichung gentigt, oder wenn m eine gerade Zahl ist. Man
kommt immer zu derselben Zahl von Bedingungen fiir die
Grossen «. Man hat nur stets m Verzweigungen des Nenners
von 6) einem Verzweigungspunkte des Zihlers zuzuordnen.
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Da aber die Anzahl der letzteren nur vier ist, so darf nicht
2p—|—2 = 4m; es muss vielmehr

p+1

4m = 2p+-2 m=

Der niedrigste Transformationsgrad ist also fiir ein

P

gerades p: 2—-—|—1 ungerades p: Zi—;—l.

Nimint man nun in der oben stehenden Zuordnung

51=07 @2=°°7 53=17 @4=[J'7

so ergiebt sich

U= p (z—a,)(z—a,). (r—a),
[ S ()
) — (0‘2m+1"_'95m—|—1) (a2m+l’_am+2) e . (“’277;4-1—“27») —
{ (a2m+ 1— & ) (a?.m—f—l_'“g) . (o‘?m-i-l - am)
_ (an-}-z—"“m-{—l) (a2m+2 - am-l—‘Z) . . (“2m+2—““2m) —
(a2m+2'—a1) (O‘2m+2 '_052) . . (agm_;, g—ccm)

. (‘7-213+1 - o‘m-{—l) (a2m+2_“m+2) L (a2p+1_“2m)
(@2pr1—aty) (A2pp1—2y) (@2pp1——0tm)

Diese (2p—2m) Bedingungen fiir die Grossen « hiingen nur
von Differenzen der « ab. Dies ist eine Eigenschaft der Bedin-
gungsgleichungen fiir jede Transformation und Reduction hyper-
elliptischer Integrale. Denn substituirt man fiir z den Ausdruck
(x—h), wo h eine beliebige Grosse ist, so miissen die neuen
a-Grossen — diese sind jetzt («a—+h) — wieder denselben Be-
dingungsgleichungen geniigen, da der Charakter des Integrals
nicht verindert wurde; also hiingen die Bedingungs-
gleichungen nur von den Differenzen der «-Grossen ab.

Geniigen nun' die Gréssen den Bedingungen, und sind die
Coéfficienten in 5) der Zuordnung gemiss bestimmt, dann sieht
man auch umgekehrt, dass zu der gegebenen Irrationalitéit gehorige
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hyperelliptische Integrale erster Gattung vorhanden sind, welche sich auf elliptische Integrale reducieren.
Denn es ist dann
au av
dy S
Vy(y—1)(y—p) Y OV(V—U) (uV—0)

al av
Ve —Uz

dz =

Virle—ay) . - (z—am) (=—0))*- (r—cCn—1)*(z—aomtr) - - (2—onpys) (2—4d,). . (z—(z?m—(zpﬂ) ’
5 2

worin
—1
(z—c,)? p=1,2, ,(m2 )
die in
pV—0,
3m—(2p+1
(v—d,)? c=1,2. _<2P_>
die in
V—U

in Folge der Zuordnung enthaltenen Doppelfactoren sind. Ihre ersten Potenzen treten vor die Wurzel und sind
bekanntlich im Zihler enthalten, der also den Grad
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m—1  3m—(2p+1
2m—2— B e— =p—1
erhiilt und deren Coéfficienten sich auch als Functionen der
Grosse « eigeben. Soll aber der Zihler nar eine ganze Function
vom Grade k sein, so miissen die Coéfficienten der

p—1—k

hochsten Potenzen verschwinden, was eben so viele Bedingungen
fiir die o« ergibt. Fiir diese hat man also im Ganzen

p—1l4+p—1—k=2(p—1)—k

Bedingungen. Unter der Wurzel befinden sich wesentlich nur
(2p—1) von einander unabhingige Grossen, da durch eine lineare
Substitution

2z, =0 o, =1

gemacht werden kann, was im Folgenden immer als geschehen
vorausgesetzt werden soll. Diese willkiirlichen Grossen kann
man so wihlen, dass sie den Bedingungen geniigen, und es
bleiben noch

2p—1—2(p—1)+k =k—+1
Grossen willkiirlich, Fiir
k=p—1
erhéilt man den Satz:

In einem hyperelliptischen Integrale von der Ord-
nung (p—1) und dem Grade (p—() kann man p Grossen
willkiirlich w#hlen und die anderen so bestimmen,
dass das hyperelliptische Integral sich auf ein ellip-
tisches Integral reduciert.

Es sei nun p eine gerade Zahl, und nehme man die
Transformation niedrigsten Grades

P
)
2
Wty 2+ . +(t%+1z
=
y P
1402+ —+b, =2?

241

2

8itzb. d. mathem.-naturw, Cl. LXXXVIIIL. Bd. IT. Ahth, 27
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und bestimme die Zuordnung so, dass

den Werthen 2 =0, 1, «,,. A entspricht y = 0,
2
2=« o Cpio =1
_1%4_2; %+37 P+ . Y )
Zz = 00, C(p_l_g, 5{52+2 y == OO,
2
2 = U -y Gopt1 =
5?}7_'_3 ) %2p4- y=1u

dass ferner die zwei anderen dem y = p. entsprechenden Werthe
von z einander gleich seien, so hat y in Folge der zwei
ersten Bedingungen und der Bedingung y == oo fiir z = oo
die Form

2 _
az—1)(cot;+. ey 27 1)
) y= —
1+diz+dyp*+ . -dy2®

2

und man kann die p Transformations-Coéfficienten als die
willkiirlichen anseben. Dann bestimmen sich die Grdssen « bis

2l e, eindeutig durch diese Constanten. Da fiir y = . die
-T 2

Gleichung zwei gleiche Losungen haben soll, u aber in der
Discriminante in der p-ten Potenz vorkommt, so erh#lt man fiir o,

also auch fiir

a.“l) b ,13/; 9"
0_1+3 24y

2

» Lapt1

p verschiedene Werthe, so dass mit Hilfe derselben Trans-
formationsgleichung 7), wo alle Constanten willkiirlich sind,
folgende Reductionen siatthaben:



% L&

[ (4, +Bz+.

oo+ NyzpNdz

) V2= D—a)(z—a,).

(2—a, z—al) ).
CERC

(dy+Byz+.. ... + Ny 22~z

o X dy
- (e—af), ) Vy@—D@—w)

) Vele—1)(e—ay)(—a,).

(z—a z—al® ).
oy o)

: (z—agfn)-i-l )

— j dy
Vy(y—1) (y—py)

dy

j (dp+Bz—+... .+NpaPV)dz

Vale—1)(z—ag)(z—2,).

Will man unter den Wurzeln der hyperelliptischen Integrale dieselben Ausdriicke haben, so muss man die
Coéfficienten in 7) so bestimmen, dass

1 J—
a.(qp) = agg
?-FV ?+V

.(z—ocgz+2)(z—ag§) 3). ..

2

s=2,3,. P

Diese Bestimmung ist im Allgemeinen nur mdglich, wenn

5-to-n=s

(=—e2) ) - J v G—)—r)

‘o1BaFe3uy aoqosyydirferadLy uoyonpay Iz

607
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was nur fiir p = 2 und p = 4 erfiillt ist, in welchem Falle noch
zwei, bezichungsweise nur eine Constante willkiirlich bleiben.
Also: Fiir hyperelliptische Integrale, deren Geschlecht
eine gerade Zahl ist, existieren im Allgemeinen nur
fiir hyperelliptische Integrale erster und dritter Ord-
nung so viel Integrale, als das Geschlecht anzeigt,
welche sich mit Hilfe derselben Transformation vom
niedrigsten Grade aufelliptische Integrale reducieren,

Ist aber p eine ungerade Zahl, so sieht man unmittelbar,
dass fiir den niedrigsten Transformationsgrad ein dhnlicher Satz
nicht existiert. Wihlt man aber den n#chst hoheren Grad, also

213
oy 2+ Uptps? ?
¥y= 43
1+ bl z—+. l)&_,__g,z 2
und trifft die Zuordnung, dass
den Werthen 2 =0, 1, &;.. .. 5 entspricht y =0,
R
” Z = Up+5 $Opt1 y=1,
2
2 =00, Upto. -Uipi3 Yy =o9,
2
7= d3ptse - Gapt y=m

2

dass ferner die zwei anderen, dem y =1 entsprechenden 2-Werthe
einander gleich seien, und dasselbe fiir y%&= 1, so hat dann die
Transformationsgleichung in Folge der zwei ersten Bedingungen
die Form

p—1
2(z—1)(co+c 2+ . Cp_12 %)
e
Y= p+1?
1+dz+ voilppaz ?

2

worin sich durch die fiir y = 1 angenommene Verzweigung noch
eine Constante bestimmt, so dass man die iibrig bleibenden
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p Constanten als die willkiirlichen ansehen kann. Fiir p. erhilt
man (p-+1) Werthe, unter denen aber p. = 1 enthalten ist, so
dass wieder nur folgende p Reductionen stattfinden:

j’ (4,+Byz+. .+Nz2—V)dz

Ve(z—1)(z—atg). - (r—atspya)(i—apys). (z—oSp)
2 2

_ J dy
Vy—Dy—p)’

J’ (dy+Byz—+. .. +N,z? V) dz
(D ) (—pa) ki) - s,

2 2

_ J dy
Vy(y—D)y—vy)

J (Ap_'_sz—'— v +sz1’—1) dz
(»)

Vz(z—l)(z—a3). . .(z——aw)(z—agﬁi) c(z—ay—y

2%

_ J dy .
Vy(y—1) (y—u)

Gleiche Ausdriicke unter den Wurzeln der hyperelliptischen
Integrale kann man im Allgemeinen wieder nur dann herstellen,
wenn

p—1
2

(r—1)=p,

was fiir p = 1 und p = 3 erftillt ist, in welchen Féllen noch eine
Constante willkiirlich bleibt. Wir haben also den Satz:

Fiir hyperelliptische Integrale, deren Geschlecht
eine ungerade Zahl ist, existieren nur fiir elliptische
Integrale und hyperelliptische Integrale zweiter
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Ordnung so viel Integrale erster Gattung, als das
Geschlecht anzeigt, welche mit Hilfe derselben Trans-
formation, deren Grad den niedrigsten um 1 iber-
steigt, auf je ein elliptisches Integral reducierbar
sind.

Als Beispiel diene der Fall p = 2. Dann ist

oty 2+ a2
0o+, z+2*

und die Zuordnung so, dass
den Werthen z=0,00 entspricht y =0,
” 7= ay, % y= .oo,

z=1, a, y=1

und dass fiir y = p. die beiden z-Werthe gleich seien.
Es ergibt sich

_ (1—a)(1 _“2)z
V= T e —a,)

g = %y &y
und p aus der Discriminante der quadratischen Gleichung
w2 —[ (e +ay)+(1—a ) (1—ay)Jz+poy a, = 0

__(—e)(i—w) _ (—a)(—w)
T T e — Ve T T (V)Y

so dass man mit Hilfe derselben Gleichung die zwei Reductionen
hat:

[ltame____
o 2(2—1)(z— o, )(2—a) (27—, %)

_ 1 r dy _ :

f(d—a)(i—) ). ‘/y(l—y)[H E“lvfl_)av_ai) y]
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2 (z—V e ) dz
[ D)) o—) %)
. 1 v dy
‘/(1_“1)(1_%) Jo Vy(l_y) [1+(V“1+ Vas)® }

(o)) *

Durch die Substitution

% «

erhilt man die bekannten Jacobi’schen Integrale.
Ein Beispiel fiir den ersten Satz bilde die Reduction eines
hyperelliptischen Integrals zweiter Ordnung auf elliptische
Integrale mittelst der Transformation zweiten Grades. Es sei also

a2, 2?
bo—+0b, z+2*
und es entspreche
den Werthen z = 0,00 der Werth y =0,

z:l,al y——_—_—l,
==y, U3 y=um
T =Gy, Gy y=00

0 ist
_ (I—e)(1—ay)z
(r—a,)(z—ay)
_ (l—a,l) (1—«5) o,
(ay— ) (otg— ;)

und es muss
6(1 = 0126(3 == aaas;
dann ist
'[ (o —2%) dx .
V2= D) —a o— ) r—) G—e)(e— ;)
— V (et —aty) (ty—25) J dy
(A—e)(1—s)l ey o[ g J)l P — ]

(T—og) (1—a)
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Wiahlt man aber die Transformation dritten Grades, also

bo—+b, 240,22 +D,2°
y= 2 3
l+a2+a,2*+azz
und ordnet zu
den Werthen z = 0 den Werth y =0,
= 1,2, y=1,
R == gy Gy oy y=um
2z = 00 Yy = oo,

50 dass die dem y = O entsprechenden zwei anderen z-Werthe
cinander gleich seien, und dasselbe fiir y = oc, so erhiilt man

oy —o, o —1— o — a,

az =20 a4, =
Uz &y Gy &y

L H Gy Ty oy — gy — Uyl — &, Uy

a, ==
Uy &y Ol — %y Oy
b — 1 b — Pl — dg—a,— oy
3 = 2 =
o, o, o,
b D%ttt
=

aaz

1

und die Bedingungsgleichungen zwischen den Losungen sind
0i—4bb, =0 «*—4a, = 0.

Um nun das allgemeine Beductionsproblem zu be-
handeln,! sei zuerst das Geschlecht ¢ des hyperelliptischen
Integrals, auf welehes reduciert werden soll, eine gerade Zahl

¢ = 2nm.

Dann sind in

8) Lo(2)Y*™ 7, (2)y*= 1+ cA=x2:(2) =0

die Coéfficienten der rationalen ganzen Funetionen

20(%);, A (2)y - - xn(2),

1 Vgl. Kénigsberger: ,Uber die Erweiterung des Jacobi’schen
Transformationsprincips. Crelle’s Journal, Bd. 87.
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und in dem Ausdrucke

Viy—8)0W—8)  -(y—Baest1)
V(z—a,)(e—2y) (z—a2p41)

9)

die Grossen
1~ 2 ~
17 1627' Pamm
so zu bestimmen, dass 9) eine rationale Function von z und y wird.
Nun lautet die Entwicklung des Nenners von 9) um einen
Punkt e

(z—et,) [ 14-a, (x—e) +ay (2—a, )2+ 15
also muss
10) Y= = by (r— )+ by(r — e ) * .
oder
11) y—c, = ¢, (z—a,) ey n— ) Tt

worin ¢, mit keinem der  zusammenfillt. In beiden Fillen sieht
man unmittelbar, dass dann der Quotient 9) in dem Bereiche von
a, thatséchlich wie y selbst verzweigt ist.

Da aber einem «-Werthe 2x Werthe von y entsprechen,
welche, wenn nicht y = (3, ist, nach Gleichung 11) paarweise
einander gleich sein miissen, so kann die Zuordnung 10) nicht
bestehen; es sei denn, dass einem «-Werthe zwei Werthe 3 ent-
sprechen, in welchem Falle man noch einem « dieselben zwei £
entsprechen lésst.

Die Zuordnung 11) fiir jedes «, durchgefiihrt, liefert

=(2p—+1)
Bedingungen. Dieselbe Zuordnung gilt fiir » = oo, was weitere
w
Bedingungen gibt.

Nun ist der Zdhler von 9) in 3, verzweigt. Da ihm kein ¢,
entsprechen kann, so muss
12) y—B, = dy(z—,) 2 +dy(z—7,)3~+ .

worin v, verschieden ist von allen «-Werthen. Diese Zuordnung
verlangt, dass die nach 8) den 3-Werthen entsprechenden Werthe
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z paarweise einander gleich seien; es muss also », der Graqd

von 8) beziiglich z, eine gerade Zahl sein. W&hlt man die

B-Werthe aus den Losungen der Discriminante von 8), so hat

man nur noch die Bedingung aufzustellen, dass fiir eben diese

Werthe die tibrig bleibenden Gleichungen vom Grade (r—2) nur

Paare gleicher Losungen enthalten. Die Anzahl dieser Bedin-
gungen ist

r—2

2

Ebenso miissen die dem Werthe y = oc entsprechenden

z-Werthe paarweise gleich sein, was weitere

(4rm+1).

o %

Bedingungen gibt.
Im Ubrigen wird der Quotient 9) so verzweigt sein, wie y.
Da man
(r+1)(2r+1)—1
Constante hat, welche

.9 .
(2p+1)+ 17— (dr+1)+ %—v— x

Bedingungen gentigen sollen, so ergeben sich
2r(p—2)—1
Bedingungsgleichungen fiir die Grosse c.

Aus dieser Anzahl folgt, dass fiir ein gerades
Geschlecht nur fiir hyperelliptische Integrale erster
Ordnung eine allgemeine Transformation existiert.

Ist aber o eine ungerade Zahl

o6 =2n—-1
80 hat man in der Gleichung
13) ()Y o (2)y

die Coéfficienten der ganzen Functionen ¢(z) so zu bestimmen,
dass der Ausdruck

Vy—B8)W—8y) - (y—Pu)
Ve—ay)(z—2).  (2—2%s1)
eine rationale Function von z und y wird.

2n—2

—+. - Paa(2) =0
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Hier kann man den z = o, den Werth y = , entsprechen
Jassen, so dass die anderen (27—2)Werthe von y paarweise
oleich sind. So ordnet man zu fiir

Z = %y, Uy, - CUon_q.
Ferner soll je zweien von den Werthen
2 = Oz Aynt1y- 23 PEET
ein y = P, entsprechen. Die dem y = B, entsprechenden, noch
nicht fixierten z-Werthe sollen paarweise gleich sein, woraus folgt,
dass 7, der Grad von 13) beziiglich #z, eine ungerade
Zahl sein muss. Fir 2 = o0 soll y = o0 und die iibrigen
Werthe paarweise gleich sein,und ebenso die z-Werthe fiir y = oc.
Fiir die «-Grossen erhilt man
2n(p—2)—p—+1

Bedingungen. Daraus ergibt sich, dass bei ungeradem Ge-
schlecht nur elliptische Integrale eine allgemeine
Transformation besitzen.

Mit Hilfe der so bestimmten Anzahlen fiir die Bedingungs-
gleichungen der Grossen « kann man die im Allgemeinen 16s-
lichen Reductionsprobleme angeben und wirklich ausfiihren,
womit die aufgeworfene Frage erledigt ist.

Man kann noch schliesslich leicht bemerken, dass auf der
linken Seite der Gleichungen im Systeme 1) auch weniger als
o Integrale vorkommen konnen. Dies wird immer eintreten, wenn
Gleichung 2) reductibel ist, in welechem Falle jeder irreductible
Factor ein System von der Form 1) gibt.
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