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,Uber eindeutige Beziehungen u. s. w. Sitzung vom 19. April
1583, Artikel 4 und 7.)

,Jede der dreil fundamentalen nicht axialen Bezie-
hungen, d. h. jedes der Systeme correspondirender
Punkte wird aus jeder Bisecante in einer quadratischen
Ebeneninvolution projicirt.“

Dies folgt unmittelbar aus der Vertauschungsfihigkeit der
Beziehung; denn sind @, y die Schnittpunkte von R, mit einer
durch die Bisecante hindurchgehenden Ebene & und 2,y die
ihnen in einem Systeme correspondirenden Punkte, so miissen
nach Fritherem diese beiden Punkte in einer und derselben durch
die Bisecante gehenden Ebene & liegen. Die eindeutige und
involutorische Beziehung zwischen den Ebenen & & des Biischels,
dessen Axe die Bisecante ist, ist unmittelbar klar. So entstehen
an jeder Bisecante drei quadratische Ebeneninvolutionen, welche
bestimmt erseheinen, durch die vier durch die Bisecante hindurch-
gehenden Tangentialebenen, wenn man sie in zwei die Involution
fixirende Paare zerlegt, was eben in drei Arten geschehen kann

3b. Fassen wir die Resultate der letzten Betrachtungen
zusammen, so haben wir folgende Ergebnisse:

4sEs gibt auf einer Raumecurve vierter Ordnung
erster Species B, im Allgemeinen nur zwei Arten von
eindeutigen Punktbeziehungen: die axialen und die
nicht axialen, Durch ein Paar entsprechender Punkte
a, &' ist eine axiale und eine nichtaxiale eindeutige
Punktbeziehung vollkommen bestimmt. Die Punkte-
paare der ersten liegen auf Strahlen, welche einer
dureh R, hindurchgehenden und auch den Strahl aw’
enthaltenden Fliche zweiter Ordnung angehdren,
und daher sind die Erzeugenden dieser Fliche, welche
dem zweiten Systeme angehdren, Axen von Ebenen-
biischeln, von denen jedes auf R, die Paare der
Beziehung bestimmt; die Paare yy/, 2z’ der nicht
axialen Punktbeziehung erhélt man durch Projection
der Punkte 2/, # aus den einzelnen Bisecanten von B,
auf die Curve. Den axialen Beziehungen haftet das
Merkmal der Vertausechungsfihigkeit an. Unter den
nichtaxialen eindeutigen Beziehungen gibt es nur
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drei, bei denen Vertauschungsfihigkeit auftritt, e
sind dies die drei Systeme correspondirender Punkte
auf B,. Jede axiale Beziehung besitzt vier Doppel-
elemente, die Bertihrungspunkte der vier durch irgend
eine jener Axen an B, gehenden Tangentialebenen.
Eine nichtaxiale Beziehung besitzt keinen Doppel-
punkt, oder es ist jeder Punkt von R, ein solcher.
Diese eindeutige Beziehung, welehe man erhélt, wenn
man jeden Punkt von B, sich selbst entsprechen lisst,
muss auch als eine nichtaxiale vertauschungsfihige
Beziehung betrachtet werden, so dass wir im Ganzen
vier solche fundamentale, durch die Curve R, im
vorhinein gegebene nicht axiale vertauschungs-
fahige Beziehungen zu bemerken haben.

Die axialen Beziehungen ordnen sich in Paare
residualer Beziehungen. Jedes Paar der einen
Beziehung liegt mit jedem Paare der anderen in einer
Ebene. Zwei solche residuale Beziehungen werden
auf R, bestimmt durch die beiden Erzeugenden-
systeme irgend einer durch R, hindurchgehenden
Fliche zweiter Ordnung. Es gibt vier sich selbst
residuale dureh die Curve im vorhinein gegebene oder
fundamentale axiale Beziehungen; sie werden auf R,
bestimmt durch die Kanten der vier quadratischen
Kegel, welche man durch die Curve legen kann. Die
Doppelpunkte derselben sind die Bertihrungspunkte
der sechzehn stationfiren Schmiegungsebenen®.

36. Wir bezeichnen die durch irgend ein Punktepaar a, x’
von R, bestimmte nicht axiale eindeutige Beziehung mit E(z, )
oder kurz mit £ und fragen nach der Regelfliche, welche die
Verbindungsgeraden x:a’ je zweier entsprechender Punkte enthiilt,
und so als Erzeugniss der E-Beziehung auftritt.

Das Erzeugniss einer J* ist eine durch B, gehende Fliche
zweiter Ordnung, welche zugleich als Erzeugniss der zur J? resi-
dualen Paarinvolution auftritt.

Fiir das Erzeugniss der E-Beziehung ist offenbar R, eine
Doppeleurve, da durch jeden Punkt # =y’ von R, zwei Erzeu-
gende, niimlich #2’ und y'y hindurchgehen.
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Um die Ordnung (und zugleich Classe) des Erzeugnisses zu
bestimmen, fragen wir nach den Erzeugenden desselben, welche
cine beliebige Bisecante 4 von R, schneiden ohne durch die A4
und R, gemeinsamen Punkte hindurchzugehen, von welcher Art
es offenbar vier Erzeugende gibt. Die E-Beziehung projicirt sich
aus 4 durch ein symmetrisches Ebenenbiischel zweiten Grades;
dasselbe besitzt vier Doppelebenen erster Art (sich selbst
entsprechende Ebenen; vergl. ,Uber einen Correspondenzsatz.
Sitzung vom 8. Mirz 1883), von denen also jede ein Punktepaar
der E-Beziehung und somit eine Erzeugende der fraglichen
Regelfliiche enthilt.

Es seien &mzo jene Doppelebenen und XYZ W die in ihnen
gelegenen Erzeugenden der Fliche. Die Schnittpunkte von A4 mit
XXZ W sind zugleich vier Schnittpunkte von 4 mit der Fliiche,
hierzu kommen noch die beiden auf 4 gelegenen doppelt zu
zihlenden Punkte von R,, so dass A4 mit der Fliche im Ganzen
acht Punkte gemeinschaftlich hat:

ysDas Erzeugniss einer auf B, auftretenden nicht-
axialen eindeutigen Punktbeziehung, d. b. der Ort der
Verbindungsgeraden entsprechender Punkte ist eine
Regelfliche achter Ordnung (und Classe) I, welche
die Curve R, zur Doppelecurve besitzt.“!

Diedurchdie Bisecante 4 an die, den einzelnen E-Beziehungen
entsprechenden F,-Flichen gehenden Tangentialebenenquadrupel
¢, n, £, w bilden eine degenerirte biquadratische Involution, welche
drei nur Doppelelemente enthaltende Quadrupel aufweist. Die
letzteren sind dargestellt durch die Doppelelementenpaare der
drei quadratischen Involutionen, in denen sich aus 4 die drei
Systeme correspondirender Punkte von R, projiciren.

Die an den einzelnen Bisecanten von R, in dieser Art auf-
tretenden biquadratischen Ebeneninvolutionen sind offenbar
projectivisch, woraus die Unverdnderlichkeit des Doppelverhilt-
nisses (én{w) fiir eine E-Beziehung, d. h. fiir eine F,-Fliche und

1 Siehe: Axel Harnack, Uber die Darstellung der Raumecurven
vierter Orduung erster Species und ihres Secantensystems durch doppelt
periodische Functionen¥. Mathem. Annalen von Clebsch w. Neumann,
12. Band

Sitzb, d. mathem.-naturw, Cl. LXXXVIIL Bd. IL. Abth. 31
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fiir alle Bisecanten von R, folgt. (Vergl.: ,,ﬁber eindeutige
Beziehungen auf einer allg. eb. Curve 3. Ord.“ 1. c. Art. 10, Axel
Harnack, L. c. p. 78).

Da die vier in & %, ¢, » gelegenen Erzeugenden XYZ W der
Fliche F, vier Bisecanten sind, welche 4 schneiden, so sind es
vier Erzeugende der durch B, und 4 hindurchgehenden Fliche
zweiter Ordnung, und daher istdas Doppelverhiltniss (€n¢w) gleich
dem Doppelverhiiltnisse der vier Punkte, in denen A4 die Erzeu-
genden XYZW, d. h. die Fliche F, schneidet. Es ist somit
das Doppelverhiltniss der vierpunktigen Gruppen,
in denen die Bisecanten von R, eine Fldche F,
schneiden, fiir alle Bisecanten constant.“ (Axel Har-
nack 1. ¢.)

37. ,Projicirt man einPaar entsprechenderPunkte
aa’ einer E-Beziehung aus einem der vier Kegel-
scheitel o auf die Curve, so erhélt man ein anderes
Paar y,y entsprechender Punkte derselben Beziehung
in verkehrter Ordnung.“

Denn die beiden wechselweisen Verbindungsgeraden 2y, zy’
sind Erzeugende einer durch R, gehenden Fliche zweiter Ord-
nung, nédmlich des entsprechenden Kegels K.

Diese beidenErzeugenden a2, yy' der Fliche Fy schneiden
sich in einem Punkte, welcher einer Doppelcurve der Fliche Fy
angehort und, wie aus dem vollstindigen Vierecke xa’yy’' sofort
folgt, in der Polarebene des Kegelscheitels o; d. h. in der durch
die drei tibrigen Kegelscheitel bestimmten Ebene liegen muss.
Die Flidche hat somit in dieser Ebene eine Doppeleurve, welche
also vom vierten Grade sein muss. Es besitzt somit Fy in
jeder Ebene desTetraéders 0,0,050, eine Doppeleurve
vierter Ordnung.“

Die vier Erzeugenden von F, welche irgend eine Erzeugende
aa' der Flache schneiden, erhilt man nach obigem, indem man
das Punktepaar wx, @' aus o, 0,, 05,0, der Reihe nach auf R,
projicirt und die entstehenden Punktepaare yiy; (i = 1. .4) ver-
bindet. Man kann ebenso wie im vorigen Artikel die E-Bezichung
aus den Geraden wa’ = 4 projiciren, erhilt ein symmetrisches
Ebenenbiischel zweiten Grades, dessen vier Doppelebenen erster
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Art Zqlw jene vier Erzeugenden XYZTV enthalten, welche der
Frzeugenden 4 in Punkten der Ebencn des Tetra&ders o 0,00,
begegnen.

Da auch hier das im letzten Artikel Gesagte gilt, so wird
das Doppelverhiltniss (£4¢w) fiir alle Erzeugenden constant
bleiben, oder aber auf die Punkte, in denen XYZ W die Gerade 4
schneiden, fibergehend:

,Die Erzeugenden der Fliche F; werden von den
Ebenen des Tetra&ders o,0,0,0, in vierpunktigen
Gruppen mit constantem Doppelverhidltnisse
geschnitten.“ (A. Harnack L ¢.)

Die im vorigen Artikel betrachteten vier Erzeugenden XYZ W
sind gemeinschaftlich der Fldche Fy und dem durch die Curve R,
und die Bisecante 4 bestimmten Hyperboloide, und wir haben
den Satz:

yEine auf R, befindliche E-Beziehung und eine
axiale Paarinvolution haben vier Paare entsprechen-
der Elemente gemeinsam.“

Oder, da dasselbe von der residualen Paarinvolution gilt:

yBine Fliche F schneidet jede durch R, gelegte
Fliche zweiter Ordnung in vier Erzeugenden des
einen und in vier Erzeugenden des anderen Systemes.
Das Doppelverhiltniss dieser Erzeugendenquadrupel
ist fiir eine Fliche F, constant.“

Auf die sich selbst residualen Paarinvolutionen iibergehend
bat man sofort:

pJede Fliche F, beriithrt jeden der vier Kegel
zweiter Ordnung K, welche man durch die R, legen
kann, lings vier Erzeugenden; die vier Punkte o,
sind folglich Doppelpunkte der ebenen Doppelcurven
der Flichen F,. Diese Doppelcurven vierter Ordnung
sind, weil mit dreiDoppelpunkten versehen, rationale
Curven.“ (Axel Harnack, L ¢.)

38. Ersetzt man die allgemeine E-Beziehung duarch eine der
vier fundamentalen vertauschungsfihigen Beziehungen, so erhilt
man specielle Fdlle von F,. Der fundamentalen E-Beziehung,
nach welcher jeder Punkt von R, sich selbst zugeordnet ist,
entspricht die abwickelbare Tangentenfliiche von R, als Fliche F.

31 %
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Jeder der drei fundamentalen E-Beziehungen, welche dig
Paare correspondirender Punkte jedes der drei Systeme dar-
stellen, entspricht eine durch R, einfach hindurchgehende Fliche
vierter Ordnung, welche, doppelt gezihlt, die entsprechende Fy
darstellt.

Dass die R, fiir eine solche Flidche einfache Curve ist,
erkennt man aus dem Umstande, dass durch jeden Punkt von 2
nur eine Erzeugende wa’ hindurehgeht, da sich die correspondi-
renden Punkie @, 2’ vertauschungsfihig entsprechen. Wird die
aus diesen Paaren correspondirender Punkte bestehende funda-
mentale E-Beziehung aus einer beliebigen Bisecante 4 projicirt,
so ergibt sich, wie gezeigt wurde, eine quadratische Ebenen-
involution, weleche zwei Doppelebenen besitzt, so dass jede
Bisecante nur von zwei Erzeugenden der Fliche (in der R, nicht
angehdrigen Punkten) getroffen wird. Die Fliche ist somit in der
That von der vierten Ordnung.

Wird die fundamentale k-Beziehung, deren Erzeugniss diese
Fliche vierter Ordnung ist, aus einer Erzeugenden 4 der Fliche
projicirt, so ergibt sich eine quadratische Ebeneninvolution, deren
zweiDoppelebenen jene beiden Erzeugenden XY enthalten, welche
4 schneiden,

Jede von diesen Erzeugenden vertritt somit zwei von den
vier Erzeugenden XYZW des allgemeinen Falles, so dass die
Schnittpunkte von 4 mit X und Y jeder deppelt gezihlt in den
vier Ebenen des Tetragders o,6,0,0,liegen miissen, wasnur dadurch
mdglich ist, dass der Punkt (4X) in einer Kante und der Punkt
(4Y) in der Gegenkante des Tetra8ders gelegen ist.

Es schneidet somit jede Erzeugende der Fliche zwei Gegen-
kanten des Tetragders und dieselben treten somit als Doppel-
gerade und als Leitlinien der Fliche auf. (Axel Harnack, 1. ¢.)

,Verbindet man je zwei correspondirende Punkte
von R,, welche einem System angehdren, so erfiillen
die Verbindungsgeraden eine Regelfliche vierter
Ordnung, welche zwei Gegenkanten des Tetra&ders
0,0,0,0, zu doppelten Leitgeraden besilzt; den drei
Systemen correspondirenden Punkten, und den drei
Gegenkantenpaaren des obigen Tetra&ders ent-
sprechen drei solche Regelflichen vierter Ordnung.“
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39. ,Jede nichtaxial eeindeutige Punktheziehung
auf B, kann auf unendlich viele Arten durch zwei
axiale Paarbeziehungen ersetzt werden.“

Es sei y, y' irgend ein Punktepaar einer E-Beziehung, durch
welebes dieselbe dann auch bestimmt ist, « irgend ein Curven-
punkt, welcher mit y, y’ verbunden, die Bisecanten S, S’ liefern
mag, welehe wir als Axen von Ebenenbiischeln betrachten, die
auf R, zwei axiale Involutionen JJ’ bestimmen. Den zu @ nach
der J’ entsprechenden Punkt (@) erhalten wir als vierten Schnitt-
punkt von R, mit der Ebene S'wv und der zu (x) nach der J
entsprechende Punkt, d. h. der vierte Schnittpunkt von R, mit
der Ebene S(@) sei &', Wir behaupten, dass a2’ auch ein Punkte-
paar der E-Beziehung ist. In der That liegen wyw(a) in der
ersten, und @’yu () in der zweiten Ebene, und somit sind xy’, #'y
zwei Erzeugende der durch B, und () hindurchgehendenFliche
zweiten Grades und folglich sind wa', yy' zwei Punktepaare einer
und derselben E-Beziehung, w. z. b. w.

Man gelangt also von @ zu o/, wenn man zu @ in der J’ den
Punkt () und zu diesem in der J den Punkt 2’ bestimmt.
Symbolisch:

JI = E

(Vergl. ,Uber eindeutige Beziehungen auf einer Curve u. s. w.“
Sitzung v. 19. April 1883, Art. 15).

sMan kann also je zwei aufeinander folgende J
durch eine E und jede F durch zwei aufeinander-
folgende J ersetzen.

Geht man vom Punkte a mittelst der E-Beziehung zum
Punkte 2 und von diesem mittelst der J-Beziehung zum Punkte
() tiber, oder umgekehrt, so hat man zwei Panktex, (), welche
einer Paarinvolution J' angehdren. Symbolisch:

EJ=J, JE=/, d. h.

wZwei aufeinanderfolgende ungleichartige Ope-
rationen (EJ oder JE) kann man immer durch eine
axiale Paarinvolution ersetzen.”

Man kann nun in derselben Art, wie es in der zuletzt
angefiihrten Arbeit ,, Uber eindeutige Punktbeziehungen auf einer
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allgemeinen ebenen Curve dritter Ordnung“ geschehen ist, dey
allgemeinen Satz entwickeln, und als bewiesen betrachten:

pBeliebig viele, beliebig aufeinander folgende,
eindeutige Beziehungen kann man durch eine axiale
oder eine nichtaxiale Beziehung (durch eine J? oder
eine E) ersetzen, je nachdem die Zahl der auf
tretenden simmtlichen axialen Beziehungen eine
ungerade oder eine gerade Zahl ist.“

Man gelangt in derselben Art wie in obgenannter Arbeit zn
den folgenden Sitzen:

pWird der Curve R, ein einfaches 2u-Eck ein-
geschrieben, und bewegen sich alle seine Seiten bis
auf eine auf beliebigen durch R, hindurchgehenden
Flichen zweiter Ordnung, so bewegt sich auch die
letzte Seite auf einer solchen Fliche zweiter
Ordnung.“

yEs gibt vier einfache (2n—1)-Ecke, welche der
Curve R, eingeschrieben sind und deren Seiten auf
(2n—1) gegebenendurch B, hindurchgehendenFlichen
zweiter Ordnung liegen.“

pwWenn durch R, beliebige 2n Flichen zweiter
Ordnung hindurchgelegt werden, so gibt es im
Allgemeinen kein einfaches 2n-Eck, welches R, ein-
geschrieben wire und dessen Seiten der Reihe nach
auf jenen Flichen gelegen wiren; gibt es aber ein
solches 2n-Eck, so gibt es deren unendlich viele.“

yWenn p—1 Seiten eines der R, eingeschriebenen
p-Eckes auf (p—1) Flichen achter Ordnung von der
betrachteten Art fortriicken, so beschreibt auch die
letzte Seite eine solche Flidche achter Ordnung.“

sWenn (p—1) Seiten eines variablen der R, ein-
geschriebenen einfachen p-Ecks theils auf Flichen
zweiter, theils auf Fldichen achter Ordnung betrach-
teter Art fortriicken, so bewegt sich auch die letzte
Seite auf einer Fliche zweiter oder achter Ordnung,
je nachdem die Zahl der auf Fldchen zweiter Ord-
nung fortriickenden Seiten eine ungerade oder eine
gerade Zahl ist.“
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40. In derselben Art wie bei Curven dritter Ordnung kann
man auch an den Raumcurven vierter Ordnung erster Species
cyclische Beziehungen mit z-punktigen Gruppen®
)
hetrachten.

Hat man n#wmlich auf B, eine E-Beziehung und construirt,
von einem Punkte o, ausgehend, die Punktreihe @ x,. @24,
so dass jeder Punkt dem vorhergehenden entspricht, so wird
offenbar auch x, mit @, in eindeutiger nichtaxialer Beziehung
stehen, und wenn es einmalgeschicht, dass @,;; mit #;, zusammen-
fillt, so muss es nach Fritherem immer geschehen, von welchem
Punkte @, auf B, man auch ausgehen moge.

yJeder Punkt von 2, kommt in einer einzigen
durch ihn vollkommen bestimmten Gruppe vor.“

,Die sdmmtlichen Gruppen einer cyeclischen
Beziehung erhdlt man aus einer von ihmnen durch
Projection aus den einzelnen Bisecanten auf die
Curve.“

sWerden zwei Gruppen festgehalten, so erfiillen
die Bisecanten, aus denen durch Projection die
Gruppen ineinander iibergefiihrt werden konnen,
nFlichen zweiter Ordnung. Die Dbeiden Gruppen
kénnen auch identiseh werden.

,Wenn die Gruppen einer cyclischen Beziehung
auf R, eine gerade Anzahl von Punkten enthalten,
$s6 bilden sie einfache Polygone, deren Gegenecken-
paare Paare correspondirender Punkte desselben
Systemes sind.“

41. Projicirt man die Curve R, mit allen auf ihr befindlichen
eindeutigen Punktbeziehungen aus einem ihrer Punkte auf eine
Ebene, so erhiilt man eine ebene allgemeine Curve dritter Ord-
nung mit allen auf ihr auftretenden eindeutigen Punktbeziehungen.
Mit Riicksicht auf das iiber die letzteren Entwickelte kann man
sofort dic cyclischen Beziehungen mit dreielementigen Gruppen
angeben. Durch jeden Punkt p von R, gehen neun Schmiegungs-
ebenen, deren Beriithrungspunkte zu je dreien in einer durch p
gehenden Ebene gélegen sind. Soleher Ebenen hat man zwolf,
welche sich in vier Dreiflache ordnen, von denen jedes alle neun
Beriihrungspunkte enthélt. Lisst man den Punkt p auf der Curve
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gleiten, so beschreiben die drei in den Ebenen eines solchen
Dreiflaches gelegenen Punktetripel eine eyclische Punktbeziehung
mit dreipunktigen Gruppen.

yEs gibt somit vier eyclische Beziehungen mit
dreipunktigen Gruppen auf R, “

42. Sowie auf Curven dritter Ordnung kénnen wir auch aunf
der Raumcurve vierter Ordnung erster Species R, Punktinvoln-
tionen n-ten Grades und (n—1)-ter Stufe J*_ betrachten, indem
wir unter einer J'_ eine (n—1)-fach unendliche Menge von
n-punktigen Gruppen verstehen, von demen jede durch (n—1)
ihrer Punkte vollkommen und eindeutig bestimmt ist. '

Wir haben zuniichst fiir eine Tripelinvolution zweiter Stufe
J; den Satz:

»Die durch die einzelnen Tripel einer J;
bestimmten Ebenen schneiden R, in einem festen
Punkte, dem Centrum o der Involution J3j.¢

Dass die durch einen Punkt ¢ von R, gehenden Ebenen R,
in Tripeln einer J; schneiden, ist nach obiger Definition unmittel-
bar klar.

Hat man umgekehit eine J; auf R, und ist @ @,v, irgend
ein Tripel derselben, und o der vierte Schnittpunkt von R, mit
der Ebene (x,,;), so projicire man die R, sammt der J aus o
auf irgend eine nicht durch o gehende Ebene. Man erhilt eine C,
und auf derselben eine J} mit einem geraden Tripel, welches aus
den Projectionen von a, a,, x, bestebt. Die JJ anf C, enthlt
also lauter gerade Tripel (Art. 2) und somit besteht die J; auf R,
aus lauter Tripeln, deren Ebenen durch o gehen, w.z b. w.
Hieraus:

yLine Tripelinvolution zweiter Stufe auf R, ist
dureh eines ihrer Tripel vollkommen bestimmt.“

sJede J? auf R, besitzt neun dreifache Punkte,
die Beriihrungspunkte der durch das Centrum o
gehenden Sechmiegungsebenen.“

43. Es sei auf R, eine Quadrupelinvolution dritter Stufe J3
gegeben und @, v, 2, sei irgend ein Quadrupel derselben. Hiilt
man den Punkt 2, fest, so bilden der Definitich gemiiss die Tripel
x,x,@, eine J und ijhre Ebenen & werden durch einen festen
Punkt o, der R, hindurchgehen. So ist jedem Punkte 2; ein Punkt
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0, sugeordnet; aber auch umgekehrt, entspricht einem o, nur ein
Punkt @, Dann legt man durch o eine beliebige Ebene £,
welehe &, in @,aw, schneidet, so wird dieses Tripel durch einen
gans bestimmten Punkt 2, zu einem Quadrupel erginzt, welcher
Punkt von der besonderen Lage der durch o, ‘gehenden Ebene
unabhingig ist, da einerseits die mit ; Quadrupel der J# bilden-
den Tripel eine J3 bilden, welche anderseits durch obiges Tripel
vgx, vollkommen bestimmt wird.

,Durch jede Jt auf R, ist somit auf R, eine ein-
deutige Punktbeziehung gegeben, indem jedem
Punkte 2 von R, das Centrum o der Jj entspricht,
deren Tripel den Punkt o zu Quadrupeln der J%
erginzen.”

,Line J} auf R, ist durch ein Quadrupel von
Punkten vollkommen bestimmt.“

Ist @, @,@,@, das Quadrupel und o,0,040, die vierten Schnitt-
punkte von R, mit den Ebenen des Tetra&ders x,z,v,x,, wie sie
den Ecken der Reihe nach gegeniiberliegen, so sind (Art. 33)
X0y, X505, X305, ¥,0, vier Punktepaare einer £-Beziehung, durch
welche die J3 nun gegeben ist.

Un ein Tripel @ @jx, zu erginzen, lege man durch dasselbe
eine Ebene, welche R, in o, schneiden wird, und construire den
zu o, nach der E entsprechenden Punkt @, (also so dass z. B. 0,
und 2,0, Erzeugende einer durch R, gehenden Fliche zweiter
Ordnung sind.) Dann ist @, der vierte Punkt des Quadrupels.

Vier in einer Ebene gelegene Punkte von R, bilden ein
sebenes Quadrupel¥. Ein unmittelbar klarer Satz:

pAlle ebenen Quadrupel stellen einc Jj dar.

Die zugehorige E-Beziehung ordnet jeden Punkt der Curve
sich selbst zu; denn hier ist o, ==, 0, =, ..

44. Halt man ein Punktepaar o, @, fest, so bilden, wie aus
der Definition sofort folgt, die Paare a,x,, welche ersteres zu
Quadrupeln einer gegebenen J? erzeugen, eine J*; und hélt man
eines der Paare a,2, fest, so werden die Paare  x, eine zweite
J'* bilden. Jedes Paar von J? bildet mit jedem Paare von J; * ein
Quadrupel der J.

»Es werden somit durch eine J} die auf R, auf-
tretenden axialen Paarinvolutionen in Paare ge-

Py
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ordnet. Demgemiiss werden auch die durch R,
gelegten Regelschaaren zweiter Ordnung in Paare
geordnet. Je zwei durch die Involution der ebenen
Quadrupel einander zugeordnete Regelschaaren
gehdren derselben Flidche zweiter Ordnung an.¢

45, ,Alle Flichen zweiter Ordnung, welche durch
sechs Punkte von R, hindurchgehen, schueiden R,
in Punktepaaren einer axialen Paarinvolution.“

Mit anderen Worten: , Alle Fliichen zweiter Ordnung, welche
durch sieben Punkte von R, hindurchgehen, schneiden R, noch
in einem und demselben achten Punkte.“ (Restsatz.)

Es seien p, (i=1. .6) irgend sechs feste Punkte von R, ;
die durch sie hindurchgehenden F, schneiden die Ebene (p,p,p,)
in Kegelschnitten, welche durch p,, p,, p, hindurchgehen, und
die Ebene (p,p;p;) in Kegelschnitten, welche durch p,, p, p,
hindurchgehen. Wir werden also alle unsere Flichen erhalten,
wenn wir zwei solche Kegelschnitte, aber so willen, dass sie die
Schnittgerade der beiden Ebenen in denselben zwei Punkten
schneiden. Wihlen wir also in der ersten Ebene einen Punkt ¢,
in der zweiten einen ¢,, so werden zwei solche Kegelschnitte und
zugleich ein durch sie gehendes Flidchenbiischel zweiter Ordnung,
welches auf R, offenber eine J} bestimmen wird, gegeben sein.
Diese J%ist aber von ¢, und ¢, unabhiingig, denn die zwei Punkte,
in denen die beiden Ebenen R, schneiden, bilden offenbar ein
Punktepaar der J}, welche durch dasselbe auch bestimmt ist.

Damit ist obiger Satz und zugleich der folgende bewiesen:

pDie zehn Gegenebenenpaare eines der R, ein-
geschriebenen vollstindigen Sechseckes schneiden
R, in zehn Punktepaaren eines J%. Die zehn Ver-
bindungsgeraden dieser Paare sind folglich Erzeu-
gende einer durch B, hindurchgehenden F,.«

Lasst man R, in eine Raumeurve dritter Ordnung und eine
Bisecante derselben iihergeheu, so erhilt man den Satz, ,dass
die zehn Gegenebenenpaare eines der Curve dritter Ordnung
eingeschriebenen vollstindigen Sechseckes jede Bisecante in
zehn Punktepaaren einer quadratischen Involution schneiden®.
(Vergl.: ,Uber die Bedeutung des riumlichen Nullsystems fiir
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cubische Involutionen beider Stufen. Art. 16. Sitzung vom
15. December 1881).

46. Aus den letzten Betrachtungen folgt der Definition
gemiss, sofort:

,Alle Flidchen zweiter Ordnung, welche durch
fiinf Punkte von R, hindurchgehen, schneiden die
Curve in Tripeln einer J3, d. h. in Tripeln, deren
Ebenen durch einen festen Punkt von R, hindurch-
gehen.“

sAlle Flichen zweiter Ordnung, welche durch
vier, drei, respective zwei Punkte von R, hindurch-
gelien, schneiden R, in Quadrupeln, Quintupeln,
respective Sextupeln einer Ji, J, respective J5.“

47. Wir haben gesehen, dass jede J; zu einer E-Beziehung
Veranlassung gibt. Umgekehrt erkennt man:

sDurch jede E-Beziehung sind zwei Quadrupel-
involutionen auf R, bestimmt, je mnachdem man
ndmlich von zwei nach der E-Beziehung zusammen-
gehorigen Punkten den einen oder den anderen als
den Punkt o betrachtet.”

Sind n#mlich @, 0 irgend zwei einander entsprechende
Punkte der £-Beziehung, so bildet « mit jedem Tripel, dessen
Ebene durch o geht, ein Quadrupel eines Ji, aber ebenso bildet o
mit jedem Tripel, dessen Ebene durch x geht, ein Quadrupel
einer zweiten (J3).

sDiese Dbeiden Quadrupelinvolutionen dritter
Stufe sind residual, d. h. jedes Quadrupel der einen
stellt mit jedem Quadrupel des anderen die acht
Schnittpunkte von R, mit Flichen zweiter Ordnung
dar.«

Betrachtet mannimlich eine J und legt durch ein Quadrupel
v, (i=1. .4) eine F,, welche R, in o, (i = 1...4) schneidet,
so wird die J} durch jene F, auf R, bestimmt, welche durch
irgend eines der Quadrupel o, gehen.

Diese Quadrupel o; bilden nun offenbar eine zweite (J3) und
beide Quadrupelinvolutionen sind in der Beziehung, dass jedes
Quadrupel der einen mit jedem der anderen in einer F, liegt.
Dass beiden dieselbe E-Beziehung, mit vertauschter Bedeutung
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entsprechender Punkte zukommt, sieht man sofort, wenn map
die durch @, gehende Fliche F, ersetzt durch die Ebene (wy2qw,)
und irgend eine durch x, gehende Ebene.

yDen drei vertauschungsfihigen E-Beziehungen
correspondirender Punkte entsprechen drei sich
selbst residuale J3, in deren Quadrupeln die B, von
Fldichenzweiter Ordnung (alsovierfach)berihrt
wird.

48. Je zwei J”_ konnen durch axiale Projection ineinander
iibergefilhrt werden, wobei auch die singuliren Elemente in-
einander ithergehen.

Hieraus ergibt sich speciell, dass jede J} sechzehn vierfache
Punkte besitzt, welche durchaxiale Projectionaus den Berithrungs-
punkten der sechzehn stationiiren Schmiegungsebenen abgeleitet
werden konnen.




Uber die Oxydation des Morphins.
(Vorlaufige Mittheilung.)
Von L. Barth und H. Weidel.

(Aus dem I. Wiener Universititslaboratorium.)

Obwoll schon seit lingerer Zeit mit der Untersuchung
der Einwirkung verschiedener Oxydationsmittel auf Morphin
beschiftigt, ist es uns bisher mannigfacher Hindernisse wegen
nicht moglich gewesen diese Arbeit zu einem entsprechenden
Abschlusse zu bringen.

Wir theilen daher im Nachfolgenden ganz kurz unsere bis-
herigen Erfahrungen mit, indem wir hoffen, Ausfiihrlicheres in
Bilde nachtragen zu konnen.

Den meisten oxydirenden Substanzen gegeniiber verhilt
sich das Morphin nicht einladend.

Ohne zahlreiche Versuche, welche kein befriedigendes
Resultat ergaben, wie die Einwirkung von Chromsiure, Salpeter-
siiure, Braunstein und Schwefelséure ete. genauer zu beschreiben,
wollen wir nur derjenigen Trwiihnung thun, die irgend ein posi-
tives Ergebniss lieferten. !

Einwirkung von Kaliumpermanganat in schwach
alkalischer Losung verliuft ziemlich energisch und namentlich
am Anfange tritt schnelle Entfirbung ein. Wenn nach allmiligem
Erwirmen gegen 100° der Verbrauch schon sehr trige geworden
ist, unterbricht man die Operation.

Aus der vom Manganniederschlage getrennten Losung lisst
sich weder so lange sie alkalisch ist, noch nach dem Anséuren

1 Hier sei auch bemerkt, dass das Morphin nach der Methode von
C.Liebermann acetylirt, ein in prachtvollen Tafeln krystallisirtes Product
liefert welches iibrigens bei der Oxydation ein dem Morphin ganz analogen
Verhalten zeigte.
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irgend etwas durch Ather ausziehen. Als Hauptproduct dey
Reaction resultirt ein hellgelbbriunlich gefirbter saurer Syrup,
der auch nach monatelangem Stehen kaum Spuren von Kry-
stallisation zeigte. Auch Salze desselben wurden nur in amorpher
Form erhalten. Bemerkenswerth ist das Verhalten desselben
gegen Kupferacetat. Eine mit diesem Reagens versetzte Losung
bleibt klar, beim Erhitzen zum Sieden friibt sie sich und es fillt
ein blaugriiner flockiger Niederschlag heraus, der sich nach dem
Erkalten wieder auflost.

Es erinnert dieses Verhalten an das der Cinchomeronsiure
und Pyridintricarbonséiure unter dhnlichen Umstédnden.

Wird die syrupose Siure mit Kalk gemischt, der trockenen
Destillation unterworfen, so erhéilt man ein basisches 01 von aus-
gesprochenem Pyridingeruch.

Arsensdure wirkt auch im geschlossenen Rohre nicht
energisch auf Morphin ein. Man erhiilt eine neue Base, die eine
Methylgruppe weniger, dagegen ein Hydroxyl mehr zu enthalten
scheint als das Morphin. Die Reaction verlduft nicht immer gleich,
trotzdem wir nach Moglichkeit die gleichen Bedingungen ein-
hielten. Die Ausbeuten sind wechselnd und nicht besonders,
befriedigend.

Schmelzendes Atzkali wirkt energisch auf Morphin ein.
Nach kurzer Zeit firbt sich die Schmelze dunkelroth, spiter
braun. Es entweichen stark alkalische Dimpfe.

Das Schmelzen muss ziemlich lange, bis zum beginnenden
Verglimmen an der Oberfliche fortgesetzt werden, will man
anders eine halbwegs brauchbare Ausbeute erzielen. Nach dem
Apsduren scheiden sich braunschwarze Flocken aus, humusartig
und stickstofffrei. Die Losung gibt an Ather ziemlich viel ab.
Nach dem Verjagen des letzteren und Aufhahme des Riickstandes
in Wasser bleibt eine amorphe Masse ungeldst. Die wisserige
Losung wird mit Bleiacetat gefillt. Aus dem Niederschlage erhalt
man nach dem Zersetzen mit Schwefelwasserstoff, Eindampfen,
wiederholtem Reinigen und Umkrystallisiren Protokatechu-
sdure von den bekannten Eigenschaften, deren Zusammensetzung
auch durch die Analyse festgestellt wurde.

Das Filtrat entbleit und eingedampft, enthilt immer noch
etwas Protokatechusiure, die nur sehr schwierig durch wiederholte
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Bleifillungen entfernt werden kann und ausserdem eine zweite
Giiure in durchsichtigen glasgldnzenden Prismen anschiessend,
ohne Eisenreaction, leicht loslich in Wasser und von deutlich
saurem Geschmack. Da uns durch Zufall die reinste Partie der-
selben verloren ging, konnen wir leider vorderhand nichts iiber
ihre Zusammensetzung aussagen. Als die Schmelze in einer
silbernen Retorte mit vorgelegtemKithler ausgefiihrt wurde, konnte
man die entweichenden alkalischen D#ampfe in verdiinnter Salz-
siure auffangen. Man erhielt ein zerfliessliches Chlorhydrat, im
Wesentlichen Methylaminsalz, dem aber noch eine geringe Menge
einer zweiten Verbindung beigemischt war. Der Versuch muss
in grosserem Massstabe angestellt werden, um tiber die Natur
der zweiten Base Aufklirung zu erhalten.

Das Fehlen aromatischer Substanzen unter den Oxydations-
producten des Morphins bei Anwendung von Kaliumpermanganat
einerseits, sowie dasNichtauftreten von Pyridin  (oder Chinolin-}
Abkémmlingen bei der Oxydation dieses Alkaloids mit Atz
alealien scheint bemerkenswerth und deutet darauf hin, dass im
Morphin aromatische und Pyridin- (oder Chinolin-) Gruppen
anders mit einander verbunden sein miissen als z. B. im Narcotin,
welches bekanntlich eine leichte Trennung seiner beiden Haupt-
bestandtheile gestattet.

Um zu erfahren, ob etwa Chinolinabkémmlinge, namentlich
hydrirte, in der Kalischmelze sich so zerlegen, dass der Pyridin-
kern zerstort wird und der Benzolkern inirgend einer Form erhalten
bleibt, haben wir die Tetrahydrocinchoninsiure mit Kali ver-
schmolzen und dabei die Abwesenheit jeglicher aromatischer
Substanz (sowie auch die eines etwa zu erwartenden Oxypro-
ductes) in der Reactionsmasse constatiren konnen. Ebenso haben
wir eine Pyridindicarbonsdure (Cinchomeronsiure) der Einwirkung
von schmelzendem Atzkali unterworfen und bei diesem Versuche
beobachtet, dass der Pyridinkern nicht zerstort wird, und kein
basisches Produect, etwa Methylamin oder Ammoniak entsteht.

Die Fortsetzung der Untersuchung wird hoffentlich dariiber
Aufschluss geben, in welcher Weise der aromatische und der
stickstoffhiltige Kern im Morphin mit einander verkniipft sind
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Es sei zum Schlusse erw#hnt, dass auch andere Opium-
alkaloide, so das Papaverin (siehe folgende Mittheilung), das
Narcotin, das Narcein und Thebain sich gegen schmelzendes
Kali sehr reactionsfihig erweisen und neben anderen Producten
wie es scheint fast stets Protokatechusiure liefern (mit Aus-
nahme vielleicht des Thebains). Die Narcotin-, respective Cotarnin-
kalischmelze wird darum ein besonderes Interesse beanspruchen
konnen, weil im Narkotin der stickstoffhdltige Theil sicherlich ein
Pyridinderivat ist und man das Schicksal dieses letzteren gegen-
iiber schmelzendem Kali bei dieser Gelegenheit wird erfahren
konnen. Aus diesem Grunde soll auch das Piperin in den Kreis
dieser Untersuchungen gezogen werden, von dem man ja ebenfalls
weiss, dass einer seiner Bestandtheile, das Piperidin, Hexahydro-
pyridin ist.

Die Arbeiten hieriiber sind im Gange.
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Uber Papaverin,
(Vorlaufige Mittheilung.)
Von Dr. Guido Goldschmiedt.

(Aus dem Universitiitslaboratorium des Prof. v. Barth.)

Seit einiger Zeit bin ich mit dem Studium des Papaverins
beschiiftigt und eine grossere Anzahl von mit diesem Alkaloide
ausgefiihrten Versuchen befindet sich in einem mehr oder weniger
vorgeschrittenen Stadium der Untersuchung, ohne dass irgend
Einer bereits abgeschlossen wire. Wenn ich trotzdem die
gemachten Beobachtungen in aller Kiirze mittheile, so moge als
Entschuldigung dafiir angefiihrt werden, dass meine Arbeiten
durch die Sommerferien eine lingere Unterbrechung erleiden
werden und ich mir durch nachstehende Notiz das ungestorte
Arbeiten sichern mdchte.

Vor Allen moge hier der Oxydationsversuche gedacht werden:
Bei der Behandlung mit Braunstein und Schwefelssiure habe ich
die Bildung brauner seidegldnzender Nadeln, wie sie Merck bei
dieser Reaction erhalten hat, nicht beobachtet. Aus dem Reactions-
producte wurden bisher nur nicht krystallisirende Substanzen
neben unverindertem Papaverin gewonnen.

Ubermangansaures Kalium in ziemlich grosser Verdiinnung
entwickelt beim Kochen mit Papaverin, Ammoniak, welches in
vorgelegter Salzsiiure aufgefangen worden ist; die entfirbte
Losung wurde vom Manganniederschlage getrennt und lieferte
nach dem Einengen eine kleine Quantitit Papaverin; die alkalische
Fliissigkeit wird mit Kohlensiure gesittigt zur Trockene einge-
dampft und derRiickstand mit absolutem Alkohol extrahirt. Dieser
hinterlsisst einen gelben Syrup, der unter dem Mikroskope
Krystallansiitze zeigt. Die wiisserige Losung dieses Syrups gibt
mit Kupferacetat eine geringe Menge eines blaugriinen Nieder-
schlages, der beim Kochen sich bedeutend vermehrt, nach dem

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. LYXXVIIL Bd. I Abth. 32
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Erkalten aber wieder verschwindet. Der Niederschlag wurde in
Wasser suspendirt mit Schwefelwasserstoff zerlegt. Das Filtrat
stellt nach dem Eindampfen einen sehr stark sauren Syrup dar,
der Carbonate leicht zersetzt; auch die bisher dargestellten Salze
dieser Siure sind amorph, Das Barytsalz f4llt erst beim Kochen
nieder, wenn man die Losung des Ammoniumsalzes mit Chloy-
barium versetzt; es gibt beim Glithen mit Kalk pyridinartig
riechende Dimpfe.

Eine ganz kleine Probe Papaverin (etwa !/, Grm.) liess
beim Schmelzen mit Kalihydrat schon deutlich qualitativ die
Bildung von Protocatechuséure nachweisen; die dabei entweichen-
den Diampfe rochen ammoniakalisch und gleichzeitig aromatisch.
In grosserem Massstabe wurde die Kalischmelze in einer silbernen
Retorte ausgefiihrt, welche mit Kiihler und Vorlage verbunden
war, welche Letztere noch mit einem mit Salzsédure beschickten
Peligot’schen Absorptionsapparate communicirte. Das Destillat
bestand aus einer wisserigen stark alkalischen und einer sligen
Schicht, welche bald theilweise erstarrte, dies aber selbst in einer
Kiltemischung nicht mehr that, nachdem sie mit Salzsiiure
geschiittelt worden war; die salzsauren Losungen wurden ver-
einigt und mit Kalilauge versetzt, welche einen Niederschlag
erzeugte, der als Papaverin an Schmelzpunkt und Schwefel-
sdurereaction erkannt wurde; die alkalische Losung wurde nun
destillirt, das Destillat mit Salzsdure neutralisirt hinterliess nach
dem Eindampfen ein in schonen Bldttchen krystallisirendes leicht
zerfliessliches Chlorhydrat, dessen Platindoppelsalz genau den
Platingehalt hatte, welcher dem Methylaminchloroplatinat
zukommt, Das 6lige Destillat hat einen guajacolihnlichen Gerueh,
siedet constant bei 218°, gibt keine Farben-Reaction mit
Eisenchlorid und hat die Zusammensetzung des Dimethyl-
homobrenzcatechins. Bei der Oxydation mit Cham#leonlosung
erhdlt man Protocatechudimethyldthersdure, was durch
Analyse und Schmelzpunkt (180°) erwiesen ist. Die Ausbeute an
Dimethylhomobrenzcatechin wie auch an Methylamin ist eine
sehr befriedigende.

Weniger einfach ist die Aufarbeitung der Schmelze selbst,
in welcher sich als Hauptproduet der Oxydation Protocatechusiure
in grosser Menge findet; in Einem Falle betrug die Ausheute an
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roher Protocatechusdure, wie sie durch Ausschiitteln der ange-
siucrten Schmelze mit Ather gewonnen wurde, iiber 30 Percent
des angewandten Papaverins. Diese rohe Siure enthilt nur
noch geringe Mengen Oxalsdure und einer schwer in Wasser
{oslichen krystallinischen Substanz, iiber welche ich noch nicht in
der Lage bin etwas anzufithren. Beim Ansiuern der Schmelze
fallt eine braune Substanz heraus, welche an kochendes Wasser
cinen in weissen Nadeln krystallisivenden Korper abgibt, der bei
circa 106° schmilzt und mit Eisenchlorid eine rothe Farbung gibt.
Noch eine in schonen weissen Nadeln krystallisirende Substanz
nit violetter Eisenreaction wurde aus dem alkoholischen Auszuge
der mitKaliumearbonat neutralisirten und eingedampften Schmelze
erhalten. Mit dem Studium dieser Korper bin ich gegenwiirtig
beschiiftigt.

Die beiden obengenannten fliichtigen Zersetzungsproducte
des Papaverins, Dimethylhomobrenzcatachin und Methylamin,
entstehen auch bei der trockenen Destillation des Alkaloids.
Ebenso scheinen sie bei der Destillation mit Kalk oder Zinkstaub
gebildet zu werden, wenigstens entsteht in beiden ein 6liges, nach
Guajacol riechendesund mit Eisenchlorid nichtreagirendes Destillat
und entweichen basische Dampfe.

Barytwasser wirkt dusserst langsam auf Papaverin ein; nach
zehntigigem Kochen am aufsteigenden Kiihler war nur ein
kleiner Bruchtheil des angewandten Alkaloids zersetzt, obwohl
wihrend der ganzen Dauer des Versuches stetige, aber dusserst
schwache Entwicklung ammoniakalischer Dimpfe nachweisbar
war. Der mit Kohlensdure von Baryt befreite Riickstand enthielt
neben unverindertem Papaverin nur ganz geringe Quantititen
einer guajacolihnlich riechenden Schmiere. Der Versuch soll bei
hoherer Temperatur und unter Druck wiederholt werden.

Natriumamalgam verwandelt Papaverin nach lingerer Ein-
wirkung in alkoholiseher Losung in ein dickes Ol welches nach
lingerem Stehen Krystallansitze zeigt.

Mit Essigstiureanhydrid und essigsaurem Natrium gelingt es
nicht, ein Acetylproduct des Papaverins darzustellen, woraus wohl
auf das Fehlen von Hydroxylgruppen zu schliessen ist, um so
eher als Papaverin sich nicht, wie beispielsweise Morphin, in
Alkalien auflost.

32 %
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Erhitzt man Papaverin mit Salzsidure auf 130°, so entweicht
nach dem Offnen des Rohres ein Gas, welches mit Kalilauge
gewaschen mit griingesdumter Flamme brennt, also wohl Chlor-
methyl ist. Man hat eine klare Losung, aus der durch Alkohol
nichts fillbar ist. Der Verdampfungsriickstand ist ein dickes
braunes Ol, dessen verdiinnte alkoholisehe oder wiisserige Losung
mit Eisenchlorid eine sehr intensive smaragdgriine Férbung gibt,
welche auf vorsichtigem Zusatze verdilnnter Sodaldsung in eine
rothe tibergeht, eine Reaction, weleche wahrscheinlich durch die
Gegenwart von Homobrenzcatechin veranlasst wird. Mit Kali-
lauge firbt sich das Ol in wisseriger Losung dunkelbraun. Soda-
l6sung erzeugt in der wisserigen Losung des Oles einen weissen
flockigen Niederschlag, der abfiltrirt bald harzartig zusammen-
backt und an der Luft schnell griin wird. Die Eigenschaften
dieses Korpers erinnern an jene des Apomorphins. Ich hoffe bald
in der Lage zu sein, Niiheres tiber das Papaverin mitzutheilen.
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