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Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte und
Reihen.

Von Reinhard Milduer,

Realschulprofessor ¢n Romerstadt.

(Vorgelegt in der Sitzung am 12. Juli 1883.)

L

Es soll der Werth der nachstehenden unendlichen Reihe fiir
alle z, deren absolute Betrige kleiner als 1 sind, ermittelt werden.

Es sei:

) Fa)= 1 1 1 1

1n—gn -+ 2”—.2?” -+ 371_3/111 -+ 4:n___,L.n

—+..; also [#]<<1

Zundchst entwickle man die einzelnen Glieder in Potenz-
reihen, geordnet nach steigenden Potenzen von @, so folgt unter
der iiber ~ gemachten Voraussetzung:

11 1 __1[1 :5"+r2" o ]
17— n 1= 1__(3)71 - 17 12n 13 *
1
11 11 [1_'_.%% ™ :133"_'_ ]
Om__qgon _22 1_<i>n - Q— On 5 2971 O3n
2
111 _1[1+x_“ a | at J
— 9n g -+ g2 33

3 an B 1_&) 3

Alles addirt gibt:
2)  F(@) =8,+8a"+Ssa®+Spa¥+.  [@]<l1

dabei stellt S, die Summe der aten Potenzen der reciproken
ganzen Zahlen vor; némlich:
1 1 1 1

SQZ=P+2—H+3—7L+4—”+-
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Der Logarithmus von I' (1—) lésst sich, wie aus der Theorie
der Gammafunctionen bekannt ist, durch folgende Potenzreihe
ausdriicken:

1 1
3) lgI‘(l—x)sz—n-QSzmz—i—-g S3:c3—|—iS,*m‘*—|—...,

wobei € durch nachfolgende Gleichung bestimmt wird :

C=1lim (1 +%+%+. —+—;—1g1-)=0-57721566. .

Es ist ferner bekannt, dass aus der Reihe
(@)= A4+ A v+ Aa*+ A3+ . .

der Werth der nachstehenden Reihe durch die Summe be-
stimmt ist:

n—
P 2y-rz
¢ (@)= d,+ A, x"+ A0, 2" A3, 0% ~+-. Z f(xe,

o(x) ist fiir alle > convergent, fiir welche £ («), die urspriingliche
Reihe convergirt.

Dieser Satz auf Gleichung 3) angewendet, gibt, wenn in
der Potenzreihe fiir IgT' (1 —a) immer (n—1) Glieder weggelassen
werden:

4) o (x)=- S,ﬂ: -+ 21

SZ?L"“"’ -+ — S3n’b3n -+

3n
n—— 1

_—Zlg I (l—we e — -lg'ﬂ P(l—zes

Wird hier n als gerade Zahl vorausgesetzt, so geht die letzte
Gleichung durch Vertauschung von & mit —u tiber in:

n—1

5) () =9(a) = L Ig ] (1o

3

Durch Addition von 4) und 5) ergibt sich:

a—1

6) 230(;v)=71—llg Il I‘(l—e—xe?gTTi) r(l—we,
0

2wt

)
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Berticksichtigt man die Fundamentaleigenschaft der Gamma-
function:

N(1-+3) PA—)) = " wobei [i] <1,

so verwandelt sich die Gleichung 6) in die nachstehende:

n—1 a:-:em
7 250(%)—,;% 7

e

0 sin (wme- L )

Der Z#hler kann leicht umgeformt werden, denn es ist:

n—1

ont N
" e T o U2 )] g (n—1)wd

= ¢08 (n—1)m—+i sin (n—1)n =—1;
da (n—1) ungerade ist, demnach geht 7) iiber in:

— i

) 29 ()=, lg T =

n sin (vn-e
0

Es sei der Kiirze halber:

n
——1
n—1 2 n—1 .
e,

P= ﬂ sin (wre - ) = ]] sin (mrre P ') Il sin (ne fz »)

.....

7
5
B_
2 n—1
2 g,

=sinaz |] sin (mnegf—:i) sin (mneﬂi) [l sin(zre)
1

§+l

Der letzte Factor kann folgendermassen umgeformt werden,
wenn die Substitutionen in umgekehrter Ordnung ausgefithrt
werden:

n

_+ 1 zZ_

I sin (ame ,, ) = ]] sin (a:-re
n—1 1

oym')
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Dies beachtend, hat man fiir P den Ausdruck:

n
=1

92

P= —gin?*zx | [sin (a:ﬂe%.) sin (17‘7:8
1

?y

)

12_1

)
= —sin*rz ] w(z,9);
1

dabei steht o (v, ¢) zur Abkiirzung fiir den Ausdruck in der
eckigen Klammer. Werden darin die Exponentialgrossen durch
trigonometrische Functionen ersetzt, so folgt:

. 2r . 2gm

w (@,) =sin | #x cos IT 4 i wnsin 9T
! n n

. 297 . . 2gm

sin (@n e0s =— — ¢ @xw sin ~—
: n n

und wenn hier noch das Product der Sinuse durch die Differenz
zweier Cosinuse ausgedriickt wird, so gibt dies:

o (2,9) = ! icos [ 2ixw sin g‘Z—nJ — €o8 ( 2xm cos -2ﬂr]§

n

1 . 2gr 297 2(7':
. Z_‘ e2aw SlllTL - g—2am s“‘— — 2 co8 21171' COS — g
n

Setzt man in Folgendem zur Abkiirzung:

2(/n

2/ und g, =Cos =,

A, =sin =
so geht P iiber in:

n

— -1
\n—2 2
P = —sin*me @J [I {e?emr4-e—2e9—2 cos (2xmp, )}
1

und aus Gleichung 7") wird alsdann:

2”—2.’!7"71'”

1
8)  2()=-lg —

sin?ra I {92792 cos (2amp,)}
1
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Durch Differentiation dieser Gleichung nach x ergibt sich:

n 1
2._

, 1 2= 2r
9) 2¢'(x) = Piianie cotg mr— . Z ¥ (2,9).
1

Der Ausdruck unter dem Summenzeichen ist durch die nach-
stehende Gleichung bestimmt:

g(e_m—>g__g—"ﬂ>9)+2py sm(?a,r:pg)
279 g—209 2 cos (2wnp,)

4) Y (®9) =
Wird jetzt auch Gleichung 4) nach « differentiirt, so folgt :
30/(3:) — Snt,vn—l+Sz7lm27z~1_*_b'3u‘,v3n—l_}_84nm471—1_,__ ..

und nach geschehener Division der letzten Gleichung durch z»—1
folgt:

X A
’U’S_) Sn_'_Siut'vn_'- Ssnw27z+84nwon+ .

= F(x)

Substituirt man in die letzte Gleichung den Werth des
Differentialquotienten ¢’ () aus Gleichung 9), so erhélt man:

n

7 =1

1
[cotgmar ~+ Z b (2, 9)]

237" — nat— oy i—1

10) F(z) =
und wenn « durch > ersetzt wird, so folgt fir —n< x<<-+n
T

107 —F[ } 1 ~+ 1 -+ 1

o 12— 2nn-n — 3nnn_wn

n

51!

1

1
o nat [COtg v Z “b[ H

. 2
fir » =4 gibt Gleichung 10), da ¢ = 1 und A, = sin _‘ZE =1

und g, = 0 ist das leicht zu beweisende Resultat:
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1 1 1 1
- TSR w—— RS
1 n erry-1
—_ ﬂ 4 T3 Cotg T —+ %_—_.1J .

Zur bequemeren praktischen Berechnung mogen zwei Fille
unterschieden werden.

o) n=4p—+2 und B) n = 4p.
Wird in ¢ (w,g) statt g.. (% —g) eingesetzt, so stimmen,
wie sich leicht zeigen ldsst, die Substitutionsresultate ¢ (x, ¢) und

¢ (m,% — g) iiberein. Es ist namlich:

2 ﬁ —g|r 9
An — sin _<2___>_ — sin ﬂ = >~¢7
e —g n n )
und
2 n
— <——? _g>j = CO0S 29” =
p_"l_ _g = COS — 7 = 7 - —pg‘

2

Dies beachtend, gibt die Gleichung 4) nach ausgefiihrter
Substitution:

n
V(@ 5 —g) =¥ (@ 0)

und es ldsst sich die Summe in Gleichung 10) also umformen:

i—l n—=2 K 9

2 4 2

D @) = 4@+ ) b@9); firn=dp+-2.
1 1 n+42

4
Der zweite Theil lisst sich, wenn die Substitutionen in
umgekehrter Ordnung vorgenommen werden, folgendermassen
darstellen:

n+" n—~ n—2

Z Y (2,9) Z¢(%7§—Q>—Z4’(@’J)
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und es geht daher das Resultat der Gleichung 10) iiber in:

71—2
1
11) F(z)= S = [cotg e+ 2 Z ¥ (2, g J)}
g) Firn= 4p ist:
L;_——l l—1 3—1
PRICHE Z g+ + Y d@g)
1 n
Tt

Das Mittelglied ¢ (a7, ;-’) gibt:

erT TR

4‘(%4) s p——

und der letzte Theil der Summe kann wie frither behandelt
werden, ndmlich:

n n n n

7 T+ T i
Y@= @@= teg—9=> 4@9);
n 5 n
PR 77!
daher ist:
L 2
Z Y@ g) = +2v ¥(wrg).

1

Mit Beriicksichtigung der letzten Gleichung erhiilt man aus
10) fiir 2 = 4p:
2z %—1

i e¥r41
[cotg ma—- pEr | -+2 Z b(z, 9)]
1

o

1) F@) =g
Dabei ist ¢ (v, ¢) durch den Ausdruck bestimmt:

>\g (EQdﬁ)\g_c—Ql'“lg)—l— 2‘09 sin (237’7?9)
e2 L'Jg - g—g'v“)‘g—2 CcoS (255"799)

b(@,g) =
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und
2qr 2q7
A, = sin——; p, = cos -
7 n ' n
Um einige specielle Félle zu berechnen, setze man in

Gleichung 11) » = 6 und in Gleichung 12) » = 8, so folgt:
1

T
F(o) = o5 gt [cotg rar—+2¢ (2, 1)]
0 ” 1 /_' 1
AI=SlnF=§V3’ pi——COS§ ?
daher:
| 3_ emVi__e—me’_ +2siner
3Y(w, 1) = / ( )

e:cﬁlfg_e—a:wvg___Q cos o

Dies beachtend, geht die vorige Gleichung iiber in:

1 1 1 1
1020 T 968 T3 8 T 5

s -

7 1.-:V5__ —'c-:V&
1 i [cotgnm -+ /3 ¢ )+2 Sm»’”")]
V3 e—nl/5 2 cos

928 6a®
Fiir n = 8 gibt die Gleichung 12)

1 Tt.‘c

F(x) = 5s 8 = [eotg 4o —I—sz (@, 1)].

err___

In der Funetion ¢ (=, 1) ist:

. 2gﬂ . T 1 5. _ 7n _ 1 _
A = 51117 _San—§V2, py = cosz_§V2
und
2‘# (w, 1) _ V2 (eznl/_z—e~ml/_~>—|—2 l/? sin (airrl/?) ’
eV i =29 cog (wn\/2 )
daher:
1 1 1 1
Fz) = 188 98,8 s st s
1 n [ oto e 4 & w1l |/2(er—e—*+-2 sin a]
= 0a8 879087 e —1 e*+e—+—2 coS «

Dabei hat « den Werth: « = an |/9,
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Werden nun die Gleichungen 1) und 2) zuerst mit a»—!
multiplicirt und sodann nach « zwischen den Grenzen O und
integrirt, so entspringt die Gleichung:

e 1 1 1 1
17’—{6'n -+ 2”——{5‘” —+ 371____1.,1 -+ 4”-—{6'"

-+ J " dar

0

T
=J [Su" ™ 80, @ =83 - St 4L L L da.
0

Entwickelt man die Integrale linker Hand nach der Formel:

x —1 )
o= _11{;[1~ “iJ,

o) pr—a” n n
so folgt nach Ausfithrung der Integration der rechten Seite der
Gleichung:

,v?l xﬂ n

(1= ) e 15 e (1= ) e [ ]
—;{“g(l—l” —+lg ‘1 QnJ—n—lg 1 3 -+lg 1—474—1

1 n 1 27 1 3n 1 47 .
=;Snw —4—%82”19 +3—n83nw —0—4—7184.,13, “+. =p(x);
oder

—— (1= (=5 5] - F)
. 1 1 Y 2
- % 8 1 2gwi )

I sin(wre )
0

wenn fiir ¢ («) der Werth aus Gleichung 77) substituirt wird, fehlt
oder wenn man von der Gleichheit der Logarithmen auf die
Gleichheit der Grundzahlen schliesst:

n—1 g-‘ﬂ

. o . 2 [ sin(xre™ )

13 _”_J _“;}( _i]( _iJ J=_°__
)[(1 1~ [1 9n 1 3n 1 4n —xhan

n
——1
dsin?ra T [e¥mote—2omy2 cos(2amp,)]
1
o (2am)? ?

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXXXVIIIL Bd. IT. Abth. 39
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welch’ letsterer Ausdruck unmittelbar aus Gleichung 7) und 8)
hervorgeht. Wird zur Abkiirzung

A) f (@, g) = *™st-e29—2 cos (2wnp,)

gesetzt, so ist die letzte Gleichung in ihrer einfachsten Form:

NJ,;'

T e R

Um die Anzahl der Substitutionen auf die Hilfte zu redy-
ciren, mogen wieder die zwei Félle unterschieden werden:

a) n=4p-+2 und P) n=4p.

) Ml f(z,9) = nf<w, 9. '11 cy)
n—2 n+2 n—=2 n—

= ] f(=9) ﬂ/(x,[/) Hf("';.(I) Hf("v?

=1

Nun ist aber

J 7l J
f(, 9 —8) =1(=,9),
da
A = ), und pg_z_g= —p,

ist, also folgt:

n n—=2
—_—1

" f(”'v’ .(/) = [" f(‘% g)]2

und Gleichung 14) geht iiber in:

4
- 2 sinze 1L f(2, 9)
15) "[l—w—n = L ; fir n = 4p+-2.
! g (2zr)?
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B) n= 4p. Fiir diesen Fall lisst sich das Product folgender-
massen umformen :

n n
2 —1 Kt

1 7@9) = /@ 9@ 11 fw,9)

n n

——1 — 41

= 11 f(@, 9)-F(@rp)- I f(@,9).

Nun ist der letzte Factor:

n n n
Z1 ——1 =

Il 7@ )= 1l floz —0) =1 /(=)

——1

daher:

n n
—1 ——

2 1
Il 7@ g = —e ) f(e 9
1 1
Aus diesem Grunde erhiilt man aus Gleichung 14)

n

——
4
o o 2 sinnar (e — =) {I f(x, 9)
16) ﬂ[l—ﬁJ= - 3 n= 4p.
! ’ (2wr) 2

Durch Substitution von ? statt « findet man aus den letzten
w

zwei Gleichungen die Resultate:

i

% . 2 sin 11 (=, 9)
17)]](1_“7 ]= 1 ; firn = 4p+2

1 g 5

(22)*
=
2sinw(e*—e ) 1 f(—,9)

18) = ! -—; fir n = 4p.

(22)®
In 17) und 18) muss —n <@ <<-+n sein.
39 *
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Als Anwendungen der Gleichungen 15) und 16) mogen
einige specielle Beispiele Platz finden. Man setze in 14) n = 4
und in Gleichung 15) n = 6 und » = 10, so folgt nach kurzer
Rechnung:

at [ z“N a:'*J { rc"] __2sinna(e*t—e—)
(1—1_4J =gl )i =T

.’)}6 A .’L‘G .ZL‘G [UG
[=F) =5 =5 - )
__sinmw (e”V e/ 32 cos )
- 43

.’6'10 x 10 @x 10
@—WW—wW—m)

L e e AT jwn 5|

(B?VJO—‘_'Vg_'_g_ V7 _9 cos %C% 1+ l/fﬁ”

In Gleichung 16) n = 8 gesetzt, gibt:

a8 28 ( 28 28
- 253
_ 2sinn —e—) (e“V‘?—f— e—=VT_2 ¢os xrl/2).

(an')“ (e

Ersetzt man in Formel 13), welche einfacher geschrieben,
folgende Form annimmt:

n—1 2gme

Il sin (wre =)

- ==

x durchg , so folgt:
n—1 v 2058
I sm<7 e n j

[m“%ﬂ=”me—

1 \?2‘
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Durch Division dieser zwei Gleichungen ergibt sich:

2g7i
- o * 1 r»lsin(wme n ) ! [a:n M]
g =g 1= e[
; ! 0 sm<2 en > 0

naehdem der Sinus im Zihler durch Funectionen des halben
Bogens ausgedriickt worden. Das letzte Product kann jetzt auf
nachstehende Form gebracht werden:

n

——1

n—1 P 297md 2gmi n—1 Qgmi
Il cos(%egnl]= |] cos( J Il cos[%ze‘; ]

0 ) . n

o

n n

51 3!

'771—2gm,
= ﬂ GOS[ e n) ﬂ COS[ n ]

n

——1

2
= Il Py
0

dabei ist

P oS [”Tﬂ Oy_—lJ oS [a:r: Qn‘zg“i}
— —C n . _ n
7 2 2
Py, das Product der Cosinuse, ldsst sich folgendermassen
darstellen, wenn die Exponentialfunctionen durch trigonometrische
Functionen ersetzt werden.
2 . 2gn
I 2]

an
Py = cos (7cos7 g8

—— €08 — sin

xr 297 P QgrrJ
COS( 2 n g Ty

1 2g7 ) . 2gn

= 5 | eos | @ cos TJ —+ ¢os| ixn sin -
2gr 29w :

% [e¥= 5% 4-e—==5in % -2 cos (wr cOs 2”%” = % w(z, 9)

w (z, ) ist durch die Gleichung definirt:
B) w (@, &) = e o—+e~""y+2 cos (wmp,).

A, und g, haben ihre frithere Bedeutung.



604 Mildner.

Es ist demnach der Werth des unendlichen Productes:

n

R

10

Zur bequemeren Berechnung mogen auch hier die zwei Fiille
unterschieden werden:

u) n=4p+32 2) n=4p

«) Esist:
% 1 71:2 1_1

Il o9 =uw(0) Jlo@g [l @y
0 1 2

n—2 n—2

4
=u@0) Jla@g o4 —g)
1

1

Wie frither hat man:

und
fn_ =—Fg
und wie leicht einzusehen ist auch:

n
w(w, 5} —g) =w(z,9),

wenn in Gleichung B) statt ¢. . . —721— —q gesetzt wird, daher folgt:

7
—1

i —
2

+ 2
Ml o(@6)=»@0). | 1 @ )
0 -1
w(2,0) = 2(1+ cosan);

dies beachtend, gibt Gleichung 19)

71—2

i = (4 e

1
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T 2 ;-1
2 ) ) N
£ 11 w(@.g)=w(2,0) |[] o(@g). » (= Z) Il «(zyg)
0 1 A
n
%—1 %—1

n n
=0 (.Z',O) o (.’L’, Z) " o (x}.(/) ﬂ w (“3_2_.9)'
1 1
Das Product der ersten zwei Factoren ist durch den Aus-
druck gegeben:
@ ) 2
w(z,0) o, %) = 40082%” [8?+6—?] ,
also ist:

n

- —1

w| s

zn\2

1
o 4 2
Il «(x,9) =4 cos? a;;; [e?+e_ ?} [ Il » (=, 9)]
0 ; 1

Die Gleichung 19) geht somit fiir » = 4p tiber in:

n n

— 1 ——1

2 en . 4

21)]1[ (2J4:1)] [%} cos 7 (e3+e"2) | olzg).

1 1

Durch Substitution von n = 6 und n» = 8 gehen aus den
letzten zwei Gleichungen nachstehende specielle Resultate hervor:

8 2%) [ 28 aa
ﬁ“ﬂﬁ—ﬂb—ﬁﬁ‘ﬂ'

xrw
cosi (e Ve V‘—|—2 €08 ——)

i a® a8 a8
—FM“¥H“$N“ﬁ}

v
Cco8

| =

I

~—
—

f

oo| =

o s T s IR 5
T+e 2)(e2V e 2V~+2cos7\/2).
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Nimmt man von den Gleichungen 19), 20) und 21) die naty.
lichen Logarithmen und bildet die Differentialquotienten nach ,
so folgt:

2[lg {1— "I—J +lg [1_ 37] —f—lg( ;"]+ ]

n
——1

) 2
=n 1g7 -+ Z lgw (, 9).
0

und

1 1 1 1
— n—1
2nx I:l”—-éb‘" -+ Su__pn + B = T +. ]

n n
2 ——1

2 2

w(w,g) h .
= 4 m—"Zf/(%.‘/)

dabei hat v (2, ) den Werth:

)xy((fm."g—e_m)?)_?’ Eg sin (xn Pg)
e Thge T g—+2 co8 (2 p,)

(@, 9) =

also folgt fiir die unendliche Reihe, bei welcher im Nenner die
nten Potenzen der ungeraden Zahlen vorkommen, der Werth:

1 1 1 1
22) 1”—_3;-” -+ Jn__pn -+ R pn -+ n — o —+.
w
= G L7 (@ 9)

ebenso findet man aus 20) und 21) fiir n=4p~+2 und fiir n=4p
die Resultate:

1 i 1 1

23) ln—w” -+ 3"—.%’” -+ 5n_xn -+ 7n_,vn+ *
W _—2 Z (@, )]
—-1
T xrr
24) = g 85 em:_'_l —2 Z (@, g)]
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Fir n =2 und » =4 gehen aus der Gleichung 22) die
pekannten speciellen Reihen hervor:

1 -+ ! -+ 1 -+ 1 -+ = " tg 2T
12——-.’132 32__p? D22 ) . = iz —2—
und
1 L 1 - 1 -+ 1 I T " .(L'TE evt__1
F-—’.ZA 34—‘374 54——'(04 Tt B Q3 85 — et 41

und fiir n = 6 und = = 8 geben die letzten zwei Gleichungen die
bemerkenswerthen Resultate:

1 1 1 1
T6_ 26 T 358 T 6 Tt gt

/'3 (e%‘—vg—eﬁ %:VE) —-2gin E

= gnm _
122 2 eV i1 e 5/54.2 cos z
1 1 1 1
15 —a2° '« 3849 TR s
- or e —1 V_ —e [/ * —2 sin (an%)
_ |t —— — __l// [5
1627 8 2 el 2. ﬂl// el /L 1
?4e 2 4-2cos <x"V?>

Es ist ferner nach Gleichung 10):
1 1 1 1

F(‘T) = 1n—gon —+ Qi ___gon -+ 3n__pn =+ 4n__pn
: Z
_ t .
5 -[eotg mar + ¥ (2, 9)]

und wenn —;— statt o gesetzt wird, so folgt:

1 [aJ_ 1 N N
% ? - On__qon -+ 4n__gon 6r—am

n
——1

S [cotg2+2#(2,g)

2z ?na, =t
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Durch Subtraction der letzten Gleichung von 22) ergibt sich:

1 1 1 1
ln__mn _ 271 —_an -+ 3"—.’&'” - 4n_wn -+

= — 5 [1(@, 0) + 2 D 1 )]+ g loote

n
—1

‘*‘Z‘P(;)/) c)xn

n
—1

92

1 i1 2 ) od
= — g i s Zf\“?”“‘”(“”g)}]

Die Functionen ¢ und % sind durch den Ausdruck bestimmt:

@ 3 (e*—e—*)-+2p, sin
"P (?7 .(/) - e —-e—*—2 coSs ﬁ
. A (e—e)—2p,sin
(@, g) = e*+e*+2 cos B

Dabei haben « und $ die Bedeutung;
a = xni, und B = wnp,
Fiir die Differenz dieser zwei Functionen erhilt man:

x 40, sin B (e*+e—*)+4, cos B (e*—e—
P (77.(/)" n(z,9) = fe Ee"—n—e_“)z—"iycoszlg( :

N . 9, . .
€™ 81N <xrng -+ —’9;) -7 gin (mnpg-— @)

4 ! - n
ey e~ 2 cos (2amp,)

Es ist somit der Werth der Reihe mit regelmissigem Zeichen-
wechgel durch folgende Formel gegeben:
25) 1 1 1 1

T—an  Zign | Br—gr A gn

1 w
2z - nx*—! Llll zr Z 0 ('v)]
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wobei abkiirzend

I 297 I g
e gsin (xnp,~+ %)—i—e‘“‘*g sin (xnp,— ‘Z—)

Q) =

¢ g t-e %y 2 008 (207 g,)

gesetzt wurde.
Wird ferner in Gleichung 11) a durch% ersetzt, so ent-
springt die Gleichung:

n 1
-

1 ) 1 n nw \ [m ”
5 7 (5] = g g | o 2 ¥ pd))
fiir n = 4p—+2.
Zieht man das letzte Resultat von Gleichung 23) ab, so folgt:
1 1 1
26) — !

T O B g

-+ ..

n—32
4

1 T 1 x
=7 ﬂ"_'— na™—! [Sinwﬁ +Zt ; ¥ [? ,g]—n(x, g)H

n—

e
I S TS PV IR
1

227 npa! [sin

Durch dasselbe Verfahren gibt Gleichung 12) in Verbindung
mit 24) fir » = 4p nachstehendes Resultat:

¢ 1 1 1 1
27 — —
) 17— An__pon -+ 3n__ pn 4"—-3]”+ :

n

1

i —|—44Z Q (w)]

1 n [ 1 eme

-+ : ;
200 pa! [Sinmw e*t—
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—
Nej

Specielle Fille: Fiir » = 4 gibt Gleichung 25)

1 1 1 1 1 rr[l 2]

— -+ — I I R -+
18—zt 24—t Br gt 4r gt 2z 43 \sinmz  e-e—T

Fiir » = 6 und » = 8 erhilt man aus 26) and 27):

1 1 1 1
+

1645 90__ 6 g6__ 46 456

1 n 1

¢3VF sin[ F (3w—+2)]+¢ 2V 7 sin [ T (3a—2) J]
1. o ={ 1
228 ° 62% (sin na

= —{-4

e’”"VE—I- eV 3__2 cosnz

und
1 1 1 1

—— e — —+.
18— &8 288  38_p8 4848

T _ T _

1 x 1 9 e“’“V? sin [T 2z} 2+-1)]+e "/ Tsin by (2| 2~1>]l
=— o )= 4 ~ — =

2% " Ba lsinnw | em—e—m eV 3y e—oV2 2 cos(wn) 2) )

IL
Es ist nicht schwer, die analogen unendlichen Reihen und Producte auszuwerthen, wenn im Nenner a®

durch —a» vertreten ist.
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Fiir diesen Fall hat die Reihe die Form:

ey — L L S
1) (JL) - 17— -+ Oy pn 3n - pn 47z_|_mn =+

fiir [#]<<1 und » = 27.
Man driicke die Glieder dieser Reihe durch Potenzreihen
nach 2 aus, so hat man fiir alle «, deren absolute Betriige kleiner

als 1 sind:

1 1 1 " 56'2" xfm
Ty 17| 1o T 1m imT

1 1 l ot x?n x‘Sn
e o | T T am

1 1 r P m?n i
it 7 L TR R T

Dieses System von Gleichungen gibt durch Addition ver-
einigt:
2) F(2) = S,—Ss,x"+ 83,2 —S 2%+ .

Dabei ist wie friiher:

S — 1 N 1 N 1 N 1
O TR TR TR T
Setzt man in die Potenzreihe fiir IgI'(1—a) anstatt @. . wen
so folgt:

=l 2w 3nl ELTS

3)1gI‘(1—xen)— Cren—+ lSe Pt 3S en —+—4S en at 4+,

= B, x+B,x*+B,2’*+Bx"+. . .= f()
Es ist nach dem Vorhergehenden:

n—1
"g‘tz

@) B, 2"+ B, x**+By,x"+. .= Z f(@we n

und wenn fiir die Coéfficienten B,, Bs,, Bs,, u. s. w. ihre Werthe
eingesetzt werden, geht die vorige Gleichung iiber in:

3n

30(:0) = % {e"') S+ 21 (e-z )dnS’n'von—i— 31 (Bn] S3, 2374
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oder:

1 1 1 1
— " — S5, 202 3 3n " 242,
4) ¢ (o) - S+ o Soni® 3, Sz b Sin

und nach Gleichung a) ist:

n—1
2 gﬁi n—I1

1 T 1 20+1
5) ¢(x)= ?Z IgT (1—aen .en )=— lg ﬂ '(l—we ™= “'),
0

Wird in den Gleichungen 4) und 5) # durch —a ersetzt, so
gndert sich der Werth der Function ¢ («) nicht, da = der Voraus-
setzung zufolge eine gerade Zahl bedeutet und es ist somit:

p(—) = ¢ (@)
oder auch
1 n—1 1 n—1 2941
¢(x) = —lgﬂI‘(l—i—w n )——lgﬂI‘(l—xe n ™)
woraus unmittelbar folgt:

1 291 0y 2041
2ga(x)=71gl‘(1+xe n ) T(l—zxen ™)

und nach der Formel:

A
r-+x ra—y)= P
wird aus der vorhergehenden Gleichung:
1 n—1 ‘-Wi .
rme nx™
6) 2¢(@)=—-lg Il o

Das Product der Exponentialfanctionen im Zihler kann leicht
berechnet werden. Es ist ndmlich:

n—1 2g+1 Tl 5
—| 3540 —1)— . — 3 . e
i U3t A =lls — 0% % = €™ = cos nw—i sin nw

0

= 1; vermbge n = 2r.
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Dies beriicksichtigt, gibt Gleichung 6):
Xt

1
7) 2()0 (dﬂ = 7 lg n—1 29+1 |
Il sin(wre » ™)
0

Man setze fiir den Augenblick zur Abkiirzung:

n—1

P= ]] sin (Jme n ),

go ldsst sich dieses Product folgendermassen zerlegen:

n
——1

p LTh LU i
[l sin(zre = ™) |[] sin (wre » ™).
0 n

)

Der zweite Factor lédsst sich also umformen, wenn die Sub-
stitutionen in umgekehrter Ordnung ausgefithrt werden:

n

-1

n
B 2n—2g—1 |
I] sin (.'L'rre n ) = ﬂ sin(ere™ ).

n—1

P ist somit durch das Product gegeben:

n
——1

2 ‘_’_yﬁ_u. 2—2g—1
P= |] sin(zre » ) sin(axme 2 ).
0

Die Exponentialfunction im zweiten Factor ausgerechnet, gibt

n—2g—1 . —291 20-+1 .. 2941
e n “T=e n " =co08 / 7—1¢ sin 9 1
n

desshalb erhilt man fiir P:

n

——1
? . 2¢0+1 . . 2 ,
P= ]] sin [wrc cos g miwm sin I
0 n n

sm[ 08 2g+1 r—ixn sin 2g+1 n].

T
n n
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Wird das Product der Sinuse durch die Differenz zweier
Cosinuse ersetzt, so ist P durch den Ausdruck bestimmt:

7!

2¢
P= [[ cos (2xmisin J—;— w) — cos (2w cos %1

).
Der erste Theil der Differenz, durch Exponentielle aus-
gedriickt, gibt:

1 2 1
—2xw sin g+

"—I—e n ﬂ),

. . 29+1 1 20+
cos (2zmisin =7 m) = 5 (7
n

also ist:

k3
——1
>

19 T o R & ) 2¢+1
rP=1] T 332“”‘ T e T T —2 cos (2w cos 9
n

0

)

m|:

D) P = [ J H Zm)v_’_e—‘lm:‘/\g_? coS (2.’1?/1'9?);

0

A, und g, sind durch die Gleichungen gegeben:

2
'(/—’_17: und p, = cos 2'(/:—11:.
n

Ay = sin

Durch Substitution des Werthes von P in Gleichung 7)
erhélt man:

n

Z—1

1 ,
) 2¢(x) =1g2xn)— - lg ] {e*v+e2"—2cos(2zmp,)}.
0

Durch Differentiation der letzten Gleichung nach ergibtsich

/ 1 o A (e e=27hg) 20 sin (2amp,)
2¢/(@) = —~—— Z >y e g—2 008 (247 p,)
%_1
1 27
— ; — Tl 2 (.Z', (/)
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Die Function o unter dem Summenzeichen ist durch den
Ausdruck bestimmt:

X . Xg (02.u1r3;9___e—2:cn:}‘g) +299Sin(2$ﬂpg)
A) w (@, g) = Hr— ey, 2 cos (2wrp,)

Aus Gleichung 4) folgt durch Differentiiren nach z und
nachheriger Division dureh —az»—" alsogleich;

L3

(2 1 n
.t )=F('”)=_§;ﬁ+n.—_lz (@, 9),
0

(L'”_l Y, i

nachdem der Werth fiir den Differentialquotienten ¢’(2) aus der
vorhergehenden Gleichung eingesetzt wurde. Es ist somit:

——1

9

1 w
8) Flo)=—5-+ " Z (@, )
Durch nachstehende Umformung soll die praktische Aus-
rechnung von F(z) vereinfacht werden. Man unterscheide wieder
die zwei Fille:

a) n=4p und B) n=4p+2.

Im ersten Falle kann die Summe folgendermassen umgestaltet
werden:

n] nl nl
2 4

Y owp=Y v@nr Y v

0 0
4

Der zweite Theil der Summe kann gleichfalls auf eine andere
Form gebracht werden, wenn man die Substitutionen in um-
gekehrter Ordnung ausfiihrte. Es ist dann:

n n
— ——1

4 4

Z w (@, g) = Z o (z, % —g—1);

0

——1
9

Sitzb. d. mathem.-naturw. Gl. LXXXVIII. Bd. IT. Abth, 40
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daher:

n n

Z v (z,9) = Z [w(2, g)+o (=, % —g—1)).

Es lésst sich leicht zeigen, dass die Functionen in der eckigen
Klammer einander gleich sind. In w (2, g) erscheint ¢ nur in ),
und in p,.

Durch Substitution von (7—21 —g—1) statt ¢ erhélt man:

An = sin " =W a2l
3 n n
und
. - Sn—?g—l o cos 2¢+1 o
i n n o

Dies beachtend, geht o (z, —721——'(/—1) in o (2,¢) tber und

es ist:

% n
2 ——1

4
Yol =2) g,
0

0

daher gibt die Gleichung 8) fiir n = 4p:

2
1
1 2
9) F(w):——2—~—|— "

rr n xn—l'
0

w(z, 9)

B) fiir n = 4p—+2 zerlege man die Summe, wie folgt:

2 4 =2, 2
2 4 2
O n—2
Z w(z, g) = 2_‘ o (2, g) + Z w(x, ¢)+w (2, T)
0 0 n—2 +1

4

n—

2 G s
Der Werth von o (a,—) ergibt sichsofort aus Gleichung 4):

n

n—2,  eTHe " eFr]
w (‘1"7 4 ) - pET T = e __1
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ud der zweite Theil der Summe kann auf die Form gebracht
werden:

n—2 n—=2 n—=2
- —1 ——1
+1 4 4

Z w(@, g) = Z w(a, 2 g—1)= Z v (2, 9g)

n 0 0

also geht die obige Summe {iber in:

n n—2

——1

—1

2 >

Y o= P +2 Z w (@, g)

0
und man gelangt fiir n = 4p—+2 zu dem Resultate:

n—322

—|—2 Z lw(a,, (/)]

Specielle Fille: Fiir » = 2 gibt Gleichung 8) die bekannte
Reihe:

1 1 1 1
Pha? TPt | Baat | Poa

1 L T [ 2wy ]
2" nan! e

10) F@)=—

-+

1 " i e +1
20t ' 22 err—1'

und fiir » =4 und # = 6 folgen aus Gleichung 9) und 10) die
Resultate:

1 1 1 1

Tz Okt T GE gt RAP TS S

_ LT [/2 eV T g—anl/2 4 9 gin(wn |/ 2)
2 4 &€ ean§+e—:cﬂV‘3—2 COS§ (.’L‘TE VQ)

1 1 1 1
T a® 90, o8 VB8 T
1 LF [e*m+-1 N e*—e—"4-2|/3sin (anV?T)]
225 © 6a®Le*™—1  guny p—an__2 00 (en)/3)
40 *
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Werden die Gleichungen 1) und 2) mit a»—? multiplicirt unq
sodann zwischen den Grenzen O und @ integrirt, so folgt:

of 1 1 1 1 ’
J [1"+x" RS T Ty ] orde

&
=J (S — 8y, =Sy — S - L dee
0

oder nach Ausfithrung der Integrationen:

(18] e (1 o) e (1) e (102 ]

1 1 1 1
= St —o 83,02+ — 3 Spp¥— 1 Sprtr . = —g(2)

oder nach Vereinigung der Logarithmen in der Klammer unter
Berticksichtigung der Gleichungen 7) und D)

vl h-gloE] ]

n—1 2941 .

[} sin(zne » 1“)
f—l }— 3 0
2% g xran
Es ist ndmlich nach D):
—1 29+1 o 1 n%—l
B p=[lsnGere * ) =(3) 1 r@g),
0 0

wenn die Function f(x, g) durch die nachfolgende Gleichung
erklirt wird:
f(z, g) = ™ o+e2*™—2 cos (2anp,).

Ubergeht man von den Logarithmen auf die Grundzahlen,
so folgt alsogleich:

|~|§

a" " " " 2 H f (@ 9)
1) Hl+1n}[1+2n}(1+3 ][1+/F] J =G 9

Dabei liegt & zwischen —+1 und —1.
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Um die Anzahl der Substitutionen zu vermindern, sollen
abermals die zwei Fille a) n=4p und ) n=4p-+2 unter-
schieden werden.

«) Fiir # = 4p kann der Zahler in folgende zwei Producte
gerlegt werden:

n n n

Z -

Il f@9)= 19 Ilfg.
0 0 7_:
Der letzte Factor ldsst sich also umgestalten, wenn die
Substitutionen in umgekehrter Ordnung geschehen:

n n n

B | ——1 Z

Il /@9 = I @y —g—1) = Il (2, 9)

I
2¢+1 i

n
. 29-+1 . ,
und in p, = cos 97"« vor und es ist bereits von frither her
n

denn ¢ kommt in der Function f(z, g) nur in i, = sin

bekannt, dass 2, = 2, und 2, = —p, ist, desshalb geht

T 77
auch die Funection f(m,;—L —g--1) tiber in f(x,¢), also hat man

fiir das Product:

n n

Il 7@ 9) =1 IO] f(@, 9l

und es nimmt die Gleichung 11) die Form an:

”)P+1%+§W+§H+%} @ )

fiir # = 41;,
B) Fiir n = 4p—+2 kann der Zihler in Gleichung 11) in
nachstehende Factoren zerlegt werden:

) n—=2 n

——1 z—1

=Nl f@o)r[e252). 11 g

n—2

- +1
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Der mittlere Factor ausgerechnet, gibt den einfachen Wert}

n—2 ] .
f {x,—4 ]=(0““—6_“)2
und der letzte Theil des Productes kann #hnlich wie vorhey

umgeformt werden:
n—2

”n —2
"——1

——1

Il 7z 9) = " f(.z,g—,]——lﬁ-— ﬂ f(@ g)
7‘;2+1

daher liefert Gleichung 11) das Resultat
xn]

o ()00 )b

T fang)

n

(2.1:7:)?

n—:2
-1

Durch Einsetzen von » = 2 in Gleichung 11) findet man das

bekannte Product:

evT— g—n

2w

2 ,L,Z]

()5 5
Aus den Gleichungen 12) und 13) folgen durch Substitution
von # = 4, = 6 und » = 8 noch die Resultate:

g5+ 5
[exF eV 22 cos () 2)]

da*n
46 26 b a®

(1—6— 16] [1 - 26J [1_'_ ?*] [1 ” 46]

S oo 2 cos amf )
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'IS'S ,vs JL‘8 xs
[1* 13] (1 + 28] (1+ 38J (1 - 48]
— 1 awn —ar___9 cos )( b _g—~dn__9Q
-W(e “+ e — m)(e —2 cosan).
Dabei ist:

a=x [/2—\/§ ud b=« [/2—;—1/‘2.

Substituirt man in Formel 11) statt 2. so nimmt das

2 b
Product die Form an:

an " " " 2
“1+2H1+4T“M]+6_n](1+§n]' ]
n—1 L~ 2941
20 I sin (2 ¢ n «
ain (37 5 )

x’ﬂnﬂ

n
——1

Pl

Bei dieser Umformung wurde [] f(«, ¢) vermige Glei-
0

chung E) durch den Zihler des Bruches in der letzten Gleichung
ersetzt, nebstdem kann 11) in folgender Gestalt geschrieben

werden:
1 7J(1 a;.n}[l mn][l ”,U_HJ ]2— H sin (wn:e n )
[[ -+ 1 -+ gn -+ 371 =+ 4n * - '

Durch Division dieser zwei unendlichen Producte entspringt
die Gleichung:

" ™) " " 2
14) [(1+ﬁ][1+37J[1+5—nJ[1+ﬂJ' }
xrrw 2g+1 m‘J

n—1
= |] cos (— e n
0 2

n—1 2g-+1

Ieh setze zur Abkiirzung:

n—1 rr 2y:—] i
P = ﬂ CcOos 7 4 3
0 N
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so folgt:

n n

——1

2

9 e}
xr ~!I+1.. xn 29+1 .
P=1] cos[—e w ”] ]]cos [—e n J,
; 2 3

wenn die Substitutionen beim zweiten Factor in umgekehrter
Ordnung vorgenommen werden. Letzterer lisst sich auf nach-
stehende Weise umformen:

n
2 Trm ..g+] 77 2n—29—-1m,
]] cos 5 ]] oS »

n
——1

2

: xr _ WA )
=] cos[—e > ’"J
o 2

l\'7|§

2nms

da ¢ = 1 ist, also hat man fiir P den Ausdruck:

2

2 2941 | 2941
P= ]] cos(‘%reg” ] coglwg s m]

=

1

— “ — [COS (.%‘71' cos %gli 77)+OOS (an_ sin 2g+1 ﬂ:)]

0 2 n n
_[lf c08 (0 2g+1 Y+ 1 em:sin‘fﬂjﬂ 1 _z“ingg_-;iﬂ]
— 9 [ (-Z'Tf 0 ” i 9 n _|_.§e Py

1y, ;
= [3] {e"™~e—*"9+2 cos (wrp, )}

hier haben 1, und p, ihre frithere Bedeutung, némlich:

29+1

T
n

2¢+1
A, = sin '(/: x und p, = cos

und Gleichung 14) gibt das Resultat:
n ar " an 2
) (151 05 0-F)

n

——1

= [%]n 21:[ V(@ 9); —l<ae<<+1.
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(@, ¢) ist durch die Gleichung bestimmt:
U(@, g) = e™g+e—""y+2 cos (wmp,).
o) Fitr n = 4p+2 ist:

n n—2

Z—1

40 = T #0400 _11 (@, 9).

n
—+1

!

—1

Fiir das Mittelglied im Produecte erhilt man den Werth:

71_2 DT —XT
P @y —— | = AT —+2

und der letzte Factor kann dhnlich wie in den fritheren Fillen
umgestaltet werden, wenn man von riickwirts zu substituiren
beginnt, Es folgt dann:

n—" n—=2 n—=
it - ! - !

1 b9 - v g—y=D= Il 4@

n
—1

2

weil

ist, daher geht die Gleichung 15) iiber in:

1 " o ,vn]( wn)
) (1+1 )[14“3 }[1+5 o

T xT

=[%J (e?4-e™ 2) ];l v(=, 9)-

n—2

B) Fiir n = 4p hat man:

n n n
31 Tt 3!

I] v(®g) = [l P, 9)- l] v (@, )

4
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Der zweite Factor kann wieder auf die Form gebracht
werden:

n n n
—— T -1
5 1

ﬂ H”(mng) " ?(‘2’7 __J_l) = " &P(.’L’,J)

n

Dies beachtend gibt Gleichung 14) fiir n = 4p

N N (e N R

Fir » =2 findet sich aus Gleichung 14) das bekannte
specielle Resultat:

[1+1:J[ B:J(1+5:}[1+’?‘3 e IGETE

und fiir =4, n = 6 und » =8 gehen aus den letzten zwei
Gleichungen noch folgende specielle Ergebnisse hervor:

Jl- ,vlk x-’l .’U#}
[ ) (gl (150 (1 )
@ Z —an Z ER
:l[e*V'l—i—e VZ—i—?cosacrr l]
4 2
,vﬁ' JUG ‘,L.G' ’UG
151+ 55) 0 5 0

am lm

8(.9 “+e 2)(¢,°—|—e O—|—2COS—|/3)

a8 a® s a®
[l—n— T‘E’J [1—|— 3—8J {1 4~ ?J (1—!— 78J
=16 (e +e"+2 cos b)) (e"™ e~ -2 cos anm)

Dabei haben « und & die Werthe:

Lo Lo %
=/ v=5l 2z
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Nimmt man von den Gleichungen 15), 16) und 17) die
natiirlichen Logarithmen und differentiirt dann nach 2, so ist:

5!

2[18.(1_,_';J +lg (1—5—3 ] —+lg (1—0— ] nlg = -1—21{;4»(39, 7)
und
%—1
L1 1 1 1 _ Wz
Inx ! [171+x7L -+ gy gt -+ Rr_ qpit -+ 7n__|_mn -+ } - W
0 9

folglich hat man fiir die Reihe in der eckigen Klammer:

7
——1

P)

2

1 1 1 1 ™
B) T T 3ae T o T T T e L7 @ ),
0

wenn der Bruch

f(a},g) _ :
V(v g) — @9

gesetzt wird, und % (@, ¢) ist durch den Ausdruck gegeben:

Ao (¢ —e™" ) —2p, sin(wmp,)
e g+e " —+2 cos (wmp,)

K (‘v; ) )=
Ebenso gehen aus den Gleichungen 16) und 17) bei #hnlicher
Behandlung die Resultate hervor:

1 1 1 1
19) 4+ = + = + = -+
171_'_:011 3/z+xn it 7"—'—(17"

”_‘_9_1
w e —1
:2'"‘%.7&—? { m_|_1+2 Z ﬂ(‘z'? g)}
%—1
T
20) =i Z (@, 9).
0

Formel 19) ist giltig fiir » = 4p—+2 und 20) fir n = 4p.
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Fiir =4 und n = 6 erhilt man aus den letzten zwei

Gleichungen die speciellen Formeln:
1 1 1 1

+ -+ -+ v
1442t ' 3442t  Brtrat Tat
.\/I e 1
eV T —e 2—251n an

—+ .

I

ol =

11

= 4a3 Q_ aml/T -
/ e | 2+e "—i—2 cos xrrl/

1 1 1 N 1
+
1642 T3 8 B0 a® 1ot a

w]»—&

e%"—e— %1—2 /8 sin [g V?T))

) .

= gel‘"—l .
T 1228 Ze“"‘—l—l

e?4e 242 cos L%-VOT) S
Es ist nach Gleichung 8):

1 1 1 1
i TR T R U

F(x)=

n

—

1 n
_anh'—”a?z:l Zw (x7g>
0

und wenn - statt 2 substituirt wird, so folgt:

2
1 P (ﬁ] 1 1 1 1
27\ 2) T o T Tha G | e

n

——1

1 1o X
= T % T on ; @ (ﬁ’ 9)-

Durch Subtraction dieser Gleichung von 18) ergibt sich :

1 1 1 1
1‘n_|_‘z-n - 21;_|_xn =+ By - 4:"+.Z'"+

n

——1

1 7 2
= 2an + 2"7——1; [ (2, g)—o (y, 1B
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Die Functionen » und « sind durch die Ausdriicke gegeben:

Ay (6*—e=*)—2p, sin B

(@ 9) = e"—+e"+2 cosf
. A, (e*—e=")+2g, sin
@ (§’ 9)= ¢*+e—*——2 08 3

Dabei ist zur Abkiirzung:
« = @), und B = wnp,
Tiir die Differenz dieser zwei Functionen erhilt man:

x —dp, sin B (e*~+e—%)— 42, c0s B (e*—e%)
(@, .‘/)"“”(?7 9)= ‘ e -2 (1 *gg c0s?p)

29+1ﬂ_)

—+1 N
g m)—+e "y sin (wwp,— ~

€™ sin (Xmp,—+-
=—4,

82;4;7:'/?__*_8—2:0.7)‘9_2 CcoS (2'1"‘7‘057)

Es ist somit der Werth der Reihe mit regelmiissigem Zeichen-
wechsel durch folgende Formel gegeben:

1 1 o 1 1 N
17— 2;z+£vn 311_,_:’/-71 4n+ww

21)

——1

1
= 2»’5‘” = ﬂaf"h Z Q (m),

wobei abkiirzend:

29+ .
™9 sin (a:rrpg—l— n) ~+e~" " . sin (wrp,— 2’#"‘%

Qw) =

e?a.nl,g_'_e—Q.cNLJ_2 cos (2(1?7!‘09)

gesetzt wurde. Wird ferner in 9) « durch l ersetzt, so gibt dies:
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Zieht man dies letzte Resultat von Gleichung 20) ab, so folgt.

1 1 1 1

22) 1"—!—.7)” - 2)z+$n -+ 37L_|_xn - 4“‘—!—.1‘" —+
%—1
1 7 @
=g T OZ [ (@ g)—w (5 9)]

n

1

1
=g W_l ) 0@ =4
0

Durch das analoge Verfahren gibt Gleichung 10) in Ver-
bindung mit 19) fiir » = 4p—+2 nachstehendes Resultat:

1 1 1 1
1n+wn - 21z+xn -+ 311_’_.,1;11 - 4:"—!—.50"

23)

n—=a

-1

1 2r
=95 L,n e Z 0 (@‘)]

Aus den letzten zwei Formeln gehen durch Substitution
von » = 4 und » = 6 folgende specielle Resultate hervor:

1 1 1 1
Voot 2ot - T

1 . oV Fsin [i (2a)/ "2+1)} e/ Fsin [% (22— 1)}

ot Z° e/ 2 g—ai/ 22 cos (2 |/ 2)
T a® 20528 | 304 a0 dogat T 90 345

% L % sin[ 5 (3//3-+1)] ¢ T sin [+ @y 5—1))|

e —e evm—-e—"—2 cos (vr)/3) )
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