
591

Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte und 
Reihen,

Von Reinhard Mildner,
Bealschiüprofessor in Bömerstadt.

( V o r g e l e g t  in d e r  S it zu n g  am 12. Jul i  1883.)

I.

Es soll der Werth der nachstehenden unendlichen Reihe für 
alle x, deren absolute Beträge kleiner als 1 sind, ermittelt werden. 
Es sei:

Zunächst entwickle man die einzelnen Glieder in Potenz­
reihen, geordnet nach steigenden Potenzen von x, so folgt unter 
der über x  gemachten Voraussetzung:

x%n
l n—x n 1*

1 _  1
2"— x H 2"

x n x -n1 -1--------1------
I 2 n  ' ]_ 3 ji

X n  X ~ n  X m  

2?l  ̂ 22?l  ̂ 2:̂n

1
3n— x«

_1
3 ”

■(!)"

X “ X^n

3^
X01
3^

Alles addirt gibt:

2) ^ ix )  =  Sn-\-S2nXn~\-Ŝ ,nX-n-\-SinX̂ n-sr- . \x\ <  1

dabei stellt Sn die Summe der wten Potenzen der reciproken 
ganzen Zahlen vor; nämlich:
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592 M i 1 d n e r.

Der Logarithmus von T (1—x )  lässt sich, wie ans der Theorie 
der Gammafunctionen bekannt ist, durch folgende Potenzreihe 
ausdrticken:

Es ist ferner bekannt, dass aus der Reihe

f ( x )  =  A0-\-Ai x-hA zx*-hA3x 3-h ..

der Werth der nachstehenden Reihe durch die Summe be­
stimmt ist:

y(x) ist für alle x  convergent, für welche f ( x ) ,  die ursprüngliche 
Reihe convergirt.

Dieser Satz auf Gleichung 3) angewendet, gibt, wenn in 
der Potenzreihe fü r lg T (l — x) immer (n— 1) Glieder weggelassen 
werden:

Wird hier n als gerade Zahl vorausgesetzt, so geht die letzte 
Gleichung durch Vertauschung von x  mit — x  über in :

wobei C durch nachfolgende Gleichung bestimmt wird:

C =  lim (1 +  - +  - + .  -+- -
£ ö V
1 1 1

— lgr) =  0 -57721566 ...

0

0

B) r  (— ■*) =  ? (* ) =  7. 'g  fl (1 -+-a*nr)
n 0

Durch Addition von 4) und 5) ergibt sich:

6) 2y(tf) =  i l g n r ( l - w « ?? )  r(l—x<rf-) 
11 0
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Beitrag zur Ausweichung unendlicher Producte und Reihen. 5 9 3  

Berücksichtigt man die Fundamentaleigenschaft der Gamma­
function:

7rXr(ln-A) I \ l -A )  =  - {— ; wobei [X] <  1,

so verwandelt sich die Gleichung 6) in die nachstehende:

2 grd
/ \ 1 , n~ 1 X7ce~,

7) 2,y(a7) =  - l g  tc —
0 sin (xTce^)

Der Zähler kann leicht umgeformt werden, denn es ist:

n '«M r =  ef'p+=+»+---+(»-i)]
0

=  cos (n— V)K-\-i sin (ii— 1) n =  — 1; 

da (m— 1) ungerade ist, demnach geht 7) über in:

n  / \ 1 1 — X n TCn2f  (x) = - lg — ^
n sin ( x n e ~ )
o

Es sei der Kürze halber:

n ----1
n— 1 o - i  2 o • n— 1 9

P =  JJ sin (ocne^ ) =  J] sin (xne^ir) f] sin (xn e^ r)
0 0

2 „ n—1 „ .
¥¥ • / 2gri\ • / n  • / 2?rr\=  sinjra? sin (xne— ) sm (xne ) ]J sin (oGKe~)

T+l

Der letzte Factor kann folgendermassen umgeformt werden, 
wenn die Substitutionen in umgekehrter Ordnung ausgeführt 
werden:
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59 4  M ildner.

Dies beachtend, hat man für P  den Ausdruck:

t »  • o n  r • /  - ? ,l\  ■ f  2 n 2g _ ;sP = — Sin *’koc J| |sm(#7r e ~ )  sin (ccne— —̂ iU) 
i

_ — i 
2

=  —  sin 2k x  J] w ( cc, g ) ; 
i

dabei steht w (cc, g) zur Abkürzung für den Ausdruck in der
eckigen Klammer. Werden darin die Exponentialgrössen durch
trigonometrische Functionen ersetzt, so folgt:

y x . f 2qn . . 2ük
oi (x.q) =  sm xn  cos —— h i xn  sin

K 1JJ l n n
, ( 2qn . . 2nnsm xn cos —------ t xn  sin

 ̂ n ii

und wenn hier noch das Product der Sinuse durch die Differenz 
zweier Cosinuse ausgedrückt wird, so gibt dies:

oi (x ,g) =   ̂ | cos 2icct: sin — cos  ̂2xn cos

_  l  | c2*k sin2-J  e -2 x x s in --^ ----  2 COS f 2X K  COS —
% ( l. 11

Setzt man in Folgendem zur Abkürzung:

. 2qn 2gn
Aa =  sin und =  cos -±L-  

11 11

so geht P  über in:

P =  — sin*ffa7^j” 2 17 {e2x*lv -h e-2x*lv— 2 cos(2ccnpg)\

und aus Gleichung 7') wird alsdann:

1 2n ’̂ X n7X11
8) 2y(.r) =  - l g ------------- ;-----------------------------------------

sin27ra? II {e2:ciz)'g-+-e~ 2 x K lg — 2  cos (2 o?nrp̂ )}
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Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte und Beiheu. 595 

Durch Differentiation dieser Gleichung- nach x  ergibt sichr
71

2

1 2k 2k V '
9) 2y'(a?) =  -  — —  cotg kx~  —  ^   ̂O , </)•

i

Der Ausdruck unter dem Summenzeichen ist durch die nach­
stehende Gleichung bestimmt:

s in (2 x k 9,)
A )  Y V  > y )  e 2.c-'f.g_i_e —2.VT,lg— g COS ( 2 x K p g)

Wird jetzt auch Gleichung 4) nach x  differentiirt, so fo lg t:

f'(x )  =  SHXn—'-hSinX2''1—1-hS3n^n~ 1-hSinXin—- . . .

und nach geschehener Division der letzten Gleichung durch x n~ 1 
folgt:

x n
=  F ix)

Substituirt man in die letzte Gleichung den Werth des 
Differentialquotienten f ' (x )  aus Gleichung 9), so erhält man:

71 1
10) F (x) =  ^  [cotg k x  h- ^  $ (x , g)]

i

und wenn x  durch — ersetzt wird, so folgt für — tt< x < - t - n
K

10') 1 ^ 0  = ----- --------- |_.----- --------- 1-------- --------- h .
X n {.K J l nK n X n 2 nKn — X n 3 nKn X n

U 1
cotgar-f-

2xn nx11 1

für n =  4 gibt Gleichung 10), da g =  1 und ~kg =  sin = 1  

und pg =  0 ist das leicht zu beweisende Resultat:
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Zur bequemeren praktischen Berechnung- mögen zwei Fälle 
unterschieden werden.

a) n =  4p-h2 und ß) n =  4p.
IX

Wird in ip(cc,g) statt g . .  ( — —g) eingesetzt, so stimmen, 

wie sich leicht zeigen lässt, die Substitutionsresultate $ (cc, g) und
71tp (x, — g) überein. Es ist nämlich:

. . 2gn\n =  sin —---------— =  sin -z— =  1
—  — g  n  n

und

 ̂(~2 n 2gnpn =  cos —---------— =  — cos - ^ - = — p
‘ —  — g 11 n  1 y

Dies beachtend, gibt die Gleichung Ä) nach ausgeführter 
Substitution:

'P =  ö)

und es lässt sich die Summe in Gleichung 10) also umformen:
n n—2 n
1 4 2

■p (v, g) =  ^  $ (cc, g) -+- ^  -p (#, ff) ; für  ̂=  4p-t-2.
m+2

4

Der zweite Theil lässt sich, wenn die Substitutionen in 
umgekehrter Ordnung vorgenommen werden, folgendermassen 
darstellen:
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Beitrag z u r  A u s w e r t h u n g  u n e n d l i c h e r  P r o d u c t e  u n d  R e i h e n .  5 9 7  

uncl es geht daher das Resultat der Gleichung 10) über in:
n—2 

4

n )  F W  =  2 £  H * ' 9)
1

ß) Für 11 =  4p ist:
>i n n

t - 1  r - 1  t - ‘

y  ’p <*,!/) =  v  'p (.f, <d -+-+('.c, j )  -+- 2 ] 'f'(*></)•

-+i

Das Mittelglied tp (o?, gibt:

11 „ a;r
- e ~ XT'^ (^ 4 ) e*w— <

und der letzte Theil der Summe kann wie früher behandelt 
werden, nämlich:

--I-1

daher ist:

^  =  Y  *(»>»)•
1 1

Mit Berücksichtigung der letzten Gleichung erhält man aus 
10) für 11 =  4p :

n
—  — 1

12) =  2 5 : -  tcotg ,MM‘  ^ = 1  ^  2 H  + (* ' ^ 1-
1

Dabei ist durch den Ausdruck bestimmt:

&(v — ^ ( e2intXg~ ’g~2;c~/~g)+2pg sin (2a?npg)
V  y )  . o ^ )  , /?- 2.W ) . „ _ o  r > n s  f 9 . ™ r  ne -i,i/-i7 -1- e 2  C O s (2 tf7 zp g)
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Um einige specielle Fälle zu berechnen, setze man in 
Gleichung 11) n =  6 und in Gleichung 12) n =  8, so folgt:

=  2 5 »—  6S3 [COtg (*> ^

. 2n 1 /■— n 1
Ai =  sm — V 3; P l= c o S j  =  j

daher:
o . /  -<\ '/& — e—XK̂ ) -h 2  sinxn3<p (x, 1) »= ----^-7=----------[7^ --------------

ßX-ys— e—zit/3— 2  cosxn

Dies beachtend, geht die vorige Gleichung über in:

1 1 1 1
l 6— x G 26— x & 36— x G 46— x 6

1 TV
2x6 6a?5

l/3 (eXK̂ s— e~™VA)-\-2 sm#7r) cotg nx H-------^ -7=-----------T=-t---------------
e^ / 3 _ | _ g —bti/ 3 --- 2  C0S#7T

Für n —  8 gibt die Gleichung 12)
1 TT />2itas i_ 1

=  2^ _  [°otS ’MM'  ? = i  J)]-

In der Function rp(x, 1) ist:

. • 2fiT7T . TT 1 r- 11 1X, =  s in -| - =  s m j  =  j]/ 2 -: px = z o s -  =  — \J2

und
9 \ j 2 { e ^ — e ~ ^ ) ^ - 2  \[2&m(xK\[1Z)

C 0 8 (a ?7 r l/2 )  ?

daher:
EV N 1 1 1 1
b w  — J S ^ S  -+- 28_^8 ■+■ 38— x s +  49- x 9

1 TZ

2 x8 8a?7
cotg nx — 1 eu-h-e~a— 2 cos a

Dabei hat a den Werth: a =  xn \f 2.
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Werden nun die Gleichungen 1) und 2) zuerst mit x n~ x 
multiplicirt und sodann nach x  zwischen den Grenzen 0 und x  
integrirt, so entspringt die Gleichung:

Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte und Reihen. 599

1
x n~ ldxîx__3n - HO

=  [ [SnXH~ ] -hS^X-'^-hS^nX'^1- '  -\-SinXin~'1 -+-. . .]dx.

Entwickelt man die Integrale linker Hand nach der Formel:

0j J)n— Xn n l  pnJ

so folgt nach Ausführung der Integration der rechten Seite der 
Gleichung:

1 n f-, 1 fi a?" l 1 fl i fi Xn
■”  n M  f  ) g r  2» J g l W )  g [ F

=  i  h- i  S2̂ 2” -h i  S3nx*n -+- ^  *S4>la74re-+- . . =  y (a?); 

oder

- a ( i - 5 ) .
1 . ----X nKn

=  S T 1S2n 1 # ’
n  sin(#7r<? )
o

wenn für y (x) der Werth aus Gleichung 7') substituirt wird, fehlt 
oder wenn man von der Gleichheit der Logarithmen auf die 
Gleichheit der Grundzahlen schliesst:

i j

n- 1 _

2 II sin(a?7re n )
0

4 s i n 27r# II [<?2a:1t/-ffH-e~2a:itXSf— 2 c o s (2 a 7 ^ p ?)]
__________ i_________________________

(2a77r)?l 7
Sitzb. tl. mathem.-natunv. Cl. LXXXVIII. BO. II. Abth. 39
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600 M il d u er.

welch’ letzterer Ausdruck unmittelbar aus Gleichung' 7) und 8) 
hervorgeht. Wird zur Abkürzung

A) f ( x , </) =  e2xKlg-\-e-‘2xK'''g—2 cos (2xrcpff)

gesetzt, so ist die letzte Gleichung in ihrer einfachsten Form:

14) n
4 sin %kx 2

(Jn J j  (27tx)n 1]  f fa g ) -

Um die Anzahl der Substitutionen auf die Hälfte zu redu- 
ciren, mögen wieder die zwei Fälle unterschieden werden:

«)

<) n =  4/?-r-2 und ß) n =  4p.

n  /■*>> 9) =  n  f(*> ff) • n  /*<>> n)
: 1 n4-2

■1

n—2 
4

«+ 2 
4

=  n  f(*> 9 ) n  t  &  ff) =  n  /*o> 9 ) • n  — 9 )

Nun ist aber

da

ist, also folgt:

f(v> j — s)  =  f (x ,  g),

X n — ")\g und p n — p„
- ^ — 3 ir—y

n—2 
4

n  / ‘(^; </) =  [ n  / ‘(^  ff)f
1 1

und Gleichung 14) geht über in:

iß ) n

n — z

2 sin^a? II f (x , a) 
x n \ i ' ’

1 -  —  1 =  

9
; für n =  4p-+-2.

(2xir )2
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ß) n =  4p. Für diesen Fall lässt sich das Product folgender- 
massen umformen:

Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte und Reihen. 601

n  f(*> o ) =  n  to» , f/) -f(*> t )  • n  9 )
1 1 .
4 n

T + 1

T +1
1 1 .

=  n  n  ft* , g) ■
1 n

2

Nun ist der letzte Factor:

— 1 ■i n
n  f(*> f f ) =  ü  f& r 9 —ff) =  n  ff),

n 1 w 1
~ö

daher:
71 1 1 

n =  (<?w— <?-**)*[ n />(^ör)]2-
1 1

Aus diesem Grunde erhält man aus Gleichung- 14)

00 , 2 sin nx(e~x e~^x) II f (x ,g )

16) n  i - d = ------------------------ ------------------- ; » - * •
1 ' (2 x k ) -

ccDurch Substitution von — statt x  findet man aus den letzten

zwei Gleichung-en die Resultate:
n—2 

•i
°° . 2  sin# II f ( —,g)

1 7)I| f1 _ ^ ! _ l =  1 77 ' ; für« =  4p-t-2
i l qn7znJ JL

(2 * )8

2 sm x(ex— e~x) II f ( —,g)
18) =  ----------------------- —i ------------- ; für n =  4p.

(2x ) 2
In 17) und 18) muss — n c x c -+~t: sein.

3 9 *
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602 M ild n e r .

Als Anwendungen der Gleichungen 15) und 16) mögen 
einige specielle Beispiele Platz finden. Man setze in 14) n =  4 
und in Gleichung 15) n =  6 und n = 1 0 ,  so folgt nach kurzer 
Rechnung:

2 sin Tcx(ex‘'-— e~xlC) 
(2xn)z

sin nx -+-<?—•c“/ r3 — 2 cos nx)
4:X3nA

2 sin#7r 
{ ‘2 x n f

?2 2 0+2/b— 2 cos — 1 -t-|/5)[

10- 2̂ 0^_e- 7 ^ o - 2l/ ; . _ 2  cos { ^ ( l H -  /5)|

In Gleichung 16) n =  8 gesetzt, gibt:

2 sin nx- (ex-— e~x~) -+- e X,L ^2 — 2 cos#7r|/”2 ).

Ersetzt man in Formel 13), welche einfacher geschrieben, 
folgende Form annimmt:

Jl 1—

n—1 2<77ii
II sin(.r7re n )
0___________________

( X ü ) n

xx  durch , so folgt:

11

1—1 fxr 2gi:iII sin y  e n
0 V ^

2  ngn}
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Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte und Reihen. 6 0 3  

Durch Division dieser zwei Gleichungen ergibt sich:

x “ - 1 1 s i n ( a ? 7 r e  n ) n~ 1 (xx  2g7” '
= -  n  —  7,~ ' ^ = n cosh r g "o sin|-ö »

nachdem der Sinus im Zähler durch Functionen des halben 
Bogens ausgedrückt worden. Das letzte Product kann jetzt auf 
nachstehende Form gebracht werden:

n~ l fx~  '■ (xx  »  M 1 (xx  -JEi
fl c o s e  » j =  11 cos \-^-e » J Jlcos[  —  e n

T - 1 ,  T “ 1
( x x  ^  [ x x  -n~ - K ;

=  ü  cos^-g-c n ) .  n  c o s ^ - e  »

dabei ist
=  n  Pg

X X  (xx  2Jd=£ni
P(j =  COS | —- e n I. cos I —  e »

Pg, das Product der Cosinuse, lässt sich folgende rmassen 
darstellen, wenn dieExponentialfunctionen durch trigonometrische 
Functionen ersetzt werden.

_ (xx  2qx .x x  . 2qx
Pq =  cos —  cos —— i— i —  sin 

J l 2 n 2 n

xx  2qx . x k  . 2qxcos | cos —------ 1 —  sin -JL-
2 n 2 11 ,

2qx j ( .  . 2qn
cos I x x  cos h - cos i x x  sin

n J { n

'l ü1 - H  2 q x—  _  | giTi sin n —|—ß x~ Sln n - H  2 COS ( X X  COS

u (x ,g )  ist durch die Gleichung definirt:

ß) w (x, g) =  ex*L9-t-e~~xlzl9-{-2 cos (xxpg).

lg und pg haben ihre frühere Bedeutung.
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Es ist demnach der Werth des unendlichen Productes:

19) n i (2 ,7- 1- i y

Zur bequemeren Berechnung mögen auch hier die zwei Fälle 
unterschieden werden:

<) n =  4 p n - 2  ß) 11 =  4 p

a) Es ist:

Jl 0 > ff) =  w 0) II w (#, </) Jl w ff)
0 1 m+2

n—2 
4

= « o*> o) n w ff) n w o> ö- - . 9)
i 1

Wie früher hat man:

und
P n — Pg---3

und wie leicht einzusehen ist auch:

-9- — (J) =

ft
wenn in Gleichung B) statt g . . .  - -̂----g gesetzt wird, daher folgt:

Jl un x,g) =  w(a?,0) .

71--Y.

4

w(a?,0) =  2 (1h- cosaw); 

dies beachtend, gibt Gleichung 19)
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Beitrag zur Ausw erthung unendlicher Producte und Reihen. 6 0 5

oder:

20) n i —
X 1'

(2 g + l ) '
1 

L 2

n—2 
4

COS

flir n  =  4 p - * - 2

ß) f] oj(x.g) =  ^ (x ,0 )  II r,)(x,g) .'j) ( x ,^~) f l  ^ (x ,g )

=  oj (x, 0) w (x, . fl w (x, g) f l  co (x, ^  - g ) .

Das Product der ersten zwei Factoren ist durch den Aus­
druck gegeben:

'if /T*TC ( 2
w(x, 0) w (x, =  4 cos2 —  |eT -+-e~

also ist:

'TM ( X7Z r4
n  “ foflO =  4 cos2 -H- eT-he“ 7 H wfo^r)
o - L 1

Die Gleichung 19) geht somit für n =  4p Uber in:

2i) n i — X '

(2<y-hl)»
I x i COT“

=  | y j  cos —  (eT n -e -T ) n  » ( * * ) .

Durch Substitution von n —  6 und n =  8 gehen aus den 
letzten zwei Gleichungen nachstehende specielle Resultate hervor:
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606 M i 1 d n e r.

Nimmt man von den Gleichungen 19), 20) und 21) die natür­
lichen Logarithmen und bildet die Differentialquotienten nach x 
so folgt:

i1-  y ]  f1-  fr) ( i -  k

=  n lg -i- -+- ^  lg w (x, <j\

und

— 2nxn~ 1
x h

V  .(/) „ V  f ^=  /  —f----- \ =  K / r‘ K^,())L—i w (x, (j) i ' '7

dabei hat rj(x,g) den Werth:

, _  lg(e™>o— e-^'-g)— 2pff sin Qt!pg)
n  ,U) e™-g-+-e-™-g-+-2 coa(a:7tpg)

also folgt für die unendliche Reihe, bei welcher im Nenner die 
raten Potenzen der ungeraden Zahlen Vorkommen, der Werth:

1 1 1 122)
l n— x n 3”— x n 5n—x n 7n—x ’

n

2 nx

ebenso findet man aus 20) und 21) für n =  4/>h-2 und für n =  4p 
die Resultate:

23) ]n__gyn grc__Fj?i_______ gM ’Jn__ ,̂n
n—2
i

24)
e XK- \ - l  Z_i
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Für n =  2 und n =  4 gehen aus cler Gleichung 22) die 
bekannten speciellen Reihen hervor:

Beitrag- zur A usw erthung unendlicher Producte und Reihen. 6 0 7

12__^2 32_  x % 52_^2 72 _ t1

und
1 1 n f, a?7r — 1

I C ^ 4^ 3 4— a;4 54— a?4 74— a?4 exiz-h l.

und für n =  6 und n =  8 geben die letzten zwei Gleichungen die 
bemerkenswertken Resultate:

l  e— a?® 36— x 6 5°—x° 7ß—a?6

I 2a?;

l

ß 2 2 KS-+- 2 cos ^

I6a?7

I 8—x 9 3 8— a?8 58—a?8 78— a?8

a?7T 0*“---- 1 l/5

8’ 2 1

- — 2 sin [xTc\/ j ,

<?  ̂ 2-f-e 2 -j-2  cos (aw j/yy

Es ist ferner nach Gleichung 10): 

F (x )  1 1 1j n__ >̂n <2n__x n 3n__ Xn 4m__/Vr‘

Xund wenn statt a? gesetzt wird, so folgt:

i f M =  1 1
2« I 2 J 2n— x n 4m— x 11 6re— a?"
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Durch Subtraction der letzten Gleichung- von 22) ergibt sich: 

1 1 1 1

608 Mildner.

1 n—x n 2n — Xn 3”---Xn 4n---Xn

2nx 1
n--1

l

2xn 2 nxll~ l sin xk

Die Functionen tp und r, sind durch den Ausdruck bestimmt:

. , x  . \g(e*— e-*)-h-2pg 8mß
H y , ä )  =  - ^ r 2 ^ ß ~  

rAx ,a =  M ü = £ ± :
^ ? e'x- h e ~ rj—\ -2  cos ß

Dabei haben a und ß die Bedeutung;

a =  xn lg und ß =  XKpg 

Für die Differenz dieser zwei Functionen erhält man:

x, \ 4pq $inß(e«-he-'J)-h4:lg cosß(e*—e~'J)
* (.T ,gh <»,9) =  -- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1

sm XKpg -he~ sm xnpg — 2 gn

e ^ .g+ e - 2x«'-g— 2 cos (2xnpg)

Es ist somit der Werth der Reihe mit regelmässigem Zeichen­
wechsel durch folgende Formel gegeben:

25)
l?z x n 2n — x n 3” — X'1 4n—x n

2xn n xu sin x k Y_, 0 0*0
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B e i t r a g  z u r  A u s w e r t h u n g  u n e n d l i c h e r  P r o d u c t e  u n d  R e i h e n .  6 0 9  

wobei abkürzend

exiz)-g sin (xnpg-+- sin (xnpg—
Q{x) = e2x«'-9-h e - -x*'-g—  2 cos (2xnpg) 

gesetzt wurde.

Wird ferner in Gleichung- 11) x  durch —  ersetzt, so ent­

springt die Gleichung-:

I   K—

2n 1 2 J 2a?'1 2nxn~ 1

für n =  4/?—1—2.
Zieht man das letzte Resultat von Gleichung1 23) ab, so folgt:

26)
1

 ̂n qm 9» qq11 2>n X n 4W X n

n— 2 

-J

1  7T

2xn "+" nxn~ 1 s i ^  +  ü l u f
n—

l
2xn T lX n 1

, n —= 4p-t-2

Durch dasselbe Verfahren gibt Gleichung 12) in Verbindung 
mit 24) für n =  4p nachstehendes Resultat:

27)
__x n 2n__X n 3n__'Vn 4h__ X 7

1
2xn nx11

1 2e~x
+ v h + 4  )  ö (* )sm 7t a ’  e-XK— 1  / _ j
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Specielie Fälle: Für n =  4 gibt Gleichung1 25)

1 1 1 1 _  i  ?r f 1 2 )
l 4—a?4 24— a?4 34—a?4 44— a?4 ' ' * 2a?4 4a?3 Isin rca? "+" eX7Z-\-e~X7Z)

Für n =  6 und w =  8 erhält man aus 26) und 27):

1_________1__________ _______ 1_1_
l 6—a?° 2°— a?6 ~+~ 36—a?6 46— a?6_1_

/■— rr /■— -rr
1 * J 1 « T ^ sin[|.(3^2)]+6.-^3si„[5(3T-2)h

2a?® 6a?5 (sin Tra? gm/ 3_|_ ä__2 cosrca?
und

1 1 1 1
l 8—a?8 28— a?8 38— a?8 48— a?8

1 * 1 1  2 f A.$(2*|r2-lU
 ------------1-------- <—;----- --------------------------------------------------------------------------------------------------------}~4 __-_______—---------- Z=----------(

2a?8 8a?7 (sin nx em— e~m f d / i V *  —  2 cos(a?7r|/ 2) )

II.

Es ist nicht schwer, die analogen unendlichen Reihen und Producte auszuwerthen, wenn im Nenner x n 
durch —x n vertreten ist.
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Beitrag zur Auswerthung1 unendlicher Producte und Reihen. 61 1  

Für diesen Fall hat die Reihe die Form:

11 1 ___1
1) ^ \n_̂ _x n 2n~hXn On-h X n - X n

für [a?] <  1 und n =  2 r.
Man drücke die Glieder dieser Reihe durch Potenzreihen 

n a c h  x  aus, so hat man für alle x, deren absolute Beträge kleiner 
als 1 sind:

1 1 1— x n x-n x in
l n-h x n 1” 1” \ ¥n

1 1 1 — x n X - 11

2n-+-xn 2 n 2 * ~h 2 ^ ~ 2 3n

1 1 1__ x H x -n x'in
3n-h xn g n 3n +  3 ^ ~ g 3 n .

Dieses System von Gleichungen gibt durch Addition ver­
einigt :
2) jF(.r) =  Sn— Sonx n-\-S-inx 2n— S±nx*n- h .

Dabei ist wie früher :

1 1 1 1&71 --- H-------------- ^---------- 1“  ö------- 1 A-l~" •11 1?& O  n An

7t i
Setzt man in die Potenzreihe für l g F ( l — x )  anstatt x .  . . xe n 

so folgt:
~i ~i ^  2 Tti ̂  3ni ^

3)lgr(l— xeü') =  Cxen-^r- 2 S2e~n a?2-f- g  S3e^Tx3-+- ^ Ske~n x 1*1 -+- . . .

=  Bxx-+-Bix i-{-Bzx 3-hBix k-+- • • • =  f ( x )

Es ist nach dem Vorhergehenden:
71--1

2gni
a) Bnx n-hB-,nx 2>l-hBdnx 3?l_

71--1

und wenn für die Coefficienten Bn) B.in, Biny u. s. w. ihre Werthe 
eingesetzt werden, geht die vorige Gleichung Uber in :
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oder:

4)  <p (x)  =  —  ~  Snx"-t-  i  S 2na?2" —  i  53na ?3» H -  ~  S hlx ^ ~ . 

und nach Gleichung- a) ist:

M— 11 VH ™ 2̂ w 1 M 2?-M5) (a?) =  — 2^ lg r (1— a?e« . e « ) =  — lg J] T(l— xe » m).
o 0

Wird in den Gleichungen 4) und 5) x  durch —x  ersetzt, so 
ändert sich der Werth der Function f (x )  nicht, da n der Voraus­
setzung zufolge eine gerade Zahl bedeutet und es ist somit:

? (—x) =  f (x )

oder auch
1 n~ 1 2 ^ 4 -1  . 1 n~ 1 2 ^ + 1  .

<p(a?) =  — lg II F (1"+“^  n **) =  —  lg H T (1— xe n 
71 0 11 0

woraus unmittelbar folgt:

1 2?+J •2<P (x) =  — lgr^ H -a?«” “*) r ( l —a r e ~ * ‘)

und nach der Formel:

r(i-t-x) r(i—=
V V '  SHL TrX

wird aus der vorhergehenden Gleichung:
 1 2 ff-H

o / \ 1 i n  xne
6) 2 ? < »  =  n  —

0 sin(a?rr<? w 1H).

Das Product der Exponentialfunctionen im Zähler kann leicht 
berechnet werden. Es ist nämlich:

n  1 2 ^ 4 - 1 ,  , tzi
----------Hti ( 1 + 3 4 - 5 - K . . + » — 1 ) —  n- • —  » »  . •e n 1 =  eK n =  e n =  e =  cos nn-ht sm m

o
=  1 ; vermöge n =  2r.
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Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte und Reihen, 6 1 3  

Dies berücksichtigt, gibt G-leichung 6):

1  X n TZn

jl ~  ̂ 2̂ +1 . 
TI sin(#7re n
ö

Man setze für den Augenblick zur Abkürzung:

n ~ l 2 g + l  .

P  =  JJ sin (xne n w);

so lässt sich dieses Product folgendermassen zerlegen:

2g  +  l
P =  J| sin (xne « ,li) JJ sin (xne n TJ).

Der zweite Factor lässt sich also umformen, wenn die Sub­
stitutionen in umgekehrter Ordnung ausgeführt werden:

-17+1 . “ 2 n—2 g—]
JJ sin (xne n *') =  JJ sin(a?7re n B!).

n—1 0

P  ist somit durch das Product gegeben:

2g + 1 _ ‘2n— 2g— i .

P =  JJ sin (xne n ' )  sin (xne n 1t().

DieExponentialfunction im zweiten Factor ausgerechnet, gibt

2w- 2 g - l  2 « -f-l . . 2f/H-l
e « =  e n =  cos —----- n— « sin —------ n

n n

desshalb erhält man für P :
n
2

P =  JJ sin 2 « h - 1  . . 2 ö - i- 1 ,# 7rcos —------7r-4-*a77r sm —-------tz
11 11

sin 2firn-l . . 2f/-Hl
xn cos —--------------- n— ixn sin —-tt
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Wird das Product der Sinuse durch die Differenz zweier 
Cosinuse ersetzt, so ist P  durch den Ausdruck bestimmt:

n
d n  1 i /o • • 2(j-h\ . , 2(/-+-l )P =  |[ y  jcos(2xm sm ——— n) — cos(2xtc cos  ---- tt)j.

Der erste Theil der Differenz, durch Exponentielle aus- 
gedrückt, gibt:

/Q  • • 2 f f - 1-1 S 1 /  2.cit s i n ^ d  ,t — 2.raGOS(2ccki sm —-----n) =  —  (e » -he n )
n l

also ist:
n

D  n  1 ) 2*it — 2 a : i t s i n ^ ^ i t  9 / o  2<f/—t— 1  JP =  || -j- je m -he « — 2 cos(2a?7r cos—----- nr)|

614 M ild  ne r.

D) P  =  [-i-j JJ \ ^ g-^er-M g— 2 cos (2xnpg) }
o

lg und pg sind durch die G-leichungen gegeben:

• 2(f-hi , 2(f-h\X =  sin —-----x und pg =  cos —------ n.
n n

Durch Substitution des Werthes von P  in Gleichung 7) 
erhält man:

n

7 ' )  2 p ( a ? )  =  l g ( 2 a ? 7 r ) --------- l g  | |  { e 2 v n l s - h e ~ ‘-XTU-g — 2 c o s ( 2 a ? ^ p ? ) | .

Durch Differentiation der letzten Gleichung nach# ergibt sich
n

=  J L _ ? Ü  V  e - 2x̂ ° ) + 2p„ sin {2xnpg)
x  n e2x1'/-</-i-e—:iX7Z/'g— 2 cos (2xt:pg)
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Die Function w unter dem Summenzeichen ist durch den 
Ausdruck bestimmt:

Ay(c*-™V- e - 2̂ ) - h 2p,sin(2a?ffpg)
;  ^  — e~-XK)-g—2 c o s ( 2a 77r p ? )

Aus Gleichung' 4) folgt durch Differentiiren nach #  und 
nachheriger Division durch —•ccn~ 1 alsogleich;

Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte und Reihen. 615

-  0  =  *  O ):=  -  2^. +  „ ^ T  Z  “ ^
0

nachdem der Werth für den Differentialquotienten <p' (x) aus der 
vorhergehenden Gleichung eingesetzt wurde. Es ist somit:

n 1

8) F ix )  =  -  g l  +  £  <,(*,
0

Durch nachstehende Umformung soll die praktische Aus­
rechnung von F (x )  vereinfacht werden. Man unterscheide wieder 
die zwei Fälle:

a) 11 =  4p und ß) w =  4/?h-2,

Im ersten Falle kann die Summe folgendermassen umgestaltet 
werden:

Der zweite Theil der Summe kann gleichfalls auf eine andere 
Form gebracht werden, wenn man die Substitutionen in um­
gekehrter Ordnung ausführte. Es ist dann:

V w (x t g) = Y ,  w O ; Y  —y — 1) 5
n  0

Sitzb. d . m athem .-naturw . Gl. L X X X V III . Bd . I f .  Abth . 4 0
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daher:

616 M ild n e r .

^  w (x ,g )  =  ^  [w(ar,0)-+-w(a?, — g—  1)].
0 0

Es lässt sich leicht zeigen, dass die Functionen in der eckigen 
Klammer einander gleich sind. In w (sc, g) erscheint g nur in \ 
und in pg.

71
Durch Substitution von (-=- —g — 1) statt g erhält man:

u

\n , =  s in ------ - ------n =  sin —------ k =  \
2

und

. n— 2q— 1 . 2</-b-l=  sm ------ -------rr =  sm —------ j
n 11

i i— 2 q— 1 2«h-1
n n  i =  COS--------- --------- TZ =  ----  COS — -------  TC =  ----0„.i   gr—i M r»

71
Dies beachtend, g eh tw (a ? ,-----g — 1) in w (x ,g )  über und

es ist:

V  0)(x ,g ) =  2 ^  u (x ,g ),
0 0

daher gibt die Gleichung 8) für n =  4p:

1 2  ̂ V
9) F ( x ) —  -I- 2_, “  (*> .9)

0
ß) für n =  4p—1—2 zerlege man die Summe, wie folgt:

n w—2 n__
2 ~4 2

Yj ^ ^ 9) =  Y i w ^  ^  +  2 w^ cĵ ' w &  9h r ) ’
° ° 2 ,1

-1
M__2

Der Werth von w(a?,-------) ergibt sich sofort aus Gleichungi):
11

co
4 ^  — 1
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B e i t r a g  z u r  A n s w e r t h u u g  u n e n d l i c h e r  P r o d u c t e  u n d  R e i h e n .  6 1 7  

und der zweite Theil der Summe kann auf die Form gebracht
werden:

ü=?+1 =̂-2- i  ü=?_i 
4 4 4* «

0

also geht die obige Summe über in:

,2 TT 1
n—2 
”1

w (^  </) =  e* ™ _ i  + 2  ^  w <7)
o 0

und man gelangt für n =  4p—t—2 zu dem Resultate:
n—2 

■— 1

10) F {x ) -  _  _ - H - J - J .  | _ _  + 2  £  » ( * , «
0

Specielle Fälle: Für n =  2 gibt Gleichung 8) die bekannte 
Reihe:

1 1 1 1
12-K r 2 2 2-t-a?2 3 2h- # 2 4 2-+ -#2

_  1 k <?2**h- 1 _

2a?2 2a? e3OTt— 1 ’

und für n =  4 und n =  6 folgen aus Gleichung 9) und 10) die 
Resultate:

1 1 1 1 H- .14̂ # 4 24h- # 4 34+ a ?4 44-ha?4

1 n\[ 2 eXK̂ 2— e—̂ V^ _|_2 sin (#tt [/"2)
2# 4 4tf?3 *ir̂ 2 — 2 cos (ock |̂ 2)

1 1 1 1
l öH-a?6 26-ha?15 36-ha76 46H-.rc
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Wevclen die Gleichungen 1) und 2) mit.r”- 1 niultiplicirt imc[ 
sodann zwischen den Grenzen 0 und x  integrirt, so folgt:

618 Milclner.

1+
l n-\~xn 2n-\-xn 3 n-\-xn 4n-i-xn

=  I [SnXn~ 1 S.2nX-n—l-hS-änx 5n~ 1 — Sinx in~ y-\~. . . ] dx

x n ldx

oder nach Ausführung der Integrationen:

=  -  Snx*—  ^  Sinx 2»-h ^  Sänx ^ —  ^  Sinx ^-\-. . =  _  cp (#)

oder nach Vereinigung der Logarithmen in der Klammer unter 
Berücksichtigung der Gleichungen 7) und D)

- l gn ‘ ~ £  I‘ - £ I K £
-1 ~9+\j 
J|sin(a;7re 71 )

=  —  lg2n x nnn
Es ist nämlich nach D):

n 1 2g-hi r i Vi 2
E) P  =  H s i n ( ^  » ) = ( j j - J  n

wenn die Function f (x ,  g) durch die nachfolgende Gleichung 
erklärt wird:

f i x ,  g) =  e2xlt'-9-he~2:c1t)9— 2 cos (2 xnpg).

Übergeht man von den Logarithmen auf die Grundzahlen,, 
so folgt alsogleich:

71

Dabei liegt x  zwischen h-1 und — 1.

n f (x ,g}
0
(2xn)n
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Um die Anzahl der Substitutionen zu vermindern, sollen 
abermals die zwei Fälle a) n =  4p und ß) n =  4pn-2 unter­
schieden werden.

a) Für 11 =  4p kann der Zähler in folgende zwei Producte 
zerlegt werden:

n n 11---- 1 -----1 -----]
2 4 2

n  f f a  g) =  n  f f a  ff) n  /*Oj #)•
0 0 ji

T

Der letzte Factor lässt sich also umgestalten, wenn die 
Substitutionen in umgekehrter Ordnung geschehen:

n n i 1

n  f{n , ff) =  n  —ff— !)  =  n  f f a  ff) ;
n 0 0

T

denn g kommt in der Function f ix ,  g) nur in =  sin ^ ~ l~— n

und in pa =  cos n vor und es ist bereits von früher her
11

bekannt, dass \n =  l g und pn =  — o ist, desshalb geht
—  -g— 1  ̂ ~9~~'

71auch die Function f ix ,  — g — 1) Uber in f(x ,g ) ,  also hat man 
£

für das Product:
n n ^

n =  [ n f fa g )?
0 0

und es nimmt die Gleichung 11) die Form an:
n

■» -HZ*
(2#7t) 2

für n =  4 p.
ß) Für ii =  4ph-2 kann der Zähler in Gleichung 11) in 

nachstehende Factoren zerlegt werden:
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Der mittlere Factor ausgerechnet, gibt clen einfachen Werth: 

71— 2'

620 Mildner.

=  XTl)z

und der letzte Theil des Productes kann ähnlich wie vorher 
umgeformt werden:

n  ^ n— 2 n — 2 ^

II t\x >g) =  Jl =  II f fa g )
n—2^  0 0

daher liefert Gleichung 11) das Resultat:

_p—X-

(2&n)'

n—2 
— - 1

II ffa g )-

Durch Einsetzen von n =  2 in Gleichung 11) findet man das 
bekannte Product:

f . # 2] f . cc*] r  a;2) eXK— e~XK
i  +  +  =  2xk

Aus den Gleichungen 12) und 13) folgen durch Substitution 
von n =  4, n =  6 und n =  8 noch die Resultate:

i + f»)

4#27T

i .ETC />— .UTC

=  I S T  [«“ + « - * ' - 2  c o s ^ 3)]
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1 p j  l1 ̂  2 8J l1 38 J l1 ^  4 8
x X1

=  16~4 4 e~a*—  ̂  ̂ cos^/r).

Dabai ist:

« — 07 j/" 2— \[ 2 und b =  x\f 2-+-|/r2.

Substituirt man in Formel 11) statt x .  , so nimmt das 

Product die Form an:

2n II sin e
o V “ 

x nj:n

Bei dieser Umformung- wurde J] f (x , g) vermöge Glei-
0

chung E) durch den Zähler des Bruches in der letzten Gleichung 
ersetzt, nebstdem kann 11) in folgender Gestalt geschrieben 
werden:

II sin (xne n ')

x un"

Durch Division dieser zwei unendlichen Producte entspringt 
die Gleichung:

14)
. Xn) . Xn ](., Xn f . x n
1 37-Jl1 ä^Jl1 T7'

Ich setze zur Abkürzung:

n 1 (xn 2g+]J J c o s ^ e  «
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wenn die Substitutionen beim zweiten Factor in umgekehrter 

Ordnung vorgenommen werden. Letzterer lässt sich auf nach­
stehende Weise umformen:

2 r X K  2 £ + J  'j 2 ,  2 n - 2 g - l  ̂

n cosh r e ” J = n  *
n

, ,  ( X K  _  ~J _±} _ .  |
=  II C0B\^e * J

da e n =  1 ist, also hat man für P  den Ausdruck:
Inni

( X X  ^ ± 1 -^  (X K
P =  J| cos^-^-e » J.cos|-g-e n

n

n ' 1 r /  n /•  • 29+ 1 m=  Jl 2" Lcos \XK cos ----- 7r)-i-cos (ixk  sin —------ k)]

n

( 1  1  2  2 ( 7 - + - l  1  - f f + l  ^  2g-hl
=  —  [COS (X K  COS — ------  7t)h — g- e x~’ sin n * -+ -  e— ^  Bin— ~

v & J n £ 2t

=  h 2  cos ( x k pgj\

hier haben und pg ihre frühere Bedeutung, nämlich:

i • 2</h-1 , 2*/h-1An =  sm —-x und pa =  cos —------------ k
n 11

und Gleichung 14) gibt das Resultat:
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Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte und Werthe. 623 

'~p(x, ff) ist durch die Gleichung' bestimmt:

6 (x, (f) - - e-CK>'g-he~-CT:'-g-h2 cos(xnpg).

ä) Für n =  4p-h2 ist:

n j i— 2  ̂ /)

i i   ̂(x, (j) =  rs -p (x, ff). t  (x ,— ~ ) j j  $ (x, fj\
0 0 n— 2

— +1

Für das Mittelglied im Producte erhält man den Werth:

rp ja?,>l j =  eXK-he~XK-\-2

und der letzte Factor kann ähnlich wie in den früheren Fällen 
umgestaltet werden, wenn man von rückwärts zu substituiren 
beginnt. Es folgt dann:

n— 2 , n— 2 n— 2------hl ------ 1 -------1-1 ^ - 1  411
n  n  j - f j - 1) =  n

n 0 0

weil

a n —  und p n —  p fj
- — g - 1 —  — ;7-1

ist, daher geht die Gleichung 15) Uber in:

lß) i1- ^
n—2 

xn -1
=  f i ]  ( e ’- - i -e  2) [] ’p(&, g).

ß) Für n =  4p hat man:

U 1 71 1 U 1 

Jl =  II -K ^ sO - II
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Der zweite Factor kann wieder auf die Form gebracht, 
werden:

6 2 4  M ild  ne r.

‘2 1 -1 1 n
n  'p <>.’ </) =  Ji 'p f a w —ff— 1') =  n  Kv>ff)
n 0 0

T

Dies beachtend gibt Gleichung 14) für n — 4p

17) ( 1+ F ) ( 1-H| r )( lH- ^ ] ( 1-Ht ' ) - - = f 2 ') n +(« , ( / ) .

Für ii — 2 findet sich aus Gleichung 14) das bekannte 
specielle Resultat:

[ l  +  f 2]  ( l + | ] ( l  +  ® ] ( l  +  i j  =  I ( „ T +  e- 7 )

und für n =  4, n =  6 und n —  8 gehen aus den letzten zwei 
Gleichungen noch folgende specielle Ergebnisse hervor:

^ 3 i J l 1 +  55J i 1 +  75J'

=  l L ‘T T H. , - “ |^TH. 2cog iK t/ l
2

i + g } ( i + g ) ( i + g ) ( i + g

=  — ( e z - he  2) (e 2+ e  2 h- 2 cos~  |/"3)

l + S l l l  +  J  ( l  +  ' J  ( l - H f j J .

=  —̂  1— an-h2 cos for) (eh"-+-e~b*-\-2 cosarc)16

Dabei haben a und b die Werthe:

rt =  TT K 2— 1/2 i = i ^ 2 - H l / i -
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Nimmt man von den Gleichungen 15), 16) und 17) die 
natürlichen Logarithmen und differentiirt dann nach x } so ist:

Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte und W erthe. 6 2 5

2 

und

2nx,-,n —  1 ' 1 1 1 1
3n-+-xil Ö n - h X n 7n-j-xn

=  y f K g )
4 Ji' <:v> u)

folglich hat man für die Reihe in der eckigen Klammer:
n---- 1

1 1 1 1 _  7T y
1 ) i«.—1_ on—i— x n l n-\-xn 2nxn~ 1 ' 1  ̂ *0

wenn der Bruch

- y & s )  _  ~ (v a)
■Hx,g) ‘ ( , J )

gesetzt wird, und r,{x, g) ist durch den Ausdruck gegeben:

lg( e ^ a— e - ^ a) - 2pg sm(xnPg)
>J) cos(o77rpy)

Ebenso gehen aus den Gleichungen 16) und 17) bei ähnlicher 
Behandlung die Resultate hervor:

19s 1 [ 1 [ 1 [____ 1____ ^
\ n-\ -X n 3 n-\ -X n D,l- h X n l n- sr -X n

7r {eX7Z— 1

n—2

2?za?iJ~ :1 (era-h

20) 0

Formel 19) ist gütig für n =  4jj-t-2 und 20) für ?i =  4^.
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Für n — 4 und n =  6 erhält man aus den letzten zwei 
Gleichungen die speciellen Formeln:

1 1 1 1

626 Mil einer.

IM -# 4 34h-#* 54h- # 4 7*-+-#*

n „“ l / i — < r*4^ 2— 2 sin fa?7T |/"i)

— 4x 3\/2
^Th-2  cos( # tt [ / i ]

1 1 1 1
l 6-i-# 6 ' 36+ # 6 1 56-h# 6 1 76-h# 6 ’

TT (ex7C—----- - / ------

ain

 ̂ e - — e 2-
—  H------------------

—2 /3  sin ( ~2 |/"3

12tr 5 Je**H-l ^
2-h 2 cos l/o j j

Es ist nach Gleichung 8):

TJT / \ 1 1 1 1F( x )  =  ------------ h 77-----------1-  ------------h --------v J l n-i-xn 2n-h-xn 3"-h#m 4n-h xr>

cound wenn —  statt x  substituirt wird, so folgt:

—  F2n
x

■+2 J 2” -h xn 4n-h x n 6n-h x n 8n-h x r

_ ___ 1_ 7T Y  ,X_ ,
2x11 2nxn~ 1 L-* W 2 ’o

Durch Subtraction dieser Gleichung von 18) ergibt sich :

1 1 1 1
l n-t-xn 2n-h x n 3’'-h-xn 4,!h -#m_H‘

2 ^ 2
0

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte und Reihen. 627 

D ie Functionen r, und w sind durch die Ausdrücke gegeben:

v, „\ — K (e* - e~*)— 2pg sinß 
 ̂ e*-i-e—*-+-2 cos ß

x  N A,,(<?''■— c—“)h -2/5„ sinß 
w ^  ~~ e * + e -* ~ 2 cos |3

Dabei ist zur Abkürzung:

« =  und ß =  XKpg

Für die Differenz dieser zwei Functionen erhält man:

N f x  N — 4pg sm ß(ev-he—'*) —4\g cosß(ea— e~a)
n ( x ,  g ) — (ü ( y ,  </) =  ^ + < , - ‘> * + 2 ( 1 - 2  c o s ? j3) —

sin (a?7rfr-+- ^ + 0" ^  sin (a?;rp̂ —  ~ ^ )
— ^ 2 cos (2xnpg)

Es ist somit der Werth der Reihe mit regelmässigem Zeichen­
wechsel durch folgende Formel gegeben:

21) 1 n_i_j,n 2n-+-Xn 3n~hXn 4n-\-Xa
n

_ 2k y
2x11 nxH~ l o

wobei abkürzend:

e xlzKs sin (X K p g- h  2̂ + 17r) - t - e ~ xitlg . sin (x n p g—  2̂ + 17t)
Q{oc) = e2xn)a-he~‘2'clz'Kj— 2 cos (2xKpg)

CCgesetzt wurde. Wird ferner in 9) x  durch — ersetzt, so gibt dies:
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628 M il dner. Beitrag zur Auswerthung unendlicher Producte etc.

Zieht man dies letzte Resultat von Gleichung 20) ab, so folgt:

22)
1 1

l n-+- x n 2n-\-xn 3 n-\-xn 4n-h #J

2x

Durch das analoge Verfahren gibt Gleichung 10) in Ver­
bindung mit 19) für n =  4p-h 2 nachstehendes Resultat:

23) 1 n-t-xn 2n-h xn 3n-h xn 4’‘ -xn

2 K
2xn nxn~ l

— ---------1-2 V  Q(x)Z ß—XK / I ^ \ /

Aus den letzten zwei Formeln gehen durch Substitution 
von n =  4 und n =  6 folgende specielle Resultate hervor:

14+ # 4 24+ # 4 34h- # 4 44-t- # 4
1
ä" sin X  (2* 1/  2+ 1) -t-e—xmK 2 sm

2xk x 3 

1 1

e x n / 2 _ i_ e — xxl/r2---- 2  COS(a?7T (/" 2)

28-4-a.« 36+ # ü 46+ # ‘
1 n

2x6 3#°
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