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Eeduction der Bedingungen des Enler’schen Oriteriums 
der Integrabilität auf eine einzige Gleichung.

V 011 dem w. M. Dr. A . TVinckler.

Bezeichnet f  eine Function der Grössen

’ ä J d x ’ u rix2 u dxn

so ist f .d x  unmittelbar integrabel oder also das vollständige 
Differential einer andernFunction von x , y, y ',.. wenn die
Gleichung

r fV . d"— f-
¥ ,  V '  . , ^  0

rdy dx d x2 d xn

oder in anderer Schreibweise, wenn die Gleichung-

g  w  = 0 -  (i)

identisch stattfindet. Diesem von E u ler  (1764) und C on d or  cet 
(1765) gefundenen Satz fügte L a g ra n g e  die selbstverständlich 
richtige und auch aus der Gleichung (1) sich ergebende Ein­
schränkung hinzu, dass f  um integrabel zu sein, yW  nur linear 
enthalten dürfe, also von der Form

f = P y ^ + Q  . . . ( 2)

sein müsse, unter Pund Q Functionen von x , y, y',. .y ^ —V ver­
standen. Ferner hat L a g ra n g e  1 aus der Betrachtung einzelner

i Journal de 1’ ecole polyteelm . Cahier X II. Supplement, pag. 21 
(Calcul des fonctions).
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Fälle geschlossen, class die Gleichung (1), damit ihr identisch 
genügt werden könne, nur in n Bedingungsgleichungen zerfalle, 
welche gleichzeitig stattfinden müssen.

Später zeigte J o a c h im s th a l , 1 dass sich diese n Bedin­

gungen auf deren ^ -(w + l)7 wenn n ungerade, und auf ^-m-|-1,
u u

wenn n gerade ist, reduciren lassen.
Soweit mir die Literatur dieses Gegenstandes bekannt ist, 

hat die wichtige Frage nach der kleinsten Zahl der Bedingungs­
gleichungen, welche zur Identität der Gleichung (1) erforder­
lich sind, welchen also namentlich P  und Q genügen müssen, zu 
keinen weiteren Ergebnissen geführt, so dass Herr B ertran d  ; 
mit den Worten:

„Quoique Tintegrabilit^ de la fonction f ( x , y , y !,. .y M) 
soit expriinee par la seule 6quation (1), le nombre des conditions 
necessaires est en realitö beaucoup plus grand et r  equation (1) peut 
se decomposer en plusieurs autres, qui sont toutes necessaires“ 
den heutigen Stand jener Frage, wenn ich nicht irre, vollkommen 
richtig bezeichnet.

Gelegentlich einer Arbeit über die Integration der Differen­
tialgleichungen bin ich nun aber zu dem hiervon durchaus ver­
schiedenen Resultat gelangt, dass sich die sämmtlichen in Rede 
stehenden Bedingungsgleichungen auf eine einzige reduciren, 
und dass diese einzige Gleichung, welche zu erfüllen ist, damit 
die Gleichung (1) identisch stattfinde, direct und in voller All­
gemeinheit den Werth liefert, welcher Q beizulegen ist, wenn 
man für P  irgend eine Function von x , y, y ,. . .y ^ —V gewählt 
hat. Dieses Resultat enthält die einfache und wie ich glaube, die 
vollständige Lösung der seit so langer Zeit besprochenen Frage.

1 .

Soll die Herleitung unmittelbar von der Gleichung (1) aus­
gehen, so muss man vor Allem die Summen der zwei, drei und 
vier letzten Glieder jener Gleichung, also die Ausdrücke:

Reduction der Bedingungen des Euler’schen Criteriums etc. 8 2 1

G r e l le ,  Journal, Bd. 33.
Traite de calcul differential et de calcul integral. T . II, p. 562.
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[ ä ^ r  - » ■  [ ^ L r  -  s ^ -J ] ■ ■■ •■ <4>

(— 1)“ 3D'J‘ s> 3) [gp{»—*) — Dx [äy(»-i) — ^ ä ^ w ]]  " ' ©

nacheinander in Betracht ziehen und darin f= P y ( n)-\-Q setzen, 
wobei

P=<p(x, y, y , . . . y (n_1)) , 0 = ^ ( a ? ,  y , y ' , - - -y (-n~ i))

ist.
Beginnt man mit dem Ausdruck (3), so ist zunächst die 

darin vorkommende Klammergrösse zu berechnen. Man bemerke 
zu dem Ende, dass :

V  ^  , 8Ö------—  = i j(n) -----------l—-----------
3 y (n—*) * ()y(n~i) %yin~*)

n 8/1 dP  8P , 8P , , . „ 8P , , . 8P
* tyM — däT -  8# +  2/ f y + ' ' ‘ + 2 / ” 8y (»-2) +  y n 8i/(^-i)

daher

8/ ' n 8/ ' 3«? 8P  , 8P . .. 8P

822 W in d eier .

%y(n~ *) x 8?/'^ 8 y(n~^ 8# 8?/ 8 y(n~ 2)

ist und dass hieraus

d r_J£_/) JL ] =r Lty(n-i)

, J  Ö2Ö 82P , ö2P/ M ---------------------— -y---------
—*) 8yin—*) 8,178y(n— Üy<jy(n—̂

, „  8 2P  8P
—  nin-l)

8y(n 2) 8|/(m 8y(n~2)

+  Dx
8 Ö 8 P  , 8 P  , „  8 P  ]

.8 y l » - * )  3# y t y ~  ~ y H  8y(»-2)J y ( n - i )
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Reduction der Bedingungen des E uler’schen Criteriums etc. 823

folgt, wobei das der Klammer angehängte Zeichen y(n~V 
bedeutet, es sei bei der Differentiation der Grösse in der Klam­
mer als constant zu betrachten.

Dies vorausgesetzt, betrachte man nun die Summe (4) der 
drei letzten Glieder von (1), beziehungsweise die darin vor­
kommende Klammergrösse, in welcher nach (2)

3/' , , 8P 80
( ) y ( n — 2) " 3 y ( n  ~) 8 y ( n  2)

zu setzen ist. Es ergibt sich dann, wenn man auf die Gleichun­
gen (6) und (7) Rücksicht nimmt, die folgende Formel:

/(«)

3y{n—'i) x [3y(w—!) x %y{

. . . ( 8)
_  32J3 3.P

303 yin— 2)

8 0  8 P  8 P  3 P
— —---------------------------------------------------1---h V ------ h ...  —
8 y ( n — 1) d x  o y  3 y ( n ~'~) y ( n — i)

Da das erste Glied rechter Hand, in (4) eingesetzt, noch 
der (w—2)maligen Differentiation zu unterziehen ist, so entsteht 
aus ihm ein anderes, welches y^ 11- 2) enthält; ein solches Glied 
kann aber aus keinem der übrigen Glieder in (1) mehr hervor­
geben, denn selbst das viertletzte

__y .— = d  [«(«) _i_— __ix 8y(«-3J X üyin-3) "T 3y(„_3) J

enthält als höchsten Differentialquotienten von y  nur noch y(2n~ 3'). 
Hieraus folgt, dass, damit die Gleichung (1) identisch werden 
könne, das Glied rechter Hand in (8), welches yW  als Factor 
enthält, nothwendig verschwinden, dass also die Gleichung
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3 20

8V *■* 3?/̂ l—̂

3 2P  , . 8 2P  , , .. 3 2P
7=37 +V  s.. a . . ,_ n  +  ■ • ■ + 2/(” 1

824 W i n c k 1 e r.

3a? 8i/(,l— dydy^n~^ 3i/(’1 2) tyyi71—1)
3 P  

+ 2 8̂ r 5r - " ( 9)

bestehen muss. Diese Gleichung ist nun näher zu betrachten. 
Aus ihr ergibt sich durch Integration nach *):

3 0
3 y(n~ i)

3 P  , % P  ' «  3 P  r .  n 32P  * , „
3^ 3^ + -  + 2/ M 3 (̂re-3) + j  y ” 3y(«-2) 3y(n-i) y n

+ 2/ ä ^ ) 8^ i,+ i>. ~(10)
wobei

p i =  ?iO> 2/; y ' , " - y [n~ 2))

eine willkürliche Function der in der Parenthese enthaltenen 
Grössen bezeichnet.

Nun ist

r  32p  3P r  3P
/  1/()l--= :  7/(W----------------------------------------- *)---------------- / -------------  3?/(M--*)3y(n-2) 3y(n-i) y U 3y(«-2) J  tiy(n~ 2> y

folglich kann (10) in der Form

8 0
3 y(n~ l)

ft n  fl P  0 p  /i [S p
—  4- -H/™-1) — - -h / — f _ _ 3 v («-i)-|_p (11)
3a? d y  ^  8 y ^ - V  J  f o / n~ 2) B  1 1 ’

oder wie folgt:
30

3 y i n — *)

3P 3P 3P 9^ (W i]f d y ( n-V  ^y{n ^
3̂ 7 + 2 /' 3̂  +  " '  + 2 /(M_“) 3y(,,-3) 3y {n -i) ~̂P'

geschrieben werden.
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Reduction der Bedingungen des Euler’schen Criteriums etc. 8 2 5  

Wird auch diese Gleichung' nach y(n~ l) integrirt, so ergibt
sich

0=

unter

8P
h/(n—3)

+ ^ S /!" - ‘> + e , 

0,= + i (» )  ?/, ?/') ■ • ■

8 y(n~l)

. . .(I )

eine zunächst nicht näher bestimmte Function der in der Paren­
these enthaltenen Grössen verstanden.

Die Gleichung (8) , zu welcher ich nun zurückkehre, geht 
in Folge der Gleichung (9) und dann der Gleichung (11) Uber in;

8 f
Üyin-2) 

80

- D D r 8/'

8P  . ,8P30 . ^ r 8ö ,8 P  , ,8P , „ 8P l
^ *1 ^ ^ c + y ^ j + "'+ y n 8y("-2>L(»-i)8y (»-2)

80
8  y { n ~ 2)

^P—  8y(»-*) •'

Durch die Ausführung der in den beiden letzten Gliedern 
angedeuteten vollständigen Differentiationen, und zunächst aus 
(I) ergibt sich:

80
8  y i n — ~)

8 2P

+
82P

8a; 8y (»-2)
8Ji>

8̂  8y{n~-
82P

8 yin~ )̂ 8 y(n~ 2)

i 9P, 80,
+ r - 1, 5 ^ i r +  18 y\n— Z)

...(13)
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826 W  i n c k 1 e r.

sodann:

/T d4P  3 *P d*P l=  /  ____ ____ ______ L « ' ____ — ______ L . . . _ l . v ( » - 2 )  ---------- ------ ----------- Sw C «-1)
J  _ d x d y ^ l ~ 2  ̂ d y  3/y(,i—2) 3y ( n 3) d y ( n 2)J

3 2P
3y(n~̂ ) 3y(n 2)

wobei hinsichtlich des letztem Integrals in dieser Gleichung, wel­
ches aus der Differentiation des

nach y(n—2) und dann des y(n~2) nach x  hervorgeht, beachtet 
werden muss, dass der Factor yi71- 1) vor das Integralzeichen zu 
setzen war, weil die Integration, bei der y(n—2') constant bleibt,, 
vorangeht, und die Differentiation, durch welche jener Factor 
erst entsteht, nachfolgt.

Bemerkt man noch, dass DX\P. I , ,. =  - —*■, weil PA ohne-L 1 J2/(w—i) dx ’ 1
hin von yfa-V frei ist, so verwandelt sich die Gleichung (12),
resp. (8) in die folgende:

Aus (13) und (14) folgt nun:
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so ist:
k   ̂ 0ö. 8/;D _  ____ Li  ---------1-----. y(n—1) I____________________ !£l_ _  II

1 dy(n— 7 3y(n 2) 3ŷ n 2) 3t̂ (re—a)

Reduction der Bedingungen des Euler’schen Criterimns etc. 8 2 7

folglich:

92/ 3y(.n~ 2) dx  3y !-n—2) JJx 3yin—1) 

nnd kann endlich die Gleichung (16) durch die folgende:

8/’ D ,\  ̂  D . %f0yKn~ 2) x L3y(?l *) x 3y i'1)

_  f  8P
J  8y ( n ~ äiT 32/ (u_1)

ö/i
8̂ /(ra ') x 8yin—1)

ersetzt werden.
Geht man nun weiter und betrachtet die Summe (5) der 

vier letzten Glieder von (1) , resp. den ganzen darin vorkom­
menden Klammerausdruck, so ergibt sich hierfür mit Rücksicht 
auf (17) die Gleichung:

...(17)

3/
3 y { n  3)

SP

D,
3f

- D iC
8 f

D,
8 f

8 y ( n - 2 )  X l d y t n - i )  g y(n)

3 0  r  3 P-------------v [n) _J-----------1£-------- D  / _ 1 ±  9 « (n -l )  ...(IS)
%y[n-3) U ^  3 y ^ - 3 )  "  J  3y (n -3 )

_  /) e--- ^  -)- i) f } __ ^8̂ (m -i) '6 !)

Da nun aus (I):
8£

8 y(n—ä)

8 2P
8 y ( M 3 y ( n ~~~)

3 2PCX 3*P 02P
+  /  ------  - L . « '____  - L . . . - L v (n -3 )

1.3# 8 3 ydyt11̂ 1
3 2P

2).

3^(u 3^(?l 3)

32P 3y( » - *>
3y(Jl a) 3y^n~
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folgt, und da

D

W i n c k 1 e r.

/

32P  82P 82P
’bxdy^1 8y 8yi71—'6)

r  8 2P  8P1) / ——i---------------- BW'71 -I— i/^1) --------J  8y(»*-®) 8?/(»-2) y “  8y(n-

+y[n- 2)

8t/(w *) 8;/(w— 

82P
8 ^ (n—3) fiy{n — 3)

8P

- i )

ist, so erhält man:

8 ö  ^ T 8P
3y (» -3) ^ J s ? / ^ - 3) 1} ^ f y ( » - 4) 1} ^ w) 8y(»-3

8P* -f. 8^i
^  0 y ( » -3 )  “  0y(»»-3 )

Die Gleichung1 (18) kann daher wie folgt:

8/ “
3? y(w a)

/ ’ S?
J * y {n- i} y l

D,
8 f
i_____ d  r 8/‘

2) c L0t/v«—») x 8«(»)J.8?/' .8?/

-i} + 8/i
8 y(n~'A) D, Vi Vi

8y(„_2) +-Ö.® 3?y (n -l)-(19)

geschrieben werden.
Von hier an hat nun die weitere Entwicklung einen regel­

mässigen Fortgang, wie dies übrigens schon aus der Verglei­
chung der Formeln in (17) und (19) sich ergibt.

Zum Überfluss will ich noch bemerken, dass für die Summe 
der fü n f letzten Glieder von (1) die Gleichung:

df
3 y [n—4) - D ,

3 f
8 y (w-S) D,

3 f r 8/  rj
% y h l - 2 )  D *  [ 3 y ( « - l ) 8?/t) ] ] ]

Vx
8 y (n— 1) d , „ y . , ,  + d w

3

8/i
3 y(n~ )̂ d y ,l~')

- D W8). 9/i
x 3 y(n~*)

erhalten wird.
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Reduction der Bedingungen des Euler’schen Criteriums etc. 829

Setzt man das Verfahren fort, bis sich linker Hand die 
Summe der n letzten Glieder von (1) ergibt, so gelangt man hier­
nach zu der Gleichung:

% - D» i r r  5T7 - • • • + ( - V
9 y '  % l y "  ' *  l y " '  ' v ' *  8 y W

_  flU  _D I _L(__l)n—-D (n—2] ^
8?y ^  +  l y '  x  d y "  +  ' *' + (  } x  l y ^

und daher, wenn man zur Summe a ller Glieder von (1) über­
geht:

|£ _ I )  v + 2>(i) J L  _  . . . + ( _ 1)»DI») v
Zy x dy1 x ly "  ' x 9i/M

9 P  . 9 Q rlP
=  8 ^ (’ ) + 9y ~ Dj ^ V

- D* W + D * ]W -  + { - 1)n- ' D * - ' ] W ^

Nun folgt wieder aus (I ):

IQ =
ly

y(ll 1) I --------------  — )
J J l y l y W  J

n  92P  92P 92P  92P  1J_ /  4 -  « '  ^  - L . , / '  _ 1 ± _  +  . . . _ L « (« -2 )___ _ _ _ _  ly(n-l)
J  [ i x l y  ^V^y' l y l y ^ ^ i

Ferner ist:

^ _yU ~ i)  _ _ L  _j_ _ L  
ly  ly

r l P

H J 2 L +  v  I L  + « » + . . .  + v c - a, 3 i f  v . - )
i x i y  üyüy ^y^y i y i y 'n 3̂ .

r  8 2P 8P1) I ------ ---   lyi11—*) -)-wW -—
7  82/ 9i/̂ *-2) * 9?/
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830 W  i n c k 1 e i\

Man ha t daher:

_ y [ n ) + y { n - i )  J^± _| _

3 y 3 y  3 y

und kann die Gleichung (20) wie folgt schreiben:

i _ 4 + C f V  , . . + ( _ !) ,,„ < » )  v
dy ' dy' dy1 82/ (,l) ...(21)

= y ± _ D y ± + D m y . _  , ( l y - . j i ’— ) »a
dy 3)/' Ö!y" ' S y » -1'

Damit die Gleichung (1) stattfinde, genügt es hiernach, 
dass die zweite Seite der Gleichung (21) identisch verschwinde, 
oder, was dasselbe ist, dass auch die Function

fi = p , 2/(" - ,) + e 1

integrabel sei. Bestimmt man für diese den Werth von Qy auf 
dieselbe Art wie früher Q für /*, also nach der Formel (I ) , so 
ergibt sich:

—3)[n—3)y [ n - 2) C  8 i j _ 3 y ( » - 2 )  f i l L L  + y ’ ? ± L  +  ' " + y (
J  * y {n- 3) J  ’ 3a? ^ y  dy ^  3y(n

' + P z y {n~ 2) + Q 2

dy(n -2)

wobei

ist.

p* = ftfr, y, y',---y(n-ä)), 
Q% = ̂ ,  y, 2/';---2/(m_3))

Wenn man in gleicher Weise auch Qz nach der Formel

Q , =

dPa „ . n d P 2 , 3P2 . . „  dPa

+ - P 3 y {n~ 3) + ö 3
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wobei
p 3 = ( ? ^ x ’ y> 2/';---2/(”_4))?

Qz =  t s f r ;  y>

ist, bestimmt, sodann:

f , = P , y ^ + Q ,

setzt, so wird zwischen / j  und f % die folgende Gleichung statt­
finden, welche der Gleichung (21) zwischen f  und f x analog ist:

______n  | j )  i _ _ l f  *) ^ / i

3y -e d y ' ^  * dy" } * 3yC-U ..<(22)

R eduction  der Bedingungen des Euler’schen Criteriums etc. 831

3t/ 3y' 8y" 3y

Die Gleichung (1) wird also auch dann erfüllt sein, wenn 
die zweite Seite der Gleichung (22) identisch verschwindet, 
oder, was dasselbe besagt, wenn auch die Function f z in- 
tegrabel ist.

Ebenso wird, wenn man Q3 gemäss der Formel

Ö3 =

y(>l— C----- -— dij(n— -̂4~ f  — — -4-11*— - -f-.. -\-y^n 5)-------  — dy(n ^y J%y(n-ö)°y J  [ d x ^ y 3?/ 3 ^ - 6)J y

+ P !iy (n~ i)
wobei

A  =  y> y ’> ---y{n~5)) > ö * =  y> y ’>---y{n~ ä))

ist, bestimmt und dann

f 3 =  p 3 y {n~ Z)+ Q z
setzt, die zu (21) analoge Gleichung:

D ^  + Z )(2/-^ -  — .. .  + ( — l ) n~2 D'n~^ —3y  dy' ' x 3f  1} 3y(«-a)

( n - 2 )

K l  _ j )  8/3 , d (2) _8/s_ _  , / 2^-3 D (n-3) jj£
3y x hy' ^  * dy" ^  j * 8̂ -

Sitzb. d. m athem . naturw. Gl. L X X X V III . Bd. II . Abth. 54
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stattfinden. Hieraus folgt, dass die Gleichung (1) auch dann 
besteht, wenn die zweite Seite der Gleichung (23) identisch 
verschwindet, oder, was hiermit gleichbedeutend, wenn auch 
die Function f 3 integrabel ist.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man zu der 
Function

fn—2 =  Pn—2 y'r-\-Qn—2
worin

Pn—2=  rfn—2(#, y } y ), Qn—2 =  'Pn—2(3?, ?/,?/)

Wird Qn—2 wieder nach der Gleichung (I) oder direct in 
der Weise, auf welche (I) erhalten wurde, bestimmt, so folgt:

832 W i n c k 1 e r.

ü . - ! = ö«-*

wobei

i =  y), Qn-1  =  f , , - y)

Wenn man ferner Qn—\ durch die Gleichung

Q" - ' = f ^ r hj+ p" - ( 24)

definirt, wobei
P»=<pn(v)

ist, und wenn endlich

fn—1 =  Pn- i  y ’ -^Qn—1 

gesetzt wird, so erhält man die zu (21) analoge Gleichung:

9A - 2 n 3 A -2 , n(2 3 A -2+ £ (2dy x dy1 x dy

df‘n—1 n dfn_
-  8,  ^  - (2 5 )

Die Gleichung (1) wird also auch dann identisch stattfinden, 
wenn die zweite Seite der Gleichung (25) identisch ver­
schwindet.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Reduction der Bedingungen des Euler’schen Criteriums etc. 8 3 3

Nun ist, mit Rücksicht auf (24)

3 y  3y dy %y dx

Es verschwindet also in der That die zwieite Seite der Glei­
chung- (25) identisch, folglich auch die erste Seite der Gleichung
(1), wie es sein soll.

Dies ist also schon der Fall, wenn die, blos durch ihre 
Argumente definirten Functionen P, Px, . . .P n beliebig gewählt, 
und die Functionen Q, Qv . . - Q n- i  mittelst der oben angege­
benen Gleichungen bestimmt werden.

In dem ganz speciellen Falle, wenn die unbestimmt geblie­
benen Functionen Pv Pz, . . .P n gleich Null gesetzt werden, ver­
schwinden auch Qv  Qz, . . .  Qn-i und geht die Formel (I) über in:

woraus das bemerkenswerthe Resultat folgt, dass selbst dieser 
einfachste Werth von Q, wie man auch P , seiner Definition 
gemäss, wählen mag, das E u le r ’sche Criterium (1) ohne jede 
sonstige Bedingung in eine identische Gleichung verwandelt,

welche Bedingungen hierzu erforderlich sind.
Belässt man aber die P  in ihrer, nur durch die Argu­

mente beschränkten Unbestimmtheit und also die Q in der 
durch die früheren Gleichungen gegebenen Allgemeinheit, so 
können die Ergebnisse dieser Betrachtung wie folgt zusammen­
gefasst werden.

Q =

y{n 1

dass also weder n , noch — resp. — n -\ -l , noch sonst
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834 W in c k le r .  Reduct. d. Beding, d. Eulerschen Criteriums etc.

2.
B e z e i c h n e n

p =?(#, y, y1', 
pi =yi(a?, y, y1, ..•2/(n_2))

P/i—2 == f n - 2 ( v ,  y , y 1)

Pn_ i = y n_i(a?, t/)
=  y» (a?)

b e l i e b i g e  Func t i onen  der in den Parenthesen  ent ha l ­
t enen Gr öss en ,  so ist d ie  Func t i on :

P y n) +  Q
unmi t t e l bar  i n t egrabe l ,  wenn Q aus der  Gl e i c hung :

*y{"~n + + l / w  +  ’" w ^ ) * y{u~'}
+ P i y {n~ l)

+ P 2y(» -2

+  *'■>'+  ß i ü i r  * y '+ p ’‘- ' y '

+ y % i . f + P .

best i mmt  w i r d .
Diese Gleichung drückt vermöge der in ihr enthaltenen 

willkürlichen Functionen die allgemeinste und zugleich die 
einzige Bedingung aus, welche erforderlich ist, damit dem 
Euler'sehen Criterium der Integrabilität als einer identischen 
Gleichung entsprochen werde.
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