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Feduction der Bedingungen des Euler’schen Criteriums
der Integrabilitdt auf eine einzige Gleichung,

Von dem w. M. Dr. A. Winckler.

Bezeichnet f eine Function der Grossen

dy o Ty Y

& md ¢y = -2+ =
» Y dz’ dz?’ da”

so ist f.dz unmittelbar integrabel oder also das vollstindige
Differential einer andern Function von @, y, ¢/,... ", wenn die:
Gleichung

of . of L of
o ilay @ oy 1y d o
dy  dw de* 7 Codar

oder in anderer Schreibweise, wenn die Gleichung

9 of 0 0
a_];,’DW;" +Df)_1_,’:f _ ...+(_1)an0@% —0 ..Q)
identisch stattfindet. Diesem von Euler (1764) und Condorcet
(1765) gefundenen Satz fiigte Lagrange die selbstverstindlich
richtige und auch aus der Gleichung (1) sich ergebende Ein-
schriinkung hinzu, dass / um integrabel zu sein, y® nur linear
enthalten diirfe, also von der Form

f=Py"+4Q .. (2)
sein miisse, unter P und Q Functionen von @, y, ¢/,. .y ver-

standen. Ferner hat Lagrange ! aus der Betrachtung einzelner

1 Journal de I école polytechn. Cahier XII. Supplément, pag. 21
(Calcul des fonctions).
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Fille geschlossen, dass die Gleichung (1), damit ihr identisch
gentigt werden konne, nur in » Bedingungsgleichungen zerfalle,
welche gleichzeitig stattfinden miissen.

Spiter zeigte Joachimsthal,’ dass sich diese » Bedin-

gungen auf deren %(n—f—l), wenn n# ungerade, und auf 21—n+1,

wenn » gerade ist, reduciren lassen.

Soweit mir die Literatur dieses Gegenstandes bekannt ist,
hat die wichtige Frage nach der kleinsten Zahl der Bedingungs-
gleichungen, welche zur Identitdt der Gleichung (1) erforder-
lich sind, welchen also namentlich P und Q gentigen miissen, zu
keinen weiteren Ergebnissen gefiihrt, so dass Herr Bertrand *
mit den Worten:

»,Quoique l'intégrabilité de la fonction f(x, y, y',. .y™)
soit exprimée par la seule équation (1), le nombre des conditions
nécessaires est en réalité beaucoup plus grand et I’ équation (1) peut
se décomposer en plusieurs autres, qui sont toutes necéssaires
den heutigen Stand jener Frage, wenn ich nicht irre, vollkommen
richtig bezeichnet.

Gelegentlich einer Arbeit iiber die Integration der Differen-
tialgleichungen bin ich nun aber zu dem hiervon durchaus ver-
schiedenen Resultat gelangt, dass sich die sammtlichen in Rede
stehenden Bedingungsgleichungen auf eine einzige reduciren,
und dass diese einzige Gleichung, welche zu erfiillen ist, damit
die Gleichung (1) identisch stattfinde, direct und in voller All-
gemeinheit den Werth liefert, welcher Q beizulegen ist, wenn
man fiir P irgend eine Function von @, y, ¢',...y" " gewihlt
hat. Dieses Resultat enthilt die einfache und wie ich glaube, die
vollstindige Losung der seit so langer Zeit besprochenen Frage.

1.

Soll die Herleitung unmittelbar von der Gleichung (1) aus-
gehen, so muss man vor Allem die Summen der zwei, drei und
vier letzten Glieder jener Gleichung, also die Ausdriicke:

Crelle, Journal, Bd. 33.
Traité de calcul différential et de caleul intégral. T. I, p. 562.
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n— n— af af
(— 1=t DO 1)[83/(”—” _Dm@@—”] e (3)

(—1)n—21)gz—2)[ f __ b, [a F__p Bf]] o (@)

(—1r=*D= [

'ay(n—:‘)) -

3y(n—2) - y(n—i) x @(_n)

of o of of
D. [a\y(n_—a)_Dm [ay(n—u _Dxay(n)]”

nacheinander in Betracht ziehen und darin f=Py™4-Q setzen,

wobei

P=9(@,y, y,---y™ "), Q=¥ y, ¥,...y"")

ist.

Beginnt man mit dem Ausdruck (3), so ist zunichst die
darin vorkommende Klammergrosse zu berechnen. Man bemerke
zu dem Ende, dass:

of oP 00

Yy =y 3y + =1’

o dP oP , 0P oP oP
—_——_—— —— R e (n—1) (n)
@ —dw e TV ey T T T e T e
daher
vaf:, — z‘_af_'.=i._g_y’.a_P_.”_y(n—i) aP
9y(—1) foym Byt dx 3y 3y
ist und dass hieraus
of of
Dx [3:’/(71—1) - 'DT ay(n)] =
920 P , 0P
Y™ 1) Q1) o= Y 1)
oy oy’ 00y 9y dy(
(i) P oP
Y dy—2) dye—1) - dy(—?

20
+0: g

P 9P aP

(n—1)

f,v — Y @ - ) By(n—Z) ] y(n_i) st (6)
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folgt, wobei das der Klammer angehingte Zeichen yi»—"
bedeutet, es sei bei der Differentiation der Grosse in der Klam-
mer g1 als constant zu betrachten.

Dies vorausgesetzt, betrachte man nun die Summe (4) der
drei letzten Glieder von (1), beziehungsweise die darin vor-
kommende Klammergrosse, in welcher nach (2)

o P 30
= y(®) +
ay(n—Z) y By(n—il) By(n—2)

(D

zu setzen ist. Es ergibt sich dann, wenn man auf die Gleichun-
gen (6) und (7) Riicksicht nimmt, die folgende Formel:

of of of
By(?z—2) _D"" [ay(ﬂ.—i) _D.v -ByTL)] =
9*Q 2P . ap
y( ){_ ay(nfi) ay(n%l) + am By(n—i) +y ay By(“"l) + L
. (8)
P opP ]
(n—1) :
+y ay(n—Z) ay(n~1) +2 ay(n——2)

30 [ 30 3P 9P BPJ

Y p | %Y S S ey
+ 3y(n—2) +'DL ayw—l) + oz +3/ 3:’/ + +y Bym—Z) y(n_i)

Da das erste Glied rechter Hand, in (4) eingesetzt, noch
der (n—2)maligen Differentiation zu unterziehen ist, so entsteht
aus ihm ein anderes, welches y®»—? enthiilt; ein solches Glied
kann aber aus keinem der tibrigen Glieder in (1) mehr hervor-
geben, denn selbst das viertletzte

D, of D, 9 [y(n)

B op 80 -
33/(11—3) - J

3y(7z—3) + By(n—ii)

enthilt als hochsten Differentialquotienten von y nur noch y®»~3).
Hieraus folgt, dass, damit die Gleichung (1) identisch werden
konne, das Glied rechter Hand in (8), welches y™ als Factor
enthilt, nothwendig verschwinden, dass also die Gleichung
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0%0 .
ay(n—i) By(n—i) -
9P 2P %P

U L (n—1)
9 dyl—1) +y 3y dy(»—D +.ty 3y oyl
oP

+2 g 9)

bestehen muss. Diese Gleichung ist nun n#iher zu betrachten.
Aus ihr ergibt sich durch Integration nach §®—1:

Y
dy(—D =
oP  ,oP oP 92p
—_— _— ves (n—2) R 1) _____ - = (n—1)
ox +y oy +ety oy +fy dyt=o 3y(n_1)ay
or
+2 3?/(”—_2)32/("‘” +P, ~(10)

wobei
Pl =¢,(@, ¥, yl; oy )

eine willkiirliche Function der in der Parenthese enthaltenen
Grossen bezeichnet.
Nun ist

9P opr oP
(n—1) ______~_ QJyrn—1) — y=—1) — (n—1)
/;/ ay(n—2) 3y(n—i) ay y By(n—Z) /;y(n—Z) ay

folglich kann (10) in der Form

80

oy =
P — JE— (n—1) (n—1)
o Ty oy oty Ay~ +ﬁy(n—2) oy +P, ..(11)
oder wie folgt:

00

3y("—1) =
P
o[y—1 dy (1]

op , 0P oP 0y
J— _— (n—=2)
5o TV 5y +...+y 3y + =y +P,

geschrieben werden.
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Wird auch diese Gleichung nach y®—1 integrirt, so ergibt
sich :

oP
y(n_‘)ﬁjﬁ7l”2 (— 1+/ ety (n—z)BJin—?‘)Jay(n_i)

+P, gy +Q1 (D

unter
QJ ="P1(3}: Y, y,: e 'y(n_2)>

eine zun#chst nicht niher bestimmte Function der in der Paren-
these enthaltenen Grossen verstanden.

Die Gleichung (8), zu welcher ich nun zurtickkehre, geht
in Folge der Gleichung (9) und dann der Gleichung (11) tiber in:
o of of
ay(n'—2) e [By(n—l) —D, ay(n)]

aQ BQ ’ (n— i) 8P

_ 90 [ P (n_i)]
- W _Dz fa—y("__z) By y(n—i) —D‘v [P1]y (n—1) (12)

Durch die Ausfithrung der in den beiden letzten Gliedern
angedeuteten vollstindigen Differentiationen, und zuniichst aus
(I) ergibt sich:

.

9P
oty f___ - - (n—1)
y ﬁy{zz—2) 'ay(n—?.) ay

o2p 8P 82p
+/] 5+ 5 oy

0 oyli— 9 0yn—2 n—3) 89 (n—2)
Y y oy dy Y
oPr .
n—1)
Ty ]By
v opP 80
(n—1) 1 1
+y By +3 = ..(18)
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opr .
w%ﬂ
D. Uay(zt—- y Yo
32pP , 9P 9°pP
— . (n—2) S — dyn—1)
f [axay(n—2> T gyages T YT ey sym—z>] y

2P
+y(“-1)‘/\m 3y(75—1) ...(14)

sodann:

wobei hinsichtlich des letztern Integrals in dieser Gleichung, wel-
ches aus der Differentiation des

BP n—1
St

nach y®»—2 und dann des y»—*» nach a hervorgeht, beachtet
werden muss, dass der Factor y»—1 vor das Integralzeichen zu
setzen war, weil die Integration, bei der y»—* constant bleibt,
vorangeht, und die Differentiation, durch welche jener Factor
erst entsteht, nachfolgt.

Aus (13) und (14) folgt nun:

90 opP
. (n—1)
ay(n~2) D I‘:/‘ay’n— By :Iy(n—i)

oP e o 20,
=ﬁ—y(”_3) ay 1) + aym_g) Yyt 1) 4 By(n—z) '"(15)

__dp,
Y= dr
hin von y@—" frei ist, so verwandelt sich die Gleichung (12),
resp. (8) in die folgende:

of of of
3y —3) —D, [3y(n_1) —D, ay(n)]

or oP, 90 dP
(71 1) (n—1) 1 _ 1
faJ W g T e

Bemerkt man noch, dass D,[P,] , weil P, ohne-

(16)

Setzt man jetzt der Abkiirzung wegen:

fi=Py ="+ 0,
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so ist:
o, P i %0 o
Pi= By("_i) ’ oy 2) " Y + oyn—2) By(n—ﬂ)
folglich:
0P, ' 00 dP, of, of
n—1) e SN § —_ 1 . 1
BJ”Z—.') J + a,/m_z) do ay(n—z) D‘v ay(n—i)

und kann endlich die Gleichung (16) durch die folgende:
of [ of of J

3]/“‘_2) D, ay(n—l) — Y ay(n)
oP o, of (17)
_ (n—1) 1 . 1
/;33/("_3) 9y + Ay D, dy™—

ersetzt werden,

Geht man nun weiter und betrachtet die Summe (5) der
vier letzten Glieder von (1), resp. den ganzen darin vorkom-
menden Klammerausdruck, so ergibt sich hierfiir mit Riicksicht
auf (17) die Gleichung:

of of of 9
W_f—m“l)”[ayof—z) —D. [awa—n _D‘”awa]J

oP 90 9P
= 7) - n—
=gy 9"t g D“T/By(n—-'}) Byt .. (18)

of} o
D‘a (n—2) + J\n—i)

Da nun aus (I):
90
T

9%pP
n—Ii n—
4 )_/:(33/(“—3> dyn—2" Byl

2P , 9P 92p
(n—38)
+ﬂ3m y =3 +y 3y ay(n—3) toty ) 3y(n—4) 3y
%P
an—d 3,/‘" 3)

opP n—1) (n—1) 3P Q
+/‘3J("’_ 3y\ +J 8 (n—38) +ay (n—3)

_{_y\az 2), ] y(n—i)
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p
Dxf gy Y=

92p P . 92p
(n—38)
f['da: 5o TY gy agey T TV e

folgt, und da

%P
W] dyn—1)

2P oP
(n—1 L n—1) (n
+y )ﬁy(at—:l) 3y oy +yt dy=3

ist, so erhidlt man:

30 BP (n—1 aP (n—1 (n BP
—ay(zTS) ——Di/‘ayﬁ—_f") By\ )= By{n—-’t) By\ ) A ) ayuz—?.\

3P, 30,

1
+ .
dy—9) dy =7

+y—)

+y(’1—‘)

Die Gleichung (18) kann daher wie folgt:
of [ of of of ]
ayo D [gyomm P [By“’") b 33/“”]

oP 1 B, of Y,
Ea —1) 1 : 1 ey
ﬁyw—*) + gy — Doy +D gl (19)

geschrieben werden.

Von hier an hat nun die weitere Entwicklung einen regel-
missigen Fortgang, wie dies iibrigens schon aus der Verglei-
chung der Formeln in (17) und (19) sich ergibt.

Zum Uberfluss will ich noch bemerken, dass fiir die Summe
der fiinf letzten Glieder von (1) die Gleichung:

AN S BT

Ay oy Y2 By 3y
opr 1) of) o 2 Ofy
— n " _D. )y %I
ﬁ3/(11—5j oy + e D, Y= +D; 3y/n_n
—D® of,
x By(n—

erhalten wird.
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Setzt man das Verfahren fort, bis sich linker Hand die
Summe der » letzten Glieder von (1) ergibt, so gelangt man hier-
nach zu der Gleichung:

) ) of of
gy—f, ",, +D 2>%— . H(—1y=tD—n A

By("J
BP n—1 8/‘1 fi n—2 n—2) af;
=fa—y3y( )+W 3 ,,+ A (= 1) -D.v( )ii:y('Ti)

und daher, wenn man zur Summe aller Glieder von (1) iiber-
geht:

of of . 3}" Bf
L _p L (2) 1 »n (n)

P 30 P
= gy Rl s P P )
5y V"t 5y Dfay oy

of, . Of ‘ o,
—D, L 4D 1L +H(— 11—t
¢ 3y’ x 3]/” ( 1) X 31 (n—1) (20)

Nun folgt wieder aus (I):

90 _
e

2P
—1) f____~ — (n—1)
Y fﬁyay“"z) &
2

. 92pP 2P , 0P 2P
! yn—__—__ — (n—1)
+f[ 00y ty 0y oy Y dydy’ oy oy 33/(""3)] %

P, | 90
(CE) Juiul S o &
+y 5y + 5 ”

‘Dt/‘a_-P' 3y(n—1)=
dy

a*p %P " 92p J v
(=2~ | Jyyln—1)
f[ﬁrcay +y 3y3y +y 3y3J +..-ty By Oy Y

P BP
(n—1) ’n—‘l)
+y fay g T 5

Ferner ist:
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Man hat daher:

30 3P ag
=~ D | —9yr—1) = (n) (n—1) o1
3y D.f 5y % + +

und kann die Gleichung (20) wie folgt schreiben:

of f L po O wpw _of
oy Pty T em

9 R }
=—2L —-D fl —{—_D( 2) fl ‘_‘---+('—1)"—1D_£n_1) 3]011
Y ?} ay(n )

Damit die Gleichung (1) stattfinde, geniigt es hiernach,
dass die zweite Seite der Gleichung (21) identisch verschwinde,
oder, was dasselbe ist, dass auch die Function

fi =Py +0,

integrabel sei. Bestimmt man fiir diese den Werth von Q, auf
dieselbe Art wie frither Q fiir £, also nach der Formel (I), so
ergibt sich:

Q1 =
0P, op 9P,
y(/l— f y n—3) a (=2 +ﬂ + / 1 + +Jm_3) J n—4) a?/(n_z

Py -0,

wobei
Py=g,(x,y,y,...y"%),
0=, (@, y, y/7 . __y(n—s))

ist.
Wenn man in gleicher Weise auch @, nach der Formel

Q —
n— 77,—3
e+ [

+ P,y +0,

y(n—3)

3P,
2 2 (n—4)___ 2
T 7Y a oy Tty By"‘—°)]




Reduction der Bedingungen des Euler’schen Criteriums ete. 831

wobei
P3 = ¢q (a;', Y, y/, .. _y(n——@),

Q=193 9y, ¥,...y" ")
ist, bestimmt, sodann:

fi=Py"2+0,

setzt, so wird zwischen f, und £, die folgende Gleichung statt-
finden, welche der Gleichung (21) zwischen f und f, analog ist:

yi_ _ Bfi ')) afl . n—i D(n—l) afi
i —Dugh+D R
= af ——-D 8f2 +Db /P —_—. + (_ 1)7;—21)(_”'—2) af;!

By oy 3y’ ¢ by

Die Gleichung (1) wird also auch dann erfillt sein, wenn
die zweite Seite der Gleichung (22) identisch verschwindet,
oder, was dasselbe besagt, wenn auch die Function f, in-
tegrabel ist.

Ebenso wird, wenn man Q, gemiss der Formel

dP,
(n—4) n—- -3 l 3 — —
v / ety 2/ 1)+f + + akd S)By(n—m]ay( Y

P,y +Q4

wobei
P‘* =9,@ 9, yl7 . 'y{n_s)) ’ Qz; =, (@, ¥, y; (n—a))
ist, bestimmt und dann

fo="Py=40,
setzt, die zu (21) analoge Gleichung:

afz af? 3f2 n—2 J){n—2) sz
B2 Dol 40l ayrpen e

=%_ 3/3 +D2) fs _”__’_(_1)7;—31)(71—3) st (23)
y Dy » By

Sitzb. d. mathem. naturw. Cl. LXXXVIII, Bd, I Abth. 54
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stattfinden. Hieraus folgt, dass die Gleichung (1) auch dann
besteht, wenn die zweite Seite der Gleichung (23) identisch
verschwindet, oder, was hiermit gleichbedeutend, wenn aunch
die Function f, integrabel ist.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man zu der
Funetion

fn—Z = RL—Z y” + Qn—2
worin

P, =g, sz, ?/'); On—2={n_s(, y, y’)

Wird Q,» wieder nach der Gleichung (I) oder direct in
der Weise, auf welche (I) erhalten wurde, bestimmt, so folgt:

oP, 0P, .
) n r n / /
Qn—z—yf———ay ay +f_~3x ay +-Pn—-1 Yy + Qn_i
wobei

Pn—l = ?71——1(55‘) y); Qn—l == "Pn—l(m, y)

Wenn man ferner Q,_; durch die Gleichung

BPn—i
Qn—l zf_ax 33/"‘})11 ...(24:)
definirt, wobei
-Pn =P (@)
ist, und wenn endlich
f;z—-i = Pn-—i yr+Qn—l
gesetzt wird, so erhilt man die zu (21) analoge Gleichung:
Bfn—-2 —.D,,,- a/;z—’2 +D(2 aﬂz—l—2
oy oy ® 9y"
_ aﬂz—l afn—‘.l
~ 5y —D, 3y ..(2D)

Die Gleichung (1) wird also auch dann identisch stattfinden,
wenn die zweite Seite der Gleichung (25) identisch ver-
schv:indet.
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Nun ist, mit Riicksicht anf (24)

aQn_j _ BPH—J ] 8Pn—-1

af;z—i _ 81)7:—-1 !
By_ oy y+ oy - oy y+ o
8f;l—i _ o a-Pn—i / 3Pn—1
D, _Tiy_’ =D.,P, = 'c)y y+ 0w

Es verschwindet also in der That die zweite Seite der Glei-
chung (25) identisch, folglich auch die erste Seite der Gleichung
(1), wie es sein soll.

Dies ist also schon der Fall, wenn die, blos durch ihre
Argumente definirten Functionen P, P,,...P, beliebig gewihlt,
und die Functionen @, Q,,...0, 1 mittelst der oben angege-
benen Gleichungen bestimmt werden.

In dem ganz speciellen Falle, wenn die unbestimmt geblie-
benen Functionen P, P,,...P, gleich Null gesetzt werden, ver-
schwinden auch Q,, 0,,...Q,—: und geht die Formel (I) tiber in:

0=

P opr opP P
(n—1) = _ §qyln—1) — 1 (n—2) i(n—1)
y fay@_a 3y +/ o+ 3y et g

woraus das bemerkenswerthe Resultat folgt, dass selbst dieser
einfachste Werth von @, wie man auch P, seiner Definition
gemiss, wihlen mag, das Euler’sche Criterium (1) ohne jede
sonstige Bedingung in eine identische Gleichung verwandelt,

1
dass also weder =, noch 3 (n41) resp. —; n+1, noch sonst

welche Bedingungen hierzu erforderlich sind.

Beldsst man aber die P in ihrver, nur durch die Argu-
mente beschrinkten Unbestimmtheit und also die @ in der
durch die friiheren Gleichungen gegebenen Allgemeinheit, so
konnen die Ergebnisse dieser Betrachtung wie folgt zusammen-
gefasst werden.

o4 ¥
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Bezeichnen

P = ()0(% Y y’ ./ )" n_ﬂ)
P =o»y Yy, -~y<"—2>)

P, »= Pn—2(@, ¥, yl)

P, i=¢,_1(z, )

P, =9, (2)
beliebige Functionen der in den Parenthesen enthal-
tenen Grossen, so ist die Funection:

Py™ +4-Q
unmittelbarintegrabel, wenn Q aus der Gleichung:
Q_
— 3P n— (n—2 BP n—
y ‘%J(l_,) Byt ‘>+f gty Y gy
+Py
. BP1 0P,

(n— n 2) 1 (n—3) n—
4y my ‘f‘f 33/ +...+y y*" 4))3J 2)
+Py—2

+
oP, .
+ ¥’ f 81;;73 %+ f ( P:;;,«& +y apé;_s)ay”ﬂ%—z?/”

8P, -
+Jf 3J+f ——= 8y +P, 1y
f Pt gy 4P,

bestimmt wird.

Diese Gleichung driickt vermoge der in ihr enthaltenen
willkiirlichen Functionen die allgemeinste und =zugleich die
einzige Bedingung aus, welche erforderlich ist, damit dem
Euler’schen Criterium der Integrabilitit als einer identischen
Gleichung entsprochen werde.




ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1883
Band/Volume: 88_2
Autor(en)/Author(s): Winckler Anton

Artikel/Article: Reduction der Bedingungen des EnlerA’schen Criteriums der
Integrabilitét auf eine einzige Gleichung. 820-834



https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=34790
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=176681

