Uber die Bessel’schen Functionen.

Von Leopold Gegenbauer.

(Vorgelegt in der Sitzung am 1i. October 1883.)

In den folgenden Zeilen wird zunichst eine kurze Mitthei-
lung iiber eine Classe von Entwicklungen nach Bessel’schen
Functionen erster Art gemacht, von welcher bisher nur einzelne
specielle Fille von O. Schlomileh und E. Beltrami behan-
delt wurden; sodann werden mehrere bestimmte Integrale aus-
gewerthet und einige Relationen zwischen bestimmten Inte-
gralen abgeleitet, in welchen bekannte Formeln aus der Theorie
der symmetrischen Potentialfunctionen, auf welche H. Weber
und E. Beltrami aufmerksam gemacht haben, als specielle Fille
enthalten sind.

Bedenkt man, dass:

v 1
cosm:{/ 2—] 2 ()
sinx = Vﬂ; g ()

ist, wo J"(2) die bekannte Bessel’sche Function erster Art
bezeichnet, so sieht man, dass die Fourier’schen Reihen:

flz) = Z A,cosdx
¢ (x) = 2 B;sinix
I8

wo A die Reihe der ganzen positiven Zahlen durchléuft, falls die-
selben als Entwicklungen nach Kreisfunctionen, welche nach den
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. LXXXVIII, Bd. IT. Abth. 63
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Vielfachen des Argumentes fortschreiten, aufgefasst werden, als
specielle Fille der allgemeinen Entwicklungsformen:

f(x) = Z A,z I ()

I

o () = Z B, o=+ Je+1 ()

wo p irgend eine reelle Zahl ist und X die Reihe der ganzen
positiven Zahlen durchlduft, angesehen werden kommen. Den
speciellen Fall p=¢ dieser beiden Entwicklungsformen hat Herr
0. Schlémilch in seiner Abhandlung: ,,ﬁber die Bessel’sche
Function“ (Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, II. Jahrg.,
pag. 137 ff.) mitgetheilt und daselbst auch die Coéfficienten
dieser speciellen Entwicklungsformen durch Doppelintegrale aus-
gedriickt.

Wenn man beriicksichtigt, dass die Reihe der ganzen
positiven Zahlen mit der Reihe der positiven Wurzeln der trans-
cendenten Gleichung:

sinmz =0

iibereinstimmt, so sieht man, dass die angefiihrten Fourier’-
schen Reihen auch Entwicklungen nach Kreisfunctionen sind,
deren Argumente alle reellen positiven Wurzeln einer bestimmten
transcendenten Gleichung durchlaufen. Bei dieser Auffassung
ergeben sich zunichst aly Verallgemeinerungen der Fourier’-
schen Reihen im Gebiete der Entwicklungen nach Bessel’schen
Functionen erster Art die Reihen:

f@) =)' da=rJe(s,)

wo die Grossen g; die verschiedenen reellen positiven Wurzela
einer der beiden transcendenten Gleichungen:

(na)=+JH(aw)y =0

[(ea)=> J(az)) =0
sind.
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Ein specieller Fall dieser Entwicklungsformen, ndmlich der
Fall =0, findet sich schon in Fourier’s ,Théorie analytique
de la chaleur“. Die allgemeine Form wurde von Hermann Han-
kel in seiner Abhandlung: ,Die Fourier’schen Reihen und
Integrale fiir Cylinderfunctionen (Mathem. Annalen, VIIIL Bd.,
pag. 471 ff.), L. Schlédfli in der Arbeit: ,Uber die Conver-
genz der Entwicklung einer arbitrdren Funection f(«) nach den

Bessel’schen Functionen J(B, ), J(B,2),. ., wo B,,5,,8,,-

die positiven Wurzeln der Gleichung J (B) =~ vorstellen“ (Mathe-
matische Annalen, X. Bd., p. 137 ff.) und in neuester Zeit in
besonders eingehender Weise von Ulisse Dini in seinem vor-
trefflichen Werke: ,Serie di Fourier e altre rappresentazioni
analitiche delle funzioni di una variabile reale“ (Pisa 1880) unter-
sucht. Herr Ulisse Dini hat auch die allgemcinere Entwick-
lungsform, welehe man erhilt, wenn man fiir die Grossen g, die
reellen positiven Wurzeln der transecendenten Gleichung:

az[(ax)™ P (ax)|—h(ax)=> P(ax) =0

nimmt, in dem oben erwidhnten Werke ausfiihrlich behandelt.

Die Cotfficienten dieser Entwicklungsformen sind durch
einfache Integrale ausdriickbar.

Die von Herrn O. Schlomileh aufgestellten Entwicklungs-
formen konnen nun ebenfalls unter dem eben auseinanderge-
setzten Gesichtspunkte betrachtet werden, und bilden dann spe-
cielle Fille einer allgemeinen Classe von Entwicklungen nach
Bessel’schen Functionen erster Art, die nun kurz besprochen
werden soll.

Die von O. Schlémileh angegebenen Entwicklungen haben
nimlich folgende Gestalt:

f@) = ) 4 J (o)

p(@)= D B ea)

wo die die reellen positiven Wurzeln der transcendenten
Gleichung:
63
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(nz)% J»; (r2)=0

sind. Verallgemeinerungen dieser Reihen sind demnach die Ent-
wicklungen:

[@) =) do=t=J(pa)

wo p eine ganze positive Zahl ist und die Grossen p, die ver-
schiedenen reellen positiven Wurzeln der transcendenten (Hei-
chung:

1) @) pd(az) e B} =0 2]

sind, wo @, m, n reelle Constanten bezeichnen.
Ausser den schon erwihnten speciellen Fillen dieser Ent-
wicklungsformen wurden bisher nur die Fille:

p.=%, p=1, v=—%, n=0
p._—_%, p=1, vz—%, m=0
p.=—2l, p=0, v=—%, n=0
p.=—-;~, p=0, v=%, m=0

welche trigonometrische Reihen liefern, deren Terme nach den
reellen positiven Wurzeln einer der beiden transcendenten Glei-
chungen:

J%(ax)=0

Jax)=0

fortschreiten, von Herrn Eugenio Beltrami behandelt. (,In-
torno ad un teorema di Abel e ad alcune sue applicazioni.« Nota
del M. E. prof. E. Beltrami, letta al R. Istituto Lombardo nell’
adunanza del 20 maggio 1880. ,Intorno ad alcune serie trigono-
metriche.“ Nota del M. E. prof. E. Beltrami, letta al R. Isti-
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tuto Lombardo nell’ adunanza del 3 giugno 1880. Rendiconti del

R. Istituto Lombardo. Serie II, Vol. XIII, fase. X e XI, XIII).
In dem Falle v=0 sind die Coéfficienten dieser Entwick-

lungsformen, wie schon erwihnt wurde, durch einfache Integrale

ausdriickbar; in allen anderen Fillen lassen sie sich, wie nun

gezeigt werden soll, durch Doppelintegrale ausdriicken.
Multiplicirt man die Gleichung:

(@) (a)?
J(az) = ‘Zo(-— TG

mit #++!1(1—a?*)—!dx und integrirt in Bezug auf # von =0
bis # =-1, so erhilt man, da:

1

J a2 (1 —a?p—tde = O(p—+2) Ne—1)

21 (p—+v—+12)
]
ist:
1
[y (ot 2D
0
S “ o
Z (—‘1) 8 22)‘[[(;\) H(}L—i—vq-)\)
=0
oder:
1
—1
2) J e (a@)or+ (1—ay— do— 21 (v =D Jo
| [p=>—1y=>0

Setzt man in dieser Formel:
a=py

multiplicirt sodann mit y*+!J++* (o) dy und integrirt von y=0
bis y=u¢, so erhilt man die Relation:

a 1
[ gt I gy Fopgort (1—aty=tde
0 0
2-(r—1

1
= o ) J y I (py) It (p-y)dy
» 0
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Transformirt man das Integral auf der linken Seite dieser
Gleichung durch die Substitution:

Yy =z

so verwandelt sich dasselbe in:

a Yy

[yt iy | ()t Py

0 0
welches Integral auch in folgender FForm geschrieben werden:
kann:

a @

j' JH(pz) v tide J Yy~ Jut (e (YR —22y—tdy

0 z

Mit Hilfe der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung,.
von welcher die Bessel’sche Function erster Art ein particulires
Integral ist, findet man bekanntlich die Relationen:

a

J y ot (py) 7 (py) dy=

0

a
o5 — gk

St (ap), I (aps)
gl (ep))s pol e (ags))
(oS poy
[J+(aps)]s Jet (aps)
) e, o gl

ag®

a

2
) d=

0

Man hat daher schliesslich die Formeln:

j J(¢:7) z‘“*"hj y=eo D Pt () (y* — 22— dy =
0 z
2—1II(v—1)a
e (g —p2)

'
i

P (ap), Jo(ap) |
e[ 2 (ap)]y ps[JF (ap))

. . (2 poy

[ (oot w0 B () (g — 27y =" dy =

z

2 I(—1)e?

fr

] I )
D A O

N\ ag.
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Setzt man:

a

19, =u(z)= [ y= T Pt (o) (y* — %) dy

so findet man nach einigen leichten Rechnungen, dass diese

Function der folgenden Differentialgleichung zweiter Ordnung
geniigt:

20+

7 (2)+ Ly (2) () =2(o— Lyt =(at - 22 = o () —
___Pa—-(y.-l-v-—l) (az,_‘__zz)v—l Ju+*;—l (“P)

Setzt man der Reihe nach:

1 1
a=1, p=—rg, V=g

1
a=mn, p=—1, v= gr P="

wo n, eine ganze Zahl ist, so erhilt man fiir die dadurch entste-

henden speciellen Functionen y(z) die schon von Eugenio Bel-
trami aufgestellten Differentialgleichungen:

1 (@)+pt (2) - £ (P) SO o

V1— (1 )

p 2, J° J!
L@+ X @)+ B, T o
% Vl—‘z2 —2?)7 ;]
w7 1 ’ 2 zZ COS 7ll T
1(2)— Y (2)+n* y(2)+—-2L5=0
(r* —2%)2

Es seien nun p, und p. zwei verschiedene Wurzeln der
transeendenten Gleichung:

2=+ In Jot (ax)+n2{ A (a2)|} =0 [p>-—1, v=>0]
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Alsdann verwandeln sich die obigen Gleichungen in die
folgenden:

a

[ 9+ (o) P+ (e dy=0 (569
0

s 2

| y(J*‘+V(Pry))2fly=%; {1—<’* )+ <£’~ﬂ o+ (apy))?

o np=
(rs0)

0

a

J y (I (py)? dy = ”; {1+ (?lf_‘f [1_<

m
0

Pty

o

(m=z0)

Aus der ersten von diesen Gleichungen folgt bekanntlich,
dass die Wurzeln der eben erwihnten transcendenten Gleichung
simmtlich reell sind; denn hitte diese Gleichung eine complexe
Wurzel, so miisste sie, da alle ihre Coéfficienten reell sind, auch
die conjugirte complexe Wurzel besitzen. Wiirde man diese zwei
conjugirten Grossen fiir p, und p. nehmen, so hitte man unter
dem Integralzeichen einer Function, welche im ganzen Integra-
tionsintervalle stets dasselbe Zeichen besisse, deren Integral
also nicht gleich Null sein kann, ausser wenn sie selbst iden-
tisch gleich Null ist. Dies ist aber nicht dér Fall, und daher sind
alle Wurzeln der oben erwihnten transcendenten Gleichung
reell. Man sieht ferner leicht aus dem asymptotischen Ausdrucke
fiir die Bessel’sche Function erster Art, dass die obige Glei-
chung unendlich viele Wurzeln besitzt. Aus der bekannten
Form der Bessel’schen Functionen erster Art endlich ergibt
sich sofort, dass die Wwrzeln der Gleichung paarweise dem
absoluten Betrage nach gleich und von entgegengesetztem
Zeichen sind.

Fiir die erwéhnten speciellen Werthe der Grossen g, und p.
hat man die folgenden Relationen:

a a

[ Peyettds [ ymeemn g (poy) =2ty =dy—o

0 z

[P)‘ 2 PtJ
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a a

I Je(pe)e 1 da J Y= I (poy) (yF— 27—t dy =
(]

IR () o (B e ey

P: (g2 7n0n
[2s0]
a a

j F(pe2)zet! dv J YOI (poy) (3 —2*) ' dy =
0

z

D Ty gy
o [msO0]

Ist nun die Function f(«) so beschaffen, dass nicht nur
a¥—rH f(x), sondern auch das Quadrat dieses Ausdruckes in
dem Intervalle O...« integrabel ist, so hat man die Ent-
wicklung :

@)= ) 4a=v=n J(pa)  [p>—1;0=0<d]
I8

wo die Summation sich iiber alle positiven Wurzeln p, der
erwihnten transcendenten Gleichung erstreckt und:

28
A4, = T Ny T
: v—2 — 21— m _Z)_l_ ! - 2
22 (v—1)a gl ( ap)\) -+ (np;) j’(J (apy)
[t e) e [y e ) st dy
) z
= P; —
y—2 _ 21 __ .P"H'\z m 2} ot 2
22 I(v—1)a {1 ( ™, -+ (”P‘A) (PP (ap))
@ 1
[yt I (pa)dy [ er4if(ye) (1—ty=tds
0 0

[220]
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4, = 7 5)\ 2 T
Ve . 2 7np), (B , ,
2—2(y—1)a {1+(m) [1 (ﬂ_ﬁ\)]%([]ﬁ% (@p)])?
[ de [yt B () sy =ty
0 E]
_ o .
- v—2 _ 2 np)~z __P'+v2§ vty 2
2—l(v—1)e {1—1—(,") [1 <W) } (P (ep))])
a 1
[gtrmrmtdet () dy [ ety (1—sty -t
0 0
[m =20
ist.

Setzt man speciell:
p=0
f(@) = (Ba)+ J*(Pa)
wo B von jeder der Wurzeln —+p, verschieden sein soll, so

erhiilt man die Formeln :

(B I (B) = - B0 m i+ () +nB I+ (aB)] .

Z 2 af‘*;J‘“(mfv)2
et () + () )
‘ ' [220]
(Br)= J*(Ba) = [72,; B0+ pm Jet (af)+-nfB [J+ (af)] 1 -
3 e pa)
T (f—£? %1—1— (%) {1— (P'a_‘;”) ]} [Je+(ap)]’

[msO
Setzt man in diesen zwel Formeln:

B=0
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so verwandeln sich dieselben in die folgenden:

=
2'—tm H(p—+v)

o (p)
Z 21_ (_luu—e—v) N ( m

no/) % F )

= ima-+-n (p—+v)}.

ap

[2sO]
) @2
o — 2’% {ma—+n(p—+v)}.
Z 2 ol (Pkﬂfz
e (5
’ (ms0]

Aus der letzten Formel folgt fiir:
m=1, n=0, p,=%

die specielle Relation:
2v—l

o (A p, sin oz
1= 2v—f—1) / Z 2"*" ’

2 H< J 2 (ao,)]

Es soll nun auch ein Ausdruck fiir die Entwicklungsco&ffi-
cienten 4, fiir den Fall gegeben werden, dass die in der Glei-
chung 1) auftretende Constante v negativ ist.

Es sei F(z) eine Function von z von der Beschaffenheit,
dass nicht nur 2~*F(z), sondern auch das Quadrat dieses Aus-
druckes in dem Intervalle O...« integrabel ist. Dieselbe lisst.
sich alsdann in eine Reihe von der Form:

R@)= ) Bt I (2)
X

entwickeln, wo die Grossen p, die Wurzeln der transcendenten
Gleichung:

3) a—e=) i Jo— (az)+n2| T (ax)]} =0
[v=0]
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sind. Diese Entwicklung ist innerhalb des genannten Intervalles
mit Ausnahme einer discreten Punktmenge in gleichem Grade
convergent und die Entwicklungscoéfficienten B, sind durch die

Relationen:
2

a”%l— (%)24— (:—;—))2

a

'J?/'“‘“'*” F(y) 2 (0y) dy

(=) (ap)?

0

[n 0]
B, = np u2—v 2 ’
i () () o e
.J;‘W“’*” F(y) P (my) dy
0 (ms0)
gegeben.

Schreibt man in der obigen Entwicklung xz fiir z, multi-
plicirt sodann mit (l—z)'—1 dz und integrirt in Bezug auf z von

2=0 bis z=1, so erhilt man unter Beriicksichtigung der Rela-
tion .2) sofort die Gleichung:

1
1 2—1I(v—1
f(@)= F(az) 1~y e _ 2O )
0

3
[p—y=>—1]
Nun ist, wenn ¢ der Bedingung:

0<¢<1

geniigt, bekanntlich:

1 1

_ 2ysingnp wPtdu  F'(yau)dz
F(:’/)—F(O) _ T 7-1’ (1”—1LE)QJ' (1—-z2)l_9
0 0
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Unter den gemachten Voraussetzungen ist aber:

F(0)=0

ferner:
1

1 (yu) =J F(yzu)(1—2*)—'dz

0

Man hat daher fiir ¢=v die Relation:

1
2y sin v w? f'(uy) du
Fo= T[ (A —uty

Es besteht also die Entwicklung:
@ (;c) — ZA)‘ ——p) Ju (P/fv)

[p—yv>—1, 0<<v<1]

wo die Grossen p, die verschiedenen reellen positiven Wurzeln
der transcendenten Gleichung 3) sind und:

2+1I(v—1) sin vz
v —w\?
me a? {1_ (Hap; ) - (np ) l(JJ_‘(ap'))z

1
) ) 2% [(y2)2—2—r+2 o (y2)|' dz
J y—(!*—')J.“—'(p)‘y) (lyJ [(?/ ) (1_2;2)?@ )]

0 0

2+I(v—1) sin vz
) —\* _
mp @* {1_< “p; ) - (np > (P (@p))*

e g [ YD =) dy
2p—2v—p+2 ,
@) s [
0 z

=

2»+1I(v—1) sinva
O3 P P

(a—y) oy "2 ()=t (y2)] ' da
J y— g (pxy)flyj ly2) (l_zz)(f\y )
0 0

K=
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2+ I(v—1) sin vz

e o (= o

ag

a - ) Cy—(p—rt1) Jo—n o.y)d
“ 22 [zm— v—p+2 (P(z)] dz [y (yz__,zZ)(y y)J/,

0
[ms0]
ist.

1, .
Geht man, wenn =g ist, von der Entwicklung:

F(@:Zzﬁz 2T (42)

aus, schreibt in derselben @z fiir z, multiplicirt sodann mit

d_z_ und integrirt in Bezug auf z von O bis 1, so erhilt man
T 8 )
—2z

in diesem speciellen Falle fiir die Entwicklungscoéfficienten A4,
die folgenden Ausdriicke:

_ V 2 2

o o _./2'U'_1 U)_1
a ?1 \———Qapl > <np ) % (J (ep )\
a _2p—3 2p—1 2p.—p !
[ y *J°¢ (my)dyjf(za/) oyl dz
o

) [ 1—22

B V 2 2
o T, 2/;.—1)2 m\* 3”2;‘ 2’
. %1_ ( 2ap, - <n‘0~,‘) }(J (a ‘6)‘>>
a a 25"_,5 i—_'l
J( (2= 9(2)) dz j‘ y I (apdy
0 2 \/ yz—zz

A_V”P'* () (2,%,)]‘([

ne
@)])
a 20—3 2p—1

JO y_ T I (ay)dy “ J)l;:"f(zy)] dz

0
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2 : -
e I Y]]
[a[ s @] d J.“ - — J%'T_i(p;_y) dy
;‘, aape

[ms0]

Es sind demnach auch fiir negative v die Functionen y,, , (2)
die zur Isolirung der einzelnen Coéfficienten tauglichen Multipli-
catoren.

Es mag noch hervorgehoben werden, dass aus der Re-
lation:

T (2) == I () (P ny=

n% Zy,+l, \,(z)
sofort folgt, dass in allen fritheren Formeln, wenn » =0 ist, die

. 1 1,
Multiplicatoren y, ,(z) durch — — 7, ,(z) ersetzt werden
X2

konnen.

Ebenso sieht man auch, dass die in den Ausdriicken der
Coéfficienten 4, auftretenden Doppelintegrale durch partielle
Integration noch weiter umgeformt werden konnen.

Ich gehe nun zur Auswerthung einiger bestimmter Inte-
grale tiber.

Multiplicirt man die von Herrn L. Schliafli abgeleitete
TFormel:

2y
Jr (@) J (@) = - g* Jutr (2 cos ©) cos (m—n) ¢ dy

0

(,Einige Bemerkungen zu Herrn Neum ann’s Untersuchun-
gen iiber die Bessel’schen Functionen.“ Mathem. Annalen,
3. Bd,, pag. 134 ff.), wo m und n ganze Zahlen sind, mit
ar—m—nr—1dqp und integrirt von @#=0 bis #=o00, so erhilt man,
wenn man auf der rechten Seite der so entstehenden Gleichung
die Integrationsordnung umkehrt und die von mir aufgestellte
Formel:
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- n(*5)
4) J =1 P(ax) do = 24! a"—“}[—ﬂ
° ( 2 >
(,,ﬁber einige bestimmte Integrale“. Sitzungsberichte der kais.
Akademie der Wissenschaften, mathematisch-naturwissenschaft-

liche Classe, 72. Band, II. Abtheilung, Juni-Heft, Jahrgang 1875)
beriicksichtigt, die Relation: i

[0<oc<v—|— %]

«—2
- n(*5")
[ (@) dn(@) or—mrtdrm —
] Il (m+-n—
r 08 (m—mn)p cos™+tm—% o dy 0 <a<<m+n+1]

0

Beriicksichtigt man, dass:

3
— ()
J cosPov cosyv dv = 55t - ﬁ+7) . 5=y [B=>—1]
’ ( 2 ( 2 )
ist, so erhilt man sofort:
o 1 (5—1) W(m-+n—a)
J In(@) J(a) === dp = .
0 2mtn—at1]] (m—i—n—g)l'[(m——g-)ﬂ(n_ g.)
[0 <a<<m—+n-+1].
Setzt man speciell:
g = Mm-+n

so erhilt man die Formeln:

(o]

d.
J (@) I () 7“' =0 [m 2 n und m—n gerade]

0
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[==] m—i—1
dx 2 2
j I (@) J(@) = = (—1) i o —
[m 2 n und m—n ungerade|
- de 1
| e = [n=>0].

0

Die erste und dritte von diesen speciellen Formeln hat Herr
E. Heine mitgetheilt(Handbuch der Kugelfunctionen, Theorie und
Anwendungen von Dr. E. Heine, 2. Auflage, 1. Band, pag. 255 f.)

Ein anderes allgemeines Integral, in welchem das zuletzt
angegebene als specieller Fall enthalten ist, kann auf folgendem
Wege gefunden werden.

Multiplicirt man die Gleichung:

(21 £2y) 1 ()

= ; ) IT 2v—1 )1
D) Jn-|-1(l01 y)J7l+ (sz)=23"_l 11} (V 1)[[ (71+2U—1) (

=)

J A+di—2p, ppe0sp)  “ J(yV +cE—2p,, cOSp)
0

"C'(cos ¢) sin>p dy

mit y*—*—!dy und integrirt in Bezug auf y von y = O bis y = oo,
50 erhdlt man, wenn man auf der rechten Seite der dadurch
entstehenden Gleichung die Integrationsordnung umkehrt und
die Formel 4) beriicksichtigt, die Relation:

=]

j‘ Jn—l—v (P] y) Jn—!‘v (sz) yu—Z*;—l dy =

0

(fy2)" M () 1L <ﬁ—"1) I(2v—1)72

e e |

T
~ o
2 2 <o) 2 P09
| (Bb+E—2p,p, c0s9) ™ ¥ €, (cos) sin>g dy

o

oder nach einer von mir a. a. O. mitgetheilten Formel:
Sitzb. d. mathem,-naturw. Cl. LXXXVIIL Bd. II. Abth. 64
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J[ JH—V (Piy) Jn+ (pzy) yz—‘_’v—l dy —

0

o
(= +n—1
<2 ) (o)t

O

a+2n  a-+2n+2 4422
.F( n—+v+1 ‘—“42—>
47 4 7 T (G
3
0<a<v+§ .
Setzt man speciell:
by =1fy=2¢

so verwandelt sich diese Formel, da

ME—D1 (3—y—p—1)

F@ 1) = NE—3—1)l(G—y—1)

ist, in die folgende:

(=]

| (e Gy dy =

[H]

a—+1
7
2n4——a> ll<v+ 2_)1:95_—2\ !

/c \
[_. —_— Y p—
B {5 +n 1jn<)

o 2v+n i o
QUi+ 2H<v—§>ll<v—i—

3
O<o<<v+—]|.
2
Setzt man in dieser Formel:
p=1 a= 2, v=1

so erhélt man die Relation:

[=<]

| oy

0

dy _
vy 2(n+1)

[7 20 und ganzzahlig],

welche oben auf einem anderen Wege abgeleitet wurde.
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Multiplicirt man ferner die Gleichung 5) mit

i
(@*+y*) " 2 J(oyl/ Py y dy
und integrirt sodann in Bezug auf y von y =0 bis y = oo, s0
erhilt man, wenn man auf der rechten Seite der dadurch ent-
stehenden Gleichung die Integrationsordnung umkehrt, die
Formel:

oo
e

[0 (o, o+ (o) ol ) ()™ 2y ly =

0

_ (p19) T () n(2v—1) ')
3v—1 _ J— Yy —
28 =1[ (yv—1) Il (n+2v—1) I (2)2 1)

™

v
2

(25200, 0089) € (cosg)sin® pdy
0
r JF Pes Vo) gy
A Sy Ver+p3—2p, p, cOS v o
) (yVer+e3 1 Py COSP) (v24y?)?

Nun ist aber, wie Herr Sonine gezeigt hat (Recherches sur
les fonetions cylindriques et le développement des fonctions eon-
tinues en séries“. Mathematische Annalen 16. Band, pag. 1 ff.):

B N
J P(ay)y ™' (@ +y?) 2P (g /atyt)dy =0  [g<o]

0

J I (ag)y+ @ry?) (o gy =

' po-l

@ (p2—a?) 2 —_- !
~ bt ey o3> ]

und daher verwandelt sich die letzte Gleichung ‘in die folgende:

[ o4 o) P () P V) (29
0

(e E— 1y
T2 (v— DI (n+2v—1) g} Ll <2v—1>}

v
B

2ydy =

2
64 *



994 Gegenbauer.

o
It}

|- (Pg—P%—P§+2p“oz COSSo)[J-—‘I—]'

0

P (@ i —pi—py 20, 0089) € (c08 ) sin® g dy,
wo
2, 2 2
g =0, =, arccos il
L1
ist, je nachdem

F'; <(p — £)% P§> (pr—r)% (p—p)* <pi<< (py~+po)

ist. Den speciellen Fall » = O dieser I'ormel hat Herr Sonine-
a. a. O. aunf einem anderen Wege hergeleitet.
Aus dieser Formel leitet man sofort ab, dass;

o0

d
J T (19) I+ (0a9) I (259) 1/% =0

0

ist, wenn p2<<(p,—p,)?* oder pZ=(p,—p,)* ist, und dass in den.
iibrigen Fillen die Relation:

(=]

- . ‘ d
[ Ty :'/)J'““'(sz)J'(ng)y‘,ﬂ =
0
I () M(2v—1)72
=952 O(v—1)IL(n—+2v—1) (g, 2504)" [ll (2v—1>J_
2

1] =

(s +eap5) (P12 —03) (B +25—p0) (B +E3—p1)]
¢ (P?+P§—PZ§ )
20,0,

besteht. Das Integral auf der linken Seite dieser Gleichung,
welches fiir # = 0 schon von Sonine mitgetheilt wurde, wird
also nicht nur gleich Null, wenn sich kein Dreieck bilden ldsst,
dessen Seiten die Léngen p,, p,, p, haben, sondern auch, wenn

2., .2 .2
diese Grossen so beschaffen sind, dass der Ausdruck i i

PiP2

eine Wurzel der Gleichung C'(#) =0 ist. Die Wurzeln dieser



Uber die Bessel'schen Functionen. 995

‘Gleichung sind bekanntlich simmtlich reell und ungleich und
liegen innerhalb des Intervalles —1...+1.
Multiplicirt man die Gleichung:
-“+1 2y—1
J(ax)= _ (mr Je“”f"'(l—yz) *d
2\’V7—[[ 2\1—1
T 9 1

mit e ¥~ J¢(ya)da und integrirt von o = 0 bis # = oo, so
erhdlt man durch Umkehrung der Integrationsordnung auf der
rechten Seite der dadurch entstehenden Gleichung, wenn man
die von mir a. a. O. mitgetheilte Formel:

oo

J e—”x%‘JP(‘ya;') do — It (2p) ')“"
2010 () 21
(@P~+y7) 2
welche gilt, so lange der reelle Bestandtheil von ¢ grosser ist, als
«der imaginére von ¢, berticksichtigt, die Relation:

0

oo

J e v J (az) o (ya) de =

0

= =
IT(2 )y J (1—y*) = dy
) Nt
2t =01 (2 ) =y (VPP ety -2azyi) 2

Folgende specielle Félle dieser Formel mogen besonders
shervorgehoben werden:

p=0, v=1, ay=u
p=0, v=0, = COS¢
1
p=0, V=g, wy=u
1 .
=0, V=g a=dh, ry =

Dieselben liefern, wenn z und ¢ reelle Grossen bezeichnen,
dlie folgenden Integralrelationen:

o]

la 1 Va c®—uldu
—"| ‘l?Jl T Jo N [_ —_ .
l (a2) P (7) ﬂ_£ e
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o0 ) T I
J e—|zi-"J°(c<a;)J°('y:v)dx=l_[ = s ——
. ® P (v e cos )
=) ; +a
E—J C—‘zllJO(y.’U) Si]] C(.’L'Li =S l J _—;lu‘ﬁ
m x v \/'y’—f—(z—i—iu)z
oo ] 1 +x l
. dv du
e~ 17 J0 (ya) sinhyp (ra) — = &+ J —_——
i (y2) yp (»2) m 9 J V72+~(z—u)2

(2] = [f]-
Da der Ausdruck:

“+x

J’ du
2 @ty (r—u)?
die Potentialfunction einer homogenen geraden Linie von der
linearen Dichtigkeit 1, welche die Punkte 2= —=x und 2 = —+=x der
z-Axe verbindet, vorstellt, so liefert die letzte Gleichung fiir alle
z, welche der Bedingung |z|= |«| geniigen, fiir diese Potential-
function den von Herrn E. Beltrami in seiner Abhandlung:
»Sulla teoria delle funzioni potenziali simmetriche (Memoria del-
I'Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna. Serie IV.
Tomo IL) mitgetheilten Ausdruck:

oo

2}' e P (rz)sinhyp (xz) (% [y? = x}—i—yﬂ-

0

Wenn man die zweite von diesen Gleichungen mit 2y dy
multiplicirt und in Bezug auf ¢ von O bis ¢ integrirt, so ver-
wandelt sich die linke Seite derselben in:

oo

oy | e le Ji(y) Iaa) "T”

0

wihrend die rechte Seite in:

T

2j VP (2—+ai cos ¢)2dp—2nz

0
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den bekannten Ausdruck der Potentialfunction einer homogenen
Kreisscheibe von der Flichendichtigkeit 1 und dem Radius 7,
welche sich in der xy-Ebene befindet und deren Mittelpunkt der
Ursprung ist, iibergeht. (,,Das Potential eines homogenen Kreises®
von E. Heine. Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
ven Borchardt, 76. Band). Die erste von diesen vier Glei-
chungen liefert demnach fiir diese Potentialfunction die beiden
Ausdrticke:

! V2 —utdu
[ e

[az = éb’%—f—y‘ﬂ,
von denen der erste von Herrn H. Weber in der Arbeit: ,,Uber
die Bessel’schen Functionen und ihre Anwendung in der T'heorie
der elektrischen Strome“ (Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik von Borchardt, 75. Band) und von Herrn Eugenio
Beltrami a. a. O. mitgetheilt wurde, den zweiten hat in neuester
Zeit Herr E. Beltrami in seiner Abhandlung: ,Sulle funzioni
associate e specialmente su quelle della calotta sferica® (Memorie
dell’ Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bologna, Serie IV,
Tomo IV) aufgestellt.

Die dritte Gleichung spricht die Identitit zweier bekannter
Ausdriicke fiir die Potentialfunction aus, welche auf einer in der
Ebene z—o gelegenen Kreisfliche mit dem Radius « den con-
stanten Werth 1 annimmt.

Multiplicirt man ferner die Gleichung ) mit e—=vy—+ J* (yy) dy
und integrirt in Bezug aufy von y = 0 bis y = oo, so erhilt man,
wenn man die Integrationsordnung auf der rechten Seite der so
entstehenden Gleichung umkehrt und die eben abgeleitete
Integralrelation berticksichtigt, die Formel:

e [ =T () Pa) 2 2 |
0 2

6) J eyt I (0 9) T (g y) I (vy) dy =
0
(py0)"y*1L(29) () 1(2v—1)12
— 2p—1) I 9v—1 J
Qytp—1 \/r:H(v—l)l'I( 5 )H(n—|—2v—1) _H(T)
-+1 2p—1
(1—a?) 2 € (cosv)dxdp
29+1

b (PP —2p,p, €OS 2P Pt —2yzi) T2
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wo der reelle Bestandtheil von z grosser sein muss, als der
imaginére von 7.
Setzt man in dieser Gleichung:

so verwandelt sich dieselbe in die folgende:

[o]

. ’
! =T (pyy) S (py)sinhyp (xy) [Tg,/ -

0

1 J J du dy
" 2n A l/(;?—-f—?)g—?pipz €08 @ —+2*—+ut—2zu

2| = I%|
falls z und = reelle Grossen sind. [ I
Nun ist aber:
+x =
%, | | et 16t = 9]
)\ ot —+p2—2p, p, €OS 02" +uP—2zu

die Potentialfunction der Mantelfliche eines homogenen Kreis-
cylinders von der Flidchendichtigkeit 1, dessen Axe die z-Axe
ist und welcher von zwei Kreisen mit dem Radius p, geschlossen
wird, die in den Ebenen z = —+=» und z = —x liegen. Man hat
demnach fiir diese Potentialfunction auch den von Hermm E.
Beltrami in der zuerst erwihnten Abhandlung mitgetheilten
Ausdruck:

[e'e}

. d
drp, [ e J% (p,9) (pyy) sinhyp (y) gy
0

Multiplicirt man die Gleichung 6) mit y—+ und setzt sodann
7 gleich Null, so verwandelt sich dieselbe in:

[ee]

J e I (pgy) I+ (pyy) dy —

0

I (n) I1(2v)
2= (v—1) I (n+2v—1)

I1(2v—-1) 2 “ C’(cos ) sin>¢ do
. 9 :
II( 21 J g P1+P§+z2_21°n°2 cos g
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Setzt man in dieser Formel der Reihe nach:

n=0, v=0
n=0, v=0, p =p,=ib, 2=20a, =2}

so erhilt man dic Relationen:

“ 1 m do
(;_|2|.'/J0 ‘O 1 JO 10 (l =‘—J’ i
J ( 1J) ( 23/) Y 3”0 Vp%+,0§+z2_29192 cos ¢
. 17 dd .
e—2ay JO i 2(['1 = —J _—~_‘H— la) > b .
J oty = T L= 18]
Da nun der Ausdruck:
2% d »
PZJ £ e} = @i+y1]

2 . 2 . .2
s Vet+pi+"—2pp, cosg

die Potentialfunction einer homogenen Kreisperipherie von der
linearen Dichtigkeit 1, welche in der wy-Ebene liegt und den
Ursprung zum Mittelpunkte hat, vorstellt, wihrend der Ausdruck

2 J B b
® o Y a*—0*sin’o

die Potentialfunction einer homogenen Kreisperipherie von der
Masse 1 ist, wenn man unter « und & die halbe Summe und die
balbe Differenz des grossten und kleinsten Abstandes des poten-
zirten Punktes vom Umfange versteht, so hat man fiir diese
Potentialfunctionen die Ausdriicke:

[ele)

2%[ eI (0,) I (0,) dy
0

(=)

2| e (J(iby))*dy

[SY S

welche man Herrn E. Beltrami verdankt, der den ersten in der
zuerst angefiihrten Abhandlung, den zweiten in der Arbeit:
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»Sulle funzioni cilindriche“ (Atti della R. Accademia delle Scienze
di Torino. Vol. XVL.) mittheilte. ‘

Schreibt man, um weitere Integrale abzuleiten, in der oben
angegebenen Schldfli’schen Relation —#» fiir » beriicksichtigt,
dass fiir ganzzahlige #:
| I (@) = (—D (@)
ist, und setat:

m = n-+2r
2(10 = .‘1”)
50 verwandelt sich dieselbe in:

T

[ () 22 cos ) cos (n—) Y d.

0

_l)n

T

7) Jut2r ('b) JH (@) = (

Multiplicirt man dieseRelationmite @ *+!dz und integrirt
in Bezug auf x von & =0 bis @ = oo, so erhédlt man durch
Umkehrung der Integrationsordnung auf der rechten Seite der
so entstehenden Gleichung, da, wie ich gezeigt habe:

e

J e~ w1 (a,x) de = 5o e 1%
) 2 (2aty+
ist, die Relation:
= —_ f_ (_1)na‘27-+]
J e @+l Jn+2r(x) Jn (a:) dy ___T
n

L4 a(1+cos P)

J e ’ (1+cosy)" cos(n—+1r) P di.

Aus der Gleichung:

J(2) = (=& [ € ¢059¢05 5.5 d.3

g

0
folgt:
[ e cosbeog8.F cos° S dS = i w
o 15—s da:r

0
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und daher hat man schliesslich:

oo a
Ring
| & mart e () (2) e =
0
o o 2041 (2
=£_“— i ie 2J"+7‘<.ﬁ>}
2 dar 2

Multiplicirt man die Formel 7) mit ¢ Vea?"+! dound integrirt
in Bezug auf & von & = 0 bis & = oo, so erhilt man durch Um-
kehrung der Integrationsordnung unter Beniitzung einer von mir
frither mitgetheilten Formel die Relation:

oo

@
e ng‘h‘—{—] Jn+21~(a7) Jr (.’L‘) doe =

—_—

0
A1 wm

(—1) I[(41*+1)(¢TJ o8 (n—+7)P(1-+ cosy) d
- 2 11 (2r)m ) s
(1+2a—+2a cosy) *

Nun ist aber:

= o (A1
cos(n-+7) P (1+cosd) dy __(—1) H( 2 )
3 T 2r—+1
0 (1+2a~+2acosy) * 27'H< 1;_ >

cos(n—+r)pdy ?

. (l"r {J =
du 2 (1+2a-+2a cos ) 2 f

ferner:

1
— ]\ t+r . _ n-+t
= cos(nrr) Py (=1) Il<12+27—|— 2)7:«

J 28T 1 3"
(1-++2a+2a cosy) * I (n~+7)IL (7’”'_ D] ><1 +2a)trE

0

. < . 2
’F(41—|—2n+3 4y+-2n+H 4a )

T 7 , nt-r—+1, (1_—|—2a—)i

und daher:



1002 Gegenbauer.

[ "

J 6_ ﬁm27~+1 J)1+?r(:v) Jr (33') dr =

0

- 1\ 1
H(4r—+ 1) (47 ;—1> II (n—l—?r—i— §> «s
; 2
22 11 (2 (n—+7) [H <2L;1>]
ar artr 7 4r+2n+3 4r+2n-+bH el 4a? >
K (1+2a)"+?1'+% ( 4 ’ 4 TS (1+2a)% ("

Schreibt man in der Schlifli’schen Relation g,/ #*+2°
__m+n

fir o, multiplicirt dieselbe sodann mit (@*~+2%) * J(pa)ar—'dw
und integrirt in Bezug auf & von 0 bis oo, so erhilt man durch Um.
kehrung der Integrationsordnung auf der rechten Seite der so ent-
stehenden Gleichung, da, wie Herr Sonine a. a. O. gezeigt hat,

[oc]

_2
| 7o Vora) @ret) 2 () do =

2r-1i(r—1) J*(p,2)

‘07 2P [lo>kol p>"_1>_1]

ist, die Relation:

%} m+n

J I (o, V&2 +2%) I (p, [ 2®+2) (:c’z—|—z2)— * J(ex)a—'dx =

0

CeUG—1)[F,
—Wl Jn+1(2p, 2008p)cos(m—n)pdyp [p=>2p,]
oder

o m4-n

[ (o, V@222 Jn (p, [ oP—+4P) (w2+z2)— P (px) e de =

0

2O P(e2) Iy )

Przm+n [AO = 2?1]‘

Fir z = O verwandelt sich diese Relation in die folgende:

(o]

J J"(Pl x)J’”(Pl x)J"(px){v?'—m——n——l dr —

0

R e
Om+n+1—r I (m> I (n) lar

[e=2p,].
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Auf demselben Wege lisst sich aus der Gleichung 5) die
Formel:

_[ I (o) VaP+22) I (py [ 0% 4-2%) (P42 I (p) 07— daw =

0

_2(—1) T, )T (%)

7 2v
14 z

(o> PI+PZ]

herleiten, welche fiir » = 0 in die specielle Formel:

” ; N T . N 2"—111(1'—1) (g, ¢ )
) ey ’ 1 ) g —29—1  — ©102
(’][ J <Aol ‘)’)J (sz)‘] (pd,)lb de = [2, II(V)]2 ‘57'
(6= py+pa]
iibergeht.

Durch wiederholte Anwendung des eben angewendeten
Verfahrens findet man sofort die allgemeinen Relationen:

o

8V

J (o) @222 (g, &P +27)... ] (p, | @%4-22) I (p) (w222 - de=

_2"—] M(r—1) J(p2) I (p32)-" (#:2)

P? 2%

[p=p;+ppt+—pi]

oo

: . - 2 U (r—1) (pyppeeeps)”
§] > Y 1 ] ' i a a7 —8v—1  —
a2 ) (o) o) ot e = = e

(6= p,~+py—t-.—t+ps]

0

(=)

jJ@M?i%ﬁ@M?i%ﬂW@J?:%ﬂW@JFI%
0

- _ s(m+n) 2"_111(')‘—1)
Jrtn(o wP -2 () (222" 2 o de = —

PP @I ) I )
: 1 2 P

2s(m+n)
J Jn(f"I w)Jm (pl (U)J"l+n(P2(U)cp"+"(P3{l?) L. Jm+7l(Psl’U)J"(p;U)a»'7'_s(m_'_”)_l dr —
U(r—1) (rpp- - ps)™*"

=l27"+” 11 (”l—l—n)]s—l Qa+n-1—r 101‘[1 (771) iI (72) [P = 2{‘)1 +P2+P3+'-'- +Ps]
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