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Uber den Mechanismus der Fernwirkung elektrischer
Krifte.

Vou Dr. J. Odstréil.
(Mit 1 Holzschnitt.)

(Vorgelegt in dei Sitzung am 6. December 1883.)

1. Innerhalb eines sich ins Unendliche ausdehnenden elasti-
schen festen Mediums (wie etwa Kautschuk) sei eine kugel-
formige Hohlung vom Radius p. Auf die inneren Wandungen der-
selben werde (etwa durch ein Gas) ein Druck ausgeiibt, der auf
die Flidcheneinheit bezogen, gleich p sei. Die Wandung wird dem
Drucke nachgeben und in radialer Richtung um eine Strecke A,
die dem auf die Flicheneinheit ansgeiibten Drucke p proportional
ist, verschoben werden, so dass A = kp. Der Druck wird sich
von Schichte zu Schichte fortpflanzen und dhnliche Verschiebun-
gen in den folgenden Schichten bewirken. Bei dem Halbmesser
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r wird der Druck auf die Flidcheneinheit e und die Verschie-
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betragen. Die Verschiebungen nehmen also bei wachsendem »
ab und werden in grosser Entfernung vom Mittelpunkte der
Ho6hlung unmerklich werden.

Um in dem elastischen Medium diese Verschiebungen hervor-
zubringen, ist ein Aufwand von Arbeit nothwendig, die in Form
von potentieller Energie in dem deformirten Medium verbleibt, so
lange derselbe Druck in unverdnderter Stirke fortbesteht, die
aber gewonnen wird, wenn der Druck verschwindet.

Um die Grosse dieser Energie W aus den Verschiebungen
zu berechnen, beachten wir, dass das verschobene Flichenelement
wihrend der Verschiebung einen seiner Grosse proportionalen
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Widerstand leistete, der iiberdies dem jedesmaligen Abstand
desselben von der Gleichgewichtslage proportional war, so dass
das arithmetische Mittel aus dem Werthe des Widerstandes am
Anfang und jenem am Ende, sobald die Verschiebung stationir
geworden war, als mittlerer Widerstand genommen werden kann.
Dieser Widerstand ist aber auch gleich dem jedesmaligen Druck.

2
Dieser Druck war anfinglich O am Ende f—z_p, das arithmetische
Mittel ist 1/2 p auf die Flachenemhelt auf das Flichenelement
entfillt dahel Y, f.z pda oder '/, — % (la der Druck wurde iiber-

wunden auf die Strecke ¢, so dass also die Arbeit zur Verschie-
N2
bung des Flichenelementes betriigt 1/, (;T do. 1

Auf der kleinen Strecke des Radius dr liegen einige solcher
Flichenelemente, die merklich dieselben Verschiebungen erlitten
haben, ihre Anzahl ist proportinal r und somit gleich k'd», wo
k' eine neue von der Dichte des Mediums abhingige Constante
bedeutet. Die Arbeit, die zur Verschiebung eines Volumelementes
nothwendig ist, betrdigt also

DL
dW=1/, 3 de. k' dr
oder
"k
2

&
AW = pz% dedr,

somit ist die gesammte Energie des deformirten Medinms

k' k da dr
W= 5 pEot J” ,

G

wobei das Integral iiber den ganzen die Hohlung umgebenden
Raum auszudehnen ist.

1 Zwar wurden die Theilchen des Fldchenelementes auch in Rich-
tungen senkrecht auf den Radius verschoben, da sie aus einem engeren
Querschnitte in einen weiteren gelangten, der Betrag dieser Verschiebung
ijst aber jenem der Verschiebungen im radialen Sinne proportional und es
kann der Proportionalitéitsfactor, wenn es sich nicht um absolute Berech-
nungen handelt, in Z aufgenommen werden.
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Nun ist aber

da dr Cdr 0(7)' 47
= =15 U‘Z"=4”J,-—z=7

14

und daher
k'k dmp*o*  k'k (4np*p)*
2 P - 2 47@1

W=

2. Nehmen wir nun an, in demselben Medium seien zwei
solche Hobhlungen vom Radius p vorhanden, die Entfernung ihrer
Mittelpunkte sei /. Wird nun auf die Wandungen der einen der
Druck p, auf die der anderen der Druck p, per Flidcheneinheit
ausgetiibt, so wird das umgebende Medium in Folge des einen
und des andern Druckes Deformationen erleiden, die sich iiber-
einander lagern werden. Offenbar wird die Gestalt jeder Hohlung
durch den von der anderen ausgehenden Druck veréindert werden,
nehmen wir aber an, dass die Radien derselben so klein und die
Entfernung der Mittelpunkte derselben so betrdchtlich seien, dass
wir von den Deformationen derselben und von der Wirkung,
welche die letzteren auf das Medium &dussern wiirden, absehen
konnen.
Betrachten wir nun ein Theilchen M in dem umgebenden
Raume, das von dem Mittelpunkte der Hohlung 4 die Entfernung
r und von jenem der Hohlung B die Entfernung » hat, so wird
dasselbe in der Richtung AM und BM beziiglich die Verschie-
2

bungen ¢ = kp f—z und o, =kp, 57 erfahren, welche sich zu einer
1

einzigen nach dem Parallelogramm zusammensetzen lassen.

Um uns zunichst iiber die Richtung der resultirenden Ver-
schiebung in einem beliebigen Punkte des Raumes zu orientiren,
legen wir durch diesen Punkt und durch 4B eine Ebene und
durch den Punkt 4 als Ursprung ein rechtwinkliges Coordinaten-
system, dessen Abscissenaxe durch B geht, der Punkt A/ habe
dann die Coordinaten x, y. Die von A ausgegangene Verschie-
bung des Theilchens M zerlegen wir in zwei zur Abscissen- und
Ordinatenaxe parallele Componenten & und #, ebenso die von B
ausgegangene in &, #,.
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Es ist dann

£= /cp L5 cos MAB = ke* 0t

n— ket L cos MAY = kp? Ly

ebenso
) X D,
€1=/ff3“,.—-,:;(w—f), z~/»p“ Y-

1
Die Summe der Verschiebungen in der Richtung X ist

£t — kot [[f’ + B }w—’“—f]

1 )I

jene in der Richtung Y
n—n, = kp? (1— -+ p’]y.
REA

Heisst nun der Winkel, den die Richtung der Resultirenden
mit der Abscissenaxe einschliesst v, so ist

Sehen wir nun die Richtung der resultirenden Verschiebung
als die Normale einer Curve F(z, y) = 0 an, so ist die trigono-
metrische Tangente des Winkels, den die im Punkte =, y an
die Curve gezogene Tangente mit der Abscissenaxe bildet

dy 1 &' +§

de~  tgv  n+ 7y
oder nach Einsetzung der Werthe

dy @t

de 1 N2
Y ’1<ﬁ+ﬁ)t’/

Eine solche Curve, die dieser Bedingung entspricht, ist die-
jenige, welche die Gleichung hat

p P
P P eonst,
r

Sitzb. d. mathemn, naturw. Cl, LXXXVIII. Bd. IT. Abth. 78
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denn differentiirt man diese Gleichung, so erhilt man
p_(h_ P, dry

2 T2
71

=0.

,
Da nun
=@ty 7= (@)
ist, so hat man
xzdz  ydy (e—f)dax

dr ="+ 2 <4 und drl =1 J,
7 7 7 7,

50 dass die Differentialgleichung durch Substitution iibergeht in

prdx pydy p(e—fde pydy 0
T T T 7?3 o =

aus welcher folgt
dy @ 4+ 274

. YR
> a ) D
dw y et ]—_+ oy Y

13 3 );

wie gefordert wurde.

Indem man der Constanten in der Curvengleichung ver-
schiedene Werthe ertheilt, erhilt man eine Schar von Curven,
durch deren Umdrehung um die Abscissenaxe eine Schar von
Flichen erzeugt wird, die alle die Eigenschaft haben, dass die
resultivenden der von 4 und von B ausgehenden Verschiebungen
auf ihnen tiberall senkrecht stehen. Diese Flichen entsprechen
den, im Falle einer einzigen Hohlung, um ihren Mittelpunkt con-
struirten concentrischen Kugelflichen.

Die Grosse der resultivenden Verschiebung als der Diagonale
cines Parallelogrammes, dessen Seiten ¢ und 6, den Winkel
AMB einschliessen, sei D, so ist

Dz==kat[i44—pl4—%’Q(msAﬂuﬂ
1

da aber

7.2_,_7.?___]02

cos AMB = —
2rry

ist, so ist auch
2 ___f2
mzpﬂ%+4+ww ”+W1

71 77 ’I?
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Um die Arbeit, die zur Verschiebung eines Flichenelementes
‘nothig ist, zu finden, hat man das Element jener Flidche, auf der
die Verschiebung senkrecht steht, mit D? zu multipliciren und
-durch 2k zu dividiren; sie ist also

D?ds
ok -

Bezeichnet man mit dn eine kurze Strecke der auf diese
Fliche errichteten Normalen, so liegen auf dieser kleinen Strecke
iibereinander die Elemente der durch die Gleichung

P

r 1‘l

= const.

characterisirten Flichen, in denen allen die Verschiebungen
merklich gleich sind. Die Anzahl dieser Flichen ist mit dn pro-
portional und also gleich #'dn, wo k' wieder die von der Dichte
des Mediums abhiingige Constante bedeutet. Die zur Verschie-
bung dieser Flichenelemente nothwendige Arbeit ist

kl
Y Dp2dsdn.
57 D?ds dn
Statt ds.dn kann aber ein Volumelement dv gesetzt werden,
das auf beliebige Art berechnet werden mag. Es ist also die zur
Verschiebung eines Volumelementes bendthigte Arbeit

ko,

d W_ﬁD dv.

Die gesammte Arbeit, die zur Deformation des Mediums

unter den angenommenen Bedingungen aufgewendet werden

muss, ist das Integral des vorhergehenden Ausdruckes genom-

men iiber den ganzen umgebenden Raum, also, wenn wir D?
-ersetzen

AR 2 2 ’ 2 pR
L m [P_+1)1 +pp17<,’3r3f_)+l"31_’_1],,v_
L

A o
2 7 r r

Dies Integral zerlegen wir in seine Bestandtheile und be-
zeichnen
78
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M= mp_z ar, N=[| 17’—3 dv
|

,.ll

P= UJ %:_ﬁ dv, Q= JH % dv.

Um M zu erhalten, denken wir uns den ganzen Raum um
den Punkt 4 in unendlich nahe liegende concentrische Kugel-
schalen zerlegt. Bezeichnet do ein Flichenelement einer Kugel-
fliche, so ist dodr = dv ein Raumelement, daher

p* i dr dr
M= HJ oy dadi =2)2JF ” do :’I)ZJ'F* Arta

oder
M= 471})2[([—12. = M
0 r p
Ebenso ist '
N4
P

Behufs der Ermittlung des Werthes von ( zeichnen wir zu-
niichst unter den um 4 construirten concentrischen Kugelflichen
jene aus, die durch B geht (s. Fig.).

Dann liegt B heziiglich jener Kugelschalen, deren Halb-
messer kleiner als f ist, ausserhalb derselben, beziiglich jener
dagegen, deren Radius grosser als f ist, innerhalb.

Wir zerlegen nun das Integral in eins des inneren und das
des dusseren Raumes in @, und Q,,.
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Es ist also
0 )”j dv “J'dr”da
» = PPy 7, = PPy 73 r, ’

weil bei der Integration nach do r constant bleibt. Wir withlen
die Polarcoordinaten 8 = MAB und den Winkel ¢ zwischen der
Ebene MAB und einer durch 4B gehenden festen Ebene. Dann ist

do = r*sin 8 dd dy

durch Integration von ¢ = 0 bis ¢ = 2= ergibt sich

[ —gaye [ smEE

7y 4

Es ist aber

12 =1t 4-f* — 2rfcos?d,

folglich
2r dry, = 27f sin 9d9,
woraus
sin8qd = "L
rf

folgt. Demnach ist
" f

da, wenn
0= 0, 7 =f—r
d=m, r, =f~+r,
80 ist
de  2mr?_ . 4rr?
— = [fr—frr| = —.
” r, rf I/ [++7] /
Es ist nun

7

f -f
dre® dr 4mpp, | dr
P

4 p

Das Integral im dusseren Raume

dr ((de
Q, = ppy j‘ 73 ” Z
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kann ebenso gefunden werden. Es ist néimlich wie frither
e

aber diesmal entspricht der Grenze
=0, r, =r—f

d=m, r,=r—+f,
woraus sich

ergibt. Es ist demnach
i 1
Q,, = 4=pp, J = dapp, . —
; r
Um das Integral

P[P,

731

auszuwerthen, werden wir wieder das Integral in dem innerem:
und Hdusseren Raum fiir sich rechnen, die wir beziiglich mit P
und P, bezeichnen.

Es ist also

-f
22— Ny ([ do
P | %[

?
3 1

Auf einem Wege, der ganz analog ist jenem, den wir bei:
Auswerthung von @, eingeschlagen haben, findet man

wenn /= .

Es ist demnach
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Anderseits ist

00'1'2— Al [7d
Pn :.pp[ j ( 7.3/ )— J’J .

) "
J

|3

und zwar fiir f<<»; man findet leicht
ds 4nr
L

~00

daher

dr
P, =drpp, jE= 4z pp,

J

Es ist somit der gesammte Aufwand an Arbeit, der zur
Deformation des Mediums nothwendig war, oder die gesammte.
potentielle Energie des Mediums

ket

2 — [I]I—I—IV-FP,_'_P,,_'—Q/_'_QN]

W=

oder, wenn man fiir M, N, P, und 0, die Werthe einsetzt und

beriicksichtigt, dass P, = — @, und P, = Q,, ist,
o kot »? 2 9mn ]
et S AN - A
2 e

3. Nimmt man an, dass auf die Wandungen der Hohlung
nicht ein Druck, sondern auf irgend eine Art ein Zug ausgeiibt
wird, so haben dieVerschiebungen nur die entgegengesetzte Rich-
tung, das Gesetz ihrer Abnahme bleibt dasselbe und in den For-
meln fiir die durch die Deformation geweckte potentielle Energie
ist einfach p mit negativem Zeichen zu nehmen.

4. Die Optik fordert, dass der Ather als Triiger einer trans-
versalen Wellenbewegung die Gesetze der Elasticitit fester
Korper befolge. Wir machen ferner die Annahme, ohne auf das
Wesen der Elektricitit einzugehen, dass

@) ein positiv elektrischer Korper auf den umgebenden Ather
einen Druck,

0) ein negativ elektrischer dagegen einen Zug ausiibe, dessen
Grosse auf die Flidcheneinheit bezogen gleich (oder wenig-
stens proportional) der Dichte der Elektricitit sei.
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Setzen wir nun in der Entwicklung (1) an die Stelle des
angenommenen Mediums den Ather, an Stelle der Hohlung eine
elektrisirte Kugel vom Radius g, auf deren Oberfliche positive
oder negative Elektricitit von der Dichte p sich befindet, so ist
der Arbeitsaufwand, der zur Elektrisirung der Kugel benothigt
wird:

k (sgtp) _ B

=C. =
47: ¢ P

W= ,
wo C eine Constante und E die gesammte Ladung bedeutet; es
ist also der Arbeitsaufwand und zugleich die durch die Defor-
mation des Athers geweckte potentielle Energie proportional dem
Quadrate der Ladung und umgekehrt proportional dem Radius
der Kugel, wie es die Elektricititslehre fordert.

Nehmen wir zwei elektrische Kugeln vom Radius ¢ an, auf
denen die Elektricititen die Dichten p und p, haben, so ist der
Arbeitsaufwand

Kk [(‘hpzp}z L Umeip)* | 24we’p) §4n92/)1)J
2dxl g e /

2 hJ 9
_C[E 2% EEJ,

W=

e
o [2 /

dieser Arbeitsaufwand hingt also auch von f ab.

Die Elasticitit des deformirten Athers sucht zu bewirken,
dass die Verschiebungen seiner Theilchen geringer werden, ent-
weder dadurch, dass die elektrischen Korper ihre gegenseitige
Entfernung dndern, was, wenn sie in ihren Lagen nicht fest-
gehalten werden, geschehen kann, da der Ather der Bewegung
keinen Widerstand entgegensetzt, oder dadurch, dass die Elek-
tricittiten an der Oberfliche der Korper sich ausbreiten, oder in
den Korpern sich ausgleichen, kurz, dass jene Erscheinungen
eintreten, die man aus der Abstossung und Anziehung der Elek-
tricititen abzuleiten pflegt.

Das Gesetz der Abstossung und Anzichung erhilt man,
wenn man iiberlegt, dass wenn die gegenseitige Entfernung der
elektrischen Korper eine Zu- oder Abnahme df erfihrt, auch die
Energie eine solche dW erleidet. Dieses ¢ W kann man sich
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vorstellen als das Product aus einer Kraft P, welche auf der
Strecke df gewirkt hat, also
dW EE,

je nachdem k& und E’ gleich oder entgegengesetzt bezeichnet sind.
Dieses ist aber das Coulomb’sche Gesetz, auf dem die ge-
sammte Potentialtheorie aufgebaut ist, welches aber nur gilt,
wenn die elektrischen Korper klein und in so betrichtlicher Ent-
fernung angenommen werden, dass in der Vertheilung der Elek-
tricititen durch gegenseitige Einwirkung keine Anderung ein-
tritt; dieselbe Bedingung machten wir aber in (2), dass ndmlich
durch gegenseitige Einwirkung die Hohlungen nicht deformirt
werden dirfen.

Die Kraftlinien haben die physikalische Bedeutung, dass sie
iiberall die Richtung des Druckes und der Hauptverschiebung
der Theilchen angeben, wihrend die Flichen gleichen Potentials
als Flichen, auf denen der Druck iiberall senkrecht steht, Niveau-
flichen sind.
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