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Zur Theorie der Verticalsonnenuhr.

Von Prof. L. Fodor-Mayerhoffer
in Neusohl.

(Mit 1 Holzschnitt.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 3. Jinner 1884.)

Wird in einem Momente durch den zur Weltaxe parallelen
Zeiger (Stil) 0§ — siehe Figur — einer verticalen Sonnenuhr
und den diesem Momente entsprechenden Sonnenstrahl OL eine
Ebene gelegt, so schneidet diese die Uhrebene in einer Geraden
OF, dem Schatten des Zeigers fiir diesen Augenblick. Ist ON die
verticale Mittagslinie, somit der Winkel NOS = 90° —¢, wobei ¢
die geographische Breite des Aufstellungsortes bedeutet, und
bezeichnen wir den dem gewihlten Momente entsprechenden
Stundenwinkel NSF mit S, den Schattenwinkel NOF mit s und
die Abweichung FNS der Uhrebene von der Ebene des Meridians
mit N, so erhalten wir ans dem sph#rischen Dreiecke FNS

sin iV cotg S

cotgs = tew cos V—+
g g% oS ¢

1)

Ist nun zufolge eines bei der Befestigung des Zeigers be-
gangenen geringen IFehlers der Zeiger der Uhr in 0S,, so dass
seine Lage von der zur Weltaxe parallelen Richtung OS um dN
und dy abweicht, und legen wir durch LO und 0S, eine Ebene,
so wird diese die Uhrebene nach der Geraden (Zeigerschatten)
OF, schneiden, so dass fir den Stundenwinkel § den Fehler ds
in der Angabe der Sonnenuhr der Winkel FOF, anzeigt. Um nun
dieses ds zu berechnen, betrachten wir vorerst das sphérische
Dreieck LNS, in dem die Seiten NS = 90°—¢, LN = 90°+nh,
LS = 90°+¢ und die Winkel w, 180° —§ vorkommen, wobei ,
0, w beziehungsweise die Hohe, Declination und das Azimut der
Sonne bedeuten; es ist
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tgh cosp = —siny cosw—-sinw cotgs; 2)
und wird aus 1) und 2) cotg § eliminirt, so erfolgt
cotgs cosy sinw = sing sin (w+N)—+sin  tgh cosgp.
Differentiiren wir diese Gleichung nach X, s, ¢ und w, mit

Riicksicht darauf, dass dw = —dN, und dass somit w—N sich
nicht dndert, so erhalten wir

cosec s? cos ¢ sinw d s—+cos ¢ (cotg s cosw+cos Ntgh) dN— )
—|sing (tgh sin N—cotg s sin w)—sin(w—+N)cosp|dp = 0
Sei nun U == cos¢ (cotgs cosw—+cos Ntgh) dN
und V= [sing (tgh sin N—cotgs sinw)—sin(w+N) cos ¢]dy,

so finden wir mit Riicksicht auf die Gleichung 1) und 2) und

nach der Reduction
U = sin(w—+N)cotg S dN
und

sin (w-+1V)

V== cosg a¢,

und es folgt aus 3) zufolge dieser Werthe von U und V

(cos N+-sin .V cotg w) (cos ¢ cotg S (M—n-dgo)

4
cos ¢? cosecs® )

ds = —

welcher Ausdruck mit Riicksicht auf 1) und weil ferner im
sphérischen Dreiecke LNS

cotgw = sinyp cotg S—cosp tgd cosec .S D)
stattfindet, noch die Form annimmt:

[cos N—+sin N(sing cotgS—cosp tgdcosecsS)|(cosy cotg S dN-+dyp

ds = . - : ;
08 p*—+-cos N?sin o+ 2sin IV cos Vsin v cotg S—+-sin V2 cotg S

Eine n#here Betrachtung der Werthe von ds gestattet am
einfachsten die Gleichung 4), aus welcher ersichtlich ist, dass
ds = O eintritt fiir

@) cos N~ sin N cotg v = 0, ) 7

b) cotg § cos ¢ dN+d ¢ = 0.

6)
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I. Im ersten Falleist also cotgw =—cotg ¥V, d. h. es gelangt
die Sonne in dic Uhrebene; dicsen Werth von cotgw in die
Gleichung 5) gesetzt, erhalten wir

—cotg V= singp cotg S—cosyp tgd cosecsS,

woraus

—cotg Nsing -+tgd cose|/ cotg N2+ sinp?—tgd* cose? 8)
sin p?—cos ¢* tg 6%

cotg$, , =

«) Es hat nun cotg S, , zwei reelle Werthe, wenn
sin p2—+cotg N?

tg 0t<
8 cos ¢? ’

nachdem aber im rechtwinkeligen sphéirischen Dreiecke (F)NS, in
dem (F)S = n die Neigung des Zeigers zur Uhrebene bedeutet,
sinn == sin V cos ¢ und somit

sin o2—+cotg N?

cotg n* =
gn cos ¢*

stattfindet, so folgt, dass die beiden Werthe von cotg S|, , reell
sind, so lange tg ¢2<<cotg n*.

Es hat also die fehlerhafte Stellung des Zeigers einer verti-
calen Sonnenuhr auf die Angabe derselben — insoferne es von
der Exfiilllung der Bedingungsgleichung 7«) abhéingt — des Tages
zweimal keinen Einfluss, wenn der absolute Werth der
Declination der Sonne kleiner ist als das Complement des
Neigungswinkels des Zeigers zur Uhrebene.

Auf der Figur sind die dussersten Schattenlinien in OF,, OF,,
die dussersten Lichtstrahlen selbst in OL,, OL, dargestellt.

b) Im Falle
/sin ¢*—-cotg N?

cos ¢

tgd =+ = —~cotg »

d. h. der absolute Werth des & gleich 90°—n ist, so erhalten wir
aus 8) nur einen Werth fiir S, u. z.

sin
COtg IS'1 = ﬁ], 9)

und dies zeigt an, dass dieser Stundenwinkel niit dem Stunden-
winkel NS(F) der Substilarebene identisch ist. Und da immer
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NS=(F)S, d. h. 90°—¢=>n oder 90° —n=¢ ist, so folgt, dass der
Fall Ib) zur Bedingung hat, dass 0=¢ sei; d. h. nur an jenen
Z

F, AN 1F)

W

Orten, die zwischen den beiden Wendekreisen gelegen sind, tritt
es ein, dass — zufolge der Erfiilllung der Gleichung 7Ta) — die
fehlerhafte Stellung des Zeigers auf die Angabe einer verticalen
Sonnenuhr des Tages nur einmal keinen Einfluss hat. Es
fallen da die beiden #ussersten Schattenlagen in der Tages- oder
Nachtsubstilarlinie zusammen, je nachdem ¢ und ¢ gleich oder
verschieden gezeichnet sind. Weicht die Uhrebene von der Rich-
tung Ost-West nicht ab, d. h. ist ¥ =90°, so findet tg ¢ = tg ®
und cotg S, = oc,(85,=0) statt; es fallen da also die beiden
dussersten Schattenlinien in die Mittags- oder Mitternachtslinie,
je nachdem ¢ und ¢ gleiche Zeichen haben oder nicht.

¢) Es sind die beiden Werthe von cotg §; , aus 8) imaginir,
sin o* + cotg IV

cosg?
gesehen, 6>¢. — Es bedeutet dies, dass an den Orten, welche
zwischen den heiden Wendekreisen gelegen sind, der Fall eintritt,

wenn tg 0% = , d. h. wenn, vom Vorzeichen ab-
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dass die Sonne in das Azimut der verticalen Sonnenuhr den ganzen
Tag hindurch nicht kommt, wenn n#mlich die geographische
Breite des Aufstellungsortes kleiner ist als die Declination der
Sonne.

Wenn im Falle I«) auch ¢ = O wird, so erhalten wir

cotg NV
sin ¢

cotg Sy, , = — )
und dies mit 9) verglichen, macht ersichtlich, dass hier die bei-
den #ussersten Schattenlagen zur Substilarlinie normal sind.

II. Der Werth von ds verschwindet ferner nach 76) fiir

cotg S;, , = Uf’ sec ¢, 10)
woraus zwei Werthe fiir § sich ergeben, ndmlich S; und §, =
180° +S,, und es sind cotg S, , positiv oder negativ, je nach-
dem do und dN verschiedene oder gleiche Zeichen haben.

Die Erfiillung der Gleichung 70) bedeutet, dass die Sonne
in die Ebene §OS, des richtigen und des unrichtig angebrachten
Zeigers tritt, der Lichtstrahl also in OL,, und der Schatten der
beiden Zeiger in OF; sich befindet.

Denn in dem Dreiecke VSS, ist VS = 90° — ¢, NS, = 90° —
p-+dp, der Winkel SNS; = dN, und NSS§, bedeutet den Stunden-
winkel der Ebene SOS,; es ist da

tg (p—dp) cos ¢ = sinp cosdN+sindN cotg S, 11)
in welche Gleichung
dy
tg(p—dy) = tgp — cosg?

wie auch cosdN =1 und;sin NV = dN gesetzt, wir

(tgp — Cqss;z) oSy == sin  + cotg S N
und hieraus
dy
cotg S = —msecgo

Sitzb, d. mathem.-naturw, Cl. LXXXIX, Bd, II. Abth. 12
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erhalten, welcher Werth von cotgS mit demjenigen in 10) iiber-
einstimmt.

Aus 10) folgt, dass die Zeit S,, S,, in welcher die Sonne
in die Ebene der beiden Zeiger tritt, als von der Declination ¢
der Sonne unabhiingig, fiir alle Tage des Jahres dieselbe ist.

Nachdem von den Werthen §,, S, nur einer zu nehmen ist,
und derjenige, welcher die Nachtzeit andeutet, ausser Betracht
kommt, so ist aus dem unter I und II Gesagten ersichtlich,
dass es des Tages dreimal eintreten kann, dass die fehlerhafte
Stellung des Zeigers auf die Angabe einer verticalen Sonnenubr
keinen Einfluss habe, und zwar sind es die beiden Momente, in
den die Sonne ¢) in die Uhrebene kommt, ) aus derselben aus-
tritt und ¢) inzwischen jenen Augenblick, in dem die Sonne in
die Ebene der beiden Zeiger gelangt. Ist nun der Fehler ds in
der Zeit zwischen S, und §, positiv, so ist er negativ zwischen
S; und §,, und umgekehrt. — Liegt S, nicht zwischen §, und S,,
s0 kommt dieser Zeitmoment nicht in Betracht.

IIT. Wird 7Ta) und 70) zugleich erfiillt, so liefert die Glei-
chung 5) mit Riicksicht hierauf

cotg N—tgo -~ d\_

* dyp? 1
cos¢ Vl dNZ cos o2

es ist aber in Fy NS, wenn F,.S mit », bezeichnet wird,

; 12)

tg o

cotgn, cos¢ = sin¢ cosS—+sinS cotg N,
und wird hierin

cotg S = sec p gesetzt,

dy
lN

N tgo %
cotg N tg@dz\.

cotgn, — = )
cos \/1 N G
? dN? cos ¢?

woraus folgt, dass tg ¢ = cotgn,, d. h. 90°-—& = n,.

Ist also 90° —0,00<<m,, 50 wird es einmal vor und einmal
nach dem Eintreten des d,,,,, also zusammen viermal im Jahre
geschehen, dass eine der dussersten Schattenlinien in die Ebene
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der beiden Zeiger fillt; bei 90°—0,,, = n, ereignet es sich zu-
sammen zweimal, und ist 90°—0,,,.>>n,, so kommt der Fall IIT
bei der Sonnenuhr gar nicht vor.

Soll der Fall IIT zugleich mit 6 =0 eintreten, so folgt aus
12) als Bedingung cotg N dN = tg¢ dop.

Wenn zufolge der Beschaffenheit von dy und dN die durch
die beiden Zeiger gelegte Ebene die Substilarlinie O(F) enthilt
(d. h. zur Uhrebene normal ist), und wir den Stundenwinkel dieser
Ebene mit ¢ bezeichnen, so haben wir aus (F)NS die Relation

und als Bedingung des IL. Falles:
cos ¢ cotg S dN—+dp = 0,

woraus
de . sin ¢ cos ®
dN cotg NV

folgt, und es wird demgemiiss die Gleichung 4) zu

(cos N—+sin NV cotg w) (cotg S—cotg o) dV

ds = — %
oS ¢ COSec s

Setzen wir nun in diese Gleichung statt .§ einmal ¢+, ein
anderesmal ¢—7, so erfolgen fiir ds zwei gleiche, jedoch ver-
schieden gezeichnete Werthe, was darauf deutet, dass bei der
bezeichneten Lage des fehlerhaft angebrachten Zeigers die bei
der Angabe der Sonnenuhr auftretenden gleich grossen, jedoch
verschieden gezeichneten Fehler mit der Substilarlinie gleiche
Winkel bilden, d. h.ihre Lage zur Substilarlinie symmetrisch ist.

Unm diejenigen Werthe von S zu erhalten, welche ds die (vom
Vorzeichen abgesehen) grossten Werthe verleihen, fithren wir

vorerst in die Gleichung 6) statt § den halben Winkel% ein,

12 %
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differentiiren dann bei constantem ¢! den so erhaltenen Ausdruck
fiir ds nach S als Variabeln, und setzen schliesslich den Zihler
der O gleich' so kommen wir zur folgenden Gleichung:

2

A ad adilt aA S ¢ S ¢ S
ool'e3 = cc|'®s +3cu)| 53 +4 15 &3 53
+o +2‘le’ =0,....13)
leC| leC|
Flapf|  TeE
aD
¢E
wobei
a = sin N? 4 = sinNeos¢(sing—+cosptgd)d.V
b = —4sinNcosN sing Be_39 sinN(sing—+cosytgd) de
(4(cosp?~+sing? cosN?) o cosV cosp dN
- |—2 sin N* C— 9 2 cos NV dy
d = 4 sin N cos N sing ~ 7)—sin N sing cos ¢ dN
= sinV* Do j sin IV (sinp—cos ¢ tg8)de:
~ |eos N cos ¢ ANV
E = sinNcosp(sing—cosptgd)d N

VYon dieser Gleichung brauchen wir nur eine, hdchstens
zweiWurzeln zu kennen, und auch deren Grenzen sind bekannt;
denn ist S, zwischen S, und S, gelegen, so sind dieses die drei Stun-
denwinkel, fiirwelche ds verschwindet, es wird also ds in der Zeit
zwischen S, und §; zuerst wachsen und dann nach Erlangung
des Maximums bis O abnehmen; dasselbe geschieht in der
Zwischenzeit von S, und S,, nur dass ds jetzt vom fritheren
verschieden gezeichnet ist. Fiir 13) sind also die Grenzen der

beiden néthigen Wurzeln tg 52'—‘, tg%“, tg%‘*—

Zur Untersuchung, an welchem Tage des Jahres, d. h. bei
welchem ¢ das, einem bestimmten Stundenwinkel entspréchende

1 Fiir ¢ ist dann derjenige Werth zu nehmen, den es erreicht,
wenn die Sonne in die Substilarebene tritt, d. h. welcher dem s entspricht..
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s den Maximalwerth erreicht, sehen wir vom Vorzeichen des ds
ab, und nehmen 8) in der Form: ds == P—R tg 9, wobei P und R
von ¢ unabhingige und fiir constantes S bestimmte Grossen sind.
Diese Gleichung zeigt an, dass
bei dem grossten positiven ¢ das ds ein Minimum (22. Juni),
bei ¢ = O das ds gleich P (21. Mérz und 23. Sept.),
bei dem grossten negativen ¢ das ds ein Maximum wird
(22. Dec.).

Bei einer in Neusohl, also unter der nordlichen Breite von
48°44' und ostl. Lénge von (Ferro) 36°49' aufgestellten verti-
calen Sonnenuhr, deren Abweichung von der Ebene des Meridians
N = 32°25' betriigt, wurde durch spitere genaue Messung
als Abweichung des Zeigers von der richtigen Lage dp = 4’
dN = 2' gefunden. Nach den hier entwickelten Formeln trat z.B.
am 17. September 1883 (Declination der Sonne fiir swar 2°15'5°)
die Sonne um 10*21™20° Vormittags (8, = —24°40') in die
Ebene der Uhr ein, verliess dieselbe um 10"14™32: Nachts
(S, = 153°38"), also erst lange nach dem Untergange, und be-
fand sich um 10"47™ Vormittags (S§; = —18°15'6") in der Ebene
der beiden Stile. Fiir den Zeitpunkt des Maximums zwischen

S, und S, ergibt die Gleichung 13) denWerth tgg — 0092415,

d. h. § = 89°33'488 (5"H8™15-2" Nachmittags), welcher in die
Gleichung 6) gesetzt ds = —237°3 (—15°8") liefert, eine Grosse,
welche selbst bei einer Sonnenuhr, wie diese, deren Zeiger ein
ungedrehter Seidenfaden bildet, nicht merkbar ist. — Der Maxi-
malfehler ds zwischen §, und §; erscheint in diesem Beispiele
noch kleiner,
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