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Uber einige algebraische Formen, welche in der
Theorie der Curven vom Geschlechte p—=0 auftreten.

YVon Dr. B. Igel,

Docent an der k. L. technischen Hochschule in Wien.

(Vorgelegt in der Sitzung am 10. Jinner 1884.)

Die Resultate in meiner Arbeit:! ,,I"Iber eine Classe von
Abel’schen Gleichungen, veranlassten mich zu forschen, ob und
in wie weit sich dieselben verallgemeinern liessen und, wenn ich
auch bis nun dieses Ziel noch nicht erreichte, so gelang es
mir doch nach anderer Richtung hin interessante Resultate zu
erlangen. Man weiss, dass die Methoden der modernen Algebra
oft in der Theorie der Gleichungen (hihere Algebra) mit grossem
Erfolge verwendet wurden, ebenso ist bekannt, dass umgekehrt
hiufig die Methoden der hoheren Algebra angewendet werden,
um die Natur von algebraischen Formen zu erforschen. In der
vorliegenden Arbeit werden nun eben solche Methoden angewen-
det, um gewisse algebraische Formen, welche in der Theorie der
Curven vom Geschlechte p=0 auftreten, zu studiren. Dabei
konnte ich nicht umhin, diejenigen Resultate in der oben erwéihn-
ten Arbeit, auf welche sich die vorliegenden Betrachtungen
stiitzen, hier zu reproduciren, zumal dieselben hier durch eine
Bemerkung erginzt werden, auf die es hier ganz besonders
ankommt.

8. 1.

Es seien drei ganze rationale Functionen

fil@)=a"+a 2"+ a2+ a,
fo(@)=a"+b a1+ —+b,_x+0,

fr(@)=a"+c 2" '+ ¢ 0+0,

1 Denkschriften der kais. Akademie der Wissenschaften, Bd, XLV
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ohne gemeinschaftlichen Theiler gegeben., Wir setzen fiir die
Folge fest, dass die Wurzeln der Gleichungen

beztiglich durch folgende Buchstaben bezeichnet werden:

a, b,¢.. .1
a, b, ¢...1

ay By ote

Stellen wir uns die Aufgabe, diejenigen Werthe von A zu
bestimmen, fiir welche die beiden Gleichungen

ti =0]

/2'+)‘f3=0§ Y

zugleich bestehen, so erhalten wir als Bedingung hierfiir, indem
wir x aus diesen Gleichungen eliminiren, eine Gleichung in A

B ifs o+ =0, 2)

wo wir unter diesem Symbole die Resultante der Gleichungen 1)
verstehen.

Da die Gleichung 2) offenbar vom »' Grade in 2 ist, so
erhalten wir » Werthe von A und demgemiiss die Gleichungen

f2+7\1f3 ZO)
fot+2Xf; =0 3)

fo=t-nfy =0

von denen jede eine gemeinschaftliche Wurzel mit f; =0 hat.

Da ferner die Wurzeln der Gleichungen 2) resp. den folgen-
den Verhéltnissen gleich sind:
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11=—fz(a)=f3(a)2
hy=—[,(0): f5(b) 4)

M= —fo (1) 1 f ()’

so kann die Gleichung 2) als diejenige Gleichung anfgefasst
werden, deren Wurzeln rationale Functionen der Wurzeln der
Gleichung f, = sind.

Setzt man in den Gleichungen 3) die A-Werthe aus 4) ein,
0 dass sie die Form annehmen

£, (@) (€) —f,@)f, (@) =0 )
fz(”“)ﬂa(m_fz(b)fs l’)_ 5)

)

f@)f;0) —f,Of (@)=0 J

so hat jede dieser Gleichungen nebst der mit /; =0 gemeinschaft-
lichen Wurzel noch z— 1 Wurzeln, von denen jede eine Function
jener Wurzel ist. Es entsprechen demnach jeder Wurzel von
f, =0 n—1 Wurzeln, die mit ihr durch eine Gleichung verkniipft
sind. Dass sich jene Wurzel rational durch jede der mit ihr durch
eine Gleichung verkniipften Wurzeln ausdriicken lagsen miisse,
ist klar, und ich will nun zeigen, wie dies geschieht.

Es ist offenbar, dass die Resultante

R if, fo =213
in das Product
(o+hfs) o+"%f)- - (f+Iafy)
tibergeht, wenn man in ihr
A=—/:f3

setzt. Und da jeder der Factoren einen linearen Factor von £, («)
enthilt, so muss
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R {fu fz -+ )‘f3} A=—fs:f;

die Form haben:

3R {0 fo +2ah=—pis, = 4 (@) -1 (@)

Es handelt sich darum, die Form ¢ zu erniren. Zu diesem
Zwecke fiihre ich folgende Bezeichnung ein:

fil®)=a,+a, e+ a,2*+ —+a,x"=4*
f, (@) =b, + bz +~ba*+ —+b,a*—B*
fi(@) =cy ¢, 4 at 4 4 cpan = C*
fily) =ag+a,y +a,y® -+ 4 a,y" =4
() =b, +by +by* + —+by"=hB

f3(y) =cy +ey+oy+ +oy==0C

50 dass die Gleichungen 3) folgende Gestalt haben:

=0, =0,...| |=0. 6)
Be (- B C* B C
Wie man leicht sieht, hat | die Form
. 1 B:C*| | B*C* B C*
4)_(a:—a)(w———b). (x—c)|BC*| |B*C*| | B O]’
oder auch, wie eine leichte Umformung zeigt,
a___ B b__ . PBx e Bx
B B>—B B B*—B B B:—B
p= «—zx b—ua c—x
a . (x b ___ Tx (-
= c—C v ¢t —C o C. C
a—x b—ax i—x
Setzt man
B B;_f:
— - 7
‘ o 0=c| )
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so sieht man, dass ¢ aus y entsteht, indem man in y fiir y succes-
sive alle Wurzeln von £, = O setzt und die Resultate mit einander
multiplicirt, d. h. dass ¢ die Resultante von £, (y) und y ist.

Nun ist, wenn man y entwickelt,
X= (Boo Cm) -+ (Bm Csy) y—+ (Boz Csn)yz + —+ (Bon—1 Co) y*

WO
Bfl: = bl -+ l){_{_lx -+ —+ bk "k
Co=c ~+ Cop1 ¥+ + (;kxai—k
und

(sz Cnm - Bv,k Cnm_ Bnm Cik »
folglich ist

O AN

1

Ay y_y @,

0°

Y= (o Qg+ - ln . 8)

(BOO Cln); BO] CZn) L (BO'/L—I Cmn)

(B(]O C]n) L (BOn—l Cnm)

¢y =0 gibt nun die Werthe von y, die zusammen mit den
Wurzeln von £, =0 die Werthepaare liefern, fiir welche

z=0

wird, und wir erhalten die Wurzeln von £, = 0 als rationale Func-
tionen der Wurzeln der Gleichungen 3) ausgedriickt.

Wenn man diese rationale Function, wie es weiter unten
immer geschieht, mit ® bezeichnet, so ist ® der Quotient zweier
Unterdeterminanten der Determinante ¢

0=0:0".
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Da { vom Grade n(rn—1) ist, so sind sowohl Zihler wie
Nenner von © vom Grade (z— 1)

Die Gleichungen 1), 2) und 3) lassen sich geometrisch inter-
pretiren.

Bekanntlich ldsst sich jede Curve vom Geschlechte p=0,
d. h. jede Curve mit

(n—1)(n—2)
2

Doppel- und Riickkehrpunkten durch eine eindeutige Transfor-
mation auf die Form

Zl zfl (XIU')
=AW, 9)
Y =131

bringen, wo f,, f,, f; 8anze homogene Functionen nte* Ordnung
in A und p. sind. Die Gleichung der Curve 9) erhélt man bekannt-
lich durch Elimination von A, p aus dem Systeme

u fi+uyfo+1uyfy=0)

, . . _of 10)
v f1 F vy +vfa=0

Diese Resultante enthilt die Grossen «, v nur in den Verbin-
dungen

’llz U3 — 7l3 1)2
113 ’Ul —-’l(l U3
ltl '02 —’NZ l/'l
und ist eine Form »t** Ordnung der letzteren.

Ersetzt man dieselben dureh £, f,, f;, so entsteht die
Gleichung »te Ordnung

F(fi1:f) =0, 11)

welche die Gleichung der Curve ist.
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Die Resultante 2) wird offenbar auch aus den Gleichungen

wf =0

12)
0 fi 0y fy 03/ =0

erhalten, daraus folgt, dass sie auch aus der Resultante
F(fifof3) =0

erhalten wird, wenn man in dieser f/; =0 setzt.

Der Ausdruck, den man erhélt, wenn man in der Gleichung
einer Curve eine trimetrische Coordinate gleich Null setzt, stellt
bekanntlich die Verbindungslinien der Punkte, in denen die ent-
sprechende Fundamentallinie die Curve schneidet, mit der gegen-
iiberliegenden Ecke des Fundamentaldreieckes dar; und da die
Resultante 2) der restliche Ausdruck von F(f,f,f,) ist, wenn man
in dieser f; =0 setzt, so stellt sie eben die Verbindungslinien des
Punktes /, =0 f; =0 mit den Punkten, in welchen F(f,f,7;) =0
die Seite f, =0 schneidet.

Setzt man in der Resultante 2)

)‘:_fz :f.:p

so besteht sie offenbar aus den Producten der Gleichungen 3),
folglich stellt jede dieser Gleichungen eine solche Verhindungs-
linie dar. Die Schnittpunkte dieser Linien mit der Curve sind
offenbar durch die Wurzeln der Gleichungen 3) gegeben.

Diese geometrische Interpretation der Wurzeln der Gleichun-
gen 3) ist fiir das Folgende von grosser Wichtigkeit.

8. 2.
Fiir drei Functionén zweiten Grades
f1 (@) = ay2*+a, 2 +a,

fo (@) =byx* b, 2 +b,
fo(@) =cya® +-c @ +¢,
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bestehen nach §. 1 folgende Gleichungen
R o+ Mabim—ponn =4 (2) (%)
(1B fs M=y =1 (@), (“")i ) 13)
FEBifs [i+ Moo=V (@) -f3(2) )
wo ,, ¥, ¥, folgende Formen bedeuten
b =R(nf)
b, = R (Zz fz)
by =R (%3/3)

wenn unter y,, ,, 7, folgende Functionen verstanden werden

%= 2 (@)fs '/7/2:22 W) — {(10),5@ (20,5} ¥
~+ {(20)y5 =+ (21),5}

7 ___fa (d")h (?2:{;:;(3/)/(1 (m) — {(10)31 m+(20)31} Y
. + {(20)3y @+ (21),,}

X3 '_—fl (.%')fz (y) —/ (y) /x (%) = {(10)12@‘—’—(20)12} Y

T—y
-+ {(20), -+ (21) 5.

Die ¢, lassen sich, wie ich an einer anderen' Stelle gezeigt
habe, in folgender Weise darstellen:

by =R f) =1+ B3 oz +R({fs15) 1,
by =R()%:f5) =% Bigs - S -+ RB(31) 15} 14)
Yy =R(yafs) =+ Byp3 - J 1o+ R(f\13) -1

wobei in der iiblichen Weise durch J,; die Jacobi’sche Deter-

minante der Formen f, und f; und durch R ,, die simultane Inva-
riante der drei biniiren Formen bezeichnet ist.

1 Uber ein Princip zur Erzeugung von Covarianten. Denkschriften der
kais. Akademie der Wissenschaften, Bd. XLVI.
Sitzb, d. mathem.-naturw. Cl. LXXXIX. id. IL. Ab 15
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Nach §. 1 stehen die f, mit den ihnen entsprechenden ¢, in
der Beziehung, dass die Verschwindungselemente der ersteren
rationale Functionen derjenigen der letzteren sind; da nun die
Gleichungen bestehen

By, fo+afy} =G Rify, [5+41} 15)

R{'\‘bl,fz—t—)\f}-—c .R f f2+Af'3 >
R §0y 1y = G R ify fi+2f) )

und desshalb auch die folgenden

R {"Pu fz _"st} A=—foifs = Cl -R {fu fz -+ 7kfs} r=—faify
B {y, fo+Mbmrgy oy =G R ifyy 3+ Mibi=—pyy» 16)
R {11[137 f1 _’—)‘fZ} r=—fyi T 03 R g](37 f1 —+ 7‘f2}7-=— 132 S

so sind auch die Nullwerthe der ¢, rationale Functionen derjenigen
der f.. Aus den drei Gleichungen

= {(10),32 4 (20),5} y - {(20)32 4 (21),5} =
% = {(10)g @+ (20)3,} y = {(20)3, @ + (21);,} =0
73 = {(10), @ +(20),,} y + {(20),# + (21,5} =0,

welche die Beziehungen zwischen den Wurzeln der £, und iy,
angeben, sieht man leicht, dass die rationalen Functionen, durch
welche sich die Wurzeln zweier entsprechenden Gleichungen
ausdriicken lassen, dieselben sind.

Machen wir jetzt die Functionen f, sowohl, als auch die ¢,
homogen, so folgt, dass ¢.(z,x,) aus f.(y,y,) durch die Sub-
stitution

¥y, =—{20)n.2, + (21).2,}
3/2 = {(10)7»13?1 +(2O)L/ wz;

hervorgeht, und dass auch umgekehrt £,(y, y,), von einem constan-
ten Factor abgesehen, der sich aus 14) in der Form

Co= B*(fif2)
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ergibt, aus Y;(, x,) entsteht, wenn man in derselben

@, =— {20)uy, + (21)n.y,}
vy= {(10)sy, + (20)n.3,}

setzt.

Weil die Formen ¢, aus den f, durch lineare Substitutionen
hervorgehen, so miissen die Hesse’schen Determinanten der i,
denen der f, bis auf constanten FFactoren gleich sein. Dies veri-
ficirt man leicht aus den Formen der ¢, in 14), denn es ist z. B.
| 32¢]23 32J23 | 32.]23 32]('1

Va; dx 0w, \ 0at B, 0w,

H(p,) =+ B,,; + 3Ry R(fyfs5)
GO P L
da dx, da} 0z, 02, dal
8 B ( O | 1
2"; T ) 2;’} Bﬁif.mz
1 23 1 1
dw dx, da) | 0w, 02, 0dat

=Rip3- (N3 '03)* + 5 Bray B(1of3)- (Joa [ )F B2 (1, 5) - (HT).-
Beriicksichtigt man die bekannte Relation
R(fofs) =—2(T3T0)"
s0 erhilt man
H(b)=R*(f,13)- H(f)- 18)

Wir erhalten daher folgendes Resultat:

Zu drei bindren quadratischen Formen gehoren immer
drei entsprechende Formen mit denselben Discriminanten
und von der Beschaffenheit, dass die Wurzeln zweier ent-
sprechender Formen sich gegenseitig durch dieselbe
rationale Function ausdriicken lassen.

Multiplicirt man die Gleichungen 14) resp. mit f,, f,, f, und

addirt dieselben, so erhélt man, da bekanntlich
15 %
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fidos~+ o day + 1341, =0

ist, die interessante Relation

R(ul) 11+ BO6l) 1+ B(l) -1
=R{fof3) -1+ R (fsf ) -2+ R{f112) [ 5

Nach einem Satze des Herrn Brill! lisst sich immer zu drei
bindren quadratischen Formen eine vierte so finden, dass zwi-
schen den Quadraten der vier Formen eine lineare Relation
besteht. Ist nun diese vierte Form mit f, bezeichnet, so ist die
Relation

19)

oy o, 3+ ayf5+a,f3 =0, 20)

wo die o aus den Invarianten der drei Formen in der von Herrn
Brill angegebenen Weise zusammengesetzt sind. Bezeichnet
man der Kiirze wegen die Resultanten R(f,f;), B(fyf,), B(f.[,)
mit 4,, 4,, 4, und den Ausdruck auf der linken Seite von
19) mit p(x), combinirt ferner 19) mit 20), so sieht man,
dass p(x) sich auf vier Arten durch Summen von Quadraten aus-
driicken ldsst:

p@)=4f? At A+ 0
au(@)= 0 +(01)f'§+(02)f'§—“3Aof22 21)
ay p(w)=(10)f2+ 0O +(12)/"§—°‘3Al/’2§’
ayp(@)= Q02+ @D+ 0 —uydf:

7

wobei (1k) = (o, d;— o A) ist.
Die Determinante

A, A 4, 0
0 (01) (02) 4,
—110) 0 (12) 4,
(20) (21) O 4,

29)

1 Siehe Mathematische Annalen, Bd. XX, pag. 352.
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muss nothwendiger Weise identisch verschwinden, denn wire
dies nicht der Fall, so wiirde man aus 21) schliessen konnen,
dass das Quadrat einer jeden Form f, durch p.(2) multiplicirt mit
einem constanten Factor ausdriickbar sei, was eine Ungereimt-
heit wiire.
Dies ldsst sich iibrigens sehr leicht durch Rechnung zeigen.

Nach einem bekannten Satze ist ndmlich
4, (01) (02)?
D=| 4, 0 (12)|, da
4, (21) 0
0 (01) (02)
(10) 0 (12) =0 1s
(20) (21) ©

1

Fiihrt man in 22) die wirklichen Werthe der 4, und der «,
ein, so ist

dyy dyydiydiyDyy—dy dyydyydyy, dogdyydi3Dyy—dy dyydyy Dy |

D= \d, 0 dgd,,dyy Dy —d,,d o d,, D, ,
dyy dyyd gy Dy —dyadyydy Dy, 0 |
dy, d,dsDys d,d D,
=\|d,, d,d,; Dy, d,d,. Dy | =0.

| dyg dy3dyy D,y dyydy, D, |

8. 3.

Wenn wir zu einem System von drei Formen nter Ordnung
iibergehen, und fiir diese die in §. 2 gebildeten Formen herstellen,
50 gehen zum Theil analoge und zum Theil ganz neue Formen
hervor.

Bezeichnen wir mit ¢,, ¢,/, ¢,” die Functionen

b =R(uf)
YW =R(nf,)
b= R(131)
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und sind
y=0,(2)=0,"(z):0,"(z)
y=rm@)=r/(2) @)
y=m (@)= m'(2): 7" ()
die Relationen, welche zwischen den Nullwerthen der f; mit .
bestehen, so ist

By, 5 f, Mo =B {3 fz**—/f?]"("_”)
B, fo+0fd =By, [+ 231000, 23)
R, [yt =B i [+ 215400 )
By, 0,420 =f (A1 Z
R, m/+dn/} =fQ0 00,
B, m'+dmt =f0) 00
Bifi(y), 0,'(2)+y0,"(2)} = 0,"(@).f,(0,) = ¢, (#)-{, () )
Bif,(y) m/(@)+ yr (@)} = 7,"(@) [, (7)) =9,/ (@) -4, (2) . 25)
Bify(y), m'(@)+ ym," (@)} = 7" (2) f3(m,) = 9,"(@) 4, (2)

24)

Die Formen ¢, welche hier neu auftreten und zu den f; in
demselben Verhiltnisse wie die { stehen, wollen wir, der Kiirze
wegen, die den Y zugehorigen Formen nennen. Von ihnen werden
wir nachher zeigen, dass sie sich gleich den ¢ in Determinanten-
form darstellen lassen.

Bilden wir ferner folgende Formen:

Rifi (), 0,(2)+10,"(2)} = F, (4)
Rif, (), = (@)+ =" (@} =F, () ‘\ ) 26)
Rify(a), m/(2)+ Amy” (@)} =F"0)

so sind dies wiederum neue Formen und ihre Nullwerthe sind resp.
0 (a), ©.(0)- -0,()

7, (a), = (b). .7 (i)
my (@), 7 (B). =y (1)
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Dass die F nicht in die f iibergehen konnen, ersieht man
daraus, dass z. B. 0, (¢) =0 eine Beziehung zwischen den Wur-
zeln von f voraussetzen wiirde, was von vornherein ausgeschlos-
sen ist, und dass aus O, («) = « folgen wiirde, « sei eine Wurzel
einer Gleichung (z— 1)te» Grades und somit £, = O reducibel, was
gegen die Voraussetzung ist.

Den n Wurzeln von F, =0 entsprechen » Gleichungen

0,'(¢)9,"(a) - 0,"(1)0,"(#)=0
8,'(2)0,"(1)—0,'(1)8," () =0 27)
0, (@)0,"() — 0,/ (1) 0,"(x)=0/
Das Product dieser Gleichungen ist, wenn man f, absondert,
eine ['unction n(n — 1)* Grades, welche wir mit ¢, bezeichnen
und als Resultante definiren

Rif,(y), @1/(37)@1”(921:21/(” 0,” ("’):,

by (@) =

Zwischen den Wurzeln von f, =0, ¢, =0 besteht offenbar
die Relation

Yy =0, ()

Dass 0, () nicht gleich 8, («) sein kann, ist daraus ersicht-
lich, dass im entgegengesetzten Falle

0,(a)=0,(«x)=ua

folgen wiirde, was nicht moglich ist.
Verfahrt man in dieser Weise weiter, so erhdlt man folgen-
des Schema von Formen

Rify, 1, + A3 =F, (%), 4, (@), ¢,(2), O, ()
R, 0/ + 10, =F, (W), 4, (), 9,(2), 0, (2)

Bifyy 0'n—1(2) +20"—i (2} = Fu (1), Y (@), n(2), On(w)).28)

Bify, 001 (@) 20" (@)} = F, (1), $u(2), ¢u(2), 0.(2)

..........
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Die Ordnungen der F, J, v sind, wie man leicht einsieht,
folgende:

Ordnung von F, =nvon ), =n (n—1) von 9, =n (n—1) (n—2)
F,=n  {,=n(n—1)* 0, = n(n—1)>3

Auf die Frage, ob das obige Schema irgendwo abbricht oder
nicht, werden wir spéter zuriickkommen. und wollen jetzt nur die
Bedingung angeben, die stattfinden muss, wenn das Schema
abbricht. Da wir oben gesehen haben, dass ©; und ©,_; nicht
gleich sein konnen, so kann das Schema nur dann abbrechen,
wenn

0, (2)=0,(2),

wo p>v--1. Ist diese Bedingung erfiillt, dann muss offenbar
entweder |, eine vollstindige Potenz von {, sein oder aber in
¥, und o, zerfallen,

Um nun nachzuweisen, dass die Formen ¢, sich, gleich den
¥, in Determinantenform darstellen lassen, gehen wir von einer
anderen Auffassung des Verhiltnisses zwischen den Formen f, ¢,
¢ aus. Im Vorgehenden haben wir dasselbe rein algebraisch auf-
gefagst. Wir wollen es jetzt vom substitutions -theoretischen
Gtesichtspunkte betrachten.

Die Gruppen der Gleichungen =0 sind imprimitiv, denn
diese sind vom Grade ».v und entstehen durch Elimination von y
aus zwei irreducibeln Gleichungen

L=y —ay—'+ +a=0
—8, (e +8,@ye—=— +8,=0.

y=0,(x) ist die Resolvente von 3, und £, (y)=0 ist fiir alle
¥ die Resolventengleichung.

Die oben erwihnte Bedingung flir das Abbrechen des
Schemas lautet nach dieser Auffassung, es miisse, soll das Schema
abbrechen, fiir irgend ein { die Resolvente eines fritheren
wieder erscheinen,
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Was die ¢ betrifft, so haben sie mit den ihnen zugehsrenden
i, dieselben Resolventen und dieselbe Resolventengleichung und
miissen daher durch Elimination aus zwei Gleichungen entstehen,
d. h. sie sind in Determinantenform darstellbar.

Wir wissen, dass die Auflosung von f, =0 die Auflosung
aller Gleichungen F,= 0 nach sich zieht. Vom substitutions-theo-
retischen Gesichtspunkte aus muss aber auch, da die F mit /' zu
derselben Gattung gehoren, die Losung einer Gleichung F,=0
die Auflosung von f;, =0 zur Folge haben, d. h. es miissen sich
auch die Nullwerthe von f, rational durch diejenigen eines jeden
F ausdriicken lassen. Es kommt nun darauf an, die rationalen
Functionen der Nullwerthe der F, denen diejenigen von 7, gleich
zu setzen sind, zu ermitteln. Es wird nun gleichgiltig sein, welches
F wir der Untersuchung zu Grunde legen, und wir betrachten
daher F,, wobei wir die Nullwerthe derselben durch

ky, k', kL k 0D
bezeichnen. Bilden wir nun die Discriminante von F,, so ist
S AP | S(ay—t S(a)2. 1P
Jln—1fn—2 .1 'S-(;[))n—l &(b)n—? .1
A= " ! = , 29)

|ik(1,l_l)n—lk£n_1]n—2 . 1 | i 3(c)az—13(0>71—2 . 1

wenn man f,(x) : f () = 3(x) setzt.
Multipliciren wir die Reihen der letzten Determinante resp.
mit 5 (a), S(b). .., so erhalten wir:
S(ayS(ay=—...3(a)?
N 1 Sy 3 (by=1. . .5(b)
- S(w)?. .. S(2)*
RIOR ORI O]
LA + 4+ AW, AP @+ A 2
Rz(fii.z) A(ln) br—1 _,_Asln) _A(l]) br—1 _|_A$ll)

= o5 L
B (fyf5)
I5.A(1n) 1 -+ —f—A,(:') _A(ll)in—l —- Afll)‘

30)
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A(llj ASI) ‘AS;]) 2| gn—lgn—2,
RN AP AP AP | e
*(ifs)

n—1 yn—1
lA(In) Agn) 'A,(Ln) | ‘zn L S 1|

1w

wobei die 4 die Coéfficienten der ganzen rationalen Functionen
einer Wurzel von f; =0 vom Grade »-—1 sind, auf die man 3,
S%.. .9 zuriickfithren kann.

Der Voraussetzung nach verschwindet die Discriminante von
F, nicht, folglich kann die Determinante

AP AP . . A
AP AP . A
2 n

R—
| Apap.. 4]

nicht identisch verschwinden. Man hat daher folgendes System
von Gleichungen

k= AD a1 - AP a2+ _|_A7(11)
B=AP e + AP a" 2+ +A®
\

: 31)
k;z — Agn) a1 A:(en) ar—2 —+ 4= A7(ln) S
aus welchem die Lisungen
B.a= -Rln—l k1 -+ Rm—l k% -+ + Rnn—l k’{
B.b= Rln—l k; -+ R2n—1k,12 -+ + Rnn—l k’ln l 32)

R * i = Rln—l k%n—l) -+ RZn—l k{"_l)z -+ —+ -Rnn—l k(n—l)" S

folgen,

Nun sind wir im Stande, die Frage, ob das obige Schema
28) abbricht oder nicht, zu beantworten, indem wir nun zeigen
konnen, dass sehon die ersten » Functionen F nicht mehr von
einander unabhingig sind.
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Wir bezeichnen zu diesem
resp. durch

ky Ky K
by Ky
ko K, K

n

235
Zwecke die Nullwerthe der F,

o k)
N kgn—l)

. k(}L—]).
n

Angenommen, dass die » Functionen F von einander unab-
héingig sind, dann bestehen die Gleichungen

by =AP ' - AP a2 - 4 4D

k, = B{ an— + BY
ky = GPa— + G

Fop=JP @t - J)

da die Determinante
D=3+ 40

nicht verschwinden darf.

|

Y= + GO ),
n

a2+ -+ BO
33)

au-—Z -+ =+ ']};1)

YBY. . J0)

Aus diesen und den ihnen entsprechenden Gleichungen fiir
die gestrichenen £, erhilt man die Losungen

a=Dk,
b=D,k

~+ D, k,
-+~ D, k,

¢ =D k(=) + D, k") + —+ D,k

Auch die Determinante

k, Ky k.
K, K, k.
's_= 17273

-+ +D,k,

+~ + Dk,
34)

|
|

lkgn—l) k(zn-—l) . kf;z—l)
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darf der Voraussetzung nach nicht verschwinden, folglich kann

man diese Gleichungen nach D auflosen.
Man findet also z. B.

fak,.. K,
b k,. .k; .
D, S$= 5 35)

1 —1|
10 k(zn ) kSzn )i

d. h. die Wurzeln von f, =0 sind, von einem Factor abgesehen,
den Wurzeln von F, =0 gleich, was aus dem oben erwihnten
Grunde nicht moglich ist. Wir miissen daraus schliessen, dass

S$=0

ist, oder, mit anderen Worten, dass schon die n ersten F nicht
von einander unabhingig sind.

s. 4.

Der Kiirze wegen fiihre ich folgende Bezeichnungen ein:

/ R{fu fz"')‘fs} =7 (7‘)
Rify, fs+ifi}=r,Q})
Rify, [+ Mot =r3(2)

(f?R fi fo+Mobh=—p .5, =R (@)
(f;lR{f2> f3 _'_Xf;})‘:—f::f;;:Rz (a:')
(I‘f%‘R for L+ M=y sy = By ()

Sf?ﬂgfu fotAfodim—sy: 5, =E1 ()
iR, 1o +7‘f1}7~=—f.; /) =f—iz ()
( TR [+ M=y 5= By ()

\ iR £, M= = By ()

ZﬁR Vor ty+ =gy =By (@)
ng §/3) fi -+ }‘/.2} r=—f i fs T RS (.’L').



Uber einige algebraische Formen ete. 237

Zwischen diesen Formen bestehen folgende interessante
Relationen:

LRI (@), By(@) By ()} =T ()
Il R {151 (@), }—Ez (@) + ‘u.1?3 (@)} =T (w) ¢ 36)
L. RR, (), R, (@) ~+p Ry ()} = 1) )

wo II, II,, I, Functionen »'** Grades in p. sind.

Der Beweis ist hochst einfach und es geniigt, da er fiir alle
drei Relationen derselbe ist, ihn fiir die erste zu fiihren.

Die Gleichung
R{R (@), R,(x)+pRy(2)} =0
hat offenbar die Wurzeln
By (a) : Ry (@), By () : Ry() - By (9 : Ry (at)
R, (b): Ry (b), B, (B): Ry(B). .R,(B»M): Ry (B—D)
R, (0): Ry (i), R, (i) Ry(i). .B,(1"V) R, (V).
Es ist aber z. B.

Ry (@)=f3 By {fy: s+ M1} =) : 1@
Ry (a)=[3Bs{f5, 1 +Mobr=—t@) : f1(0)

folglich ist auch

R, (@) _ R iy, 5+ )‘fi} h=—f@) (@) 37)
Ry(a)  Byifs, [y +Mpbh=—pi@) £

Weil aber die Relationen bestehen:

1@ 3 () =, (o) fy (@) =+ - = (D) £ f, (a0=D)
£ f,(0) =F, (B) i fo(B) = - =[,(B"): f;(B"—)
L) L0 =F£0) [0 =. .=f @) fGe-D),

so folgt unmittelbar die Relation I.
Setzt man in I, IT und III resp.
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v=—R,(z): R,(2)
p=—F,(x): By(2)
b=— ﬁz (@) : Rs (x)7
so zerfallen I1, II,, [T, beziehungsweise in folgende Formen
I, =mn () R (2)
I, =mn,(z).R,(x) . 38)
I =my (). By(2) )

Um die Formen =,, =,, n, durch mdglichst niedrige Deter-
minanten darstellen zu kdnnen, beweise ich folgende Relationen:

Ry (@) R{R, (%), B, () + p.By (2} p=—re) 2,
= R3(fy) - Bir, V), r, () +pry (W} p=—m®) : 2,

By (2).R{R, (), B, () + p.By (@) y=—rn) Reo)
=By (fy) - Biry (1), ry () prs(Dbu=—rany 28y

By (). R{R, (), B, (@) +p Ry (@)} y=— 20 2,0
= B2 (f)-Bir, (1), (V) + prs(W}um—m) B0

wo 3, 3, 3, resp. £, : 5, f5 i [ [1 [, bedeuten.
Auch hier geniigt es, die erste dieser Relationen zu bewei-
sen. Den » Wurzeln der Gleichung

Rir,(A), r,(0) +pry(} =0

39)

entsprechen folgende n Gleichungen
7y (1) + 3 (A)=0
7y (A) g () =0

7y (X) =+ 13 () =0
oder
1 (D73 (3 (@) — 7, (@) r5 (1) =0 (

1 ()73 (30) =7, (SB) 73 () =0 10

1y (W73 (3@) — 1, (S@)ry (1) =0 S
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von denen eine jede eine gemeinschaftliche Wurzel mit der
Gleichung R, (*) =0 hat.
Setzt man in diesen Gleichungen

h=—Fy s
so gehen dieselben in folgende tiber:

R, (%) By(a) — R, (a)Ry(2)=0

R, () B;(b) — B, (b) By (#) =0 ( , 41)

R, (@) Ry (i) — B, (i) By (@) =OS
d. h. in Gleichungen, welche der Gleichung
R{R (x), B, (@) p.Ry(2)} =0

entsprechen.
Nun ist die Gleichung

Rir (), 7y () prg ()} =0
das Product der Gleichungen 40), sobald man in ihr

p=—1, (1) :75(3)

setzt, sie muss daher auch in das Product der Gleichungen 41)
iibergehen, sobald man noch A= —f, : f; =S setzt, wodurch also
die Relation in 39) bewiesen ist. Um nun =, (x) zu bilden, hat
man nun die Resultate

7y (@)1 (y) — 1y ()7 (x')l
z—y )

Rir, (y),

zu bilden und in dieser dann fiir » S(x) zu setzen.

8 5.
Fiir das Folgende ist die Beantwortung der Frage nothig,

ob es moglich ist, dass eine Combination von » Wurzeln, von
denen je eine einer der Gleichungen 3) in §. 1 geniigt, die Null-
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werthe einer Function nter Grades darstellt, deren Co&fficienten
rational sind, oder, mit anderen Worten, ob { einen rationalen
Factor nter Grades enthalten kann,

Bezeichnen wir den in Rede stehenden Factor mit ¢ () und
die Wurzeln der Gleichung

¢ () =0
durch

ty by e i,

s0 kann man aus den Gleichungen

¢ =0
fo ;=0
die Gleichung
Rip, f, +4fsf =0 42)

bilden, welche offenbar mit
Rifyy fo +Af3 =0

identisch ist. Es werden demnach auch die » Gleichungen,
welche der Gleichung 42) entsprechen, mit den Gleichungen 3)
in § 1 identisch sein. Am Schlusse des §. 1 ist gezeigt worden,
dass jede dieser Gleichungen eine Verbindungslinie des Punktes
f>,=0, f; =0 mit dem Punkte, in welchem die Curve F(f,f,f;) =0
die Seite f, =0 schneidet, darstellt und dass die Schnittpunkte
dieser Verbindungslinie mit der Curve durch die Wurzeln eben
dieser Gleichung gegeben sind. Es werden demnach beide Curven

F(f\fyf3) =0]
Fof,fy) =0f
dieselben Verbindungslinien und dieselben Schnittpunkte mit

denselben haben. Nun ist bekannt, dass die Gleichung einer
Geraden, welche die Curve F(f,f,f,) schneidet, die Form hat

43)

wfy iy fo +Uugfs = 0
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und dass die Schnittpunkte der Curve mit dieser Geraden durch
Auflssung dieser Gleichung erhalten werden; es wird sich dem-
nach die Gerade ¢ («) =0 in Bezug auf die Curve F(f,f,f,) =0
folgendermassen schreiben lassen:

p=uf, +u,f, +uyfy =0.

Da nun ¢ eine lineare Verbindung der drei gegebenen Func-
tionen ist, so ist ersichtlich, dass die beiden Curven 43) zusam-
menfallen miissen. Es folgt demnach aus den Gleichungssystemen

vy, =f,(®) @,=f,(x)

vy =[3(@) a;=f;(x),
dass ¢ (#) mit £, («) fiir mehr als » Werthe von « tibereinstimmen
und sonach bekanntlich die Identitéit von ¢ und f,. Damit ist
nun dargethan, dass ¢ keinen rationalen Factor nte» Grades ent-
halten kann. Es ldsst sich in gleicher Weise zeigen, dass ¢ iiber-

haupt keinen rationalen Factor enthilt, falls die zu Grunde
liegenden Formen allgemeine sind.

8. 6.

Wir fiihren nun folgende Bezeichnungen ein:

f"llR {fu fz +7‘f3} =i fs T Pl (.Z')
ﬁ)ZR;fv fl +)‘f3} r=—f :fJ:P2 (3?)
FBfs [+ M=, o= 3 (®)

und beweisen folgenden Satz:

Satz.

Die Curve

Ty = (‘r) ?
@, = p, (@) 44)
@y =g (@) S
zerfillt in zwei oder mehrere Curven, von denen die eine die Curve
Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. LXXXIX, Bd. JI. Abth 16
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@y, =f,(@) ( 4D)
Ty =, (.’L‘) /

ist, d. h. die Form
(o102 P30
welche man durch Elimination aus den Gleichungen

Uy g (®) 1ty oy (@) 23 3 (2) =0
Uy 0y (@) 0, 0, () g5 () =0

erhilt, zerfillt in
F(fifo)-F(f11:15),
wo F(f,f,f,) durch Elimination von = aus den Gleichungen

u fy Uy fy +1uyfy =0
A

entsteht.

Beweis.

Vor Allem muss gezeigt werden, dass die Gleichungen 44)
keine eigentliche Curve darstellen konnen.
Bezeichnet man durch

a(l)’ b(l); a(g)’ [)(—’); ,a("’), b
(v= %2—)) die den verschiedenen Doppelpunkten ent-

sprechende Werthpaare von # und durch

x(l)) a®, | pma)

die Durchschnittspunkte der Curve vom Geschlechte p —0 mit
einer Curve mter Ordnung

¢ (@ @, w5) =0,
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50 lautet nach Clebsch?! das Abel’sche Theorem

B0 o ] B0 o ]
dv + dao+
(a0 —2) (b —z) (@ —a) (b0 —a)
0] 0]
s x(mn)
a® —pw
-+ de=0

(A — ) (b — @)
o(v)

oder, ebenfalls nach Clebsch,

a® — 20 @O () a() — gplm.n)
H® _;v(l) : H) — (2 o bV — plm.n) =¢

(l) N

(wo =1, 2. .v).

Diese v Relationen sind die nothwendigen und hinreichenden
Bedingungen dafiir, dass m.» Punkte der Curve vom Geschlechte
Null auf einer Curve mter Ordnung liegen.

Wenn nun die Gleichungen 44) eine neue Curve vom
‘Geschlechte p=0 und vom Grade »* darstellen, so muss diese
-offenbar ausser anderen auch alle Doppelpunkte der Curve 45)
zu Doppelpunkten haben. Dies sieht man sofort ein, wenn man
die Entstehung der Formen

ACFACINNC)
berticksichtigt. Diese entstehen ndmlich aus
Rify, fo-+ 2 =r (%)
Rify, fi+4f =, ()
Rify, 1142138 =r3 (W),

wenu man in diesen resp.

r=—lyfy
=11y
A=—1,:1,

setzt. Da aber fiir Doppelpunkte die Gleichungen bestehen:

1 Crelle’s Journal fiir Mathematik, Bd. 64, pag. 58.
16 #



£ (@) =k, 09)
f2 (@) =kf, (bV)
f5 () =kf, (b)),

50 bestehen auch fiir dieselben die Gleichungen

1y (fy (@) 2 fy (@) = 7 (f, (09) 2 3, (00)
r, (f1 (a(t)) :f;.; ((t(‘))) =7, (fl (b(l)) :fg (1)(‘)))
g (fi(aV) i fy (a)) =74(f; ((QOF 1o (bO)),

welche entwickelt in die folgende iibergehen:

b (09) =Ry (69)
pa (a0) = g, (10)
ba () = g, (00).

Diese Relationen beweisen also, dass die Curve 44) mit der
Curve 45) v Doppelpunkte haben.

Suchen wir die »* Durchschnittspunkte der Curve 44) mit
der Curve 45), so finden wir nach dem oben Vorausgeschickten,
dass die jenen entsprechenden Parameter durch folgende Rela-
tionen gegeben sind:

a®— ) () — 23 g — G () — )
0O — M O — 2@ HO_— 2B T HO ()

—

Dass diese Relationen nicht bestehen konnen, ist evident,
da die Factoren auf der linken Seite zum Theile unbestimmt
werden.

Doch kann man den Beweis noch in anderer Weise fiihren,
indem man nicht nur aunf die Entstehung von

£ (@), £y (@), g5 (),
sondern auch auf ihre Bedeutung Riicksicht nimmt.

Wiirden die Gleichungen 44) eine neue Curve darstellen, so
wiirden nach den Auseinandersetzungen in §. 1 die Durchschnitts-
punkte dieser Curve mit den Fundamentallinien durch die
Gleichungen

fy (@) =0
o () =0
p3(2)=0
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gegeben sein. Die Wurzeln dieser Gleichungen wiirden also
Punkten auf geraden Linien entsprechen, was nach §. 1 nicht der
TFall sein kann, da diese Wurzeln den Durchschnittspunkten der
Curve F(f,f,f,) =0 mit den Geraden entsprechen, welche von
den Ecken des Fundamentaldreieckes ausgehen und die diesen
gegeniiberliegenden Seiten in den Punkten der Curve schneiden,

Da es sonach feststeht, dass die Gleichungen 44) keine
eigentliche Curve darstellen konnen, so fragt es sich, was
auns der Form

T @), gy (@), g3(a))
wird. Es konnen nun drei Fille moglich sein:

a) die Form verschwindet identisch;
) die Form ist constant;
¢) die Form zerfillt in mehrere Factoren.
Dass die Form nicht identisch verschwinden kann, ersieht
man aus folgender Uberlegung. Aus dem identischen Verschwin-
den von (g, p, p;) wiirde folgen, dass die Formen

o (@), 2 (%), £3(2)

einen Factor gemeinschaftlich haben. Die Unmoglichkeit dieser
Annahme leuchtet sofort ein. Gesetzt ndmlich, sie wiirden einen
Factor gemein haben, so wiirde derselbe eine ganze rationale
Function sein, es wiirde demnach folgen, das ¢, (v) einen ratio-
nalen Factor enthilt, was nach §. b nicht stattfinden kann.

Was den Fall &) betrifft, so setzt derselbe voraus, dass zwi-
schen den Funetionen

£ ()5 £y (), pg(20)
die linearen Relationen besteht
oy oy~ oty g oy 3 =0, 46)

denn nur unter dieser Voraussetzung gehen ndmlich die Glei-
chungen

tty oy (%) =y g () + g o3 () =0
' Uy oy (&) vy 5 (1) vz 55 () =0
in
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Ay py (@) =2y g, () =0
1y oy () + Pafp(®) =0

iiber und die Resultante f(g, g, g,) in folgende

1oy 0505)= ()" R(g, )
Es ist aber nach §. 1

6, (@) =F(0f,f3)
g (@) ="F(f,0fy)
p3(@)=F(f1;0)

und demgemiiss ldsst sich die Form F(f,f,f;) wie folgt schreiben:

Ff\1of3) = (Af + By~ Cf5) +k F(Ofyfy) +k, F (£, 0f;)
ks F(f11,0) 2 Dao fif35)-

Wenn nun die Relation 46) zwischen den p, bestiinde, so
wiirde zum Beispiele folgen, dass F(Of,f,) =p, (#) sich durch
F(f,0f;) =g, (x) und F(f,f,0) = p; () ausdriicken lé#sst und dass
sonach in der Form F(f,f,f;) alle Glieder fehlen, welche die
Factoren fifF enthalten, d. h. dass die Determinanten, welche als
Coéfficienten dieser Glieder auftreten, verschwinden, was bei der
Allgemeinheit der Formen f,, f,, f;, wie wir sie voraussetzten,
nicht der Fall sein kann.

Es bleibt also nur die einzige Moglichkeit ¢) tiber, dass die
Curve §(p, g, £3) =0 in mehrere Curven zerfilit.

Da nun eine dieser Curven sich auf das Fundamental-
dreieck bezieht, dessen Seiten bez. f,=0, f,=0, f, =0 sind,
wie es aus den obigen Betrachtungen erhellt, so folgt daraus die
Behauptung des Satzes.

8 1.

Setzt man mit Beriicksichtigung des Umstandes, dass mit
f1=0 auch p,=0 wird in F (p, g, p5) f,=0, so geht F (g, g, p;) in
Rip, (@), p,(2) + p.py (@)} tiber. Nach dem eben bewiesenen Satze
muss nun diese Form einen rationalen Factor nt* Grades in
v enthalten, Dies ist in der That der Fall, wie folgender
Satz lehrt.
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Satz.

Die Gleichung
Bio, (2); gy (@) +ppy ()} =0 47)

hat die nt*" Potenzen der Wurzeln der Gleichung

R;fn f:'s"—)‘fz} =0
multiplicirt mit dem Factor
R(f\1,) : R(f\15)

zu Wurzeln.
Die Methode des Beweises ist die schon oft in diesem Auf-

satze gebrauchte.
Es sind némlich die Wurzeln der Gleichung 47)

B () 2 pg(@); g (D) i pg(D). -y (0) 1 p3(3) W 8. W,
Ferner ist
fo (@) =13 (@) Bify, [y +43h =09 10
o3 (@) =[3(@)Bif o, f1 + Mo =) s 1) -

Setzt man fiir x die Wurzeln von f, =0, so gehen diese
Gleichungen iiber in

po (@) =15(0) - B (f, 1))
NORIHORIY

u. s. w., folglich ist

@@= [P T 1)

u. 8. w., und somit ist der Satz bewiesen.

§. 8.
Damit
fo0):fs(@) =1, () : f5(0)
sei, ist nothwendig, dass

Rify, o -+ 2o} =0
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zwei zusammenfallende Wurzeln hat, d. h. dass die Discriminante
dieser Gleichung verschwindet. Ich will nun den Fall untersuchen,
dass diese Gleichung eine vollstindige Potenz ist, in welchem
Falle dieGleichungen3)in§.1 in eine zusammenfallen. Setzen wir

Rify, 1o+ Mo =AQ—m),

80 ist = eine rationale Grosse und wir erhalten

m=1o (@) f5()=1,(0) : fs(O)=- =[50

Verwandelt man diese Briiche nach der bekannten Methode
in rationale ganze Functionen, so bekommt man eine Gleichung
(n—1)ten Grades, welche » Wurzeln hat, was nicht mdglich ist.
Wir miissen daraus schliessen, entweder dass die gedachte
Umwandlung dieser Briiche in diesem Falle tiberhaupt nicht
méglich ist, oder dass die Briiche constant, d. h. von den Wurzeln
unabhingig sind. Das letztere ist der Fall, wie sich zeigt, wenn
man die Umwandlung nach der Methode von Hermite vornimmt.
Setzt man nimlich

f(@) : f3(@)=v, " v, a" 2+ v,
fo0) i fs(b)=v 0» 1 v, b" 2 v,

1)+ f3(5) = v v = e,
und bestimmt v, aus diesen Gleichungen, so ist

@ @ () : fo(a).an— ! a2, 1
. bal—l.bzz—z‘-f—lfz(b) .](3([)) L1 . bpn—1pn—2_ 1

1 ',L‘n—n-{-sz(i) : f3<l) Ll ga—1 yn—2 1

In dem Zihler dieses Ausdruckes sind zwei Colonnen gleich,
folglich verschwindet er identisch. Nur in dem Ausdrucke fiir v,
ist dies nicht der Fall, denn dieser ist gleich =.

Bedenkt man, dass

1
1y () = ) — ————— EAL_RL n—1 Lln—?
fo(a):f;(0) =P (a) Ii(flfg){ ar~'+ 3B R a2+
+3IN R} =n ist,

1 Uber die Bedeutung dieser Formel sieche die oben citirte Arbeit
»Uber eine Classe von Abel’schen Gleichungen,“
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so folgt, dass, damit
RYf,, f,+21;)

eine vollstindige Potenz sei, die Bedingungen nothwendig sind

ZAR=0

SB.R =0

IN.R =0.

Zugleich lernen wir auch das = kennen, denn es ist

1
R(ATY

T

SM.R. 49)

Nun ist aber auch

L@ G) 40 fle)
fal@)+f3(0)+ +f3()  f3(a)

was wir auch so schreiben konnen:

. bySu—+0,8, 1+ +b,_1S +nb,
oS+ ¢ Sui+ +coi S +nc,’

T
wo §; die Summe der Potenzen der Wurzeln bedeutet. Wir erhal-
ten daher die interessante Formel

EJVLRL {)0 Sn -+ bl ‘S‘n—l -+ = /'/a—l S1 -+ ”[)n
R(f.fs) ¢Su—+c¢;Sici—+ + ¢S +ne,

50)
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