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Über einige algebraische Formen, welche in der 
Theorie der Curven vom Geschlechte p = 0 auftreten.

Von Dr. B. Igel,
Jjocent an der k. k. technischen HocliscMüe in Wien.

( V o rg ele g t  in d e r  S it zu ng am 10. Jä nn e r 1884.)

Die Resultate in meiner Arbeit: 1 „Über eine Classe von 
A b e l ’schen Gleichungen“ , veranlassten mich zu forschen, ob und 
in wie weit sich dieselben verallgemeinern Hessen und, wenn ich 
auch bis nun dieses Ziel noch nicht erreichte, so gelang es 
mir doch nach anderer Richtung hin interessante Resultate zu 
erlangen. Man weiss, dass die Methoden der modernen Algebra 
oft in der Theorie der Gleichungen (höhere Algebra) mit grossem 
Erfolge verwendet wurden, ebenso ist bekannt, dass umgekehrt 
häufig die Methoden der höheren Algebra angewendet werden, 
um die Natur von algebraischen Formen zu erforschen. In der 
vorliegenden Arbeit werden nun eben solche Methoden angewen
det, um gewisse algebraische Formen, welche in der Theorie der 
Curven vom Geschlechte p =  0 auftreten, zu studiren. Dabei 
konnte ich nicht umhin, diejenigen Resultate in der oben erwähn
ten Arbeit, auf welche sich die vorliegenden Betrachtungen 
stützen, hier zu reproduciren, zumal dieselben hier durch eine 
Bemerkung ergänzt werden, auf die es hier ganz besonders 
ankommt.

§• 1 .
Es seien drei ganze rationale Functionen

f i  ~  xn "+_ a i x 'l~ l ~+~ a n— \ x  h- an

/ ‘2 ( a r )  =  x n h -  b x x * - 1 - f -  -+ -  b n_ x x  -+ -  b n

f o  ( x )  =  X n H -  C1 x ?l~ : -+ -  - h  X  H -  Cn

1 Denkschriften der lcais. Akademie der Wissenschaften, Bd. XLV
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Über einige algebraische Formen etc. 219

ohne gemeinschaftlichen Theiler gegeben. Wir setzen für die 
Folge fest, dass die Wurzeln der G-leichungen

A = °  f z =  O  / a  =  0

bezüglich durch folgende Buchstaben bezeichnet werden:

a, b, c,. . . i 

a, 6 , c, . .  .i 

« ,  ß ,  V ,  • •

Stellen wir uns die Aufgabe, diejenigen Werthe von A zu 
bestimmen, für welche die beiden Gleichungen

/ ;  = ° )  

fz “f~ ^ 3  — ̂  '

zugleich bestehen, so erhalten wir als Bedingung hierfür, indem 
wir ob aus diesen Gleichungen eliminiren, eine Gleichung in A

R  Ifv  fz =  2 )

wo wir unter diesem Symbole die Resultante der Gleichungen 1) 
verstehen.

Da die Gleichung 2) offenbar vom wten Grade in A ist, so
erhalten wir n Werthe von A und demgemäss die Gleichungen

f z ^ ^ i fz  — 0

/2 3 =  ^ 3)

ft  -+- Anf3 —  0

von denen jede eine gemeinschaftliche Wurzel mit f t =  0 hat.
D a ferner die Wurzeln der Gleichungen 2) resp. den folgen

den Verhältnissen gleich sind:
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220 Ig e l .

\  =  — fz (a) ' f z ( a)

4)

f z (/) / 3 (i)

so kann die Gleichung 2) als diejenige Gleichung aufgefasst 
werden, deren Wurzeln rationale Functionen der Wurzeln der 
Gleichung /i  = o  s û( -̂

Setzt man in den Gleichungen 3) die A-Werthe aus 4) ein, 
so dass sie die Form annehmen

so hat jede dieser Gleichungen nebst der mit / i  = 0  gemeinschaft
lichen Wurzel noch n — 1 Wurzeln, von denen jede eine Function 
jener Wurzel ist. Es entsprechen demnach jeder Wurzel von 
f t = 0  n — 1 Wurzeln, die mit ihr durch eine Gleichung verknüpft 
sind. Dass sich jene Wurzel rational durch jede der mit ihr durch 
eine Gleichung verknüpften Wurzeln ausdrücken lassen müsse, 
ist klar, und ich will nun zeigen, wie dies geschieht.

Es ist offenbar, dass die Resultante

setzt. Und da jeder der Factoren einen linearen Factor von f t (x) 
enthält, so muss

fz H / 3 (0  —  fz (O/s < »  =  0  J

R {fv f z ^ f z \

in das Product

übergeht, wenn man in ihr
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Über einige algebraische Formen etc. 221

R \fv /* ~+-Val

die Form haben:

fz^ \fl’ f2 V }} >'=—/•:-fi =  'Pi 0 V ) • f1<»•

Es handelt sich darum, die Form \p zu eruiren. Zu diesem 
Zwecke führe ich folgende Bezeichnung ein:

/ j  (x )  =  a0 h- o?H- a% x 2 -+- -+- anx n =  A*

fz — bo bx x  -+- b2x 2-t- -h b nx n =  Bx

f 3 (x ) =  c0 -h ct x  -h  c2 x 2-h- h - cnx n =  O'

A (2/) = « 0 + a i 2 /-» -a2 2/2 -+- + « . f

f z ( y ) = h - + - b\ y - + - K y n = B «  

f z ( y ) = c ^ c\ y ^ ~ cz y z -^  -* -cnyn =  o>

so dass die Gleichungen 3) folgende Gestalt haben:

=  0. 6)
Bx Cx Bx Cx Bx Cx

=  0 , =  0 , . . .
BaCa Bb Cb Bi O

W ie man leicht sieht, hat \p die Form

1 BXCx B Cx BXCX

111 BaCa Bb Cb Bl Cl

oder auch, wie eine leichte Umformung zeigt,

B*

Cx

Setzt man

Ba— Bx
ci —  X

Ca-  Cx
a ----X

B *

C*

Bb —  Bx
b — x

Cb —  Cx
b — x

Bx

Cx

Bc— Bx
c

C£

■x 
- Cx
x
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222 Ig e l .

so sieht man, dass ^ aus x  entsteht, indem man in j  für y  succes- 
sive alle Wurzeln von =  0 setzt und die Resultate mit einander 
multiplicirt, d. h. dass ip die Resultante von f\{y) und y  ist.

Nun ist, wenn man % entwickelt,

X =  (ßoo Cln) ■+" (B01 C-2n) */ iß02 3̂n)y* (2?0»—1 Cnm) yU 1)

WO

und

folglich ist

Bik — -t— bf+iX ■

C ik =  cL -t- cz-_)_ i x  ■

( B  jjc Cn-l U ) B 1% Cn m B n m Cf/c,

C6q

( 5 o o  Cln), Boi C-)n) ■ ■ (Bon— 1 Cnm)

(Boo Cln) • • (Bon—1 Cnm)

8)

^ = 0  gibt nun die Werthe von die zusammen mit den 
Wurzeln von f t =  0 die Werthepaare liefern, für welche

/  =  0

wird, und wir erhalten die Wurzeln von / i  = 0  als rationale Func
tionen der Wurzeln der Gleichungen 3) ausgedrückt.

Wenn man diese rationale Function, wie es weiter unten 
immer geschieht, mit 0  bezeichnet, so ist 0  der Quotient zweier 
Unterdeterminanten der Determinante

0  =  0 ' :  0 " .
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Da \p vom Grade n (n — 1) ist, so sind sowohl Zähler wie 
Nenner von 0  vom Grade (n — l ) 2.

Die Gleiclinngen 1), 2) und 3) lassen sich geometrisch inter- 
pretiren.

Bekanntlich lässt sich jede Curve vom Geschlechte p  =  0y 
d. h. jede Curve mit

(ti— l)(w — 2)

Über einige algebraische Formen etc. 223

Doppel- lind Rückkehrpunkten durch eine eindeutige Transfor
mation auf die Form

Xi = / i  M  |

X z = f * M 1 9)

'h =  fs (AIĴ

bringen, wo f x, f 3 ganze homogene Functionen nter Ordnung 
in X und y. sind. Die Gleichung der Curve 9) erhält man bekannt
lich durch Elimination von X, ja aus dem Systeme

Wl/i-^V2+ M3/3 =  0 ) im

v \ f \  +  v z f z  ■+■ '̂3/3 =  0 )

Diese Resultante enthält die Grössen u, v nur in den Verbin
dungen

W2 ̂ 3 W'3 (,2

V l  — Ui V3 

u\ vz — U° V'

und ist eine Form nter Ordnung der letzteren.
Ersetzt man dieselben durch f i} f'%7 f 3, so entsteht die 

Gleichung ?iter Ordnung

p(ftf,f,)=0, 11)
welche die Gleichung der Curve ist.
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224 I g e 1.

Die Resultante 2) wird offenbar auch aus den Gleichungen

erhalten, daraus folgt, dass sie auch aus der Resultante

erhalten wird, wenn man in dieser / j  = 0  setzt.
Der Ausdruck, den man erhält, wenn man in der Gleichung 

einer Curve e ine trimetrische Coordinate gleich Null setzt, stellt 
bekanntlich die Verbindungslinien der Punkte, in denen die ent
sprechende Fundamentallinie die Curve schneidet, mit der gegen
überliegenden Ecke des Fun damental dreieckes dar; und da die 
Resultante 2) der restliche Ausdruck von F(f\f2f 3) ist, wenn man 
in dieser f x =  0 setzt, so stellt sie eben die Verbindungslinien des 
Punktes f 2 = 0  f 3 =  0 mit den Punkten, in welchen F (fi f 2f'3) =  0 
die Seite f\ = 0  schneidet.

Setzt man in der Resultante 2)

 ̂=  fz • /  v

so besteht sie offenbar aus den Producten der Gleichungen 3), 
folglich stellt jede dieser Gleichungen eine solche Verbindungs
linie dar. Die Schnittpunkte dieser Linien mit der Curve sind 
offenbar durch die Wurzeln der Gleichungen 3) gegeben.

Diese geometrische Interpretation der Wurzeln der Gleichun
gen 3) ist für das Folgende von grösser Wichtigkeit.

§• 2.

Für drei FunctionÄn zweiten Grades

f\ (x) =  ao x% a2
f z ( x ) = b 0x z -h b i x  +  b2
f3( . v ) = c 0x 2 A -C]X - h C 2
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f l R \fv fz  - + -  V 3 i  > - = - / , =  'Pi 0 * 0  - / i  ( # )  j  
/1 ^  {fz" /*3 V l l  > -=—/ 3 : / i  =  'Pz 0 * 0  •/2 0 * 0  |  > 1 3 )
/ I Ä 1 / ^  / l  V a l  ) . = - / ,  =  h  0 * 0  -fz (x ) '

wo ip2, tp3 folgende Formen bedeuten

h  = R ( Z i f t)

•p2 =  R {X z f z )  

ip3 =  R (ŷ 3f  3)

wenn unter y v y v y 3 folgende Functionen verstanden werden

p o ) , , , + ( 2 o y  ,

+  {(20)ä3 a? -+- (21 )a3| 

=  {(10)3,.r +  (20)31) y

h-  {(20)31a7-j-(21)31} 

X ] = / ; W / , M - / ; ( i / ) A W  =  j(lO)lt.r +  (20)1!| y

+  \(20)n .v-+-(21)n \.

Die ip,, lassen sich, wie ich an einer anderen1 Stelle gezeigt 
habe, in folgender Weise darstellen:

'Pl = ^(Xt/l) =  Y^123 • 2̂3 R{fif z) •/1 )

'Pz =  Xzfl)  =  y - ^ 1 2 3  ■ 3̂1 z f d ' f z i  1 4 )
'Pa =  R{y.sf j) =  1^123 ■ 1̂2 / 2) ’ /s

wobei in der üblichen Weise durch Jlk die J a c o b i ’sche Deter
minante der Formen f K und f k und durch Rl23 die simultane Inva
riante der drei binären Formen bezeichnet ist.

Über einige algebraische Formen etc. 225

bestellen nach §. 1 folgende Gleichungen

1 Über ein Princip zur Erzeugung von Covarianten. Denkschriften der 
lcais. Akademie der Wissenschaften, Bd. XLYI.

Sitzb. (1. mathem.-naturw. CI. L X X X IX . L'd. II . Ab 15
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226 Igel .

Nach §. 1 stehen die / “ mit den ihnen entsprechenden in 
der Beziehung1, dass die Verschwindungselemente der ersteren 
rationale Functionen derjenigen der letzteren sind; da nun die 
Gleichungen bestehen

R  { + * , fz  H -  V i l  =  C z  • R V v  fz  +  V i l  1 5 )

R  1̂ 3» fv^~kfz\ = C ? , R  1/ 3» fi Afz I '

und desshalb auch die folgenden

R  t'h f fz  ■+■ V 3 }  > - = “ / :  : / a  =  ^  ß  { / * i » fz  V 3 I  > . = - / • j

Ä  fz  "+ ■  ^ ' l l  >‘ = - / : i  =  C f  R  \fv fz  H -  > / l !  X= - / 3 : / t  > ,  1 6 )

R fi Vijl ).=-/i =  C3 R l/3> f l  V 2I > ■ = - / , )

so sind auch die Nullwerthe der rationale Functionen derjenigen
der /*,. Aus den drei Gleichungen

X i =  { ( l ° ) 23 ^ - + - ( 2 ° y  y H-  I (2 0 ) 23 ^ ^ - ( 2 1 ) 23} =  °

X 2 =  { (10) 31•'y H - ( 2 ^ 3 i i  S /- 4 -  I ( 2 0 ) 3 i # h - ( 2 1 ) 3 1 }

Zz =  | ( 1 0 ) 1 2 o ? - h ( 2 0 ) 12} y-h  { ( 2 0 ) l g a? -+ - ( 2 1 ) 1S} = 0 ,

welche die Beziehungen zwischen den Wurzeln der f K und \pL 
angeben, sieht man leicht, dass die rationalen Functionen, durch 
welche sich die Wurzeln zweier entsprechenden Gleichungen 
ausdrücken lassen, dieselben sind.

Machen wir jetzt die Functionen f L sowohl, als auch die <|\ 
homogen, so folgt, dass -^ (^ a^ ) aus / ‘i(^1?y2) durch die Sub
stitution

V\ =  ~  l(20k ^ i  -+- (21 )/.->.̂ 2} 
y2 =  { ( 1 0 ) « . ^  -+ - ( 2 0 ) / , ,  x z \

hervorgeht, und dass auch umgekehrt f^(yi yz), von einem constan- 
ten Fftctor abgesehen, der sich aus 14) in der Form

a = R 2(ß f ,)
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x \ =  ~  I(20V'.2/i (21k y 2}
x\ =  {(10)«. yx h- (20)*). yz]

setzt.
W eil die Formen aus den f K durch lineare Substitutionen 

hervorgehen, so müssen die H e s s e ’schen Determinanten der ipt 
denen der bis auf constanten Factoren gleich sein. Dies veri- 
ficirt man leicht aus den Formen der in 14), denn es ist z. B.

Über einige algebraische Formen etc. 227

ergibt, aus 072) entsteht, wenn man in derselben

8 8*Jm l 8 2 *̂ 23 8V,
S o -*

8 2 T a j 23
8 x v 8 x z 

WJZ3 H“ T - ß 123 ’ R  ( /  2 /  3 )
)

8 x\ 8 x x 8 x z 
8 2 / 23 8Y t

8 07, 8 x z 8 ** f d xt dxz 8 07*

8Z/i  8*^3 i 8 V ; 8%
8 x\ 8 07, 8 x z

92/ ;  w » \

8 072 8 07, 8 07

92A 92/ ;
8 x x 8 x z 8 x\ ) 8 07t 8 o?2 8 07̂

=  B t a . ■ ( B f , ) .

Berücksichtigt man die bekannte Relation 

Rtfzfz) =  2 (^23^23)2J

so erhält man

B ($ l) =  W (M *)-B<J\). 18)

Wir erhalten daher folgendes Resultat:
Zu drei binären quadratischen Formen gehören immer 

drei entsprechende Formen mit denselben Discriminanten 
und von der Beschaffenheit, dass die Wurzeln zweier ent
sprechender Formen sich gegenseitig durch dieselbe 
rationale Function ausdrücken lassen.

Multiplicirt man die Gleichungen 14) resp. m it /’j, f z, f 3 und 
addirt dieselben, so erhält man, da bekanntlich

15 *
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fi 2̂3 ^3i J\Z ^

ist, die interessante Relation

R (X i  fi) -fl -+- R (Xzfz) - f i + R (X3/ 3) - /3 

=  R iftfz) •/1 +  W zfi)  -fl +  R Cft ft) -fr
19)

Nach einem Satze des Herrn B r i l l 1 lässt sich immer zu drei 
binären quadratischen Formen eine vierte so finden, dass zwi
schen den Quadraten der vier Formen eine lineare Relation 
besteht. Ist nun diese vierte Form mit f\ bezeichnet, so ist die 
Relation

wo die a aus den Invarianten der drei Formen in der von Herrn 
B r i l l  angegebenen Weise zusammengesetzt sind. Bezeichnet 
man der Kürze wegen die Resultanten Jß ( / ‘2/ ‘3), R {f3f x) ,  R {f\f^) 
mit A0, At , A z und den Ausdruck auf der linken Seite von 
19) mit combinirt ferner 19) mit 20), so sieht man,
dass sich auf vier Arten durch Summen von Quadraten aus- 
drücken lässt:

20)

wobei (ik) =  (alAk— akA )  ist.
Die Determinante

D =
0  (01 ) (02 ) Jo

22)
(10) 0  (1 2 ) 4

(20) (21) 0 Az

1 Siehe Mathematische Annalen, Bd. X X, pag. 352.
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Über einige algebraische Formen etc. 229

muss nothwendiger Weise identisch verschwinden, denn wäre 
dies nicht der Fall, so würde man aus 21) schliessen können, 
dass das Quadrat einer jeden Form durch multiplicirt mit 
einem constanten Factor ausdriickbar sei, was eine Ungereimt
heit wäre.

Dies lässt sich übrigens sehr leicht durch Rechnung zeigen. 
Nach einem bekannten Satze ist nämlich

D =

Ä0 (01) (02) 2 

At 0 (12) 

A2 (21) 0 

0 (01) (02) 
(10) 0 (12) 
(20) (21) 0

, da

=  0  ist.

Führt man in 22) die wirklichen Werthe der AK und der a, 
ein, so ist

D =
Ch\ ^2 2^1 2^1 3 ^ 2 3  ^11^12^2 3^31? ^3 3^12^1 3 ^ 2 3  ^1 1^12^2 3 ^ 12

^33^12^23^31 ^22^13^23^12

3̂3 ^22^13^23^12 3̂3̂ 12̂ 23-®31>

1̂1 ^12^13^23 ^12^13^23 

CK% ^12^23^31 ^12^23^31 

3̂3 ^23^13^12 1̂3̂ 23-̂ 12

=  0.

§. 3.

Wenn wir zu einem System von drei Formen rcter Ordnung 
übergehen, und für diese die in §. 2 gebildeten Formen herstellen, 
so gehen zum Theil analoge und zum Theil ganz neue Formen 
hervor.

Bezeichnen wir mit -\>v  die Functionen

'h = R {y.xfx)
''K = R (/zfz)

'Pl = R {'fafz)

i
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2 3 0 Ige l .

und sind

y =  0 *0 =  V  (^ ) : s "  0*0

die Relationen, welche zwischen den Nullwerthen der / ;  mit ip* 
bestehen, so ist

R {+, , f, + V.) =  [■* l/i, f% + V,} )
« &  , A  +  V .l  =■ [ « SA, f ,  -+- V.) l * - 1» , 23)

*  t \-+-y „ i  =  [a  y „  a +>•/*! i“'* - 1» )

Ä / i W i  ® i 'W + y 0 ! "(* )! =  e r (® ) -A (e i) =  ?i ■ ’P, /

R {U(v\ V O ' ) - ! - "(*) !  =  i'i"(a ,) / 8 ( ’ri) =  y i ' ( * ) - + 1' (®) i ’ -25)

Die Formen y , welche hier neu auftreten und zu den f\ in 
demselben Verhältnisse wie die ••p stehen, wollen wir, der Kürze 
wegen, die den rp zugehörigen Formen nennen. Von ihnen werden 
wir nachher zeigen, dass sie sich gleich den rp in Determinanten
form darstellen lassen.

Bilden wir ferner folgende Formen:

so sind dies wiederum neue Formen und ihre Nullwerthe sind resp.

24)

R  ff3W> V O *)-*- y*% 0 )1  =  -fz M  =  Vi'X*) ■ V 0*0

26)

©i(ß),  ©i(A).  .©,(*) 

ffi (a)> *1 (&) ■ • Ki 0 )

*2 (a)> S ( ß ) -  - ^ ( O -
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Dass die F  nicht in die f  übergehen können, ersieht man 
daraus, dass z. B. &1(a) =  b eine Beziehung- zwischen den Wur
zeln von f  voraussetzen würde, was von vornherein ausgeschlos
sen ist, und dass aus %l {a) =  a folgen würde, a sei eine Wurzel 
einer Gleichung (11—  l ) ten Grades und somit f  \ = 0  reducibel, was 
gegen die Voraussetzung ist.

Den n Wurzeln von Fz =  0 entsprechen n Gleichungen

®i' 0*7) 0 i " (a) ~  ®i' ( '0  0 i " (x ) =  0 '
0 /  W  e , "  w -  0 /  W  0 / '  (•*) =  0 , 27)

Das Product dieser Gleichungen ist, wenn man / j  absondert, 
eine Function n(n  — l ) 2 Grades, welche wir mit bezeichnen 
und als Resultante definiren

( , ) _  n  f/; W , Q. ' ( * ) 0 , " ( < / ) -< V ( y ) 0 , " W  f
x  y

Zwischen den Wurzeln von f \ =  0, ^2= 0  besteht offenbar 
die Relation

V =  ®2 O )-

Dass 0 2 (a?) nicht gleich 0 1 (a?) sein kann, ist daraus ersicht
lich, dass im entgegengesetzten Falle

0 j (a) - 0 1 (a) =  a

folgen würde, was nicht möglich ist.
Verfährt man in dieser Weise weiter, so erhält man folgen

des Schema von Formen

R \f v  f'i V 3! =  Q')i 'Pt (x )j ?i (?)/ 0 i (? )

R \fv®  1' - + ■ 0 i 1  =  Fi C'0> Pz (*)> f i  (?)> 0 2 W

R\fv  Q 'n -iix )  -+-A0 ",„_ i(x)} =  F.m(X), ipm(x), <pm(x), 0 M(a?)}.28) 

R\f\, 0 ';l_ i  {x )  -+- /  0 " re_i (a?)} =  Fit (ä), [x ), <pu(x), 0 M(a?)
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Die Ordnungen der F, -p, ?  sind, wie man leicht einsieht, 
folgende:

Ordnung von F t =  n von ^  =  n (n— 1) von =  n (n— 1) (n— 2) 

.F 2 =  n -p>2 =  n(?i— l ) 2 <p2 =  n(n— l ) 3

Auf die Frage, ob das obige Schema irgendwo abbricht oder 
nicht, werden wir später zurückkommen, und wollen jetzt nur die 
Bedingung angeben, die stattfinden muss, wenn das Schema 
abbricht. Da wir oben gesehen haben, dass 0 * und ©*•__! nicht 
gleich sein können, so kann das Schema nur dann abbrechen, 
wenn

0 u. (x )  =  0 , (ar),

wo (u > v -+- 1. Ist diese Bedingung erfüllt, dann muss offenbar 
entweder ^  eine vollständige Potenz von 1p., sein oder aber in 
rp.j und y., zerfallen.

Um nun nachzuweisen, dass die Formen sich, gleich den 
ipl} in Determinantenform darstellen lassen, gehen wir von einer 
anderen Auffassung des Verhältnisses zwischen den Formen f , \p, 
f  aus. Im Vorgehenden haben wir dasselbe rein algebraisch auf
gefasst. Wir wollen es jetzt vom substitutions-theoretischen 
Gesichtspunkte betrachten.

Die Gruppen der Gleichungen ipt =  0 sind imprimitiv, denn 
diese sind vom Grade n .v und entstehen durch Elimination von y 
aus zwei irreducibeln Gleichungen

t\ {y )=yn— ±a « =  o
x'1 —  St ( y ) x 1 ~ '-h S 2 (y ) x'‘~ 2 —  -+- S, =  0 .

y =  0 t(# ) ist die Resolvente von und f  \ (y) =  0 ist für alle 
ip die Resolventengleichung.

Die oben erwähnte Bedingung für das Abbrechen des 
Schemas lautet nach dieser Auffassung, es müsse, soll das Schema 
abbrechen, für irgend ein ip die Resolvente eines früheren \p 
wieder erscheinen.
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Was die y betrifft, so haben sie mit den ihnen zugehörenden 
ipt dieselben Resolventen und dieselbe Resolventengieichung und 
müssen daher durch Elimination aus zwei Gleichungen entstehen, 
d. h. sie sind in Determinantenform darstellbar.

Wir wissen, dass die Auflösung von f\ =  0 die Auflösung 
aller Gleichungen F , =  0 nach sich zieht. Vom substitutions-theo- 
retischen Gesichtspunkte aus muss aber auch, da die F  mit f  zu 
derselben Gattung gehören, die Lösung einer Gleichung 7  ̂=  0  
die Auflösung von f\ = 0  zur Folge haben, d. h. es müssen sich 
auch die Nullwerthe von rational durch diejenigen eines jeden 
F  ausdrttcken lassen. Es kommt nun darauf an, die rationalen 
Functionen der Nullwerthe der F, denen diejenigen von f\ gleich 
su setzen sind, zu ermitteln. Es wird nun gleichgiltig sein, welches 
F  wir der Untersuchung zu Grunde legen, und wir betrachten 
daher Fv  wobei wir die Nullwerthe derselben durch

bezeichnen. Bilden wir nun die Discriminante von Fv  so ist

wenn man / 2 ( x ) : / 3 (x )  =  S (x )  setzt.
Multipliciren wir die Reihen der letzten Determinante resp. 

mit 3- («), 3- (b) . . ., so erhalten w ir:

. .$ (a )  2

A =

.1  - 3(rty 

.1  s (b y
'-(a )"-2. .1  2 

(b)— 2 .1
, 29)

CI ( ö y s y y - 1. . . ^ ( 6)

\AWan 1 h - . . . Ai1) an~ 1 h- -+-AOI n 1 n
RZ A f) bn~ x -+- h— A&>. . AM bn~ l -t- h— AW

3 0 )

A (») H----- 1- AW . A\v i11- 1 -+- AM| i n 1 n |
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4 ) 4 1). .AMn
2 a n-l a n - 2 _ . 1

AW A f . .AM
n b" - 1 bn~ 2 . . 1

4 M) 4 ° . . AMn
{n— 1 in-1 #

- 1

= §!M)

wobei die A die Coefficienten der ganzen rationalen Functionen 
einer Wurzel von f x =  0 vom Grade n — 1 sind, auf die man S, 
$ 2, . . . 3-n zuriickführen kann.

Der Voraussetzung nach verschwindet die Discriminante von 
Fx nicht, folglich kann die Determinante

R =

A V A W . . .AW1 * n
A[*)AVK..AW

nicht identisch verschwinden. Man hat daher folgendes System 
von Gleichungen

kx =  A(p  an~ 1 h - A ^  an̂ 2 ■ 
Ä* =  4 2)a » - 1 H -4 2JßM- 2'

kn =  j^n) an -1 £(n) a»~ 2

aus welchem die Lösungen

R  • a — R\n—i kx 
R • b =  R \n—x kx

" R'ln—1 k\
- Rin—i k 2

.Jd)n
-A( 2)n

■ AM

' Rnn—1 kx

' Rnn—1 kx

31)

R . i =  Rin_ i  ^ -+- R-2n—i k̂x ^ -+- -+- Rnn̂ i k̂ n 1̂ n

32)

folgen.
Nun sind wir im Stande, die Frage, ob das obige Schema 

28) abbricht oder nicht, zu beantworten, indem wir nun zeigen 
können, dass schon die ersten n Functionen F  nicht mehr von 
einander unabhängig sind.
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Wir bezeichnen zu diesem Zwecke die Nullwerthe der F , 
resp. durch

kv  k'v k' [ . . . Ä f '- 1) 

kv  k'v k” .

kHtk',k" .,n n7 n n

Angenommen, dass die n Functionen F  von einander unab
hängig sind, dann bestehen die Gleichungen

\  =  A p  t i* -1 -+- A p  an~ 2 -+- AM \

kz =  m p an~ 1 -+- B p  an~ 2-^  -t- B&  /
k3 =  G W a "-1 -+- G p  an~ 2-+- -f- GM ' , 33)

kn =  j p  a”~ l -+- j p  an~ 2 -+- -+- J(p  J 

da die Determinante

D  =  ^ - \ - A p B p .  . .JM----- V i  n

nicht verschwinden darf.
Aus diesen und den ihnen entsprechenden Gleichungen für 

die gestrichenen k, erhält man die Lösungen

a =  D i k1 -h D zkz h -  h- D nkn

b =  D j ky -4 -  Dzkz —t— -+- Dnkn

c = D l k[n-V  h - D% Ä ^ -1) H----- (- Dnfc%-V

Auch die Determinante

3  =
k'x k'2 k's . . .k'

| 1 & n
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darf der Voraussetzung- nach nicht verschwinden, folglich kann 
man diese Gleichungen nach D auflösen.

Man findet also z. B.

a kz ... • kn
b kL. .k'z n

c kp-V . Wn~Vn

d. h. die Wurzeln v o n / ’1= 0  sind, von einem Factor abgesehen, 
den Wurzeln von Ft =  0 gleich, was aus dem oben erwähnten 
Grunde nicht möglich ist. W ir müssen daraus schliessen, dass

3 =  0

ist, oder, mit anderen Worten, dass schon die n ersten F  nicht 
von einander unabhängig sind.

§• 4.

Der Kürze wegen führe ich folgende Bezeichnungen ein:

(  R  \fv fz  ~+~ V 3} =  r i 0 0  
J R  Ift )  f z  ~ ^ Af i \  =  r 2 00

( R I/3) fi ̂  Afz\ =  r3 00 
\  f \ R  \ f \1  f z ~ ^ ' k ^zS ■ fi =  0*0
j n  R \fz> fz Af \i *=—fi ■■ ̂ = R z (x )

\ f z R  \fz> / l  +  V  2} >■=—/ 2 ■fi== R  3 0 * 0

( {ft y fz  ^fz) > •=—fi ■ fi = R i 0*0
jf^R \f zi fz Vil >-=—/,! •• fi— 0*0

\ f i R \fzifi Afz\ >■=—h  fi =  RZ (X )

\ f z R {fi>fz~*~^fz]  >■■=—fi ■ fz =  ^1 0*0
\ f z R  1̂2? fz  ~+ ~ Af l i  fi - fi =  0 * 0
( f z R \fz> f\~*~ V 2} >■=—/] - fi =  RZ 0*0 '
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Zwischen diesen Formen bestehen folgende interessante 
Relationen:

wo II1, n 2, n 3 Functionen ?iten Grades in p. sind.
Der Beweis ist höchst einfach und es genügt, da er für alle 

drei Relationen derselbe ist, ihn für die erste zu führen.
Die Gleichung

R \R{ (V), R2 (a?) -4-  ;± R3 (a?)} =  0

hat offenbar die Wurzeln

I. R \RX (x ), R% (x ) -+- [j. R3 (o?)} — II” (jj.) )
II. R {Ry (x ), Rz (x )  -+- ij. R3 (a?)} =  II” (^) j , 36)

III. R \R{ (x), R2 (x) -+- ij. fi3 (c'f jl =  n«(/x) )

Rz (a) : R3 («), R2 (« ')  : R3 ( « ') .  . . B t ( « < - « )  : R3 ( « < - ’ >) 
R2 (6) : R3 (ft), Rz (ß') : R3 (ß ') . . R2 (ß(»-D) : R3 (ß(»-V)

R2 (0  : R3 (0 , R2 (0  Ba (0  • • Rz (,■(«-!)) Ä8 (i(»-D).

Es ist aber z. B.

^2 ( ft) /3 ̂ 2 1/ 2’ /3 V ll : /j(»
-̂ 3 (a) = / ?3-̂ 3 l/3 j/l -+' V 2I >-=—/i(ö) : /ä(a)

folglich ist auch

- 2̂ (rt) __ -̂ 2 1/27 /3  ̂/ll >-=—4(«) ’■ / :i(a)
^3 (ft) V 2I >•=—/■:(<*) : / 3(«)

Weil aber die Relationen bestehen:

37)

A  (rt) : /s (« ) = h  ( Ä0 : /s (« 0  =  • • = / 2 (a('! a)) : / 3 0 ("_I)) 
A W : /kW =/k(^) =/,a(^) =  - -=f2(ßin~ 1))

f\ ( 0  /*3 C 0  =  U  ( 0  / 3 ( * )  =  • • =  / 2 ( * ( " _ 1 ) )  / s
so folgt unmittelbar die Relation I.

Setzt man in I, II und III resp.
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:J- =  —  R z ( v ) : R s (x )
[x =  R 2 (x)  : R 3 (x)  

ix =  R2 (x) : U3 (x),

so zerfallen 11̂  II2, n 3 beziehungsweise in folgende Formen

n i  =  ~ i  ( X ) - R x ( x ) )

n2 =  7t2 (x) . R 2 (x) >. 38)

n 3 =  ^ 3  (X) • ̂ 3 (X) )

Um die Formen nv  tc2, tc3 durch möglichst niedrige Deter
minanten darstellen zu können, beweise ich folgende Relationen:

R f  (X)  • R  \R 1 (x ) ’ R 2 (x )  - + -  !J- R s W !
“  R3 (fz) •R l̂ ’t TZ (A) !J'V3 G)l !*=—■***(&) : Ä;)(&)

R>i (x ) ’ R {Ri (x ) ’ Ri (x ) lxR?> (x )\ Ri*)

=  R l  ( f 3 )  • R  l r i  O O ? VZ ( A)  "+ "  /J- r 3 G 0 1  « , ( » , )

R 3 ( X )  ‘ R  \R  1 ( X )> R Z ( X )  lX R 3 ( ^ ) i  !J-= — Ü'.(x ) 1 

~  R 3 ( f l ) 'R \Vl ( k )> r 2 Q '') ~+ ~ iJ’ 1 3 ( ^ ) l  y -= — ^ 2(^2) ^ 3(^ 2)

wo 5, \  resp. / ‘2 : f 3, / 3 : f v  f\ : f 2 bedeuten.
Auch hier genügt es, die erste dieser Relationen zu bewei

sen. Den n Wurzeln der Gleichung

R M ) ,  r2(X) +  lxr3( l ) \ = 0  

entsprechen folgende n Gleichungen

r 2 ( ' 0  "+■ .a i r 3 0 0 —  0
r z Q :)  !J- 2  r 3 G )  =  0

rz O O  N  r 3 0 0  =  0
oder

r 2 0 0  r 3 (3  ( f f ) )  —  r 2 ( ^ 0 ) )  r 3 0 0  =  0  j 
r2Q.)r3{ S ( b ) ) - r 2(S(b))r3(X) =  0 { ^  ^

r 2 W  V3 ( 3 & )  —  V2 ( 5  ( * ) )  V3 Q ' )  =  0  ^
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von denen eine jede eine gemeinschaftliche Wurzel mit der 
Gleichung Rx (X) =  0  hat.

Setzt man in diesen Gleichungen

 ̂=  f i ' f w  

so gehen dieselben in folgende über:

R Z 0*0 R Z 00 — R t («) R 3 (?) =  0 I
R 2 (?) B 3 (b) ~  R 1 (b) R 3 (?) =  0 ( 4V]

, « >

R Z (?)R 3 0) — R i 0) R 3 (?) =  0 J

d. h. in Gleichungen, welche der Gleichung

R 1R 1 ( ? ) >  R z 1 # )  -+ -  !j - R 3 ( ? ) \  =  0

entsprechen.
Nun ist die Gleichung

R \ri Q ^  »*(*)-*-̂ 3001 = °  

das Product der Gleichungen 40), sobald man in ihr

2 ( * ) - r3 W

setzt, sie muss daher auch in das Product der Gleichungen 41) 
übergehen, sobald man noch X = — f z : f 3 =  S  setzt, wodurch also 
die Relation in 39) bewiesen ist. Um nun (x )  zu bilden, hat 
man nun die Resultate

R r̂ ^  r2(?)r3(y) —  >\(y)r3(?) 
? y

zu bilden und in dieser dann für x  3 (x )  zu setzen.

§. 5.

Für das Folgende ist die Beantwortung der Frage nöthig, 
ob es möglich ist, dass eine Combination von n Wurzeln, von 
denen je  eine einer der Gleichungen 3) in §. 1 genügt, die Null-
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werthe einer Function wten Grades darstellt, deren Coefficienten 
rational sind, oder, mit anderen Worten, ob ip einen rationalen 
Factor nten Grades enthalten kann.

Bezeichnen wir den in Rede stehenden Factor mit f Qv) und 
die Wurzeln der Gleichung’

identisch ist. Es werden demnach auch die n Gleichungen, 
welche der Gleichung 42) entsprechen, mit den Gleichungen 3) 
in §. 1 identisch sein. Am Schlüsse des §. 1 ist gezeigt worden, 
dass jede dieser Gleichungen eine Verbindungslinie des Punktes 

f z =  0, / ‘3 =  0 mit dem Punkte, in welchem die Curve F ( f i f i f 3) =  0 
die Seite f t = 0  schneidet, darstellt und dass die Schnittpunkte 
dieser Verbindungslinie mit der Curve durch die Wurzeln eben 
dieser Gleichung gegeben sind. Es werden demnach beide Curven

dieselben Verbindungslinien und dieselben Schnittpunkte mit 
denselben haben. Nun ist bekannt, dass die Gleichung einer 
Geraden, welche die Curve F ( f J ‘2f^) schneidet, die Form hat

? ( ? ) =  o
durch

so kann man aus den Gleichungen

co =  0

42)

43)

u j\  +  « ^ + » « 3/ 3 = °
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und dass die Schnittpunkte der Curve mit dieser Geraden durch 
Auflösung dieser Gleichung erhalten werden; es wird sich dem
nach die Gerade y (x )  =  0 in Bezug auf die Curve F ( f i f zf s) = 0  
folgendermassen schreiben lassen:

Da nun y eine lineare Verbindung der drei gegebenen Func
tionen ist, so ist ersichtlich, dass die beiden Curven 43) zusam
menfallen müssen. Es folgt demnach aus den Gleichungssystemen

dass y ( x )  mit f x (x )  für mehr als n Werthe von x  Ubereinstimmen 
und sonach bekanntlich die Identität von y und f v  Damit ist 
nun dargetlian, dass '-p keinen rationalen Factor nten Grades ent
halten kann. Es lässt sich in gleicher Weise zeigen, dass ^ über
haupt keinen rationalen Factor enthält, falls die zu Grunde 
liegenden Formen allgemeine sind.

zerfällt in zwei oder mehrere Curven, von denen die eine die Curve

y ul/l -+- uzf 2 -+- n3f 3 0 .

^ i = / iO O  x\ =  ? i x )

X2 = f z ( X) X2 = f z ( * )
x ?, = /a  O )  x z = f A x ),

§• 6 .

Wir führen nun folgende Bezeichnungen ein:

f ? ß  \ f v  f z  +  l fz \  f i  =  P i  O )  

f t R  If v  f\-+ -  ) . = - / ,  : h =  P% O )

t % R \ f v  / l  V 2 } / = —f t  - f i  =  iP3  ( x )

und beweisen folgenden Satz:

S a t z.

Die Curve

44)

Sitzb. tl. mathem.-naturw, CI. L X X X IX . Ed. I I . A bth 16
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? i  = f \ (? )

?z =  f z ( ? ) >i 45)
? 3  = f z  ( ? )  )

ist, d. h. die Form

% ( p l p 2 p s ) >

welche man durch Elimination aus den Gleichungen

«1 pt (x )  -+- m2 ft (x )  H- U3 p3 (x) =  0 

U1 P i  ( ? )  V2 P2 ( ? )  ~+~ 'J3 p3 ( ? )  =  0  

erhält, zerfällt in

wo F(f\f‘2f 3) durch Elimination von x  aus den Gleichungen 

uxf\ -+- u2f 2 -+- « 3/3 =  0

U1 fi -t" ‘J2 fz 'J3 / 3 =  0

entsteht.

B e w e is .

Vor Allem muss gezeigt werden, dass die Gleichungen 44) 
keine eigentliche Curve dar stellen können.

Bezeichnet man durch

«(D, 6W; «(*>, ;. . « «  6M

(v =  —— — —) die den verschiedenen Doppelpunkten ent

sprechende Werthpaare von x  und durch

x {1\ x ^ . . #(“ »)

die Durchschnittspunkte der Curve vom Geschlechte p =  0 mit 
einer Curve mter Ordnung

?  (?1 ?2 ? 3) =  0,

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Über einige algebraische Formen etc.

so laiitet nach C l e b s c h 1 das A beT sche  Theorem

243

,x{\)

p W

(7/W —  sc) (pM —  sc)
d sc

*(2)

p W

(«W — x )  (b^ — sc) d x

, x(mn) rt(0 _ 6(0

p W

(«W — x ) (b ^  — o?)

=  /?W*

oder, ebenfalls nach C le b s c h ,

« W —  # 0 )  « W  —  j;(-)

^ W — / > W —  x ^  b^ —

(w o t — 1, 2 . . v).
Diese v Relationen sind die nothwendigen und hinreichenden 

Bedingungen dafür, dass m.n  Punkte der Curve vom G-eschlechte 
Null auf einer Curve mUv Ordnung liegen.

Wenn nun die Gleichungen 44) eine neue Curve vom 
Geschlechte p =  0 und vom Grade nz darstellen, so muss diese 
offenbar ausser anderen auch alle Doppelpunkte der Curve 45) 
zu Doppelpunkten haben. Dies sieht man sofort ein, wenn man 
die Entstehung der Formen

h  <»> h ( x ) 

berücksichtigt. Diese entstehen nämlich aus

3} =  ri (?')

R \fv

R  {/*3? f \ ~+- V 2I = J 3 ( / ) ?

wenu man in diesen resp.

 ̂=  f z'fz 

 ̂=  /1 • fz
l  =  — f\ ’-fz

setzt. Da aber für Doppelpunkte die Gleichungen bestehen:

1 Cr e i l e ’s Journal für Mathematik, Bd. 64, pag. 58.
16 *
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(ft («w) : fz ( « “>)) =  (ft (*(,)) : fz (*w))
'V (fi («(,)) = A  (« (,))) =  >■, (f, (*w) : fz (‘ w»
>3 '7i («w) : f t  (« (,))) =  i'3(ft (*(0) : fi (*(’>)), 

welche entwickelt in die folgende übergehen:

h (aU) =  k*h  (6M)

P*(«(0) = * Bf>.(*(0)
f>3 («-(l)) =  ÄMp3 (6(l)).

Diese Relationen beweisen also, dass die Curve 44) mit der 
Curve 45) v Doppelpunkte haben.

Suchen wir die n3 Durchschnittspunkte der Curve 44) mit 
der Curve 45), so finden wir nach dem oben Vorausgeschickten,, 
dass die jenen entsprechenden Parameter durch folgende Rela
tionen gegeben sind:

«W —  x ^  —  x ^  «W—  x ^  —  x ^
6 ( 0 ____ # 7 1 ) ‘ £ ( 0  _  x (i) • /,(<.) —  x (ä) • • ____ # ( « * )  =  v  1 -

Dass diese Relationen nicht bestehen können, ist evident,
da die Factoren auf der linken Seite zum Theile unbestimmt
werden.

Doch kann man den Beweis noch in anderer Weise führen, 
indem man nicht nur auf die Entstehung von

P l 0 * 0 ,  P i  0 * 0 »  P3 0*0>

sondern auch auf ihre Bedeutung Rücksicht nimmt.
Würden die Gleichungen 44) eine neue Curve darstellen, so 

würden nach den Auseinandersetzungen in §. 1 die Durchschnitts
punkte dieser Curve mit den Fundamentallinien durch die
Gleichungen

P i Gr )  =  0  

Pz ( v )  =  0  

p 3 ( x )  =  0
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gegeben sein. Die Wurzeln dieser Gleichungen würden also 
Punkten auf geraden Linien entsprechen, was nach §. 1 nicht der 
Fall sein kann, da diese Wurzeln den Durchschnittspunkten der 
Curve F{f\f2fz) =  (̂  den Geraden entsprechen, welche von 
den Ecken des Fundamentaldreieckes ausgehen und die diesen 
gegenüberliegenden Seiten in den Punkten der Curve schneiden.

Da es sonach feststeht, dass die Gleichungen 44) keine 
eigentliche Curve darstellen können, so fragt es sich, was 
aus der Form

wird. Es können nun drei Fälle möglich sein:
a) die Form verschwindet identisch;
b) die Form ist constant;
c )  die Form zerfällt in mehrere Factoren.

Dass die Form nicht identisch verschwinden kann, ersieht 
man aus folgender Überlegung. Aus dem identischen Verschwin
den von ^ (p t pz p3) würde folgen, dass die Formen

einen Factor gemeinschaftlich haben. Die Unmöglichkeit dieser 
Annahme leuchtet sofort ein. Gesetzt nämlich, sie würden einen 
Factor gemein haben, so würde derselbe eine ganze rationale 
Function sein, es würde demnach folgen, das ip (x )  einen ratio
nalen Factor enthält, was nach §. 5 nicht stattfinden kann.

Was den Fall b) betrifft, so setzt derselbe voraus, dass zwi
schen den Functionen

denn nur unter dieser Voraussetzung gehen nämlich die Glei
chungen

Pi(a?), p2(x), p3(x)

P i ( v ) >  h ( - c )> Ps 0 V)

die linearen Relationen besteht

46)

«1 fr Ov) -+- V2 p 2 (x)  H- U3 p 3 (x )  =  0 

,J1 P i i ' V)  ■+■ 'J2 Pz Gr) "+~ 'J3 p3  Gr) =  ^
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Ai Pi (x) \  Pz Or ) =  0
F-i Pi(x ) +  lhPz(a;) =  0 

über und die Resultante f(pi pzp3) in folgende

/'(.°i .°s) =  .«■)'' ■R (Pi P»)*

Es ist aber nach §. 1

p1(x) =  F(Pf'J3)

Pz 0 “) — F (f\ O Q  

Ps(x ) = F (f i fz ° )  

und demgemäss lässt sich die Form F(f\f‘2f s) wie folgt schreiben:

F(fJzQ  =  (An + Bf* h -  Cff)+ K * W 2/ 3) + K W i  0 / 3 )

“*■ ̂ 3 F(f\fi 0) 2  DiB,f\f\f-t)'

Wenn nun die Relation 46) zwischen den pt bestünde, so 
würde zum Beispiele folgen, dass F(Of2f ‘3) =  pt (a?) sich durch 
F(fi  O/3) =  p2 (a?) und F(f\fz0) =  p3(V) ausdrücken lässt und dass 
sonach in der Form F(f\f2f 3) alle Glieder fehlen, welche die 
Factoren f zf * enthalten, d. h. dass die Determinanten, welche als 
Coefficienten dieser Glieder auftreten, verschwinden, was bei der 
Allgemeinheit der Formen /*,, f 2, f 3, wie wir sie voraussetzten, 
nicht der Fall sein kann.

Es bleibt also nur die einzige Möglichkeit c )  über, dass die 
Curve i^(pl pi p3) =  0 in mehrere Curven zerfällt.

Da nun e i ne  dieser Curven sich auf das Fundamental
dreieck bezieht, dessen Seiten bez. f \ =  0, f z =  0, / 3 =  0 sind, 
wie es aus den obigen Betrachtungen erhellt, so folgt daraus die 
Behauptung des Satzes.

§• 7.

Setzt man mit Berücksichtigung des Umstandes, dass mit 
/ ; =  0 auch Pl= 0  wird in %(pl pz p3) f \ =  0 , so geht ^ (p l p2p3) in 
R Ipi Gr )> Pz Gr ) "+■ P-P3 O27)} über. Nach dem eben bewiesenen Satze 
muss nun diese Form einen rationalen Factor nien Grades in 
<x enthalten. Dies ist in der That der Fall, wie folgender 
Satz lehrt.
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S a t z.

Die Gleichung

R lPi (?)> Pz (?)  lJ- Ps (?)\ =  0 47)

hat die « ten Potenzen der Wurzeln der Gleichung

R \fv 2} = o 

multiplicirt mit dem Factor

zu Wurzeln.
Die Methode des Beweises ist die schon oft in diesem Auf

sätze gebrauchte.
Es sind nämlich die Wurzeln der Gleichung 47)

Pz («) : Ps (a) 5 Pz (b) : h  (h) • • Pz ( 0  : Ps ( 0  ll- s- w -

Ferner ist

Pz (?) ~  f'l (?) R  \fz’ fl ~^ ' / 3} '■=—/1 (•<-■) : /;(-e) 
p3 (?) =  fz(?)R  $3’ f1 V  Zi >•=—/iW :/■;(*) *

Setzt man für #  die Wurzeln von f  \ =  0, so gehen diese 
Gleichungen über in

Pz (n) = f t ( a) - R (fzf\)

,°3 ( « )  = / 8  ( " )  ’ 72 ( / 3 / i  )

u. s. w., folglich ist

- ( •  r (rt\__ R (^l^z) /|Q\

u. s. w., und somit ist der Satz bewiesen.

§. 8 .

Damit

fz (ü) : f'3(a) = f i ( b) : f'3(b) 

sei, ist nothwendig, dass
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zwei zusammenfallende Wurzeln hat, d. h. dass die Discriminante 
dieser Gleichung verschwindet. Ich will nun den Fall untersuchen, 
dass diese Gleichung’ eine vollständige Potenz ist, in welchem 
Falle die Gleichungen 3) in §. 1 in e i ne  zusammenfallen. Setzen wir

R  \fv fz V 3} =  A Q' 7r)n> 

so ist tc eine rationale Grösse und wir erhalten

* = fz  («) : /*3 (a) =  fz (b) : U  W  =  ’ • = fz  (0  : /*3 (0-

Verwandelt man diese Brüche nach der bekannten Methode 
in rationale ganze Functionen, so bekommt man eine Gleichung 
(n— l ) ten Grades, welche n Wurzeln hat, was nicht möglich ist. 
Wir müssen daraus schliessen, entweder dass die gedachte 
Umwandlung dieser Brüche in diesem Falle überhaupt nicht 
möglich ist, oder dass die Brüche constant, d. h. von den Wurzeln 
unabhängig sind. Das letztere ist der Fall, wie sich zeigt, wenn 
man die Umwandlung nach der Methode von He r mi t e  vornimmt. 
Setzt man nämlich

f z ( a )  : f 3 ( « )  =  1 -+ -  v 2 a

f z (b) ■ M ,) =  ^ bn~1 v2 b n ~ ~

■ V;;

■ V.„

V0 ln/ 2 (0  ' f ' l ( i) =  VXi‘l~' ' '2
und bestimmt v* aus diesen Gleichungen, so ist

fjn—i_ 6iJ_l'+ 1/ 2(^) : f 3(b ) .
u n ~ 2 . .1

b n  1b n ~ 2 . .1

v l ~ 1 i n — ~ . 1

vt =

i n — 1 . i n ~ 't + 3 /'2 ( 0  : / 3 ( 0  •

In dem Zähler dieses Ausdruckes sind zwei Colonnen gleich, 
folglich verschwindet er identisch. Nur in dem Ausdrucke für vn 
ist dies nicht der Fall, denn dieser ist gleich n.

Bedenkt man, dass

1 fz (« ) : f 3 («) =  0  (« ) =  R  (y  q  £  A ‘R ‘ 2 B ‘R ‘ (C‘l

2 N,[ JIJ =  n ist,

1 Über die Bedeutung dieser Formel siehe die oben citirte Arbeit
„Über eine Classe von A b e l'seh en  Gleichungen.“
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R  \fv f% -+- V 3I

eine vollständige Potenz sei, die Bedingungen notkwendig sind

2 ^  =  0

2 ^  =  0 .

Zugleich lernen wir auch das -  kennen, denn es ist

1 2 7 1 /^ . 49)

Über einige algebraische Formen etc. 249

so folgt, dass, damit

B  ( f \  f d  

Nun ist aber auch

/ 2 ( a )  ~+~/s> ( P )  - + -  - H / ä  ( t )  / g  ( « )  _
f z  ( a )  H _  f z  ( b )  ^  "+ ' / 3  ( 0  f z  ( a )

was wir auch so schreiben können:

b0Sn -+- S,,—\ -1— —i-  bn—j Sy nbn
£0 Sn C\ Sn— 1 ■+■

wo Si die Summe der Potenzen der Wurzeln bedeutet. Wir erhal
ten daher die interessante Formel
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