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Uber das Legendre-Jacobi’sche Symbol,

Von dem e¢. M. Leopold Gegenbauer.

Ich werde in den folgenden Zeilen einige Sitze iiber das
verallgemeinerte Legendre’sche Symbol ableiten und eine
Regel zur Bestimmung dieses Zeichens angeben.

Sind m und » zwei positive ungerade, theilerfremde Zahlen,
50 besteht, wie ich unlingst gezeigt habe (,,ﬁber das quadratische
Reciprocititsgesetz.“ Sitzungsberichte der kais. Akademie der
Wissenschaften, mathematisch - naturwissenschaftliche Classe
XC. Band, II. Abtheilung), folgende Relation:

+n—1 +n—1
r=rm—4 > w=rm—+4 >

2 [2)‘;7:.11; + %] - E [27-:);n]
) = (—1)*""! v=1 (n=2m—1).

1)< m

2rm-=n

Der grosste Werth, welchen [ J im Exponenten von

2rm==n
—1 annehmen kann, ist, wie man sofort ersieht:

m—1 [ 1 m ]
2 + 2 mf'm +n)

2rm—=4=n 2

wihrend die Werthe von [—ﬂ + i] die ganze Zahl:

m—1 [1 m ]
g T 3@m=n)

nicht iibersteigen.

Es soll zunichst, falls » mit dem positiven Vorzeichen ver-
sehen ist, » >0 oder =0 und zugleich »>m sein, ist aber »
mit dem negativen Vorzeichen behaftet, so soll entweder » > 1
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oder r=1 und gleichzeitig #n < m sein. Alsdann sind die zwei
. g —

eben angegebenen ganzen Zahlen gleich LZ——

Nun ist:

[srms) =
2rm=4=nl
wenn @ der Bedingung:
Pt
90+ 1)rae ﬂ >0z

geniigt, und daher ist die Anzahl derjenigen Glieder der zweiten
Summe im Exponenten von —1, welche den Werth 2 besitzen,

m—1
. m m

2
[—a]=—1—[¢]

da:

ist, wihrend diese Anzahl fiir 2 = m—1 den Werth:

+n+1 __ [ ) n J
2 2 2m
erhalt.
Es ist daher:

w=rm+ Eu—t
Z[ xm }zm—l 37'_*_ +n+1 [i_i](
— 2em=+n]~ 2 2 T2 2m ) +

m—3

+Z 7\{[0“)”] [in”]} (mod. 2),

Nun ist aber:

m—3

I —

S o)) =

=1

['mJ m—l 7% ) J
i [2 o2m
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und daher auch:

+n—1 m—1
=" xr== T
xm - an m—1 g . in+1‘(
Zl[%mi—n_] - Zl [m_J t T (mod.2).

Es ist ferner:

[ am 1 l —1
2rm—=n + 2~
wenn « der Bedingung:
(2A+1)r== M >a2Z (20 —1)r== M
2m ) 2m

gentigt, und daher ist die Anzahl derjenigen Glieder der ersten
Summe im Exponenten von —1, welche gleich A sind:

Ot [)oz . n-’ [)\n n ]
2m + m  2m

fiir A < ﬁt;—l—, wihrend sie fiir A :7_72;_1 :
% 4 in+1_[l_i}
2 2 m

betrégt.

Es ist also:
o= 21

[ am 1]_m—1 {g=a+1 n n
L 2rm—tn + 7J - 2 ; 2 [2 _%Jé

=1

m—S

+ }“ {[“” ;;J [ﬂ?~ " ]} (mod. 2).

m
=1

Nun hat man:

m—3
A= ——

2

DIPTSR
= m  2m om 2m)) —

m—=1 1

___Z{JJ” J m—1 [ﬁ )
- 2m 2 2 _—E]
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und daher:
+11 1 - m—1
\,_‘[ xm i]:__ ~[am u] m—1 —4=n+1
A/jl 21mi—n+2 - Z}, m_ %m + 9 T 9 (mod.2)

Man hat demnach unter den gemachten Voraussetzungen:

_m—1 _m—1 1

. 3R]
JEEERRL SRS

Es lidsst sich leicht zeigen, dass diese Gleichung auch dann
noch bestehen bleibt, wenn die tiber die Grosse von » und =
gemachten beschrinkenden Annahmen fallen gelassen werden.

Wenn man sich des quadratischen Reciprocititsgesetzes
bedienen will, so kann man die Gleichung 2) kiirzer in folgender
‘Weise ableiten. Nach dem quadratischen Reciprocititsgesetze ist:

< ) (1 > = (2, m+n>
2rm—n m

oder, weil:

ist:

m . ml )=t } —+n >
— 2 | 2 =
(21'771—!_—72) =D < m

welche Gleichung sich mit Hilfe der Formel:

()= (2)

in die folgende verwandeln léisst:

m 2
— 2 ER N
(27*min> =D <m>

Es besteht aber, wie ich a. a. O. gezeigt habe, die Relation:
(n41)(m—1) .
o
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m—1
C)

<

LA <
bezeichnet, fiir welche der in 1_: enthaltene Bruchrest grosser als

wo s die Anzahl derjenigen Zahlen A der Reihe 1,2,3, ...,

n—I1

—_—

wird.
2m

Man hat daher:
()= ()T

2rm—-n

oder, wenn o die Anzahl derjenigen Zahlen ) bezeichnet, fiir

. —1 .
welche der betreffende Bruchrest nicht grosser als ”2m wird:

m—1

m e

0 J— 1 2
o) <21'm+n> ( )

wo, wie ich gezeigt habe:

m—1 nm—1

4) o :? [”’” s [f’f o

i~ 2m.

=

ist.

Die Formel 3) wurde auf anderem Wege fiir den Fall, dass
2rm + n eine Primzahl ist und » das positive Vorzeichen besitzt,
von Herrn V. Buniakowsky abgeleitet (,,Sur un théoréme relatif
a4 la théorie des résidus et de son application & la démonstration
de la loi de réciprocité de deux nombres premiers.“ Par V. Bou-
niakowsky, Bulletin de 'académie impériale des sciences de
St. Pétersbourg. Tome quatorziéme, p. 432—447). Die hier
gegebene Ableitung lidsst deutlich erkennen, dass der Bunia-
kowsky’sche Beweis des Reciprocititsgesetzes in die Kategorie
der sich auf das Gauss’sche Lemma stiitzenden Beweise dieses
Theorems gehort.

Fiir die Grosse o hat Herr V. Buniakowsky etwas spiter
die Gleichung:

7l-7" n—m 1

(z—1)ym—+ 2 5

o Z[%FZ ——:n: (n>m)

L= w=1
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abgeleitet (,Sur le symbole de Legendre (;—;>.“ Par V. Bou-

niakowsky. Bulletin de 'académie impériale des sciences de
St. Pétersbourg. Tome quatorzieme, p. 497-—512).
Da m und n ungerade Zahlen sind, so hat man entweder:

n—m-+ 2z
oder:
n—m—2x

welchen Werthen von » die Gleichungen:

m—

() =D T ™

2rm—+m-+2x

< m ) . ( m > = (—1) '"—:1— (r41)+,
2rm+m—2x /)~ \2(r+1)m—m—22/ — :

entsprechen; wo:

m—1 m—1
= =

2

5, = __Z [(’"’"27')97] +>:z[(m+2x)a: o i_L]

m m 2 m

=1 x=1

-

ist. =

Es soll zunichst s, fiir einige specielle Werthe von x ermittelt
werden.

Ist «=1, so wird:

n—1 m—1
= p= -

2 2

. S“ 2z }“ 2¢ 1 1 m—1
T L T Ll T T T T

=

2
Beachtet man, dass —n'; fiir alle angegebenen Werthe von 2

: L 22 1
kleiner als 1 ist, ol
m 2

1
[_"1 + __} ~+ 1 ist, so erhilt man:

4 2
m 1
I R

1
— aber so lange, als x kleiner als
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Es ist ferner:

[m 1]_[m+1]_{m—1] i
Nl B el R B

e

wo ¢=0 ist flir m=1 (mod. 4) und fiir m = —1 (mod. 4) den

Werth 1 erhilt.
Man hat daher die bekannte Relation:

m—1 [m—l} [m+1”)
= |- + | —

2 L4 T
. [m—_l m 1 J
=l YTt e
und demnach ist:

m—-1 n+1
= m — 1\ 2 7'+[ 1 ]
9) <2rm+m+2) =1

( m ) . 1 m—1 2 1 [uz—
2rm-+m—2/ (1)

Diese zwei Formeln hat schon Herr V. Buniakowsky in
der zuletzt erwihnten Arbeit angegeben.
Ist ferner x = 3, so wird:

m—1 m— 1

ST

6
Da {”—fJ einen der Werthe 1 oder 2 erbilt, je nachdem:

W T T g

6 1 3J m—l

m m
. ¥ >7
3 %Z%

oder:

IlV

m
’L‘ —_—
3
ist, da ferner

G 1 3 . )
wrFe— —ngewh 1,2,0der 3 wird, wenn o bez. der Bedingung:

Sitzbs 4. mathem.-naturw, Cl. XCI. Bd. T1. Abth. 2
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m 1 m 1
T E T
Hm 1 m 1
T R aa )
bm 1
275 *3

geniigt, so hat man, falls die ganze Zahl m grosser als 11 ist:

‘m m | | m 1 m 1 bm  1°
n= ,?J + FJ—[Tf? _[Z+_2‘J—[ﬁ+?J
und
o, =—2 (m = b)

g =—3 (m=T7)
g, =—b (m =11)
Da m und n zwei theilerfremde Zahlen sind, so kann m nur

cine der Formen 12¢+ 1, 12¢ 45, 126+ 7, 12¢ + 11 haben, und
es ist demnach, wie man sofort sieht:

515+ 3=
sz tg)=

D 1 ['m

5+ — 5] = wor)

. 1 \
0= l% —+ §J (mod. 2)

und daher:

welche Congruenz auch fiir m = 5, 7, 11 bestehen bleibt.
Man hat daher die Gleichungen:

m—=1 1 + [m = ]
‘21 m+m+6J =D *
_ m - m: —1)+ [m + i}]
o=l =(—1) * 24,

6)

2rm—+m—~6
, M— .
Ist ferner » = —5 1 80 wird :
J;:m—] ‘_m—l
| (e O [ (m—3)w 3
A_ll m L m om
a= r=1
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m—1 m—1
=
3x 3
m m 2m
.’L‘:l
- fip . M1
oder, wenn man in der zweiten Summe fiir @ : T—ml
schreibt:
m—1 m—1
=Ty Y= 7
YE [33: lJ
= § — + —-| (mod. 2
% Zﬂ{mJ—i— m 2 ( )
a=1 x=1

3z 1
Beriicksichtigt man, dass 7: + ? = 1 ist, wenn x = —?éi

3z . . N
wird, w'zihrend—ml 2 1 wird, fiir alle der Bedingung o = % genii-

genden Werthe von & so erhilt man:
_|m
61 = g-
m - m
5] =2 5]+
[m 1 } _ [m]
R

ist, wo ¢ den Werth O oder 1 hat, je nachdem m von der Form
6¢+1 oder 6¢—1 ist:

mJ (mod. 2).

oder, weil:

e {% -+ %] (mod. 2).
Man hat demnach die Gleichungen:

fg) =T

2rm—

7 (_"_>_ )T il

2rm—+3

Ist endlich » = m%f), so wird:
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_om—1 __m—l
o . .
5 = — ‘ [(m O)a,} +Z[(m ’O)w 1+Q5__’
= 1 x=1 m
1_”__—1 ="t
_ S [51] N Z l:g)j ) } m—1
T Lalm m  2m) 2
=1 x=1
.. b2 . .
Nun ist [%} gleich 1 oder 2, je nachdem
2m s> m
5
oder
2z @
=5
: , br b s
ist, wihrend |—— — - —| den Werth 1 oder 2 erhilt, je nachdem
m  2m )
2m 1 m 1
I I )
oder o> 2m 2m 1
eyt
ist.

Man hat daher:

m 2m m 1 2m 1 m—I1
w=l5*F sl E el =Y

oder da:
m 2m] _ [2m 1 ,

wird, wenn m nicht dureh b theilbar ist:

m 1 m—1 .
o= {3 + 7] — 5 (mod. 2) (m>9).
Diese Congruenz bleibt aber auch fiir m =3, 7 bestehen, da:
= 2 (m=3)

g, =—2 (m=25)

[

ist.
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Man hat daber die Formeln:

(_”_)_(_1) o=+ {5+ 5]

2rm—>D
1Il— ' —1 + [”l + ]
: = 1
8) (27 m-DH > (1)~

Setzt man in den Gleichungen 5), 6), 7) und 8) » =1 und
wendet das quadratische Reciprocititsgesetz an, so erhdlt man
die interessanten von Herrn V. Buniako wsky in anderer Weise
abgeleiteten Formeln: (,Sur les congruences bindmes exponen-
tielles & base 3 et sur plusieurs nouveaux théorémes relatifs aux
résidus et aux racines primitives.“ Par V. Bouniakowsky.
Bulletin de I'académie impériale des sciences de St. Pétersbourg.
Tome quatorziéme, p. 356—381.)

<m>_( pli ]
<m>_( ple* 3]
(9=
(§)=afi -4

Zu obigen Formeln mag noch die folgende etwas weniger
einfache hinzugefiigt werden:

(7> (= \[l’l+%]+[$+§]

m
Ist:
9) m = 4ox+2r—1 (2r—1<2x)
$0 hat man:
r=2pxtr—1 w=2pufr—1

_ 2ux % 2ux 1 %
= ;[4px+2r—l] +;f[4:p7.+27—1 —?_4pz+27—1]

oder, wenn in der zweiten Summe fiir @ 2ox+r—u=, gesetat
wird:
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e=2074<—1 9 e=2¢74+17—1 9 1
w w
= —§[4px+21—1] +;[4pz+27—1 * ?} *

+(x—1)(2px+1—1).

[ Qux ] )
dpx+2:—11

wenn 2 der Bedingung:

Nun wird:

2o(A+1) +<L+1>2($ > 2 200 + 1(27 D
gentigt, also fiir:
x = 2p\ + [7———21—] + 1, 201 + [g—%{] +2, .., 2pA+1)+
N 'O—l;l)r_x—;{l],

so dass die Anzahl derjenigen Glieder der ersten Summe auf der
rechten Seite der letzten Gleichung, welche den Werth A haben,

gleich ist:
O+ 1)r x+1] [zf x]
e+ [ g
fiir:
_ ‘2x(2px+r—-l)} o
1_1’ 2, 3, .y A‘_m _K.—l.

A+Dr  2A+1 und e _ L sich um weni-
; 2x % 2u

ger als eine Einheit unterscheiden, so kann diese Anzahl nur die

Werthe 2p oder 2p + 1 haben.

Es ist ferner:

Da die Grossen

[ 2z 1 J -
dper2—1 T 2|7
wenn x der Bedingung:

(2h41)(2r—
/PR

D> oz @—1)p+ @—1)4(_&

@A+1)p+

gentigt, also fiir:
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(22—1) (27—1
o= @2—1)p+1+ [@#] ; (2A—1)p +

. [@;%?’:ﬁ] +2 . (@Dt {%——1)(

Es betrigt daher die Anzahl derjenigen Glieder der zweiten
Summe in der fiir o, aufgestellten Gleichung, welche den Werth A

haben:

@x+1Dr 20+ l’l ( @r—1)r 27(—-—1]
— |

2p+ [ 2u 2% ™

d. i. 2p oder 2p41 fir 2=1,2,3, ..., 2—1, wihrend der
grosste Werth von 2:

2x(2px+r—1) 1] .
[ 4pr+27—1 +? =
fiir:

x—1) (20—1
= (2x— p+ (%‘r_)] + 1, (2x—1)p+
+ [&21_121#1—)] +2, oo, 2outr—1

also fiir p Werthe von  angenommen wird.

Setzt man:
AT A AT A )
80 1ist:

[(x+1)f__ x+1] _ PT x] . [m—l T]

% 2% | % 2 2 +7_

und es wird demnach:

e 23]

% 2z % 2
wenn;
10) w2 2x—2r41
ist.

Es ist ferner:
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(2—1)r 2)\—1} | _l 4 [2w—2r+1]
L 2% T 4w | Tl 24 4x
- (2A+1)r 2R+1J _ [7_1__1_ 4 [2w+21—1 ]
L 2x I PR e 2x] ; 4x
(22 +3)r 2)\+3'J _ [7_1'_7_ 4 [2w+67—3]
2% 4z |7 Lz 2 4x
Gentigt nun o der Bedingung 10), so ist:
2r—1 20—27+1 67—3
1— P 4x z1— 4x
2r—1 2uw+27—1 2t—1
= >3 21— 4%
6r—3 20 +67—3 2r—1
14+ ym > ™ z 1+ T
und daher ist:
[2w—2r+1 ’ . ('2w+2'z'—1} _ (2w+6r—3] 1
4x 1L 4x - 4z
wenn:
0= 2t—r7

ist, wihrend fiir:
w>2—r
die Relation:
[20)——21'+1J | — { 2w+2r—1]
"R Il R P
besteht.
Es wird also jedesmal, wenn:
Qu—r 2 w2z 2u—2r41
ist, sowohlin der erstenals auch inder zweiten der obigen Summen
der Werth A fiir 2p+1 Werthe von # angenommen, wihrend fiir:
o> 22—
der Werth A in der ersten und der Werth 2+ 1 in der zweiten
Summe, so lange A + 1 < z ist, (2p + 1)-mal auftritt.
Nun kann aber in der ersten Summe der Werth x—1 nur
dann (2p+1)-mal auftreten, wenn:
[(x——l)r_ z—lJ _ [xr . -f_] 1
% 2x | = 2x
=7—2
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{. h. wenn:

[27—1_’_ 1]_1
- 2x 21

also:
2r—1 2z«

ist, und es wird der der Beziehung:

(1) 21 _ [(2—1)7 1], »

% 2z 9.,

P 2u 2x

geniigende Werth von o stets grosser als 22—« sein, wenn:

r<<z—1
ist.
Ist also entweder:
T ==X
oder:
e < 241
2

[\

Ut

und bezeichnet & die Anzahl derjenigen Zahlen X <<x—1, fiir

welche die durch die Gleichung:

7\_T_>k_PT >xJ v
x % |2 % T

definirte Grosse w, der Relation:
w > 2u—1
geniigt, so ist:
0, =(#—1)(r—1)+=p+€ (mod. 2).
Es ist also unter den gemachten Voraussetzungen:

m—2% +1

10 ( ) EHE—1) (etr — 1)+
) 27m+m+2/ (1)

m—2t+41

11) <‘m_> (—1):+ Dbt (m =4xp+2r—1)

2rm4+m—2x
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Ist:

T=X
80 ist:

E=0
und daher:

m+41 - }

12) <_L>_< 0 (=) 1) g b

2rm-+m--22
m+41

13) (—__—” >—(_1) e g

20m-+m—2x
fiir:
m=2(2p+ 1)z—1
Wenn man den Fall eines geraden und eines ungeraden x
unterscheidet, so erhilt man die Formeln:

m — 1\ DT _—. o

14) (_—27“m+m+47) = (. 1) (m=8zp+2r—1)
— 1\ &G

15) 21m+m ( )

(m=4(2p+1)x—1)

17)

2r m+m—4.¢

m—2 'r+1
18) 3

s =

1) (gre) =
(mmas) =
(

H " )=
21m+m+44+2 N\ 2rm4+m—a4n—

fiir:

m=8xp+4p+2r—1

19) ( m >:< m —> (_1) {’""’1 _-/.}

2rm—+m-4-4x4-2 2rm—+m—4z

fiir:
m = 8xp+4(p+x)+1.
Ist = ungeérade, so verwandeln sich die Gleichungen 14) und
15) in:

m _ m — 1\
20) <27'm+m+47.> - (21‘m+m—4x> =1

wo:
m=8xp+4r+1
ist.
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Die speciellen Formeln 16), 17) und 19) hat auf einem
anderen Wege Herr V. B uniakowsky abgeleitet (,,Sur quelques

propositions nouvelles, relatives au symbole de Legendre (ﬁ) “
P

Par V. Bouniakowsky. Bulletin de I'académie impériale des
sciences de St. Pétersbourg. Tome vingt-deuxiéme p. 358—377).
Setzt man:
r=1
s0 ist:
£E=0

und man hat daher die Formel:

m—1
m m
21) = = (—1) *
21) <21'm -+ m+27.> <2 m —+ m—2z> (1)
flir:
m=4xp+1.

Es soll nun eine allgemeine Regel zur Bestimmung des
Legendre-Jacobi’schen Zeichens abgeleitet werden.

Sind » und », zwei theilerfremde Zahlen, von denen min-
destens die erste ungerade ist, und leitet man aus denselben die
Zahlen ), und p in der durch das Gleichungssystem:

no= p,n—n,
ﬂ,l = IU.2712~—7Z3

Ny, = Wgita—it,

Wy = Uy_yll,_1—N,

N, = Un, (n, = +1)

angegebenen Weise ab, ist ferner:

& = =+1, &n,>0

g
n, = 2™,

Wo 7, ungerade ist, so ist, wie ich angegeben habe (,Zahlen-
theoretische Studien.“ Sitzungsberichte der kais. Akademie der
Wissenschaften, mathematiseh - naturwissenschaftliche Classe,
90. Band, II. Abtheilung):
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%=y z=v—1

LW COERESCHTS R CMEES VICHE S VT S L S ST (72—1)
n =1 *#=0
)1 B
(&) =(-1)

Ist nun:

t, = 40,4+, (n = =£1)
s0 hat man:
(mr—1) (7, + 1) = (7,—1—1) (n,+1) (mod. 8)

und daher auch:

%=y #=v—1
D i1t} =205 = B Pr—1—ppa} (2= D)
z=1 *=0

22) <"—1> = (—1) s

n

Ist nun ), von Null verschieden, dann sind®,_; und 2,4,
gleich Null und man hat daher:

g1+ Mg = 2°0p,2,
oder:
23) (01 +Op1) g1+ 11 = 20 (4, 1y).

Ist 41, gerade, oder j, ungerade und gleichzeitig 2, >1, so
folgt aus dieser Gleichung die Congruenz:
fo—1+7,41 =0 (mod. 4)
und daher ist in diesem Falle:
Np+1 = —Tp41.

Ist p, ungerade und 2, = 1, dann ist der auf der rechten
Seite der Gleichung 23) stehende Ausdruck durch 2, aber nicht
dureh 4 theilbar und daher ist:

p—1 g1 = 2
also:

Yiptt = Mp—1-
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Vereinigt man in der Gleichung 22) alle Glieder im Expo-
nenten von —1, in denen 7, 4, und 7, vorkommen, so erhilt man,

falls A, > 1 ist:
21, (-1~ 1g1)— (g r—Tp—1) =— 219+17‘pf*p’7p(ﬁp+1—‘2)‘9—15" pﬁp)
und daher:

20g(1ip—1 +‘f/p+1)—lp(ﬁ§+1—ﬁ§—1) =0 (mod. 16)

Ist 2, = 1 und p, gerade, so hat man:

20(1p—1 g 1)—hp(W p1—T0p—1) = — 4y (B 1— p1o72,)
also:
21, (1p—1+ 1) — Aoy 1—7y—s) = 4pp,  (mod. 16)
oder:
20,(11g—1+ 1) — A (Ao 1 —705 ) =8 (mod. 16)
wenn p, einfachgerade ist, und:
2y(p1 A+ 1) A (W1 — 75 ) =0 (mod. 16)
wenn p, mindestens durch 4 theilbar ist.
Ist A, = 1 und p, ungerade, so wird:
20, (g1 Mps) — Ao (W r— 1) = iy iyl (Mg 110 1,)
also:

20,14y 42)— 7y (BT 3) = 4 1) s+ s
(mod.16)

oder, weil in diesem Falle:

_ pi=1 (mod. 8)
18t

205 Bp1 g YRR — 1) = 4(pty— L)1, 41 +4 (mod. 16).
Aus dieser Congruenz entstehen sofort folgende Relatione n

20,11+ g gr)— (A —72_ ) =4 (mod. 16)
wenn:

t, =1 (mod. 4)
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ist, und:
21, (ig— 1 Mg 1) — A (Rppr—5 1) = —4  (mod. 16)
fiir:
p, =—1 (mod. 4)
Ist:

A die Anzahl der geraden Divisoren #,,

B die Anzahl derjenigen einfachgeraden Divisoren #,, deren
zugehoriger Quotient p,, die Form 4s-+1 hat,

C die Anzahl derjenigen einfachgeraden Divisoren #,, deren
zugehoriger Quotient p, die Form 4s—1 hat,

D die Anzahl der einfachgeraden Divisoren 7, mit zugehori-
gem einfachgeraden Quotienten p,

E die Anzahl der tibrigen geraden Divisoren #,,.

7, diejenige (positive oder negative) Einheit, welcher der ste
ungerade Divisor nach dem Modul 4 congruent ist, so ist nach
den ohigen Entwickelungen:

=
E TyCr—1— £y8y—1—(ny—2p)+4

=1

n ke 464D
24) <7—:> = (—1) 4

wo die Summation beztiglich » in der ersten Summe im Exponenten
von —1 iiber alle Grossen 7, auszudehnen ist.

Bezeichnet man mit « die Anzahl der Zeichenfolgen, mit «,
die Anzahl der Zeichenwechsel,welche in der Reihe der Grossen =,
auftreten, und mit 8 und B, die analogen Anzahlen fiir die Reihe
der Grossen ¢, so kann man die Gleichung 24) auch in folgendér
Weise schreiben:

n, ”—*“1_3+3ll—'flu+5u+/1 +C4D
) = (—1) '

25)

Ist:
4(C+D)+4=0 (mod. 8)
oder: $
B+E=3(C+D) (mod. 8)
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s wird:
—y
2"/‘4—1“2 2E2—1—No <0
#=1
n
1 K
206) ( )—(—1) :
a—ay+B,—B—not-

=(—1) 4
so dass also in diesem Falle die Kenntnis der Vorzeichen der
Glieder zweier Zahlenreihen zur Bestimmung des Legendre-
Jacobi’schen Symbols ausreicht.
Schreibt man die Gleichung 24) in einer der folgenden
Formen:
2 {1+T7-T""1} _.i {]+5xe7.—1} —Netept24

z=1

)=

2{ Ity g — E{ 142,81} —Tioteo

%=1

M) — 1 +0+D
(1) = (—1)

so erhdlt man sofort:

o—B+d4  me—ey |
0 e
98 Bi—= 710:50+C+D
28) L) =(—1) ®
Piir:

A+2(C+D)=0 (mod. 4)
oder:
C+D=B+E (mod 4)

verwandelt sich die erste von diesen Gleichungen in:

29) ( > (—l)on ")u:eo

wiihrend fiir:

C+D=0 (mod.2)
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die zweite in:

Bi—e _ To—=o
30) <”_1> = (=1 2 ¢

n

iibergeht.

Es wird daher auch, wenn die eben angegebenen Bedin-
gungen erfiillt sind, das verallgemeinerte Legendre’sche Zeichen
mit Hilfe der Vorzeichen der Glieder zweier Zahlenreihen

bestimmt werden konnen.
Die angefiihrten Bedingungen sind sicher erfiillt, wenn:

B=C=D=E=0

ist, d. h., wenn alle Divisoren », ungerade sind.

Fiir diesen Fall hat schon Herr L. Kronecker die Glei-
chungen 29) und 30) angegeben. (,Beweis des Reciprocitiits-
gesetzes fiir die quadratischen Reste.“ Von L. Kronecker.
Sitzungsberichte der koniglich-preussischen Akademie der Wissen-
schaften zu Berlin. Jahrgang 1884. Nr. XXIII, p. 519 ff.)

Wird in dem zur Bestimmung der Zahlen », und p, ver-
wendeten Gleichungssysteme fiir », —2n, gesetzt und bei der
jedesmaligen Division ein gerader Quotient genommen, so ist:

B=C=0

2 Ty — —A

und daher, falls man der Einfachheit halber ¢; = +1 setzt, was
bekanntlich geschehen kann, ohne der Allgemeinheit der Unter-
suchung Eintrag zu thun:

il

SxEyr—1n—1
1

—2 n1> . e
<_T =(hH

oder weil:

)=

n
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ist:
=y

E €8, —1+3(n—1)

=1 n2—1

)= n =

Es ist aber in diesem Falle auch, wie ich erwihnt habe,
(»Algorithmen zur Bestimmung des verallgemeinerten L egendre’
schen Symbols¢. Sitzungsberichte der kais. Akademie der Wissen-
schaften, mathematisch-naturwissenschaftliche Classe, 82. Band,
1I. Abtheilung, p. 981 ff.):

L=y
2 ExEx—1

x=1 (me—1)*

n\ _ ot
(n) = ’
und daher hat man in diesem Falle:

_ w1

D= 8_ (mOd. 2)

oder auch:
n 1

D= [Z + §] (mod. 2).

Sitzb, d. mathem,-naturw, Cl. XCI. Bd. II. Abth. 3
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