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Zur Lehre von den Modulargleichungen der ellip-
tischen Functionen,

Von Dr. @. Pick,

Privatdocent in Prag.

(Vorgelegt in der Sitzung am 8. Jinner1885.)

Im Verlaufe von Untersuchungen iiber die complexe Multi-
plication der elliptischen Functionen haben sich mir gewisse
zahlentheoretische Eigenschaften der Coéfficienten der Modular-
gleichungen dargeboten, welche trotz ihrer einfachen Gesetz-
missigkeit und der geringen Schwierigkeiten ihrer Herleitung noch
nicht bemerkt worden zu sein scheinen. Ich theile dieselben im
Folgenden mit und schicke nur eine kurze Ubersicht iiber die
wenigen, iibrigens wohlbekannten Sitze und Entwickelungen
voraus, welche zu ihrer Aufstellung nothig erscheinen.

1.
Als Modul verwenden wir ausschliesslich die Grosse
o (L—k2 4 k*)°
vw) = ey
= 1728-J,

wo k den gewthnlich so genannten Modul des Legendre’schen
Normalintegrals

dz
V=)0 #2)
also J die ,absolute Invariante“! bedeutet. Die Grosse @ (w)
héingt von dem Periodenquotienten » des Integrals
3
Die Grosse gg—_‘q;?gg nach der von Herrn Weierstrass ein-
2 3

gefiihrten Bezeichnungsweise. Vgl. F. Klein, Math, Aunn, Bd. 14, S. 112 ff.
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du
f\/u(l—u) (1—k*u)
derartig ab, dass sie ungesndert bleibt, wenn man o durch

740w
o+ Pw

ersetzt, wofern «, 3, v, @ ganze Zahlen sind mit der Determinante
ad—pPy = 1.1
Bedeuten «, b, ¢, d vier ganze Zahlen, deren Determinante
ad—be =n

positiv und grosser als 1 ist, so bezeichnet man den Ubergang
von o z

_ c+dw

w = [m;
als Transformation nter Ordnung. Denkt man sich alle moglichen
(unendlich vielen) Transformationen nter Ordnung ausgefiihrt,
und von jedem erhaltenen @ die Funetion (@) gebildet, so ergibt
sich doch nur eine endliche Zahl von einander verschiedener
Grossen z(@), welche man simmtlich, und zwar jede nur ein-
mal erhilt, indem man & alle Werthe von der Form

_C+Dw
A

ertheilt, wobei 4 und D positive ganze Zahlen bedeuten, deren
Product

A.D=n

ist, und C jeden Werth eines vollstindigen Restsystems (mod. 4)
erhiilt, also am einfachsten jedesmal die Zahlen

0,1,2, ..., 4—1
durchliuft. ?

1 VgL F. Klein, a. a. 0.
2 Vgl z. B. Konigsberger, Theorie der elliptischen Functionen
(Leipzig), Bd. 1L, S. 43 ff.
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Die simmtlichen Grossen

a,’(tTJ) = x (C—ZD&))

bilden die Wurzeln einer algebraischen Gleichung

Fy(z,3) = | | ly—a(@] =0,

w

deren hochster Coéfficient gleich Eins, deren iibrige ganze
rationale Functionen von « sind. Diese Gleichung kann als
yreducible Modulargleichung! fiir den nten Transformations-
grad bezeichnet werden im Gegensatze zu jenen eigentlichen
(irreduciblen) Modulargleichungen, welche man erhilt, indem man
von den ,Reprisentanten®

C+ Do
A

alle jene ausschliesst, in welchen 4, C, D einen gemeinsamen

Theiler besitzen.
Die Function @(w) besitzt eine Reihenentwickelung nach

Potenzen von

Q :e‘lm‘ux
von der Form
1
W (o) = 5 (1+7,0+7,0+. ),
in welcher v,, 7,, ganze rationale Zahlen bedeuten, auf

deren specielle Werthe es tibrigens im Folgenden nicht ankommt.
Ausser diesen der Theorie der elliptischen Funectionen an-
gehorigen Begriffen und Entwickelungen werden im Folgenden
noch zwei der Zahlentheorie entnommene Sitze zur Verwendung
gelangen, welche kurz Erwihnung finden mogen.
1. Wenn «, B3, ..., p. die Wurzeln einer algebraischen Glei-
chung bedeuten, deren hiochster Coéfficient gleich Eins, deren

1 Vgl. Hurwitz, Gottinger Nachrichten, 1883, 21. Nov.
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iibrige ganze rationale Zahlen sind, so ist bekanntlich jede ganze,
mit ganzzahligen Coéfficienten versehene symmetrische Funetion
jener Wurzeln

s(e By - 1)

eine ganze Zahl.
Bedeutet nun p eine beliebige Primzahl, so findet die Con-

gruenz statt:
s(a?, B2, L, u)=s(x, B, ., 1) (mod. p).

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes erhilt man:

S(apk7 ﬁpk; r I'LPL) = s(a, 187 st P‘> (mOd p>'

Den hochst einfachen Beweis dieses Satzes findet man zum
Beispiel in der Abhandlung von Herrn Dedekind: ,Beweis fiir
die Irreducibilitit der Kreistheilungsgleichungen (Crelle’s
Journal, Bd. 54, S. 28).1

2. Bedeutet f(z,v,. . .,?) eine mit ganzzahligen Coéfficienten
versehene Function der unbestimmten Grossen x,y, ..., ¢ so
findet die identische Congruenz statt:

flxr,y?, .., ) =f(x,y, ..., 1)7 (mod. p),

aus welcher sich durch wiederholte Anwendung ergibt:

f(wpkv ¥ tpL) =@y - t)ljk (mod. p).

Dieser Satz ist in kaum weniger allgemeiner Form schon
von Gauss angewendet worden. (Gauss’Werke, Bd. IL, S. 227.)

2.

Es soll nun vor Allem bewiesen werden, dass das im
vorigen Paragraphen mit F,(x,y) bezeichnete Poly-
nom lanter ganze rationale Zahlen zu Coéfficienten
besitzt.

Es sei

g: e‘Zm’G;

Vgl. auch Gauss’ Werke, Bd. II, S. 224.
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dann ist
1 - —
o@) = 41,0+ nB+- ),
und folglich
1 — -
Fy(@,y) = (0. | 5 Q+fn—a] 0+ 0+ ),
g
fiihrt man nun fiilr Q seinen Ausdruck

2_2.C+DU> 2wiC D
e 4 —e4 Q4

ein, so kann das Product in der folgenden Weise ausgefiihrt
werden. Man multiplicire zunzichst bei festgehaltenem A4 tiber
alle Werthe O, 1, A—1 der Grosse C, Hiedurch erhilt man
fiir jeden Werth von A4 je ein Theilproduct, welches nur mehr
ganze Potenzen von Q enthilt, und offenbar nur eine endliche
Anzahl von negativen Potenzen dieser Grosse; die Coéfficienten
der einzelnen Potenzen aber sind ganze und ganzzahlige
Functionen von z. Insbesondere wird das erste Glied der Ent-
wickelung (also dasjenige mit der niedrigsten Potenz von Q)

A—1

1 1
HTD— = (—1)4+! o5

0=0p 4 (4

Alles dies folgt aus den elementarsten Betrachtungen iiber
symmetrische Functionen, und ist aus dem blossen Anblick jedes
solchen Theilproductes klar.

Multiplicirt man nun alle auf solche Weise gebildeten Theil-
producte mit einander, so resultirt eine Gleichung von der Form

Fi(w,9) = (17 5o 1+, 0+ %, 0. J;

hierin bedeutet g die Anzahl aller Theiler der Zahl », N = XD
die Summe aller dieser Theiler; durch Y,, ¥, endlich sind
ganzeFunctionen von y bezeichnet mit ganzzahligen Co&fficienten.
Auch dies ist aus der Entstehungsweise jenes Ausdrucks unmittel-
bar ersichtlich.
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Es gelten nun fiir jede Potenz der Grésse » = a(w) Ent-
wickelungen von folgender Gestalt:

(1_|_.), m Q_i_.),(m)QZ )

a;-?)l — I“
(worin (", {",.  ganze Zahlen bedeuten), wie aus Formel (1)
der vorigen Paragraphen hervorgeht. Bringt man also die Grosse
(—1)7. ¥ von F,(x, y) in Abzug, so ergibt sich

1
g

wo nun Y/, Y,, Y, wieder ganze und ganzzahlige Funectionen
von y bedeuten. Man wird nun weiter den Ausdrueck

Fn(*’;./) (—1y2N = Y’+Y’ Q+Y02 ‘})

Fo (@, y)—(—1yat =Y = Q\lr ; VY 0+ Y, 0%+ .}
bilden, wobei ¥”, Y}, Y," abermals Grossen von der Eigenschaft
der Y sein werden und in derselben Weise fortfahren, um end-
lich eine Gleichung von der Form zu erhalten:

F,(z, y)—(—1)a¥—Y' V-1 — Y& g
= YN LY. Q4+ Y. 0%+ ..

Nun aber ist leicht zu zeigen, dass sich die rechte Seite
auf Y@ gllein reduciren muss. Denn linkerhand steht eine ganze
rationale Function von @ (welche ausserdem den Parameter y
enthilt), die also nur fiir # — 0o, das heisst fiir Q = 0, einen
unendlich grossen Werth erlangen kann. Fir @ — O aber con-
vergirt die rechte Seite unserer Gleichung gegen einen endlichen
Werth, weil negative Potenzen von  nicht vorhanden sind.
Also muss sie fiberhaupt von Q unabhiingig sein. Unser Resultat
lautet somit

Fo(2, y) = (—1)pa¥-+ Yao¥1 4 Yigh—2q . 4 YO

aus der wiederholt angegebenen Beschaffenheit der Functionen ¥
ergibt sich der im FEingang dieses Paragraphen ausgespro-
chene Satz.
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Es sei noch bemerkt, dass (—1)¢ dann und nur dann gleich
—1 ist, wenn n eine Quadratzahl ist. Denn die Theiler von »
lassen sich so in Paare ordnen, dass jedes Paar n selbst als
Product ergiht; nur in dem Falle eines vollstindigen Quadrats
bleibt ein Theiler (\/7) tibrig.

Wir wollen nun die Modulargleichung vom nten Trans-
formationsgrade mit derjenigen fiir die Transformation von der
Ordnung p*n in Beziehung setzen, wobei p eine in # nicht
enthaltene Primzahl, 1 eine beliebige positive ganze Zahl
bedeutet.

Bildet man ein vollstindiges System von Représentanten fiir
die Transformation p*ter Ordnung, und unterwirft jeden derselben
simmtlichen Transformationen nter Ordnung, so erhdlt man
bekanntlich ein vollstindiges Représentantensystem fiir den
Transformationsgrad p’zn.

In der That, setzt man in dem Ausdrucke

C+ Do
4

w =

fiir » irgend eine Grosse von der Form

K+p—. o
P

so geht @ tiber in

- _ (Cpr+DE)+p-—D.w
v — A .
prd
Hierin ist
(p*A) X (p*—*D) = p'n;
und lidsst man C die Werthe
0,1, ...,4—1,
und unabhiingig davon K die Werthe

0,1, .,p—1
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durchlaufen, so nimmt der Ausdruck
Cp*+DK

jeden Werth eines vollstéindigen Restsystems (mod. Ap?) einmal
und nur einmal an, wie in den Elementen der Zahlentheorie
gezeigt wird.

TUm also aus der Modulargleichung

F,(z,y) =0

die neue
F,(z,y)=0
zu erhalten, hat man in F,(z, y) fir « simmtliche Grossen
K+-ph—r
o5
p.
einzusetzen, und die entstandenen Polynome miteinander zu

multipliciren,
So erhilt man

K4pr—Fow
F (o y) = H F(ﬂf [—%—J, y>
pr K

= (10| ] % 14,0, x4+ Y, 0%+ - . .}.

0, IL < Ps K
Hierin bedeutet Q,  die Grisse

A—p 9
27{[]{-{-]) Y i}K

e P — e P Q[))‘_fp

Wir zerlegen nun den gefundenen Ausdruck fiir Fp)w(x, y) in
Theilproducte, indem wir zunschst bei festgehaltenem p fiber alle

KF=0,1, ..,pr—1

multipliciren. Hier treten nun die beiden am Schlusse des ersten
Paragraphen aufgefiihrten zahlentheoretischen Sitze in Kraft.
Nach dem ersten derselben ersetzen wir die in den Factoren
vorkommenden Einheitswurzeln
270K
e’

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCI. Bd. IL. Abth. 10
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simmtlich durch ihre peten Potenzen, das heisst durch
+1.

Hiedurch geht das Product iiber in
1 — —
(—1)s0+1) H{W [1+ YiQp)‘ %y ngm” T _]}pp
P

Nun fithren wir mit Hilfe des zweiten Satzes die Potenz
unter dem Productzeichen aus, wodurch wir erhalten:

(— )0+ ﬂ %

Der jetzt unter dem Productzeichen stehende Ausdruck ent-
steht nun augenscheinlich aus

1+ Y_pPQp "9+17]7P02p)‘ P .. ]€

(—1yF, (2, y) = QN[1+ Y, 0+Y,0*+. .},

indem man hierin fiir y tiberall y2°, fiir Q aber Q7" " einsetzt.
Denkt man also jenen Ausdruck nach Potenzen von y?f geordnet,
5o sind die einzelnen Coé&fficienten dieser Potenzen nach dem
zweiten Hilfssatze durch die p*—rten Potenzen der entsprechenden
Coéfficienten in (—1)7F,(x,y) zu ersetzen. Das heisst aber, wir
werden auf die Grosse

(1P (a2, )

gefiithrt. Fassen wir alle diese Umgestaltungen zusammen, so
konnen wir sagen: das zum Index p gehorige Theilproduct weicht
von der Grosse

(_ 1)gF(xp)‘—(", ypp)

um eine Reihe in Q ab, deren Coéfficienten ganze Functionen
von y sind, welehe selbst ganzzahlige Coéfficienten tragen, deren
jeder durch p theilbar ist.

Fithren wir nun auch die Multiplication nach p aus, so
ergibt sich '
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X
Fl))‘n(mJ y) = ﬂ Fn (xp"_P, yp) +P * {Q7 y} b

p=0

worin durch {Q,y} eine Reihe nach @ bezeichnet ist, deren
Coéfficienten ganze und ganzzahlige Functionen von y sind.

Aber diese Reihe muss selbst eine ganze Function von x
und y sein, weil sowohl F, (%, y) als auch das rechts stehende
Product solche Functionen sind. Sie muss ferner durchaus ganze
Zahlen als Coéfficienten der einzelnen Posten besitzen, was augen-
gcheinlich in Uberlegungen genau derselben Art seinen Grund
hat, wie sie im zweiten Paragraphen an F,(w,y) durchgefiihrt
worden sind.

Wir haben es also in unserer Schlussgleichung mit lauter
ganzen und ganzzahligen Polynomen in x und y zu thun, und
konnen daher mit Beniitzung des Congruenzzeichens einfacher
schreiben:

X
F), EHF (@ y9) (mod. p).
p=0

Unter abermaliger Beniitzung jenes zweiten zahlentheore-
tischen Hilfssatzes konnen wir diese Formel fiir ungerade 2 in
die Gestalt setzen

Fp)‘n (x7 y) = I—I {F" (‘T'.p)\—2p7 y) * El(w) yp)‘_gp)} pP;

I8
O__<__p<5

fiir gerade A tritt zu dem Produecte rechterhand noch der Factor

|~

B, (@, y)

4.

Der im vorigen Paragraphen gefundene Satz verliert seine
Giltigkeit nicht, wenn n — 1 gesetzt wird.

An Stelle der Modulargleichung F,(x, y) = O tritt dann
einfach die Gleichung

y—a = 0.
10 #
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Wir erhalten also die Formel

Fo@, 9= {@*—a"" @mod p).

p=0
Ist insbesondere A = 1, so wird

F, (2, y) = (y—a?)(y>—a) (mod. p).

Es gibt also nur vier Glieder in der Modulargleichung von
der Primzahlordnung p, deren Coéfficienten nicht durch p theil-
bar sind, némlich die Glieder mit

1 1
yl’“l— , xl’yl’} xy, a;'l"l‘ .

Wir fiigen nun noch eine Bemerkung hinzu. Dasselbe Ver-
fahren, welches uns gedient i:at, um zahlentheoretische Eigen-
schaften der Coéfficienten der reduciblen Modulargleichungen
aufzufinden, kann angewendet werden, um in gleicher Weise
iiber die Beschaffenheit der irreduciblen Modulargleichungen ins
Klare zu kommen.

Aber man kann auch von den hier gefundenen Congruenzen
direct zu solchen tibergehen, welche fiir die irreduciblen Modular-
gleichungen Geltung haben. Bedeutet némlich @,(2, y) die
gewthnlich so genannte Modulargleichung fiir den nten Trans-
formationsgrad, so ist bekanntlich

F(@,y) = | @y,

wobei das Product iiber alle Zahlen « zu erstrecken ist, deren
Quadrate in n aufgehen. Aus dieser Gleichung erhilt man nach
einer allgemeinen Auflosungsmethode, welche von Herrn Dede-
kind angegeben worden ist,! umgekehrt @, ausgedriickt durch
verschiedene Polynome F,. Durch geeignete Verbindung der
oben gefundenen Congruenzen konnen dann offenbar analoge
fiir @, gefunden werden.

1 Crelle’s Journal, Bd. 54, 8. 25 f. oder Dirichlet-Dedekind
Zahlentheorie (3. Aufl.), S. 362.
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Ohne auf diese Ableitung, welche vollkommen elementar
ist und kein weiteres Interesse bietet, niher einzugehen, setze
ich noch die Hauptformel her, welche man zum Schlusse erhilt.

Es ergibt sich
A—2 )—2
(Dp)‘n(x’ y) = I | {(D,L(;UP P’ ) * (I)"(‘,'v7 yp P)} #(2f)
X
0§p<?

fiir ungerade A; fiir gerade A tritt auf der rechten Seite noch der
Factor

i, )7(e ¥)

hinzu. ¢(k) bedeutet dabei die bekannte Gauss’sche Funetion.
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