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Uber zwei universelle Verallgemeinerungen der
algebraischen Grundoperationen,

Yon Dr. Oskar Simony,

Professor an der Wiener Hochschule fiir Bodencultur.

Einleitende Betrachtungen.

Bekanntlich schliesst Gauss die Anzeige seiner Abhandlung:
»Theoria residuorum biquadraticorum, commentatio secunda“
nach einer kurzen Darlegung seiner Auffassungsweise der so-
genannten imaginsiren Grossen mit der Bemerkung,! er behalte
sich vor, in einer kiinftigen Abhandlung auch die Frage zu be-
antworten, ,warum die Relationen zwischen Dingen, die eine
Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimensionen darbieten, nicht
noch andere in der allgemeinen Arithmetik zuldssige Arten von
Grossen liefern konnen.“

Dieses Versprechen blieb leider unerfiillt, so dass jeder
Interpretation jener Bemerkung eine gewisse Willkiir anhaftet;
wohl aber diirfte man der Wahrheit durch die Annahme am
nichsten kommen, Gauss habe in der citirten Stelle seine
Einsicht angedeutet, dass man solche complexe Zahlen,
welche Punkten des Raumes beziehungsweise einer hoheren
Mannigfaltigkeit zugeordnet werden, mit einander nicht mehr
operativ verkniipfen konne, ohne gewisse, von ihm fiir wesentlich

erachtete Bigenschaften algebraischer Grundoperationen aufzu-
geben.

1 8. h. die Gesammtausgabe seiner Werke, IL. Band, pag. 178.
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So lassen sich z. B., wie H. Hankel zuerst nachgewiesen
hat,! ohne Schwierigkeit hohere complexe Zahlen bilden, deren
Einheitsproducte lineare Funetionen der urspriinglichen Einheiten
sind, und fiir deren Multiplication das distributive Princip giltig
bleibt. Aber anderseits erhilt das Product je zweier solcher
Zahlen nunmehr die Eigenschaft, bedingungsweise zu ver-
schwinden, ohne dass einer der beiden Factoren gleich
Null wird.

Sobald man also die Multiplication als eine fiir alle
Grossenarten distributiv bleibende Rechnungsoperation
definirt und die Eigenschaft des Productes zweier gewthnlicher
complexer Zahlen, lediglich durch das Verschwinden eines,
respective beider Factoren der Null gleich zu werden, als eine
wesentliche Eigenschaft jedes Productes betrachtet, kann
in der That weder eine dreifach ausgedehnte noch eine héhere
Mannigfaltigkeit weitere in der allgemeinen Arithmetik zulissige
Arten von Grossen liefern.

Dass dieser Schluss an und fur sich richtig ist, kann nicht
bezweifelt werden, jedoch sind dessen Primissen keineswegs
logisch begriindet.

Da némlich jede mehifach complexe Zahl die gewthnliche
complexe Zahl als Specialfall enthlt, l4dsst sich a priori #iber-
haupt nicht entscheiden, ob beispielsweise gewisse Eigenschaften
des Productes zweier gewohnlicher complexer Zahlen der Opera-
tion des Multiplicirens als solcher oder nur in Bezug auf
die mit einander verkniipften, speciellenZahlenformen
zugehtren. Es liegt demnach vom logischen Standpnnkte kein
Hinderniss vor, die Definition einer Rechnungsoperation fiir
hthere complexe Zahlen entsprechend zu erweitern, wobei die
subjective Willkiir zunichst nur insoferne eingeschrinkt wird,
als alle jene Erweiterungen des betreffenden Opera-
tionsbegriffes ausgeschlossen bleiben, welche bei

1 S. h. dessen 1867 zu Leipzig erschienenes Werk: ,Theorie der
complexen Zahlensysteme, insbesondere der gemeinen imaginiiren Zahlen
und der Hamilton’schen Quaternionen®, p. 106—108 unter Hinzuziehung der
specielleren Betrachtungen L. Kénigsberger’s in dessen 1374 zu Leipzig
erschienenen , Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Funetionen¥,
p. 10—12.
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einer Reduction jener héheren complexen Zahlen auf
gewohnliche complexe Zahlen den fir die letzteren
geltenden Rechnungsregeln zuwiderlaufen.

Auf diese Art erscheint der freien Production selbst bei
Definitionen elementarer Verkniipfungsarten hherer complexer
Zahlen ein weites Feld eroffnet, und sind daher auch seit der
1806 durch Argand? begriindeten, geometrischen Interpretation
der gewdhnlichen complexen Zahlen mannigfaltige Systeme
von hoheren complexen Zahlen ersonnen worden, unter welechen
bisher in theoretischer Hinsicht namentlich die hoheren complexen
Zahlensysteme H. Grassmann’s,® in praktlischer Hinsicht da-
gegen die ,Quaternionen“ von R. Hamilton® einen hervor-
ragenden Einfluss auf die Entwicklung der Wissenschaft ge-
pommen haben.

Was nun speciell die in der vorliegenden Arbeit aufgestellten
hoheren complexen Zahlen anbelangt, so erheischt deren pricise
Formulirung zundchst die Einfithrung einer (z+1)-fach aus-
gedehnten — im Riemann’schen Sinne — ebenen Mannig-
faltigkeit, deren analytisch-geometrische Characteristik durch
folgende Sitze* gegeben ist:

1 8. h. dessen in dem angegebenen Jahre zuParis erschienene Schrift
»Essal sur une maniére de représenter les quantités imaginaires, dans les
construetions géométriques¢. — Die Darstellung des Complexen in der
Ebene durch Gauss erfolgte bekanntlich erst im Jahre 1831, so dass ihm
in dieser Hinsicht eine Prioritiit in keiner Weise zukommt.

2 8. h. sein 1862 veroftentlichtes Werk: ,Die Ausdehnungslehre«,
(Berlin, Verlag von Fr. Enslin), dessen erster Theil unter dem besonderen
Titel: ,Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik
— bereits 1844 zu Leipzig (im Verlage von 0. Wigand) erschienen war,
aber in Folge seiner mehr philosophischen als mathematischen Form nur
eine geringe Verbreitung gefunden hatte.

3 Zwr Bequemlichkeit des Lesers beziehe ich mich bei allen im Fol-
genden vorkommenden Bemerkungen iiber Quaternionen auf die vortreff-
liche, von P, Glan gelieferte deutsche Ubersetzung von Hamilton’s:
»Elements of Quaternions® (Leipzig, 1881, 82 u. 84).

¢ Dieselben bilden die consequente Verallgemeinerung jener vier
Fundamentalsitze, durch welche ich in meiner Brochure: Gemeinfassliche,
leicht controlirbare Losung der Aufgabe: ,In ein ringformig geschlossenes
Band einen Knoten zu machen® und verwandter merkwiirdiger Probleme
(dritte Auflage, p. 35, 86) — speciell eine vierfach ausgedehnte Mannig-
faltigkeit von verschwindendem Kriimmungsmasse characterisirt habe.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCI, Bd, II. Abth. 15
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(1). Jeder Punkt der erwihnten Mannigfaltigkeit lisst sich alg
Durchschnittspunkt von (z+1) einander in demselben
rechtwinklig durchschneidenden geraden Linien auffassen,

(II). Wahlt man (z+1) derartige Gerade: J,J;, J, J}, J, J,,. ..
J.J. zu Coordinatenaxen, so ist die Lage jedes Punktes
durch je (n+1) auf die ersteren eindeutig beziehbare
Coordinaten vollstindig bestimmt,

(III). Sind speciell a,, «,, a,,. .a,; by, by, b,,. .., die Werthe,
welche die Coordinaten zweier beliebig angenommenen
Punkte: M,, M,, deren gegenseitige Entfernung mit #
bezeichnet werden mag, besitzen, so besteht fiir alle zwi-
schen —oo und 4 oo denkbaren Specialisirungen von 7 die
Gleichung:

(@) . .7 = (ag— by)2 4+ (&, — b))+ (ay— )+ . . . + (a,— b))%

AV). Sind «, «, «,,. .«.; B, By, Bs,- -B. die Winkel, unter
welchen zwei sich in irgend einem Punkte dieser Mannig-
faltigkeit durchschneidende gerade Linien gegen die (n+1)
Coordinatenaxen: JyJ), J,J|, J,J;. .J,J) geneigt sind,
so gilt fiir den Cosinus des gegenseitigen Neigungswinkels
6 beider Geraden stets die Relation:

(6). .cosf = cose cosf + cosa, cosf, +
+ oS e, COSP3, 4. .+ COSa, COSf,.

Wir denken uns nunmehr jedem Punkte dieser Mannig-
faltigkeit eine n-fach complexe Zahl derart zugeordnet, dass
beispielsweise den Punkten M,, M, das Zahlenpaar:

Z, = gt agi - ayi, + iy,
Zy = by+bit 40,0 +. . +0,7,

correspondirt, wobei wir 4, ¢,. .Z, vorliufig nur als Unter-

scheidungszeichen® fiir die (»+1) zu einander ortho-

Ich bediene mich der Symbole: ¢, ¢5,...%, in Hinblick auf die seit

Gauss allgemein iiblich gewordene Bezeichnungsweise der ,imaginiren

Einheit¢ mit ¢, welcher Buchstabe iibrigens bereits von Euler in diesem

Sinne verwendet worden ist.— Den ersten Anlass hiezu bot ihm die Losung
coso dp

des Problems: ,Proposita formula differentiali VTO—
coS np

, eius integrale per
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gonalen Richtungen betrachten, in welchen die Coor-
dinaten: ¢, by; a;, by @y, by .a,, b, auf eine und die-
gelbe Lingeneinheit beziehbar sind.

Zwei derartige n-fach complexe Zahlen sind dann einander
gleich, wenn sie einen und denselben Punkt in jener
Mannigfaltigkeit bestimmen, d. h. also in Hinblick auf
(II), wenn ihre Co&fficienten die (1) Gleichungen:

ay = by, @, = by, ay = b,,...a, =0,

erfiillen.! — Es mtgen ferner die beiden positiv zu nehmenden
Wurzelgrossen:

ny

\/aﬁ+af+a§+...+a,%, \/bg+bf+b§_—|—. 02

welche kraft des dritten Satzes zugleich die Entfernungen der
Punkte M,, M,, vom Ursprunge: O des gewihlten Coordinaten-
systems précisiren, als die Moduli:? », », von Z,, Z, bezeichnet

logarithmos et arcus eirculares investigare, welche er (s. den1794 zuPeters-
burg erschienenen 1V, Band seines grossartigen Werkes: Institutiones cal-
culi integralis, p. 184) mit folgenden Worten einleitet: ,Quoniam mihi qui-
dem alia adhuc via non patet istud praestandi, nisi per imaginaria proce-

dendo, formulam V"1 littera 7 in posterum designabo, ita ut sit = —1,
1
ideoque 5 = —t,

1 Die correspondirende Grassmann’sche Definition (Ausdehnungs-
lehre, p. 16) lautet: ,Zwei Grossen eines Gebietes nter Stufe sind dann und
nur dann einander gleieh, wenn ihre #» zu denselben Einheiten: e;,
..., gehorigen Ableitungszahlen einander gleich sind, das heisst die
Gleichung:

oy €3 —+2aCot. o« 0y = Py 4Pt . . +Pntn
wird ersetzt durch die n-Gleichungen: a; = f3;, otp ==, .. . oty = %%,

2 Die Bezeichnung: ,Modulus¢ riihrt von Argand her, der die-
selbe zuerst 1814 am Schlusse einer kuorzen Abhandlung: ,Reflexions sur
la nouvelle théorie des imaginaires, suivies d’'une application 4 la démon-
stration d’un théoréme d'analise (Gergonne’s Annalen V. Bd., p. 208)
gebraucht und hiebei auch schon die beiden wichtigsten Modulséitze kurz
erwihnt hat. — Die diesbeziigliche interessante Stelle der ecitirten Ab-
handlung lautet :

»1l semble qu’il faudrait rapprocher I'expression des imaginaires de
la notation des lignes dirigées, en écrivant

- « b — _—
2 p2 __ - : =
Var+ <i/f'2+02 —+ \/ai 5 [/ 1) pour a—|—b\/ 1.
15
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und fiir die Summe der Producte der gleichnamigen Zahlen-
coéfficienten :
by +a, by +a, b+ ...+ a,b, = m

in Zukunft der Ausdruck: ,Deviationsproduct des Zahlen-
paares“ gebraucht werden. Die erstere Nominaldefinition bedarf
wohl keines weiteren Commentares; die letztere findet darin ihre
Begriindung, dass m — unter «, a;, a,. .a,; B, By, By,- .Bu
nunmehr die Winkel von r,, 7,, mit den Halbaxen 0J;, 0J,, 0J,,...
0J, verstanden — gemiss den, mittelbar durch (IV) bedingten

Gleichungen:
=7, C0S«, (4 — 7 COS«,;, &y = 7"y COSCLy,...t;, — 7 COS«,

(C) ty
by = 7, €083, b, = r, cosf,, b, = r, 08 f,,..h,, =1, cosp,

in das Product: r, 7, cos § transformirt werden kann. Beziiglich
dieses Productes selbst ist noch hervorzuheben, dass dessen
erster und zweiter Factor je (2+1), hingegen sein dritter Factor
2n von einander unabhingige Grossen enthilt, indem die 2 (z+1)
Winkel: «, a;, «,,...¢.; B, By, By,- - - Bn zufolge den Relationen
(¢) und den Bedeutungen von »,, r, stets die beiden Beziehungen:

cos?e + cos®a, + cos®ea, + ...+ cos?e, = 1
cos*f + cos ?P, + cos?B, + ... +cos?B, = 1

(). -

erfiillen miissen.

Nachdem so der im Folgenden verwendete Begriff einer
nfach complexen Zahl an zwei willkiirlichen Speciali-
sirungen: Z,, Z, erldutert worden ist, muss jetzt auch der Begriff:
ysRechnungsoperation“ in seiner Anwendung auf derartige
Zahlen entsprechend definirt werden.

Recurriren wir hiebei von den in Betracht gezogenen Zahlen
wieder auf die ihnen correspondirenden Punkte jener (n--1)-fach
|/ @552 powrrait étre appelé le module de a—+b)/—1, et représenterait
la grandeur absolue de la ligne a+bV—_1, tandis que I'autre facteur,
dont le module est I'unité, en représenterait 1a direction. On prouverait
seulement 1° que le module de la somme de plusieurs quantités n’est pas
plus grand que la somme des modules de ces quantités; 22 que le module
du produit de plusieurs quantités est égal au produit des modules de ces
quantités.©
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ausgedehnten Mannigfaltigkeit, so ergibt sich fiir den fraglichen
Begriff die nachstehende einfache und allgemeine Fassung: Mit
einer oder mehreren n-fach complexen Zahlen eine bestimmte
Rechnungsoperation vornehmen, heisst, einem oder mehreren
Punkten einen neuen Punkt beziehungsweise ein
neues System von Punkten derselben Mannigfaltigkeit
nach bestimmten Gesetzen zuordnen. Im ersteren Falle
ist die betreffende Rechnungsoperation eindeutig, im letzteren
mehrdeutig beziehungsweise unendlich vieldeutig, je nach-
dem das zugeordnete Punktsystem eine endliche oder eine
unendlich grosse Anzahl von Punkten in sich begreift.

Da nun jedem solchen Punkte vice versa wieder eine n-fach
complexe Zahl entspricht, fithrt auch jede, in dem eben pricisirten
Sinne aufgefasste Rechnungsoperation mit n-fach complexen
Zahlen nothwendig auf Zahlen von derselben allgemeinen
Form, d. h. das betreffende Zahlensystem ist insoferne als ein
begrenztes, complexes Zahlensystem zu bezeichnen.

An diese Auseinandersetzungen kniipft sich naturgemiss die
weitere Frage, in welcher Form die Definition irgend einer
Rechnungsoperation urspriinglich erscheinen wird.

Um hieriiber einen allgemeinen Aufschluss zu erhalten,
geniigt die Uberlegung, dass, sobald man zwei Punktsysteme in
einer und derselben Mannigfaltigkeit einander nach bestimmten
Gesetzen zuordnet, hiedurch zunfichst die Coordinaten der
betreffenden Punkte in ein bestimmtes, von Fall zu Fall mittelst
Gleichungen ausdriickbares Abhingigkeitsverhsltniss von
einander treten. Da nun jene Coordinaten zugleich die Co&f-
ficienten der mit einander verkntipften »-fach complexen
Zahlen vorstellen, folgt hieraus direct, dass jede Rechnungs-
operation ursprtinglich durch ein System von Glei-
chungen zu characterisiren ist, welche die Coé&f-
ficienten der gegebenen Zahlen zu jenen des Resul-
tates der Operation in Beziehung bringen.

Hiernach treten die Unterscheidungszeichen der einzelnen
C001'dinatem'ichtungen: iy, lyy...%, Uberhaupt nie in die
Rechnung ein, wohl aber kann es unter Umstinden in rein
formaler Hinsicht Nutzen bringen, wenn man ein, durch eine
bestimmte Rechnungsoperation gewonnenes Resultat nachtriiglich
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so interpretirt, als ob die operativ verkniipften, n-fach complexen
Zahlen reelle algebraische Ausdriicke gewesen wiren,
mithin gewisse Functionen ihrer imagindren Bestandtheile bei
Ausfithrung jener Rechnungsoperation die Rolle reeller Gros-
sen gespielt hitten.

Ausserdem wird ersichtlich, dass die Definitionsgleichungen
simmtlicher Rechnungsoperationen die Coé&fficienten ihrer Resul-
tate fiir alle denkbaren Werthe der gegebenen Zahlencoéfficienten
als reelle Grosscen bestimmen miissen, denn jede andere Be-
stimmungsweise wiirde, da die fraglichen Coéfficienten zugleich
Coordinaten von Punkten vorstellen, ihrer geometrischen Be-
deutung zuwiderlaufen.

Aber selbst die Vereinigung dieser Forderung mit der
a priori gegebenen Bedingung, dass jede Definition einer
Rechnungsoperation mit »-fach complexen Zahlen im Special-
falle: » = 1 die bekannten Eigenschaften derselben Rechnungs-
operation .in ihrer Anwendung auf einfach complexe Zahlen
zu liefern hat, ermoglicht keine ausreichende Beschrinkung jener-
Formen, in welchen speciell die vier algebraischen Grund-
operationen fiir n-fach complexe Zahlen generalisirt werden
konnen.

Es lassen sich vielmehr beziiglich dieser Operationen noch
swei weitere allgemeine Forderungen erfiillen, von welchen die
erste: Die Summe und das Produect zweier beliebiger
n-fach complexer Zahlen miissen commutativ bleiben
— sich gewissermassen von selbst aufdriingt, wihrend die zweite
Forderung erst durch die nachstehenden einfachen Uberlegungen
begriindet wird:

Sind allgemein Z,, Z, die beiden Zahlen, welche durch
irgend eine der vier verallgemeinerten algebraischen Grund-
operationen verkuniipft werden sollen, so bleiben die Grissen:
gy by, my 7, 7,, simmtlichen complexen Specialisirungen
von Z,, Z, zugeordnet, wihrend sich die Co&fficienten: a,, b,
resp. a,, by;...a,, b, speciell auf ¢, resp. i,,. .i, bezichen. In
Hinblick hierauf liegt also die Forderung nahe, die betreffende
Rechnungsoperation derart zu definiren, dass auch im Resultate
derselben die Gréssen: «,, b, lediglich inm, », r, und
dem Co&fficienten von i, ferner «,, b, ausschliesslich
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in m, r,, 7, und dem Coé&fficienten von 4,,...a,, b, nur
in m, r,, 7, und dem Coéfficienten von i, auftreten,
wibrend «,, b,, m, r,, r, an kein einziges specielles Unter-
scheidungszeichen gebunden sind, also moglicher Weise in allen
Coéflicienten des Resultates vorkommen. Auf diese Art bhesitzt
das letztere, sobald die erwihnte Forderung befriedigt wird,
allgemein die Form:

fo(gy bgym, 7y, 1) + [ (g5 @15 Doy byymy 1y, 7y) iy +
13 (g, 5 by by, My 7, 1y)0y s fu(ag, @y by, by mmy 7y, 7)i
wobei £y, fys fay- -fa vorliufig unbestimmt gelassene Func-
tionen der innerhalb der Parenthesen stehenden Argumente re-
présentiren.
Denken wir uns jetzt zwei (n+ 1)-fach complexe Zahlen:
o+ by Ao Aoyt b0 8+ Dt

mit den Modulis:

r, = \/(I,g+({,%+ N T \/bg+bf+ Y
und dem Deviationsproducte:
m=ayb,+ a, b+ ...+ t,11b,4,

derselben Rechnungsoperation unterworfen, so werden die
Funetionen: f,, f,, f;,. - -f» hiebei wohl ihre Werthe aber
weder ihre Formen! noch die Anzahl ihrer selbst

Wird die formale Ubereinstimmung gleich signirter
imaginiirer Bestandtheile in den fiir n =2, 3, 4,... bestehenden Specia-
lisirungen eines und desselben Productes, resp. Quotienten zweier #-fach com-
plexer Zahlen nicht als ein wesentliches Merkmal jeder universellen
Verallgemeinerung des Multiplicirens, beziehungsweise des Dividirens anf-
gefusst, so lassen sich die genannten Grundoperationen auch derart gene-
ralisiren, dass — unter n eine beliebige endliche, reelle Zahl gedacht —
jeder Cogfficient des jeweiligen n-fach complexen Werthes von:

It = (4wl Xy ly+ oo o T )"
ein particuldres Integral der partiellen Differentialgleichung:

2w w2 2w
a2 +W"f + dx3 Ltk dar? =0
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stindigen Argumente verdndern, indem ja die beiden neu
hinzugekommenen Coéfficienten: «,.;, b,.; im Resultate erst bei
i,41 als selbststindige Argumente auftreten konnen.

Es wird daher jede Verallgemeinerung einer Rechnungs-
operation, welche der vierten Forderung gentiigt, insoferne uni-
versell zu nennen sein, als ihre Giltigkeit sich dann gemiiss
unseren letzten Betrachtungen auf alle complexen Zahlen
erstreckt, welchen Punkte einer Mannigfaltigkeit von endlicher
Dimensionszahl correspondiren. Dagegen erschiene es unzulissig,
vonuniversellen Rechnungsoperationen schlechtweg zu
sprechen, weil solche complexe Zahlen, deren geometrische Inter-
pretation Mannigfaltigkeiten von unendlich vielen Dimen-
sionen erfordern wiirde, im Allgemeinen auch keine endlichen
Moduli und Deviationsproducte besitzen und in Folge dessen nur
bedingungsweise eine operative Verkniipfung gestatten,

Die zuletzt entwickelten Gesichtspunkte wurden bisher noch
nie aufgestellt, geschweige denn in irgend einem Zahlensysteme
realisirt, so dass die in dieser Arbeit mitgetheilten Resultate in
sachlicher und zumeist auch in formaler Hinsicht vollstindig neu
sind. Bei ihrer Ableitung war fiir mich vor Allem die Forderung
moglichster Einfachheit massgebend, und habe ich dem-
gemiss meine Auseinandersetzungen gemeiniglich auf die beiden
einfachsten Specialisirungen von », ndmlich » =1, 2 gegriindet,
zumal dieselben im Gegensatze zu simmtlichen tibrigen Specialisi-
rungen vonzn auch der geometrischen Ansehauung zuginglich
bleiben. Um ferner nicht gegen die iibliche Bezeichnungsweise
constanter Coordinaten in der Ebene und im Raume zu verstossen,
sind speciell fiir einfach und zweifach! complexe Zahlen die
Darstellungsformen:

a—+bi, respective: «-bi,+ci,

bildet. Die so gearteten Verallgemeinerungen algebraischer Grundopera-
tionen sind jedoch bei ihrer grossen Complication nur insoferne interessant,
als sie neue, physikalisch wichtige Losungen der bekannten Potential-
gleichung V2V =0 vermitteln, wonach es angemessen erscheint, erst bei
Publication jener Losungen auch deren analytische Grundlagen kurz zu er-
ortern.

t Statt des Ausdruckes: ,zweifach complex“ mag in der Folge die
besser klingende Bezeichnung: ,bicomplex“ gebrancht werden.
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gewihlt worden, wonach man z. B. den drei Zahlen:
Z, = ay+byi e iy, Ly = a,+byii 0y, Ly =az+byi +c31,

die Ausdriicke:

J— 2 2 2 v — 2 2 S— 2 2 2
= \/[‘1+b1+c1’ Ty = \/“z+b§+cz> T3 = \/“‘3"‘[’34‘03
m=a,a,+b b, +c,c,,m—=a,a;+b,b,+c c,my—a,0,+b, by 4,04
als Moduli und Deviationsproducte zuzuordnen hat.

Was schliesslich die mit der Aufstellung der einzelnen For-
meln verbundenen algebraischen Rechnungen anbelangt, so
erfordert deren rasche und bequeme Durchfiihrung die Kenntniss
gewisser identischer Gleichungen, welche einerseits die dem
Ausdrucke:

iy @y Ay
by b, by = ¢
¢ G G
entspringenden Unterdeterminanten:
h = be,—bye,, k = a,e,(—ac,, I = a,b,—ayb,;
hy= bie;—bye,, k= a;e,—a,cy, L= aby—azby;
hy= byc;—0bye,, k,—= ayc,—a,ey, I,—= a,by—asb,

anderseits die den letzteren nahe verwandten Grossen:

& = a,a,—bb,—cic,, ¥ = ab,4+ab,, Z = a,c,+a,cq;

[/

5 — o / .
&= a,03—0b,b;—c,c;, ¥ = aby+asb,, = a,Cc3+a40,;

"= ya,—b,b;—c,0,, F'= a,byrah,, F'= a,c,+asc,
betreffen und ausser den bereits angegebenen Hilfsfunctionen
Ty Ty, T3; m, my, m, und ¢ noch die folgenden:

Uy MA@, M A ay My, = G, CGgMm— Uy M+ C My = ¢,
Uy M=y My — @y My — (5
enthalten. Diese Gleichungen zerfallen in drei natiirliche

Gruppen, deren Charakteristik und weitere Gliederung dem
nachstehenden Schema zu entnehmen ist
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Erste Gruppe
enthaltend Identititen fir A, &, I; Ay, &y, L5 hy, Ky, 1.

(%). Binomische Identititen fiir Producte von &, &, I; &,

kyy U hyy kyy b, inoag, by, cp5 ay, by, ¢y g, by, cqt

b h—ak = —cym+c,ry, ¢ h—al = bm—b,r?,
e k—b,l = —am+ a, r3;

byh—a, bk = cym—e,ry, c,h—a,l = —b,m+0b, 72,
ey k—byl = a,m—a 1l

byh—agk = c,mi—cm,, csh—al = —b,m, + b, m,,

egk—byl = a,m;—a,m,.

— . .2 _ — I
by hy—aj kg = —c,m +e;75, ¢ hy—aly = bym—b,r3,
— 2,
e ey —b, 1, = —a,m +ay7};
by by —a ke, = esm—ce,my, ¢ hj—a,l, = —bym—+b,m,,

e,k —b,l, = a;m—a,m,;

— 2 — 2
by h\—azk, = cgm—c, 73, c;h—agl, = —bym +b, 72,

A ;o 2
eyl —by 1, = agm,—a, 7.

b hy—ak, = cgm—ce,my, ¢ hy—a,l, = —b;m+b,m,,
e k,—b 1, = azm—a,m;

byhy—ayky = —c,m,+c,7%, ¢, hy—ayl, = b,m,—b,rk,
¢ ky—0, 0, = —a, my+ayr;

byhy—azk, = cymy—c,r2, cyhy—ayl, = —bym,+b,r2

cyly—0,l, = agm,—a, 1},
(8B).. Trinomische Identititen fiir Producte von A, %, I;
hyy kyy by by, byl in g, by, cp5 ay, by 0,5 g, by, et
ah+bk+el =0, a,h+bk+c,1 =0,
ah+bk+cyl = g;
ahy+0k +el, =0, agh;+bk;+cl, =0,
hy+bk+0l = —g;
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ayhy+b,ky+cyly, =0, azh,+byk,+cyl, =0,
ahy+bky+cl, = g.

(€)... Identititen fiir die Quadrate: h®, A%, I*; &%, A%
L, kE, 02

W B4 1F = o2p2—m?, RR4+-I 412 = 222—m?,

2 J2 2 — g2,
he+k+-12 =15 —m

(D). .. Identitdten fiir die Producte: Ah,, kk,, I, ; hh,, kk,, i, ;
hohy, by kyy L e

2°

kb 4Kk 4 U, = —mm,+myry, hhy 4k, + 1, = mm,—m 22,
hihy 4k ky +11, = —m m,+mr3,

Zweite Gruppe.

enthaltend Identititen fiir #, 3, z; &, ¥, #/; &, §", #
(§). Binomische Identitéten fiir Producte von &, 7, z;
&, 7,7, &, 9,7 inay, by, e; ay, by, ¢, ag, by, ¢yt
b T—a,j = —c h—b,7%, ¢, F—a,Z2 = b h—cyp?,
e, j—b,2 = —ah;
b, 8—a,§ = c,h—b,r, ¢,&—a,z = —b,h—c,7%,
CY—0,2 = a,h;
b, 7—a,y = a,l, +al,—bym, c,@—az = —a,k,—ak,—cym,
C3J—0,% = ah, +ah,.
b &' —a,§ = —c h;—by?, ¢, & —aF = bh—cp?,
e j—b7 = —a,h;
0, —a,j = agl—al,—bymy, c,&@—a,z' = —azk+ak,—c,m,,
67—, = azh—ah,;
by —a,§' = cghy—Db 1k, ;& —a@ = —bh—e;r?,
e 7 —b,7 = azhy;
by @' —a,§" = —agd—a,l,—bm,, ¢, &' —a, 7 = ak+ak,—cmy,

5l I — .
7" —b,7" = —ah—ayhy;
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7l 7 — .2 7 ! — 22
b, 8" —a, 5" = —c,h,—byr}, ¢, &' —a,7" = byhy,—cyr3,
il — .
67" —0,7" = — a,h,;
2 gl El — 2
by®"—a " = ehy—b,r2, ;@' —a7 = —bgh,—e,r3,

il N —
7" —b,7" = agh,.

()-.. Trinomische Identititen fiir Producte von &, y, %;
Al ol ozl & F S . . .
&, 9,7 &,79", 2" in w, by, ¢;5 ay by, ¢y ag, by, 5t

S DT CE — 412, 4 Ftb T e F = a.r?
@ B+b, G472 = a,r}, a,T+b,§4c,2 = apry,
UgT A0+ 032 = ¢,3
=/ i 5 — 22 =l 57
&+ 0,7 7 = a?, a8+ 0,7 + e = ary,
= ! 1 J— .
T+, + 6,7 = gy}
7! i P~ — .2 I i 1 — w3
"+ 0,§" +,7" = azry, ;&' +b34" +c 2 = a,r,
=1 7 —
8"+ 0,7+ ¢, 7" = g,.
g2, 7% 3, %, 7
¥5 2%

(®).. Identititen fiir die Quadrate: &% 7%,

2 =02 SN2,
T ,y y 270

F2 T2 52— 222 ]2 o2 T2y 22 0
B+GP+2F = rrl—hE, TP+ = i1,
&3 = iR,

(£). .. Identitéten fiir die Producte: #&', 7y, 22'; £&", ", 27"

w—./j//’ y/y// /2’/:

FE + Gy + 77 = —hh +my?, 88" +75§"+72" = hh,+m;?,

.’,vx”+y yll+z/ 1 — —h1h2+m7'§-
Dritte Gruppe
enthaltend identische Beziehungen zwischen &, k, 7; &, k,, I3
hy, kyul, wnd &, g, %, &, 7, #; &, 5, 7.

(¥). Binomische Identititen fiir Producte von A, k, I

. TR
hyy iy Ui by, by, 1, in 7, 3, 7 &, 7, 75 &, 57, 2
B T — —q. 012 2 i — LR
kZ—hy = —ayc,ri+a,ery, 18—hZ = aybyri—a, by,
lj—hkz = —ai +akrl;
I N - _ 2
by @—hg = ¢\9,—a,e0%, L, a—hZ = —b,g, +a,byr?,

Li—kE = a9, — a7
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k,&—h,§ = c,g,—,er%, LE—hE = —byg, +a,byr},

Lj—k,z = wyg,—a, 053

k&' —0y = ¢,9,—zc%, 18 —h7' = —b,g, +azb,7,

lj—k7 = a,9,—a,a0%;

k& —h G = —ageri+aery, L& —hE = agbyri—a b},
Ly —k 7 = —aii+diry;

k@ —hy§ = —cyq, 0,07, L& —hyE = byg,—a by},
LY —h7 = —tyg, + a7

kT —hy" = —cy gy +aye,0, 1&8"—h7 = byg;—azb, 1},
U'—k" = —a,g,+a,azry;

k& —hG' = —cyg,+ ey, L&' —hF = byg—a,b,r%,
Ly'—k 7" = —ayg,+a, a3

ko — Ry = —ageyritayeyrl, LE'—h,E = agbyri—aybyrs,

L' —k7" = —alri+alr}.

(R)... Trinomische Identititen fiir Producte von &, &, I

hiy Ry Ly hyy by, b, 0 7,9, % &, 7,75 &y, 7
B+ G+1LZ = —a,g—hm, hI+kj+1E = a,g—h,m,
hE+kij+1z = —hm;
e + k' + 17 = a,g—hm,, h,& +ky§ +1,7 = ag—h,m,,
h&@ + kg +17 = —hm,;
ha" + k" + 12" = a,g—hm,, h&"+kG"'+17" = —a;9—hm,,
hy &+ b, §" + 1,7 = —h,m,.

(8)... Identititen fir A% hk, hl; B2, bk, bl 5 B2, hyky, Byly:
mE—h? = a4+ art—rYk, mf—hk = a,0,7*+a,b,7%,
mE—hl = a, e, +a, et
mE—hE = &+ ¥, mG—h ik, = @b+ a, b2k,
mE—hl, = agesri+a,er%;
My E'—hE = adri+alri—rirl, my§'—hyk, = abri+ by},

— 2 2
my'—hyl, = aze,ri+a,c,ry.
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Die vorliegenden eilf Gleichungssysteme, von deren allge-
meiner Giltigkeit man sich bei einiger Vertrautheit mit der
Theorie der Determinanten und Formen theilweise ohne jede
Rechnung ! iiberzeugen kann, ermdoglichen zumeist bedeutende
Vereinfachungen der urspriinglich resultivenden complicirten
Ausdriicke, und zwar sind es speciell die Gleichungssysteme
(B), (©), (%), (@), welche in diesem Sinne besonders hiufig zur
Verwendung kommen.

Es erscheint jetzt noch geboten, die Gliederung meiner Ab-
handlung in Kiirze anzugeben. Wie schon der Titel derselben
besagt, existiren unter den hier geltend gemachten Ge-
sichtspunkten im Ganzen zwei universelle Verallgemeine-
rungen algebraischer Grundoperationen, welche zwar theilweise
formal identisch sind, aber dessenungeachtet getrennt discutirt
werden miissen. Wihrend ndmlich fiir die erste Verallgemeine-
rung der Modulus eines Productes beliebig vieler Factoren mit
dem Producte der Moduli der letzteren zusammenfillt, ist er in
der zweiten Verallgemeinerung demselben nur proportional,
und konnen in Folge dessen fiir diese Generalisation Producte
von zwei oder mehreren Factoren verschwinden, ohne dass
ein einziger Factor gleich Null wird.

Fiigen wir daher zu den vier erwdhnten Forderungen noch
die fiinfte hinzu, dass die Verkniipfungen irgend zweier n-fach
complexerZahlen durch Addition, Subtraction, Multiplication oder
Division fiir die Moduli der betreffenden Resultate die-
selben Gesetze zu liefern haben wie fiir einfach com-
plexe Zahlen, so kommt iiberhaupt nur eine einzige universelle
Verallgemeinerung in Betracht. Es ist jene, welche in den ersten
finf Paragraphen dieser Abhandlung auseinandergesetzt wird.
Die 8§. 6—9 enthalten die Darlegung der zweiten universellen
Verallgemeinerung, §. 10 endlich betrifft die einfachste Formu-
lirang des Functionsbegriffes fiir ein =-fach complexes
variables Argument.

1 So bilden z. B. die Identitiiten (€) und (&) einfache Specialisirungen
der bekannten, von Euler herrithrenden Gleichung:
(w022 —22) (W' 222y 2'2) =
= (ww'—zz'—yy' —22' )2+ (wa'+w'v+yr —y'z) 2+
=+ (wy' +w'y+-a's—az' 2+(wr' +w'r-xy —a'y)2.
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g 1.

Erste Verallgemeinerung der Addition.

Addirt man zunéichst zwei beliebige einfach complexe
Zahlen: Z, — a, + b,4,, Z, = a,+ b7, so erhalten die Co&f-
ficienten: #, y ihrer Summe: «+y, bekanntlich die Werthe:

T =y, y = b+,
deren gegenseitige Beziehungen sich, wie folgt, pricisiren lassen:

1. Die Summe der Quadrate von « und y ist gleich der
Summe der Quadrate der Moduli von Z, und Z,, vermehrt
um das doppelte Deviationsproduct des Zahlenpaares.

2. Die Summe der Producte von « und y in die gleichnamigen
Coéfficienten von Z, resp. Z, ist gleich dem Quadrate des
Modulus von Z, resp. Z,, vermehrt um das einfache
Deviationsproduct des Zahlenpaares.

Diesen Siétzen entspricht die nachstehende analytische
Characteristik der Addition zweier einfach complexer Zahlen:
Zwei derartige Zahlen: Z,, Z, addiren, heisst, eine
neue Zahl: w+yi, suchen, deren Codfficienten die
Gleichungen:

1).  aP+y? = ri+ri+2m,

©2).. a@+by =1i+m,

(3).  ww+by=1r;+m
befriedigen. — Um jetzt auch zn priifen, ob die hier gegebene
implicite Definition ohne jede Einschridnkung gilt, be-
stimme man x, y einerseits aus (1) und (2) anderseits aus (1)

und (3), wobei ausser den geforderten Werthen von # und y im
ersteren Falle noch das Werthsystem :

26,1 2a/l
By =ty ey Yy =b +b,— 2
1
und im letzteren analog:
20,1 2a,l
@, :al+a2—7_—22, Yp =0, + 0, +—1,2z
2 2

als zweite Losung resultirt. So lange also die Differens:
! = a,b,—a,b, von Null verschieden ist, characterisiren die
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Gleichungen (1) und (2) im Vereine mit (3) ausschliesslich
die vorgeschriebenen Werthe von z, y.

Wird ferner { = 0, ohne dass », oder r, verschwindet, so
coincidiren zwar die Relationen (2) und (3) gemiss der Proportion:

wr+by a (alazw + a261y> _a
ax+by e, \qa,x +abyy/ T a,

sachlich mit einander, zugleich aber entfallen jene Zusatzglieder:

26,1 2a,l 20,1 2a,l
1 S 272 2

durch welche sich x; , y, resp. «,, y, fiir / 2 O von # und y unter-
scheiden, d. h. die Characteristik von = und y bleibt nach wie
vor eine eindeutige. Dasselbe gilt, wenn einer der beiden Moduli,
z. B. r,, sich auf Null reducirt, und (2) daher in 0 =0 iibergeht,
weil dann die beiden Losungen der iibrig bleibenden Gleichungen
(1) und (3) wegen 7, > O ebenfalls einander gleich werden.

Ist endlich », = r, = 0, so liefert unsere Definition aller-
dings nur die einzige Bestimmungsgleichung: x*4-y* = O, aber
da die Summe der Quadrate beliebig vieler reeller Grossen nur
durch das Verschwinden jedes einzelnen Summanden gleich
Null werden kann, resultirt wieder nur eine einzige Lisung,
nédmlich: # =0, y = 0.

Im Anschlusse hieran ergibt sich fiir die additive Ver-
kniipfung zweier n-fach complexer Zahlen gewissermassen
von selbst folgende implicite Definition: Zwei n-fach com-
plexe Zahlen: Z,, Z, addiren, heisst, eine neue Zahl:

By + Byt 4 2oty + Tyl
suchen, deren Coé&fficienten den Gleichungen:
4).. .22+ 22+ 2+ .. 2k =i+l + 2m,
(B). -ey@y+ a2 + @@y + . .+ @@, =12 4+m,
(6).. bywy + b2y + by, +. ..+ b, =2+ m

gentigen.! — Thre Auflssung unterliegt keinen weiteren Schwie-

1 Die correspondirende Grassmann’sehe Definition lautet: ,Zwei
extensive Grossen, die aus demselben System von Einheiten abgeleitet sind,
addiren, heisst, ihre zu denselben Einheiten gehorigen Ableitungszahlen
addiren, d. h. Zae+3fBe = 2 (a+f)e.¢
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rigkeiten. Setzt man ndmlich — unter u, ,, u,,. .u, vorliufig
unbestimmte Grossen verstanden —

@y = g+ by +1y, T = a;+b +uy, 2y =ay+b, +u,,

Ty = 0,4,

so verwandelt sich (4) nach Substitution der Werthe von 72, #2
und m in:
wE+ud w4 Uk +
+ 2(aguy + a1y + aty .o @ U,) +
+ 2(byrey + byry + by, + .. .+ byu,) =0,

wihrend anderseits aus (5) und (6) die Relationen:

Aothy - gty + a1ty + . oo+ au, =0,
byt + by +byuy + ... +bu, =0

hervorgehen. Auf diese Art entspringt der Vereinigung von (4)
(5) und (6) die Bedingung:

W+l + .. +ul =0,

welche gemiss unserer fritheren Bemerkung lediglich durch die
Annahmen:

4y =0, uy, =0, u, =0,...0, =0

befriedigt werden kann. Die so erhaltene Verallgemeinerung der
ersten Grundoperation:

(). Z,+ Z, = (ay+0by) + (a,+b,) i, + (a,+b,)3, +
v (an + by)e,

istiberdies eine universelle, denn ihre Form bleibt unveriindert,
wenn man von zwei n-fach complexen Zahlen zu zwei (n+1)-
fach complexen Zahlen iibergeht.
Aus diesem Grunde gelangt man auch durch Discussion von
(7) zur Kentniss der allgemeinen Eigenschaften der Operation
des Addirens, welche am iibersichtlichsten in nachstehender
Fassung wiederzugeben sind:
(I). Die Addition zweier »-fach complexer Zahlen liefert fiir:

by =—ay, b, = —a,,...0 = —a,
Sitzb. d. mathem, -naturw. Cl. XCI. Bd. II. Abth. 16



242 Simon'y.

stets eine reelle Summe, dagegen in allen iibrigen Fillen
eine wenigstens einfach, hochstens n-fach complexe Zahl.

(ID). Die Addition ist allgemein commutativ!und associativ,?
da einerseits die Codfficienten von (7) als symmetrische
Functionen ihrer Argumente: «,, by; @, b,5.. a,, b, bei
einer Vertauschung der Summanden unveréindert bleiben,
anderseits die Anwendung der in (7) préeisirten Additions-
regel auf drei beliebige n-fach complexe Zahlen:
Z,, Z, und

Zy = cytcpi iy + . . ACuiy
zu den Gleichungen:
(Z, + Zy) + Zy = (uy~+by+ co) + (ay+by +e))iy +
+(ty+by4¢) iy + . .+ (tn+by+0,)i, =
= Z, + (Z,+ Z,) fithrt.
(IIT). Der Modulus: » der Summe: Z, + Z, besitzt kraft der Glei-

chung (4) und der bereits festgestellten geometrischen
Bedeutung von m allgemein den Werth:

8). = \/r+1+ 2, cosh,

ist also niemals grosser als die Summe: 7, + r, und niemals

kleiner als der absolute Betrag der Differenz: r,—,.

Wie man sieht, entspricht der letzte Satz sachlich und
formal dem bekannten Modulsatze fiir die Summe zweier ein-
fach complexer Zahlen und kann daher auch in genau der-
selben Weise auf die Summe von beliebig vielen, 7-fach com-
plexen Summanden ausgedehnt werden.

1 Dieses Wort riithrt ebenso wie der bereits friiher gebrauchte Aus-
druck ,distributivé von Secrvois her (siche dessen im V. Bande von
Gergounne’s Annalen publicirte Abhandlung: ,Essai sur un nouveau mode
d’exposition des principes du caleul différentiel,“ p. 98), der beide Adjec-
tiva urspriinglich behufs einer sprachlichen Characteristik der Functional-
gleichungen:

Fle@]=¢[f@)], f@+y+..)=F@)+ G+...
eingefiihrt hat.
2 Dieses Wort ist wahrscheinlich zuerst von R. Hamilton gebraucht
worden.
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§ 2.

Erste Verallgemeinerung der Subtraction.

Definiren wir diese zweite algebraische Grundoperation ent-
sprechend ihrer wispriinglichen Bedeutung allgemein als Um-
kehrung der Addition, so sind hiemit auch die Coéfficienten:
L Loy Ly - En der Differenz:

Zi—Zy = Xy + Lyt F Lyl + - A Luls

gweier beliebiger n-fach complexer Zahlen: Z,, Z, indirect
prieisirt. Gemiss unserer Definition muss nimlich die Summe
von Rest und Subtrahend den Minuend liefern, mithin eine Ver-
tauschung der Grossen:

Ugy (Uyy Uyye (5 Toy By Byyo o &, Mit:

Tos Lys Laye o o Lns oy gy yye v oty
in den Relationen (4), (5) und (6) zu den fraglichen Bestimmungs-
gleichungen von g, t,, &,,. .r. filhren. Man erhilt so vorldufig
die Beziehungen:

i e e I T

4+ 2(byxy + 0,1, + byr, 4. . .+ 02),

ULy F X -+ @ty + - . . @k, =
o e ok e S S - e ey S e S R T
m =g+ bk + byt 0, +. bl
und hieraus fiir die Aggregate:
LT+ L G+l Gl 4 Wy,
boty +0iky + bk, + . <+ bl
die drei weiteren Gleichungen:
@) gLt =i —2m,
(10). . gk + 4y + a2, + - o - L, = 1 —m,
A1). boky +byxy + byl + - Fbak = m —13,
welche sich ihrerseits aus (4), (5), (6) durch Vertauschung von
Ty &y, Byyo 2yy by, by by, b, mit:

Los Ly Loy <Lns _bm '—bi’ '_b27' . —bn
16 *
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direct gewinnen lassen. Dieselbe Vertauschung verwandelt
daher allgemein Z, + Z, in Z,—Z,, d. h. es ist
(12)...2,—Z, = (ay—b,) + (&;—b,) ¢, + (a,—b,)i, +
-+ (“71_1)71) i7z-
Schliesslich folgt noch fiir den Modulus: 7 dieser Differenz.
aus (9) die einfache Formel:

(18). .F= \/r2+r:—27rr, cosh,

kraft welcher die Verallgemeinerung des dritten in §. 1 auf-
gestellten Satzes auch fiir die algebraische Summe beliebig
vieler n-fach complexer Zahlen giltig bleibt.

8. 3.

Erste Verallgemeinerung der Multiplication.

Der Versuch, auch die dritte algebraische Grundoperation
universell zu verallgemeinern, wird zuniichst durch die Thatsache
nahegelegt, dass die Coéfficienten: x, y des Productes zweier
einfach complexer Zahlen:!

Z,Z, = (a,ay—0,0,) + (a,by+a,b,) i, = v+ yi,

folgende Eigenschaften besitzen:

1 Es erscheint hier am Platze, auf jene originellen Betrachtungen
hinzuweisen, durch welche R. Lipschitz (s. den 1877 zu Bonn erschienenen
ersten Band seines Lehrbuches der Analysis, p. 79, 76) den Begriff einer
einfach complexen Zahl und die Ausfiithrung algebraischer Grundoperationen
mit solehen Zahlen erliutert:

yDa es sich als unmé glich herausstellt, die Summe von zwei Qua-
draten: ¢2-02 als ein Product von zwei Factoren darzustellen, die in Bezug
auf o und auf b vom ersten Grade sind, so hat man ein Rechenzeichen
und ein zugehoriges Rechenverfahren ersonnen, wodurch eine solche
Darstellung der Form nach erhalten wird.%...,Ein solches zu dem
genannten Behufe eingefithrtes Rechenzeichen ist die aus der negativen
Einheit gezogene Quadratwurzel: = V' —1, und mit Hilfe dieses Rechen-
zeichens, dessen Quadrat immer durch die negative Einheit ersetzt werden
muss, entsteht die formelle Zerlegung der Summe ¢2+52 in ein Product
von zwei Factoren:

(1. ..a?+ 02 = (a+02) (a—0b).
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1) Die Summe der Quadrate von a und y ist gleich dem
Producte der Quadrate der Moduli von Z, und Z,.

2) Die Summe der Producte von # und y in die gleichnamigen
Cosfficienten von Z, resp. Z,, ist gleich dem Quadrate des
Modulus von Z, respective Z,, multiplicirt mit dem reellen
Bestandtheile von Z, respective Z,.

Da sich némlich die in 1) und 2) aunsgesprochenen Glei-

chungen:

(14). . .a* + y* = 20,

(15). e+ b,y = a, %,

(16). .ay@+ by = a7}
anf dieselben Functionen von & und y wie (1), (2) und (3)
beziehen, liefern sie auch eine analoge Generalisation fiir die
Characteristik des Productes zweier n-fach complexer Zahlen:

2,72, = vy + @0, + @yly + . . A Xyt

wobei man iibrigens bald zu der Einsicht gelangt, dass die so
gewonnenen allgemeinen Relationen:

A7), at+at+al+. . +ah =],

(18). .aywy + @@ + @@y + . .+ 2, = byr?,

(19). . bgwy + by + bywy + . . . 4+ by, = s
an und fir sich nur mehr fiir » = 2 zur Bestimmung der
fraglichen Cogfficienten: @, @, #,. .x, ausreichen.’

Es kann daher der hier eingeschlagene Weg ausschliesslich
unter den nachstehenden Bedingungen zum Ziele fiihren:

sDie Regeln fiir die Grundoperationen der Rechnung mit
complexen Grossen miissen so beschaffen sein, dass sie die
Gleichung (1) nach sich ziehen. Sie miissen daher der Form nach
aus den Regeln fiir die Grundoperationen der Rechnung mit beliebigen
reellen Grossen abgeleitet werden, wihrend die Regel hinzukommt, dass
iiberall das Zeichen 72 durch die negative Einheit zu er-
setzen ist.

1 Verbindet man die aus (17), (18), (19) fiir n = 3 resultirenden Be-
stimmungsgleichungen der Coéfficienten: xo, a;, 4, 5 des Productes zweier
dreifach complexer Zahlen: Z,, Z, noch mit der, durch die explicite
Definition des Productes zweier einfach complexer Zahlen nahegelegten
Forderung, dass ,, @y, s, @3 zugleich rationale ganze Functionen
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1*) Die Losungen der aus (17), (18), (19) fiir das Product
zweier beliebiger bicomplexer Zahlen:

(g + byiy + eyiy) (ay + byty + ¢y0y) = @ + i, + 2,

resultirenden Bestimmungsgleichungen:

(20). . 2P+y?+2? =k,

@1). e +by+ ez = ay},

(22). .ayx+ byy + ¢z = ap?
miissen die diesbeziigliche Specialisirung unserer vierten all-
gemeinen Forderung:

&+ Yyl + 2y, = fo(ay, ay, my 7y, 7,) +
+ f1(ag; byy gy byy my 745 7,8y [y (s €4 gy €5y My 75 7)1,

in der Weise befriedigen, dass eine Vertauschung von
b, b, mit ¢,, ¢, gentigt, um den Coé&fficienten von 4, in
jemen von 4, zu verwandeln. — Denn liessen sich f, f,
nicht in diesem Sinne auf einander beziehen, so wiirde beim
Ubergange von bicomplexen zu n-fach complexen Zahlen fiir die
Bildung der Functionen: f;, f,,. .f, jede sichere Directive
fehlen.

2%) Die im Falle des Zutreffens der ersten Bedingung ohne
weitere Rechnung construirbaren Functionen: £, f,,. .f, miissen
im Vereine mit £, £}, f, gleichzeitig reelle Wurzeln von (17),
(18), (19) vorstellen.

Neben diesen beiden, die Formen der jeweiligen Losungen
characterisirenden Bedingungen muss schliesslich noch eine
eigenthiimliche Beschriinkung hinsichtlich der Anzahl der
Losungen geltend gemacht werden, welche bereits in der Dis-
cussion der Gleichungen (14), (15) und (16) zum Ausdrucke
kommt. Hiebei zeigt sich nimlich, dass jene Losungen:

VO ag, ay, Go, g} by, by, by, by vorstellen miissen, so ergeben sich fiir das
in Frage stehende Product dieselben zwei Werthe, welche der
Quaternionen-Caleul fitr Z,Z, und Z,Z, liefern wiirde, sobald
man ¢, ¢, 3 mit dessen sogenannten Einheiten: ¢, j, k'ver-
tauscht. Auf diese Art begriinden die Fundamentalgleichungen (17), (18)
und (19) indirect auch eine neue Auffassungsweise der Quaternionen, wobei
denselben jedoch nicht Punkte des Raumes, sondern solche einer vierfach
ausgedehnten Mannigfaltigkeit zugeordnet werden.
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@ =y + 00y, Yy = b ¥ =, + 0,b,, y, = +1,
welche fiir / s O den Gleichungen (14) und (15) resp. (14) und
(16) zugehtren, fiir /=0 alle drei Relationen befriedigen,
ohne gleichzeitig in die vorgeschriebenen Werthe von
2 und y tiberzugehen.

Sobald demnach eine Rechnungsoperation durch ein System
von Gleichungen zwischen den Coéfficienten der operativ zu ver-
kniipfenden Zahlen und des Resultates der Operation charac-
terisirt wird, erheischt eine derartige implicite Definition ge-
meiniglich noch einen beschrinkenden Zusatz, der sich am
einfachsten, wie folgt, formuliren lisst: In allen Fillen, wo zwi-
schen den Coéfficienten der gegebenen Zahlen irgend welche,
die Anzahl der betreffenden Definitionsgleichungen
reducirende Beziehungen stattfinden, kommen fiir das Resultat
der Operation nur solche Losungen in Betracht, welche zu-
gleich in den allgemeinen Losungen jener Definitions-
gleichungen als Specialfille enthalten sind.?

Der angefiihrte Zusatz tritt sofort bei den Definitions-
gleichungen der Multiplication zweier einfach complexer
Zahlen in Kraft, weil die Annahme: / = 0 die Relation (16) zu
einer nothwendigen Folge von (15) macht, d. h. die Anzahl der
Definitionsgleichungen in der That herabsetzt. Auf diese Art
wird die Losung:

& =at,+bb, y=0
definitiv ausgeschieden, und bilden die vorgeschriebenen
Specialisirungen von « und y nunmehr auch fir /=0 die
allein in Betracht kommenden LOsungen fiir « und y.

Nachdem hiemit die leitenden Gesichtspunkte fiir eine
Bearbeitung der allgemeinen Gleichungen (17), (18) und (19)
gewonnen sind, besteht unsere niichste Aufgabe darin, die Rela-
tionen (20), (21), (22) als die drei wichtigsten Specialisirungen
von (17), (18) und (19) vollsténdig zu erledigen.

Zu diesem Zwecke setzen wir, weil die aus (20), (21) und
(22) ableitbaren Resolventen fiir 2, y, 2:

1 Diese Beschrinkung verliert ihren willkiirlichen Character erst
durch den Nachweis, dass die betreffenden allgemeinen Losungen zugleich
in dem frither definirten Sinne universell sind.



248 Simony.
(2ri—m*)a* + 2{a,(c,k—0,0) r2—a, (c,f—b D) r}}le =
= W2t —(ay b2 —a, b 22 —(aye,ri—a,c,73)%,
(2ri—m?) y?— 2{a,(c h—a, ) ri—a, (e, h—a )13}y =
— 122y . . 2 X
= B (i) — (a0 12,
(ra2—m?) 22+ 2{a, (byh—a, k) ri—a, (b h—a, k) 73}z =
— 222 . . 2 .
= Prirg—(apt—di)*—(aybyri—a,b,77)?
infolge des complicirten Baues ihrer Coéfficienten vorldufig nicht
weiter verwerthbar sind, allgemein:
@ = ht+u, y=kt+v, r=lt+w
und gewinnen so unter Beniitzung der Identititensysteme ()
und (€) die Beziehungen:
(22—m?) 2 + 2 (hu + kv + lw)t 4 u® + v + w? = %%,
a—+bw 4 cow = a?, au+ by + cyw = a0k,
welche im Ganzen vier unbestimmte Grossen: ¢ «, v, w ent-

halten und daber noch die Aufstellung einer viertem arbitriren
Relation ermdglichen. Als solche diene die Bedingung:

hw + kv + lw = —hm,

deren Combination mit der zweiten und dritten Transformations-
gleichung gemiss den Identitdtensystemen () und (R) fiir «, v, w
unmittelbar die Werthe:

U=& v=7, w=232

liefert, so dass jetzt nur mebr die erste Transformationsgleichung
zu erledigen ist. Dieselbe verwandelt sich nach Einfithrung der
Identitit:

u? v+ w? = B+ G+ 2P = i —R?

und der im Folgenden beibehaltenen Abkiirzungen:
T,—M =P, vy M= ¢
augenscheinlich in die cinfache quadratische Gleichung:
pet*—2hmt—h* =0

mit den beiden, fiir alle reellen Specialisirungen von
4y, by, €5 ay, by, ¢, reell bleibenden Wurzeln:
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gy b, k) b

S VY P4 q

wonach die vollstindige Losung von (20), (21) und (22) durch
das Gleichungssystem:

b

gx1:f+’f, ylz"lj—l-]li, z,:i+h—l;
©. ! p P' »
I % _ hk R Y/
3,"2:{5'——?, yz :y—?, zzzz—?

gegeben erscheint.

Ihre Discussion gestaltet sich am einfachsten, wenn man die
erhaltenen Resultateg e om etrisch interpretirt, also der Beziehung
(20) eine aus dem Ursprunge: O eines rechtwinkligen dreiaxigen
Coordinatensystems mit dem Radius: »,», beschriebene Kugel-
fliiche und den Relationen (21), (22) zwei Ebenen zuordnet,
deren Schnittlinie gemiss ihren characteristischen Gleichungen:

le = h(z—2)+ 1T, ly = k(z—2)+1j
beziiglich der drei Halbaxen: OX, 0Y, OZ die Richtungscosinusse:

cos h oS k cos ¢
=, . — — = V= ——
4 P Vg

besitzt. Diese Gerade trifft die Kugelfliche fiir 2 2 O jederzeit in
zwei Punkten mit den Coordinaten: w,, y,, %,; @,, ¥,, %,, wihrend
fir A = O zwei Fille in Betracht kommen, je nachdem die
Nenner: p, ¢ gleichzeitig von Null verschieden sind, oder aber
entweder p oder ¢ verschwindet. !

Im ersten Falle reduciren sich die Werthsysteme (e) auf die
einzige Losung:

(e". . x=a, y=179, » =3,

wobei die Relationen der Schnittlinie kraft der fir A =0 ein-
tretenden Specialisirung von

h# + ky + 12 = —lm, némlich: kj — —Iz
die einfachen Formen: x =& yj+ 2% = J*+7*

1 Fiir p = ¢ =0 ist nimlich auch »;7, =0, also eindeutig: a =0,
¥=0, 2=0, so dass dieser Fall keine besondere Discussion erfordert.
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annehmen, d. h.: die Gerade tangirt dann jenen Kreis, in welchem
eine zur Ebene Y O Z im Abstande & parallel gelegte Ebene die
Kugelfliiche durchschneidet.
Im zweiten Falle verschwinden kraft der Identitit:
PP+ 1P =pgq

neben % auch £ und 7, so dass allgemein:

yr+by+ez  a <a1a2a’: + a,b,y + uzclz> 4

@ + by 4z Ty \a @ b,y + a,6,2 a,

wird, d. h. die vorgelegten Gtleichungen besitzen in diesem Falle,
rein analytiseh aufgefasst, insoferne unendlich viele
Liosungen, als fiir @, y, « die Coordinaten aller Punkte substituirt
werden konnen, welche die Kugelfliiche mit der einzigen, durch
(21), (22) characterisirten Ebene gemein hat.

Um nunmehr zu entscheiden, welche von den unendlich
vielen, fiir @, y, # analytisch zuldssigen Werthsystemen sich auf
das Resultat der durch (20), (21) und (22) implicit definirten
Rechnungsoperation beziehen, driicken wir die Coéfficienten
der drei quadratischen Resolventen fiir @, y, z durch &, £, I, p, ¢,
&, J, = aus und gewinnen hiedurch nach Anwendung der Iden-
titdtensysteme (), () und (L) die relativ einfachen Gleichungen:

pqa*—2(pq& + h*m)x = (h* + p&) (h*—¢T),

Py —2(pqy + hkm)y = (hk + p¥) (hk—q7),
pqr—2(pqz+him)yz = (hl+ pz)(hl—q2),

welche speciell fiir 2 — 0 in:

pee—aP =0, pey—y*=0, pe(x—2>=0
iibergehen, mithin das Werthsystem (¢*) als eine von den
jeweiligen Specialisirungen der Gréossen p, ¢ vollig
unabhingige Losung characterisiren.

Aus diesem Grunde sind wir berechtigt, den bereits fir 2 —= 1
unentbehrlichen Zusatz beztiglich der Anzahl der Losungen hier
derart zu verwerthen, dass wir fiir die Coéfficienten: z, y, z des
Productes Z, Z, auch bei verschwindendem p oder ¢
lediglich das Werthsystem (e*) zulassen, respective die Multipli-
cation zweier bicomplexer Zahlen fiir A — O allgemein als eine



Uber zwei universelle Verallgemeinerungen ‘cte. 251

eindeutige Operation betrachten. Es ergibt sich daher
schliesslich die nachstehende explicite Definition des Multi-
plicirens fiir den Specialfall: » = 2:

ay + by, + ¢ty mit @, + by, + ¢, multipliciren, heisst,
diesen Zahlen fiir b,¢,S0b,c, zwei neue, hochstens bi-
complexe Zahlen: @, +y,i, + 2,4, T, + Y,i, + 2,5, dagegen
fir b,c,=b,c, eine einzige, hochstens bicomplexe Zahl:
& + Ji, + Zi, zuordnen.

Die weitere Frage, ob die gegebene Definition auch eine
universelle Verallgemeinerung gestatte, erfordert vor Allem
eine Umformung von =z, ¥,, %5 &,, ¥,, %, in solche Ausdriicke,
welche die speciell auf bicomplexe Zahlen beziiglichen Hilfs-
functionen: A, k, [ nicht mehr enthalten.

Diese Transformation wird durch die unmittelbar aus (e)
hervorgehenden Formeln:

5y = B}, gy = (g,

5= {1y 7—(mz—hl)};
1 i . 1 _ _
vy = o (nE ), 9y =+ (),
1 _ _
2, = 7 {r 7%+ (mz—hi)}

und durch das Identititensystem (¥) vermittelt, indem die Ver-
tauschung der Differenzen:

m&—h?, my—hk, mz—hl
mit den, ihnen #quivalenten Ausdriicken:
2,.2 2.2 22,2 "2 .2 -2 .2
ay 4+ @ri—arird, a,byrt + by a,c,rt 4 a0k

auf folgende Endresultate fiihrt:
o T . . . .
Ty = 7172_? (ayr—wyry)% yy = 7 (ayry—a;ry) (byry—0y7y),
1
= (ayri—-ayry)(cri—ey1y);
L1 . 2 . _1 . . . b
x, = 7 (ayry a1y 2—ry7y, Yy = ?((t211+a112)(bz11+ 7))

1
2, = N (ayry a2y er, +ey1y).
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Dieselben lassen sich, da sie der ersten, frither aufgestellten
Forderung geniigen, offenbar direct fiir n-fach complexe Zahlen
generalisiren und liefern so die beiden Werthsysteme:

1
I — o . )2
T, = rr,— » (byr;—ayry)?,

1
o= — P (bgry—atgry )(byry—ayry),

M- .. 1
T, = — ? (bory—ayry)(byr;—ay1y),
@, = —% (bors—ttgr ) (bury—atury) 5

1
—_ . N2
"= (bory g1y P—ry7y,

1
= 7 (bgry +agry )by +ay1,),

1
@) = Il (bgry gy )(byry +aty7y),

1
U 7 (Dyry +agry)(bury +ayry),

deren Brauchbarkeit nur mehr an die Bedingung gekniipft ist,
dass die allgemeinen Definitionsgleichungen: (17), (18) und (19)
durch Substitution von:

x), 2\, x,. .}, beziehungsweise: a, o}, 2},.. .2}

fiir z, #,, @,,...x, identisch erfiillt werden miissen,

Der diesbeziigliche Nachweis ist zuniichst fir das Werth-
system () leicht zu erbringen, indem die Aggregate:

xR+ .. AR, @+ ad e+ anal,

bovh + b, 2|+ b2+ . .. +b,2,
bei Anwendung der einfachen Identitsiten:
- . \R . . \2 g o )2
(bgry—ayry) 2+ (b, 1y —ayry )P4 (b —ayry) . ..
+ (b —aary)? = 2pry7,y,
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g (byry—tgry) (b1 —a, 1) 4ty (byry—ayr,) + .
+ n(brry—ary) = —pry,
bo(byry—ayry) b, (byr—a, 7)) by (byr —ayry) + .
+0,(bury—a,) = pr,
der Reihe nach in die Ausdriicke:
29,7

il — ; 2 (bory—atyry)* + — (bo’ —ayry)* (2pryry),

Ao 7y — ‘1;‘ (bo 7'1“”0”2) (—pr))

1
bory 1y '_7 (borry—agry) (pry)

iibergehen, also nach wenigen, unmittelbar ersichtlichen Redue-
tionen die vorgeschriebenen Werthe: 7% 3, byr%, ayr? erhalten.

Mit der Brauchbarkeit des ersten Welthsystems erscheint
aber auch jene des zweiten in dem hier geforderten Sinne be-
wiesen, denn eine Vertauschung von », mit: —r, ver-
wandelt a), 2}, 2}, x), sofort in: aff, ¥, 2, zy,
ohne die Relationen (17), (18) und (19) irgendwie zu veréndern.

Um unsere letzten Ergebnisse jetzt noch analytisch zu
vervollstindigen, bediirfen wir eines Systems von Formeln,
welche eine directe Vergleichung der Werthsysteme (f), ({*) mit
(e), (e*) ermbglichen, sich also in analoger Weise wie z,, z,;
Yi» Yo %, %, aus je einer rationalen ganzen und einer irrationalen,
bedingungsweise verschwindenden Function der jeweiligen
Zahlencoéfficienten zusammensetzen.

J 5 1o 31 o W/ R | /. / 4
Zu diesem Zwecke miissen die in ), x]/; ), 2/;. .z, &)

vorkommenden binomischen Factoren mit einander multiplicirt
und die jeweiligen Coéfficienten von »,», in die betreffenden
Ausdriicke als selbststindige Zusatzgrossen eingefiihrt wer-
den, woraus unter Beniitzung der Hilfsfunctionen:

1)2

folgende zweite Darstellungsweise von (f), ( {*) resultirt: !

— — 22 2
d = m—ayb,, d, = ri—a;, d, =1}

1 Wollte man die Zihler der hier gegebenen Ausdriicke als Func-
tionen von Gréssen darstellen, welche den Differenzen %, %, / auch in for-
maler Hinsicht zugeordnet sind, so wiirde hiedurch die Complication der
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/ 1 Z 12
@) = ayb,—d + n (d,d,—d?),
) = a,by+ayb, + 2—1){bo(aid——bldi)+u0([)1d~a1(lz)} )

&, = a,by+ayb, + 21—}{bo(azd———bzdi)+a0(bzd—a2a’z '

@, = ,by+ayb, + Zi){bo(an(l—bn(ll)+a0(b”(l—an(12)};

] = agby—d — % (d,d,—d*),
) = a,by+ab, — % {bola,d—b,d))+a,(b,d—a,d,)},

= a4y byt tyb, — % {0y (tyd—bydy)+ ay(byd—ay )},

1
= ayby+ayb, — 7 {0o(and—0,d,) +ay(b,d—a,d,)} .

betreffenden Resultate fiir grossere Werthe von » nicht unbetrichtlich er-
hoht werden. Dagegen liefert die angedeutete Transformation speciell fiir
das Product zweier dreifach complexer Zahlen:

ay+by% ~c105+-dits, agtbati—-colr+dyig
nach Einfithrung der Hilfsfunctionen: 4, %, / und:
B =bydy—bydy, B =eidy—eydy, k' = ayd) —ayd,
in der That noch sehr iibersichtliche Resultate, nimlich:

ajay;—biby—e co—d dy 4 % (P2—A"2-0""2)
gy o (B ) oo+ ot (it
—+ {a,dy+ay d2+%(llll—’l”/f)} iy und:
aja—biby—ecyco—dy dz—%(k9+h’2—|—ﬁ”2) —+
—+ {agbi+ay 62—%(&’64—]&%")} i+ {ach—l-alcg——:ql—(kl—}—k”lt')} T+
- fagdyt-aydy— % B 1—1" By} i,

wobei sich ausserdem fiir »3§ die in der Euler’schen Identitit nicht ent-
haltene Zerlegung: 731§ = h2—+-A"24-h"24-k2+-k'2+2-m? ergibt,
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Hienach konnen die Grossen: zf, xy; @}, ; h, @
nicht allein fiir » — 2, sondern auch fiir beliebige hohere Werthe
von n bedingungsweise mit einander coincidiren, vorausgesetzt,
dass die Coéfficienten: a,,...a,,...a,; 0;,. .0,,...b, — unter

ay b3 #yy--.%,. %, irgend welche reelle Zahlen verstanden —

den Relationen:
©. 5a1 TSty e O T ARy e Oy = (U
{blzbzl,...bs:bxs, b, = bz,
entsprechen, und demgemiss d, d,, d, als Producte eines und
desselben Factors:
A+ =
in ab, «*, 0* auftreten. Fiir diese Annahmen verschwinden ném-
lich die Coéfficienten von «, und 4, kraft den Gleichungen:
dd,—d?* = (a?e})(b* e)—(abed)* = 0,
a,d—Db,d, = (ax;)(abel)—(bz)(a*e?) = O,
b d—a,d, = (bz,)(abe?)—(ax)(b?e?) =0
. . 1
in sémmtlichen Factoren von % und rE d. h. man erhdlt vor-
laufig unter Hinzufigung der Beschrdnkung: pg=0 in
der That:

of — pall — — 5

z, = @) = uyb,—d =%,
WY | —
i =a) =aby+a,b, = &,

). Ao =) = a,by+ayb, = 3,

xn = @ = a0y + ayb, = T,
welches Werthsystem zugleich als directe Genera-
lisation von (e*) aufzufassen ist.

Sobald sich mithin darthun ldsst, dass die Erfiillung der
Gleichungen (g) seitens der Coéfficienten: a,,. .a., b, -ba
eine nothwendige Vorbedingung fiir das Verschwinden
von p respective ¢ bildet, darf das Werthsystem (§) dem Producte
zweier n-fach complexer Zahlen auch fir p=0, ¢ =0 be-
ziehungsweise: p=0, ¢=0 in derselben Weise zugeordnet
werden, wie dies mit dem Werthsysteme (e*) speciell in Bezug
auf das Produet zweier bicomplexer Zahlen geschehen ist.
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Um hieriiber die ndthige Klarheit zu gewinnen, gehe man
von der Erwiigung aus, dass einer der beiden Nenner: p, ¢ in
Hinblick auf die Identitéiten:

Py —m = Y, (r, 1y 1) (1, —7),
oty == Yty P (1, — )

ausschliesslich fiir cos 6 — =1, also nur in jenen Fillen gleich
Null werden kann, wo die den Zahlen: Z,, Z, correspondiren-
den Punkte: M,, M, mit dem Ursprunge O des gewihlten Axen-
systems in einer und derselben Geraden liegen.

Nun besteht aber bekanntlich fiir die Coordinaten: &), £,
&,,. .&, jedes Punktes einer solchen Geraden — unter 4, 4,,
A,,. .4, irgend welche reelle Constanten gedacht — die fort-
laufende Proportion:

50:51:52: 1, = Ay A 1 4, t Ay,

aus welcher speciell fiir die Coordinaten von M, und M, direct
die analoge Proportion:

My ay:a, Ty =0y b 20, ...:b,

hervorgeht. Auf diese Art werden fiir p — O, respective ¢ =0
ausser dem Gleichungssysteme (g) noch zwei weitere Special-
bedingungen von der Gestalt: «, = ax,, b, = bz, befriedigt, mit
welcher Folgerung auch der in Frage stehende Beweis seinen
Abschluss gefunden hat, '

Indem wir hinfort alle Zahlen, die beziiglich ihrer Co&f-
ficienten die Relationen (g) erfiillen und daher Punkten einer
und derselben, die reelle Zahlenaxe: J,J enthalten-
den Ebene zugehdren — mbgen nun deren gegenseitige
gerade Verbindungslinien tiberdies noch den Ursprung des Coor.
dinatensystems durchsetzen oder nicht — als complanar be-
zeichnen, ferner solche Zahlen, welche Punkten verschiede-
nér, durch J,J; gelegter Ebenen correspondiren, diplanar!

1 Die Bezeichnungen ,complanar¢ und ,diplanar® sind zuerst von
R.Hamilton eingefiihrt worden, welcher dieselben in seinem Quaternionen-
Calcul (Elem. d. Quat., I. Bd., 2. Th., p. 147, 148), wie folgt, erldutert: ,Ir-
gend zwei Quaternionen, welche eine gemeinsame Ebene haben, die durch
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nennen, gewinnt die explicite Definition des Multiplicirens fiir
zwel beliebige n-fach complexe Zahlen folgende Fassung; !

Zwei n-fach complexe Zahlen: Z,, Z, mit einander
multipliciren, heisst, denselben, wenn sie diplanar
sind, zwei neue, hochstens n-fach complexe Zahlen:

! X /.; /s i "y /K "
m0+x111+x212+ e T, X, +.tt:'1 (e ol 2 P R 8

hingegen, falls sie complanar sind, eine einzige,
hochstens n-fach complexe Zahl: & + &,¢ + &0+ ...
4+ &ty zuordnen.

Diese Definition involvirt die nachstehenden specielleren

Sitze:

1#**¥) Das Product einer reellen in eine n-fach complexe
Zahl wird durch Multiplication jedes Coéfficienten der letz-
teren mit dem gegebenen reellen Factor erhalten, denn aus dem
Werthsysteme (§) resultirt fiir b, =0, = =10, =0 direct
die Gleichung:

(@ a8 gty o o o Ayt )by = by, byt +
+abyt, 4. Aa,byl,.
2*%) Das Product zweier n-fach imagindrer Zahlen:

At Fayty 4. Aty b3 byt D42,

den Anfangspunkt geht, kimnen complanare Quaternionen genannt
werden; aber irgend zwei Quaternionen, die verschiedene Ebenen haben,
mogen, im Gegensatze dazu, diplanar heissen.“

1 Die diesbeziigliche Grassmann’sche Definition (s. Ausdehnungs-
lehre p. 20) lautet: ,Unter dem Producte [a8] einer extensiven Grosse a in
eine andere b ist diejenige extensive Grosse (oder auch Zahlgrosse) zu ver-
stehen, die man erhilt, indem man zuerst jede der Einheiten, aus denen die
crste Grosse ¢ numerisch abgeleitet ist, mit jeder'der Einheiten, aus denen
die zweite & numerisch abgeleitet ist, zu einem Produete verkniipft, dessen
erster Factor die Einheit der ersten Grosse und dessen zweiter Factor die
Einheit der zweiten Grosse ist, dann dies Product mit dem Producte dexr-
Jjenigen Ableitungszahlen multiplicirt, mit welchen jene Einheiten verkniiptt
waren, und die simmtlichen so gewonnenen Producte addirt, d. h., es ist

SarerEBs es = Tear fs [er €5],
WO er, ¢s die Einheiten, aus denen die Grossen numerisch abgeleitet sind,
ar, Bs die zugehorigen Ableitungszahlen bezeichnen, und die Summe sich
auf die verschiedenen Werthe der Indices » und s bezieht.«
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl, XCI. Bd. TI. Abth, 17
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ist gemdss den aus (f), (f*) und (§) fiir ¢y = b, = O entsprin-
genden Relationen:

Jo— o — /o — — ol — ().

Zy =17, = \/didz, =, = ..=a,=0;

1/ R gy — N — I — R / J— .
Ty = —"Ty = _\./didz) Ty =T, = =y = 0;
Ty =—d, & = T, = =&,=0

immer reell und zwar fiir diplanare Factoren gleich:

=\ (P+ai+. . +ad)(OP+b+. .. +b3),

dagegen bei complanaren Factoren identisch mit dem Aggre-
gate:
—(, by +ayby+ . . H-ayby),

so dass speciell das Quadrat jeder n-fach imagindren
Zahl der negativ genommenen Summe der Quadrate
ihrer Coéfficienten #quivalent wird.!?

3**) Das Product zweier conjugirter n-fach complexer
Zahlen:

ol gty Ayl Ug— gl —lyly— . —dyl,

besitzt, da dieselben zugleich complanar sind, und der Ausdruck:
&, = aby,+ayh, fir by = ay, b, = —a, identisch verschwindet,
allgemein den Werth:

2 2 2 2
ay+a+a, 4. .. dy,

wonach sich auch umgekehrt die Summe der Quadrate
von (n+1) beliebigen reellen Grossen als Produect
zweier conjugirter, n-fach complexer Factoren auf
fassen lisst.?

1 An dieser Stelle mag auf den bekannten Satz der Quaternionen-
rechnung (Elem. d. Quat., I. Bd., 2. Th,, p. 311) hingewiesen werden, dass
das Quadrat jedes Vectors: aji—+asj—+agk durch: —(a}+a§+af) aus-
zudriicken ist, also unter der Bedingung: af—+a3—+a3 =1 jederzeit die
Relation; (a4i~+ ayj + agk)® = —1 besteht.

Im Anschlusse hieran konnen u. A. die beiden theoretisch wich-
tigen Fragen crledigt werden, auf wie viele Arten bei Beniitzung eines
n-fach complexen Zahlensystewns eine Summe von s-verschiedenen,
positiv genommenen Quadraten als Product zweier s-fachimaginirer
bezichungsweise (s—1)-fach complexer Factoren darstellbar ist.
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Auf Grundlage des Satzes 1**) und der Beziehungen (c)
ergeben sich nunmehr fiir Z;, Z, die wichtigen Transformations-
gleichungen:

5 Z, = vy (COS -3, COSct +1, COS ety + . . o 43, COSLy,),
| Z, = 7, (COS B+, CoS P, ~i, COSBy—. . . ~+i, cOSB,,),

(®)-

welchen eine dritte, durch ihre grosse Einfachheit ausgezeichnete
Darstellungsweise des allgemeinen Productes: Z, Z, cor-
respondirt.

Vertauschen wir ndmlich in (f), (f*) die Coéfficienten:
gy -l gy . by ebenfalls mit 7, cose,. . .7 cosa,; 7, c08f,.
7, 08 3, und setzen der Kiirze wegen:

ooa+3 . a—f o+ o—p
s 5 sin 3 CcOoS 3 CO8 B)
———O—ICOSG, ———f = C087
sm ) CcOoS E)

ferner fiir s = 1, 2,...n durchgingig:

Indem man hiebei sdémwmtliche Zeichenvariationen der quadrirten
reellen Grossen beriicksichtigt, resultiven fiir jene Summe unter Hinzuziehung
elementarer combinatorischer Sitze im Ganzen

nin—1) (n—2)...(n—s+1) (2s—1) Zerlegungen erster

und n(n—1) (n—2)...(n—s—+2) (25—1s) Zerlegungen zweiter Art.

Es besitzt also z. B. in einem bicomplexen Zahlensysteme die
Summe: a24-52 vier Zerlegungen:

(aiy+bip) (—aiy—bis), (aiy—bis) (—ai;-+biy)
(biy+-aiy) (—biy—aiy), (biy—ais) (—biy+ai)
inzweifach imaginédre und acht Zerlegungen in einfach complexe
Zahlen, wihrend sich die Summe: o252+ c2 bereits in 24 verschiedenen
Formen:
(a+bil+ci2) (a—bil—ﬂig) ) (a+bi1—ci2) (a—bi1+ci.2),
(—a~+biy+cip) (—a—biy—eiy),  (—a+0i—ciy) (—a—bi—+-ci),

(e+biy+ais) (c—biy—ady) (e+-bty—ais) (c—biy+aly),
(—e+-biytaiy) (—e—biy—aiy), (—c+biy—aiy) (—e—bi+aiy)

als Product je zweier conjugirter bicomplexer Factoren definiren lisst.
17 %
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. “s—l—ﬁs . “s—ﬁs ¢s+‘33 “s—‘zs
co COS ——
Sin B) S 2 S B) B) .
5 = C08 g, 5 ._.COSTS,
n— COS —
S1 3 0 B)

. N s olh / / / /. /! 7 /! /]
so resultiren beziiglich xf, o), },. .@}; @, o), «),. .« fast

unmittelbar die merkwiirdigen Formeln:

I — oy I — 9y
@) = —r 1, €08 26, x| = —27,7, cOSG Oy,

/ — v g /] — v g .
&y = —27r,7, C0SG CO8G,,. ., = —277, COSG COSG,;

Y/ S, [/ > gr
xy = rr, c0s27, o) = 2rr, COST COS 7,

@] = 271, oSt COST,,. . . &) = 21,7, COST COST,,
welche fiir das Product zweier beliebiger diplanarer z-fach
complexerZahlen die nachstehende Doppelgleichung begriinden:
(23). .2,Z, =
—17, {€08 26+2¢080 (i, COSG, i, COST,—+. . . =2, COSG,)}
respective:

77, €08 2742 €08 T (4, COST 41, COST, 4. . —+1,C087,)}.
Hiebei erfiillen die 2(z—+1) in den Factoren von » 7, auftretenden
Grossen: 6, ,, 6,...6,; 7, T T,...T, gemiss den beiden, aus
(b) und (b) ableitbaren Relationen:

(cos B—cos «)?~+(cos B,—cos «,)?~(cos B,—Cos &, )2+

., B
—+(cos B,—cos &, )* = 4sin? 5
(cos B—+cos er)?+-(cos B, +cos & )*+(cos B, +Cos 2, ) 2.
]
—+(08 B,—+c08 a,)? = 4 cos? -

stets die Bedingungen:
cos?a—+cos?g,~+...+cos?, = 1, cos?r+cos?r,—+...~+cos?r, =1
und lassen sich daher geometrisch als Winkel zweier gerader
Linien mit den Halbaxen: 0J,, 0J,,. . .0J, interpretiren.

Die vorstehenden Ergebnisse legen selbstverstindlicher
Weise die Vermuthung nahe, dass auch das Product zweier com-
planarer n-fach complexer Zahlen:
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(24)...2,Z, = (ayby—d)+(a;b,—+ayd,)i,+
+(ayby+atghy )iy +. . +(aby—+ayb,)i,
durch Einfiilhrung passender Hilfswinkel noch bedeutend ver-
einfacht werden konne. Als solche wihlen wir im Ganzen (n—+1)

Winkel: «, 8; o,, »,,. .0,_1, welche — unter ¢, allgemein den
Ausdruck:

€; — \//'¢+/s+]+ +//z

verstanden — aus jedem der beiden, einander gegenseitig be-
dingenden Gleichungssysteme:

( «, b %
cos o = -2, cosfB = -2; cosw, = -1,
7y Ty ¢y
% Zin—1
Sw, = —  .COSW,_ ;= ——-
Cs €h—1
/
ae . be . e
\sna —1, sin B :1-—1; sin o, :e—z,
¥ , 2 1
ORI e 7
541 . L
( .8in o, = i,. . sinw,_; ==
€ Chra

bestimmbar sind, und transformiren mit Beibehaltung der Rela-
tionen: «, = r, cos«, b, = 7, cosf zundichst die Coéfficienten:
ayy by gy byse o otty 1y by_y; @y b, in Functionen der eben defi-
nirten Grossen und der Moduli: »,, 7,.

Indem wir hierauf die so erhaltenen Ausdriicke:
@, =7, Sina cosw, b, = r, sinf cosu,;

a, = 7, sine sinew, cosw,, b, = r, sin sinw, cosw,;

Uyp—1 = 7, Sin Sine, sinw,. .sine, oS, i,
b,—y = 1, sinf sinw, sinw,. .sinw,_» cosw,_1;
a, = 7, sina sine, sinw,. .sinw,_, sinw,_,
b, = r, sinf3 sinw, sinw, . ..sinw, o sinw,
in (24) substituiren, verwandeln sich die beiden Factoren linker
Hand nach Absonderung der n-fach imaginiren Zahl:
(25). .=, cosw, i, sine, cOSw,—+ . .

i, 1 Sinw, sine,. .sine, , C0Sw, -1, sinw, sinw, . . .sinw,_;
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in: » (cosa—+Isinz), », (cosp—+Isinf), wihrend der reelle
Bestandtheil rechter Hand kraft der Identitit:

, o
ayby—(a b+ . . +a,b,) = IC—?) <ﬁ) — <?> (%>}

1/ 3\
in: » 7, cos(«+p), und das Binom: «,b,+«,b, fir s =1, 2,.
n—1 in:

7,7 Sin(x~+f3) sinw, sinw, . . .sinw,_; cosw,,
dagegen fiir s = » in:
7,1y sin(«+B) sinw, sinw,. .sinw,

tibergeht. Auf diese Art wird das Product: »,r, sin («—+f) rechts
gemeinsamer Factor einer n-fach imaginiren Summe von Glie-
dern, welche ihrerseits wieder mit / zusammenfillt, so dass die
urspriinglich vorgelegte Gleichung (24) augenscheinlich folgende
Umformung ermdglicht:

(26). {r, (cosa—+Isina)} {r, (cosf—+Isinp) =
= 1, {cos (a+P) + I sin(«—+B)} .

Thre weitere Deutung gestaltet sich sebhr einfach, sobald
man derselben jene, die reelle Zahlenaxe J,J! enthaltende
Ebene zu Grunde legt, welcher die, den beiden Factoren Z,, Z,
entsprechenden Punkte: M, M, angehtren. Die Grossen: r, cos«,
r, sina; 7, cosP, r, sinf erscheinen dann als Coordinaten von
M,, M, beziiglich eines in derselben Ebene construirten
rechtwinkligen Axensystems mit dem Ursprunge O und der
Abscissenaxe J,J), wonach man das Product: Z, Z, unter Hin-
zuziehung der aus 2**) hervorgehenden Gleichung:

(27). I* = —(cos?w, +sin®w, cos*w,—+.
~+sin*w, sin®w,...sinw, ;) = —1

wie ein Product zweier einfach complexer Zahlen inter-
pretiren kann. Es ergibt sich daher speciell fiir complanare
n-fach complexe Zahlen ein mit dem geforderten Resultate (26)
formal identischer Ausdruck, wenn man dieselben
nach Einfiithrung des Factors I — er mag in Zukunft
als Inclinationsfactor beider Zahlen bezeichnet werden
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— wie reelle Binome multiplicirt und das hiebei
auftretende Quadrat von I mit der negativen Ein-
heit vertauscht.

Erst jetzt ist es moglich, im Ansehlusse an unsere allgemeine
explicite Definition des Multiplicirens die wesentlichen Eigen-
schaften dieser Grundoperation in ihrer Anwendung auf zwei
beliebige n-fach complexe Zahlen vollstindig zu iibersehen
und in folgende Sitze zusammenzufassen:

(I Das Product: Z, Z, ist eine einwerthige, beziehungs-
weise zweiwerthige Grosse, je nachdem dessen Fac-
toren complanar oder diplanar sind, und reprisentirt ge-
meiniglich eine n-fach complexe, bedingungsweise
jedoch auch eine reelle Zahl.

(II) Das Product: Z, Z, ist allgemein commutativ* und
speciell fir complanare Zahlen in Bezug auf deren
characteristische Ebene auch distributiv.

1 Diese Eigenschaft fehlt dem Producte zweier beliebiger Quater-
nionen :
41 = ag+ayi+asj+aghk, g = bo+byi+byj+bsk,

indem das Resultat der Multiplication von ¢; mit ¢, bekanntlich (Elem. d.
Quat., I. Bd., 2. Th., p. 312) durch die Gleichung:

190 = agbg—a ;b —asbg—azbs + $(agh;+a;bo)+(agbs—ashy)} i+
~+ {(agda-t+agbo)—(arbz—agby)} j+ Hagbg—+agbo)+(a bo—asby)} &
definirt wird, also bei einer Vertauschung der Factoren in:

9241 = tobo—a;103—agba—agbs ~+ Yaoby+a,bo)—(agbs—agby)t i+
~+ {(@obatasbo)+(arb3—ashi )t j + Haghs-+azbo)—(arbe—asbs )t k

iibergeht. Anderseits erscheint nicht nur ¢, ¢,, sondern auch ¢,¢, gemiss
den von Hamilton als Zeichengleichungen (I ¢. p. 202) aufgestellten
Formeln:
P=—1,72=—1,R=—1; 4=k, jk=1i, ki=j;

JL= —It‘, ]t:]: —i, th = —]
distributiv in Bezug auf simmtliche Elemente, so dass die Uberein-
stimmung mancher specieller Resultate der vorliegenden Arbeit mit solchen
des Quaternionen-Caleuls als eine rein formale aufzufassen ist.

Dasselbe gilt von den ,triplexen® und ,polydimensionalen% Zahlen
H. Scheffler’s, deren Eigenschaften namentlich in zwei, 1851 beziehungs-
weise 1880 zu Braunschweig erschienenen Werken des genannten Autors:
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(IIT) Der Modulus von Z, Z, besitzt jederzeit den Werth:
(28)...1m =,
wonach das Produect zweier z-fach complexer
Zahlen nur dann verschwindet, wenn einer der
beiden Factoren gleich Null wird.

»Der Situationscaleul* — ,Die polydimensionalen Grossen und die vollkom.
menen Primzahlen“ — eingehend dargelegt worden sind.
Scheffler definirt niimlich zunéichst (Situationsealeul, p. 170, 171)
das Product zweier ,triplexer® Zahlén:
ey bV T e V=T VT, Zy=aytbyV —Toe,V <1 VL,
welche zwei Raumpunkten mit den Coordinaten: ay, &y, ¢13 @, by, €y ZuU-
geordnet werden, durch die Gleichung:

ayV 1+ 2V =1 Vi = ajay — Vit+et Vig+a+

4@ V85+chtas V bi+0D) (idy—eses) Vi
Vig-+3 V bj+c3

" (00 V85§ + ay Vﬁ‘@blce"'bzﬁ) V1vV=,
Vizred Vig+cs
so dass @, y,z wohl der Relation (20), nicht aber den Beziehungen (21)
und (22) geniigen. Infolgedessen ist auch die Scheffler’sche Generali-
sation des Multiplicirens (s. sein zweites, zuvor citirtes Werk, p. 52, 82) in
jhrer Anwendung auf zwei beliebige ,polydimensionale“ Zahlen:

Zy = ry {e0say +-siney cos By V=1 + sine, sing; cosey V—1 V=1 +
+ siney sin3; siny; cosé, V' —1 VAT Vet .. 4,
Zo =1 {C0S 0ty —Sin cty €08 By V' —1 - sin g 8in Py cos 9 V1 V1
+ siney sin By sing, cosdy V—1 V21 Vil ...
mit der hier gegebenen Verallgemeinerung des Multiplicirens nur inso-
ferne verwandt, als das Produect:
L1y = 11753008 (2 - e1) 4810 (g = ) €08 (By + ) V — 1+
—+ 0 (o --1g) ST (By+By) €08 (s +9) V —1 V -1+
- 8i0 (et —-ez5) $i0 (By—3) SIN (7 --2) €08 (85 4+05) V—1 V=1 V=14, .}

ebenfalls commutativ bleibf, und sein Modulus mit »; », zusammenfillt.
Dagegen befriedigen dessen Coéfficienten weder die Gleichungen (18), (19)
noch die vierte von uns aufgestellte Forderung, indem die Factoren gleicher
yiiberimaginirert Einheitsproducte in den ,triplexent, pquadruplexen® ete
Specialisirungen eines und desselben polydimensionalen Productes formal
nicht vollstindig mit einander iibereinstimmen.
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Unsere letzten Krgebnisse liefern ausserdem eine sichere
Directive fiir die Multiplication von Aggregaten n-fach complexer
Zahlen mit einem gegebenen Factor, sowie fiir die Bildung von
Producten beliebig vieler Factoren, vermitteln also auch die
Kenntniss jener Eigenschaften, welche der hier gegebenen uni-
versellen Verallgemeinerung des Multiplicirens in Bezug auf
mehr als zwei nfach complexe Zahlen zukommen.

Da iibrigens die diesbeziiglichen Sitze bereits durch eine
Discussion der beiden Ausdriicke:

A= (2+2,)2,—(2,2,~+2,7;), P=1,Z,Z,

inductiv erschlossen werden konnen, begniigen wir uns im Fol-
genden mit der Entwicklung von A und P und legen derselben,
um jede iiberfliissige Complication der Resultate zu vermeiden,
ausschliesslich bicomplexe Zahlen zu Grunde. — Die Aus-
dehnung der, jenen speciellen Resultaten entspringenden Schliisse
auf n-fach complexe Zahlen erhilt dann ihre Begriindung durch
die Thatsache, dass die Verkntipfungsgesetze fiir die Co&f-
ficienten der Factoren von Z,Z,, Z, Z,, Z,Z, beim Ubergange
von bicomplexen zu n-fach complexen Zahlen infolge der Art
unserer Verallgemeinerung der dritten algebraischen Grund-
operation auch formal dieselben bleiben.

Indem wir nunmehr mit der Entwicklung der Grosse A
beginnen, ist vor Allem zu beachten, dass sich die beiden Werthe
des allgemeinen Productes: Z, Z, gemiiss fritheren Betrachtungen
in einander tiberfiihren lassen, wenn man r, mit: —, vertauscht.
Es konnen mithin, da anderseits der Modulus jeder complexen
Zahl als eine wesentlich positive Grosse definirt wurde,
bei Bildung von zwei oder mebreren Producten nur Werthe
erster Art, beziehungsweise solche zweiter Art einander
zugeordnet werden, durch welche Beschrankung im vorliegenden
Falle von den acht moglichen Werthcombinationen der drei Pro-
ducte: Z,Z,, Z,Z, und:

(Zy~+2y) Zy = {(ay—+aty) (b —=+0,)i, (¢, ¢35} Z,

sechs entfallen. — Die iibrigen Reductionen bediirfen bei ihrem
elementaren Character keiner weiteren Erlduterung; sie fithren,
sobald man ausser den eingangs definirten Hilfsfunctionen: h,,
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kyy L, mys Ry, Ky, 1, m, noch die folgenden:

r = \/ (a,~+t,)*~+(b—+b,)*+(¢;,+¢,)?
u— A— N — 7 J— /.
hy~+hy =V, kj+ky, = F, L+, =1, m-+-m, = n/;
Py I Py, Ty TG Ty — Ny T Py, yTamy, = g,

verwendet, auf die einfache Doppelgleichung:

)/ 2 ]‘IZ
(29)...A = {hwr 27 ,}—
R T
ghlkl h k, MK l ; %7L1_l1 _’_M__ 44 } ;
I ]72 7)'3——m’ § 2 Py rr—m') *
beziehungsweise:
@y rryta 4 P rrg—+m’)
UMY
7 A rrg—+m')

Hienach besitzt A im Allgemeinen zwei von Null ver-
schiedene Werthe, verschwindet jedoch identisch fiir 2, =/, =0,
so dass bei Erfiilllung der beiden Bedingungen: b,¢, = b,¢,,
byc, = bye, d. h. falls die in Betracht gezogenen Zahlen com-
planar sind, die fundamentale Beziehung gilt:

(30).. (2,+7%4,)2,= Z,Z,+17,Z,

Es ist also das Product eines gegebenen bicomplexen
Factors in ein Aggregat bicomplexer Zahlen fiir alle compla-
naren bicomplexen Zahlen distributiv, wéhrend es im Gegen-
falle dieser Eigenschaft ermangelt.

Ungleich weitldnfiger als die Berechnung von A gestaltet
sich jene des Productes dreier beliebiger bicomplexer Factoren,
bei welcher man augenscheinlich von drei verschiedenen Grund-
producten:

@4yt + 2,
XY+ Uiy + 2ty

Xty 22

Z,7, = § 4,2, =

Xy + Yoty + 2,1,

, x| +yli +21i,
2,2, =

,’L‘”—{-’l//i +z”i

2 T Yl T Y,
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ausgehen kann. Da jedoch aus frither erdrterten Griinden die
Verkniipfung des jeweiligen Grundproductes mit dem dritten
Factor wieder nach derselben Regel zu erfolgen hat, mittelst
welcher die Coéfficienten des Grundproductes selbst bestimmt
wurden, und die Commutativitit jedes aus zwei Factoren ge-
bildeten Productes ihrerseits die Relationen:

(2,2,)2; = Z3(Z1Z2>7 (21Z3)Z2 = Zz(Z1Z3>:
(Zy23)2, = 2,(Z,Zy)

nach sich zieht, resultiren fiir P im Ganzen nur sechs ' verschie-
dene Darstellungen:

() +(y)iy +(2))iy, @)+ YD+ ()i,
@)+ @i + (=) '
() +(Y)i, +(2)iy, (@) +(Y5)i +(25)iy,
() + (y2)iy + (2,
welche durch Bildung der drei Producte: (Z,%,)Z,, (Z,Z,)Z,,
(Z,2,)Z, nach dem ersten resp. zweiten Verkniipfungsgesetze
gewonnen werden.

Hiebei empfiehlt es sich, fir Z, Z,, Z, Z,, Z,Z, jene Aus-
driicke zu substituiren, welche die Grossen: &, &, {; by, &y, {;;
hy, k,, I, iiberhaupt nicht enthalten, und erst bei der zweiten
Multiplication die im Gleichungssysteme (e) pricisirte Dar-
stellungsweise der Coéfficienten eines Productes zweier Factoren
zu beniitzen. Die weiteren Details der durchzufiihrenden Rech-
nungen sind fiir die Discussion ihrer Resultate gegenstandslos
und mogen daher tibergangen werden; wohl aber erscheint es
geboten, die zu einer iibersichtlichen Formulirung der letzteren
unentbehrlichen Hilfsfunctionen kurz zu characterisiren.

1 Die Vielwerthigkeit jedes Productes dreier oder mehrerer dipla-
narer, n-fach complexer Factoren, welche unter Beibehaltung der vier
eingangs aufgestellten Forderungen nicht vermieden werden kann, bedingt
wohl eine wesentliche Complication der jeweiligen Rechnungen, liefert
aber keineswegs ein logisch begriindetes Argument gegen die hier
entwickelten universellen Verallgemeinerungen des Multiplicirens. Denn
sobald einmal, wie dies in der Lehre von den einfach complexen Zahlen
geschehen ist, vielwerthige Potenzen zugelassen werden, liegt auch
kein principielles Hinderniss mehr vor, vielwerthige Producte ein-
zufithren,
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Als solche dienen neben drei, allen sechs Werthen des in
Frage stehenden Productes: P gemeinsamen, rationalen ganzen
Functionen der Zahlencoéfficienten:

() = ayayt3—a, (b5 + cy0y)—aty(byby+ 1) —tt(by by +e4y),
(0) = a,a,by+a,azb, +a,a,0,—b,0,b,,
(¢) = ayu,054 3¢, + ayt56,—c CyCq
zunéchst die Producte:
(MY = (ayry—ary)(hyr—hyry), (W) = (ayr, +a,7y)(hyr +Ryry)
(1) = (ayr,—a,ry)(hyry +hog), (B) = (agr; +arg)(hyr,—hry),
(R = (agry—ayry)(hyry—hey), (BY) = (ayr, +ayry)(hyr, +hry)
welche offenbar identisch verschwinden, sobald sich die Coéf-
ficienten: «,, ‘az, ay oder die Grossen: A, h,, h, auf Null reduciren.
Drei weitere Gruppen von Producten:
(#) = (agry—agry)(kyri—kyry), (K') = (agr +ayry)(kyry +kyry),
(k) = (agry—ayry)(kyry +krg), () = (agry +a,ry)(hyry—hry),
(k) = (agry—ayry)(kyry—hry), (k) = (agry+ayrs)(kyry +hry);

() = (agry—ayry)(ry—Lyry), (") = (apry +ayry) (G +14,7y),
(1) = (agry—a,rg)(lyry +1rg), (1) = (e +ayrg)(lry—1iry),
(&) = (agry—ayry)(Yry,—1lrg), (&) = (agry+ayrg)(lyr, +1rg);

(m") = (ayry—a,ry) (myry—m,ry), (') = (ayry + a0, (myr, +m, 1),
(m}) = (agr,—a,ry)(myr,—mry), (M) = (agr, +a,ry)(myr, +mry),
(m}) = (agr,—ayry)(myry—mry), (my)) = (agr, + ayry)(m v, +mry),
die zugleich mit «,, a,, a, entfallen, correspondiren den Grossen:
ky ky kys 4L, Ly my my, m, wibrend die letzte Gruppe von Hilfs-
functionen:

N' = prry(ry—ay)+ ('), N = qrry(ry—ay)+(m"),

Ny = pyryry(ry—ay) +(m), NV = q,ryry(r,—a,)+(m),

Ny = poryry(ry—ay)+(mg), Ny = g,r,yr5(r,—a,)+(my)
in gewissem Sinne den Nennern: p, q; p, ¢,; P», ¢, zugeordnet ist.

Die Substitution sdmmtlicher sechs Gruppen von Hilfs-
grossen in die fiir (a2)), (,), (z,);. - .(&)), (y)), (2¥) resultirenden
Ausdriicke verleiht denselben schliesslich die nachstehenden
relativ einfachen und #ibersichtlichen Formen:
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()2
(w) = (&) + — (agh———b k—cyl) + N
(y,) = (0)—bge,c, + (b h+ajk) + (k ){(lﬂ+c3p1112}

(0) = O — gy + - (et + ;,’ (W) —bypr )

h h?
(x) = (a) + - (ayhy—byk—0cyl,) + ( “J/ ’
P PV

h
(y) = (b)—byecy + —l (bahi +ayk,) + ( [) {('l‘ )—Cpy 17t 5

(=) = (6) — b bye, + b (Czhl"'“zl ) + {(Z ARy U E

h 1)?
@ = (a) + p—: (a,hy—b,ky—c,1,) + ( 2\)7, ,

(y)) = (b)—b,cpc5 + 2 (I’ h, +ak,) + (N’ {(Ky)—¢,pyrarsl

(]) = (€)—bybsc, + é (ethy+al,) + N' {(l 2) 0,1}

h B2
(o) = () = (b —beb—ed)— (gN—zl ,

h
(y) = (b)—bze,0, — 7 (bgh+ azk) — ;N’)’ {(B") +caqr vy},

h ‘I
(z5) = (6)—0,b,05 — 7 (e3h + agl) — ;N2/ {(7)—=byqr 7y}

h ke
@) = (&) — L (ayh,—bk,—c,l) — 2
2) ( ) 91 ( 271 271 2 l) _([1N{’,
h 4
) = (B—berey— Sy ek — 150 (#)—egrrd,

h |54
(z3) = (€)—0,bz¢, — ?11‘ (ehy +ayl) — ( V"{ ) 4+byq,r 17385
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]L” 2
(@) = (a) — —2 ((t hy—b,ky—e,l,) — (q j\),,,,
Iy
(yy) = (0)—D 10203 — 2 (01]La+“1k2> (N”{(L”) —C, G757},
" hz (l 4 I
(%) = (6)—byb4¢ q_ (¢ hy+ayl,) — N” (&) +0,g,7,r AR
2

Combinirt man hierauf diese sechs Werthsysteme mit den
Annahmen: 2 = h, = h, = 0, so bestimmen die entsprechenden
Reductionsgleichungen:

(=@ = =@ =0 =@
\(ya:(ya):- = () = (O—byey6, =
O....= (0)—byei6; = (b)—b,cycs = @),
(z) =) =. .= ) = (c)—bby

= (€)—b,b3¢, = (6)—bybsc; = (3)

direct die Coéfficienten von P fiir drei complanare bi-
complexe Factoren, womit die vollstindige explicite Definition
des fraglichen Productes gegeben ist.

Eine vergleichende Betrachtung der sechs zuerst berech-
neten Coéfficientengruppen lehrt, dass Z,Z,Z, fiir drei” di-
planare bicomplexe Factoren je zwei, untereinander und von
den iibrigen Werthen verschiedene Werthe annimmt, je nachdem
man der zweiten Multiplication das Product: Z, Z, oder Z, Z,
oder Z, Z, als ersten oder zweiten Factor zu Grunde legt. Es ist
also Z, Z, Z, unter den gemachten Voraussetzungen
eine sechswerthige Grosse und weder commutativ
noch associativ.

Wird ferner einer der drei Factoren reell, so erhélt man im
Ganzen nur zwei von einander verschiedenc Coéfficientengruppen,
indem z. B. fiir Z; = «, nach einigen leichten Transformationen
die Gleichungen:

(#) = (@) = (&) = a@y, () = () = @)) = 3Yy,
(z) = (&) = () = ayzy;
(%) = (23) = (x = @y, (Y,) = (yz) - (y ) = U3Y,,

() = (2) = (#}) = ag2,
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resultiren, d. h. das Product P ist fiir einen reellen und zwei
diplanare bicomplexe Factoren jederzeit zweiwerthig, com-
mutativ und — entsprechend den Beziehungen:

(Z,Z,)ay = Z(Zyay), (Zyu3)Zy = Zy(a3ly), (Zya3)Z, = Z,(asZ,)
— auch associativ.

Sind endlich simmtliche Factoren des in Betracht gezogenen
Productes bicomplex und complanar, so besitzt dasselbe
gemiss dem Gleichungssysteme () stets nur einen einzigen
Werth:

(B1)...P = (&)+ (@), + (),
und wird nicht allein commutativ und associativ, sondern
auch beziiglich der characteristischen Ebene seiner Factoren
distributiv.

Die erste und zweite Eigenschaft kommen in (31) unmittelbar
zur Geltung; zur Feststellung der beiden letztgenannten Eigen-
schaften von P geniigt es, die in (31) auftretenden Coéfficienten
— unter M,, M,, M, die den Zahlen Z , Z,, Z, zugehtrigen
Raumpunkte, unter o, «,, «, die Winkel ihrer Radienvectoren:
oM, =r,, OM, =r,, OM,;—r, mit der Halbaxe OX verstanden —
durch »,, »,, 7y, @,, «,, @, und durch den Neigungswinkel: « der,
die Punkte M,, M,, M, und die Axe XX’ enthaltenden Ebene
gegen die Ebene XOY auszudriicken. Die Einfihrung der dies-
beziiglichen, allgemein geldufigen Formeln liefert nimlich fiir
(@), (), (z) die Producte:

7,715 COS (ot + 0ty +0tg), 1,7,1°5 SiN (o, +cty +aty) COS 0,
7,77 S (&) + @, +a,) sin o,
so dass die Gleichung (31) nach Absonderung desin Z,, Z,, Z,
und P vorkommenden Inclinationsfactors: I — ¢, cos u + i, sin w
folgende Schreibweise gestattet:
{71(co8 o, +Isine,)} {r,(cos a,~+1sin o))} {ry(cos ey +1 sin ay)} =
= 7,71 {608 (et + 0t + aty) + I 'sin (e, + a, + o)} .

Hienach bleibt der Werth von P in der That derselbe, mag

man einen der drei Factoren mit dem Producte der beiden iibrigen

oder das Product zweier Factoren mit dem dritten multipliciren,
und kann die Multiplication unter Hinzuziehung der Gleichung:
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I? = —1 auch nach jenen Regeln ausgefiihrt werden, welche fiir
die Bildung des Productes dreier reeller algebraischer
Binome gelten.

Es eriibrigt jetzt noch die Berechnung des Modulus: R von P,
welche fiir jeden der sechs moglichen Werthe dieses Productes
dasselbe Endresultat liefert. Da némlich die Moduli von Z,Z,,
Z,Z,, Z,Z, nach Satz (IIl) mit »r,, r,7,, 1,7, identisch sind, er-
geben sich bei nochmaliger Anwendung jenes Satzes auf die
Producte: (Z,Z,)Z,, (2,Z,)Z,, (Z,Z,)Z, als Moduli der drei, den-
selben entspringenden Werthpaare die Ausdriicke: (r 7,)r,,
(r,13)7,, (1ry7r3)7,, d. h. man hat allgemein:!

(32)... R=r 1,7,

Auf Grundlage der fiir A und P erhaltenen Resultate ge-
langt man nunmehr mittelst vollstdndiger Induction zu sémmt-
lichen Sitzen, welche unsere erste universelle Verallgemeinernng
der dritten algebraischen Grundoperation in ihrer Anwendung
auf beliebig viele bicomplexe Zahlen characterisiren und sich
gemiiss unseren fritheren Uberlegungen direct auf »-fach com-
plexe Zahlen iibertragen lassen. Daher geniigt es auch, hier
lediglich die definitiven Generalisationen dieser Sitze an-
zuftihren, indem deren urspriingliche Formen durch Vertauschung
von n mit 2 sofort wieder hergestellt werden konnen:

(I*) Das allgemeine Product: P, = Z, Z,. .Z, besitzt, falls
seine Factoren weder theilweise reell noch complanar sind, im
Ganzen s! — hochstens n-fach complexe Werthe, erhilt
dagegen (s—s,)! Werthe, sobald etwa s, —Factoren sich auf
reelle Zahlen reduciren, und wird einwerthig, wenn Z,, Z,,...
Z, lauter complanare Zahlen vorstellen.

1 Wollte man diese fundamentale Formel direct aus einem der
sechs allgemeinen Werthe von P, z. B. dem ersten, ableiten, so miisste
man hiebei die leicht erweislichen Hilfsgleichungen:

ag (B') +by(k )4-c3(l') = 0, @1 (B)+y:(K)+= (1) = priry by —egyy),
()2 (k")2—4-(1")% = 2pry ry {ag (') + b3 (') —e3 (k) — (m')?
verwerthen und vor Allem beachten, dass der Zéhler von:
(2
P?'l 2
zufolge der letzten Identitit durch N’ ohne Rest theilbar ist.

(B2 (k) +capryret 2+ {(0)—bgpry 7ot 2]




Uber zwei universelle Verallgemeinerungen ete. 213

(II*) Im letzteren Falle ist P, zugleich distributiv hin-
cichtlich aller complanarer Summanden, in welche sich jeder
Factor willkiirlich zerlegen ldsst, ferner commutativ, asso-
ciativ und distributiv in Bezug auf die characteri-
stische Ebene seiner Factoren, indem — unter M, M,,...
M, die den Zahlen: Z,, Z,,. .. Z, entsprechenden Punkte einer
(n+1)-fach ausgedehnten ,ebenen® Mannigfaltigkeit, unter «,,
Uyye oo Us die Winkel ihrer Radienvectoren: OM, =r, , OM, =r,,
...0OM, = », mit der Halbaxe OJ, verstanden — nach Einfiih-
rung des gemeinsamen, durch Gleichung (25) definirten Incli-
nationsfactors: I simmtlicher Zahlen folgende einfache Relation
stattfindet:

(33)...Py=r 1y .. fcos (g, o+ .. 4 a)+
+ Isin(a, 4oy +. . +a,).

Die erstgenannte Eigenschaft geht bei diplanaren Factoren
stets verloren, wohl aber bleibt P, wenn deren Anzahl nicht
grosser als 2 ist, und die (s—2) iibrigen Factoren reell werden,
noch commutativ und associativ. *

(III*) Der Modulus von P, ist fiir jeden Werth von P, gleich
dem Producte der Moduli simmtlicher Factoren, wonach auch das
Product beliebig vieler n-fach complexer Zahlen nur dann
verschwindet, falls einer seiner Factoren gleich Null wird.

Beriicksichtigt man schliesslich, dass die Coéfficienten jedes
fir P, zuldssigen Werthes zugleich Coordinaten von Punkten der
hier eingefiihrten (z+1)-fach ausgedehnten ,ebenen“ Mannig-
faltigkeit représentiren, so gestattet der dritte Satz mit Bezug-
nahme auf den ersten noch die nachstehende analytiseh-
geometrische Interpretation:

Durch die Multiplication von s-n-fach complexen Zahlen
werden s-Punkten der ihnen zugehdrigen Mannigfaltigkeit hoch-
stens s! — neue Punkte zugeordnet, welche ihrerseits insgesammt
in einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit von der
Gleichung:

(84). 2484824 +E =Yt ot
gelegen sind, also speciell fiir » — 2 einer aus dem Ursprunge
des betreffenden dreiaxigen Coordinatensystems mit dem
Radius: », r,.. .7, beschriebenen Kugeloberfliche angehoren.
Sitzb. d. matnem. naturw. Cl, XCl. Bd. IL. Abth. 13
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§. 4.
Erste Verallgemeinerung der Division.

Gleichwie die impliciten Definitionsgleichungen des Pro-
ductes zweier beliebiger bicomplexer Zahlen den Ausgangs-
punkt fiir eine universelle Verallgemeinerung des Multiplicirens
gebildet haben, wird eine analoge Generalisation des Dividirens
nur auf Grundlage jener Relationen moglich, welche die Ermitt-
lung des speciellen Quotienten:

a,+ 0,7 4,

; == L+ + 3,
ay+ byt + ¢y, EHDhL o

betreffen. — Kraft der urspriinglichen Bedeutung der vierten
algebraischen Grundoperation muss auch dieser Quotient, mit dem
Divisor multiplicirt, den Dividend liefern,! wonach die charak-

1 In demselben Sinne charakterisirt Hamilton (Elem. d. Quat., I. Bd.
2. Th., p. 220) den Quotienten zweier belichiger Quaternionen: g,, ¢5:

Ny g yitgj+wk
92

7

durch die Gleichung: (¢;: ¢5).¢g.= ¢y, Wwonach g, v, 3, w folgende relativ ein-
fache Werthe besitzen:

m
= y= %{(%711—“1 o)+(a2 bs—az by},
1 -+ —
b= 73 {(agbg—asbo)—(asbg—azhy)t, w=— g {(agbz—agbo)+ (a1bg—asby)} .

Ungleich complicirter gestaltet sich die Division je zweier Scheffler’scher
Zahlen, indem beispielsweise der Quotient der beiden frither in Betracht
gezogenen triplexen Grossen: Z;, Z, durch folgenden Ausdruck (s.: ,Poly-
dimensionale Grossen®, p. 73) bestimmt erscheint:

= §<a1a2+|/b%+c% .

(a,l/b%+c?-—a]\/b -¢3) (byby~tci0) /=i
12[/6 —+cf |/b —+c3

(”)Wﬁ‘l-‘?—fﬁVb +c3) (bae;—by o) T
B e} |03+ ¢}
Es ist fibrigens, wie bei gewohnlichen complexen Zahlen, auch der Modulus

jedes derartigen Quotienten gleich dem Quotienten der Moduli seines Divi-
dends und Divisors,
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teristischen Bestimmungsgleichungen fiir g, y, 3 direct aus (20),
(21), (22) hervorgehen, indem man die Grossen:

ay by, ¢y5 @y y, zmit: 4y Y, 35 @y, by, ¢

vertauscht. Die drei hiedurch erhaltenen Relationen:

= r (P YE+37), @b y+e3 = 0, (F+y*+3?),

m = 13y,

welche augenscheinlich den folgenden:

12

(3D). .. +y*+5" = —%

2
(36). . .a,x-+by+e 3= 2 o 3 (37) %
2

dquivalent sind, besitzen — unter 7, § die den Nennern: p, ¢
correspondirenden Grissen:

p=r—a, §=1r+aq

verstanden — fiir £ 20, d. h. b, ¢, 2 b, ¢, stets zwei Losungen:

(o m . 1(l+01h> _1(1 bh)
) 5&1—;? U1—_1§ ?;3’1—1,—; H‘—ﬁ—
m).
B PRI VY _ L)
\&*,.37 Dy = ” g ;52—9.3 77
fir » = O jedoch nur eine einzige Losung, nimlich:
_m ! _  k
(m*). = )I=—wi=pa
2 2 2

und begriinden daher folgende explicite Definition des Dividirens
fir den Specialfall: = = 2:

a,+0b,i +¢y3, durch a,+ 0,4, +c,i, dividiren, heisst
diesen Zahlen, wenn sie diplanar sind, zwei neue,
hochstens bicomplexe Zahlen: g, -y, +3,1, T, +1y8 +3,0
dagegen, falls sie complanar sind, eine einzige,
hochstens bicomplexe Zahl: T +§i, 34, zuordnen.

Im Ansehlusse hieran charakterisiren wir die Division auch
fir zwei n-fach complexe Zahlen: Z,, Z, als Umkehrung

18 %
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der Multiplication und unterwerfen demgemiss die Coéfficienten
von : Z, _ . .

VA Lo Ly +Lt+. . +La?,

2

den drei Bedingungsgleichungen:

7.2
(GLOPRES +E e o R T 2
2
W2
(39). .yt Hayr, .. Hak, = ;{—21,
2
’Hl
(4O> 0 - ,2?
2

welche mit den Relationen: (17), (18), (19) in derselben Weise
wie (85), (36), (37) mit (20), (21), (22) zusammenhingen.

Ihre Auflésung wiirde natiirlich v6llig unbestimmt ausfallen,
wiire deren Form nicht bereits durch unsere vierte allge-
meine Forderung und die eigenthiimliche Beschaffenheit der
beiden Werthsysteme (m) im vorhinein pricisirt.

Da némlich y,, 9,5 3,, 3, nach einigen leichten Transforma-
tionen die Darstellungsweise:

_1 b — 1 by .
Y = = {br+ ’]—‘)(“2’1—’")}; h, = ~ {b271_7](ﬂ271 +m)};
1 c 1 c
= 72 fe, i+ D(agr,—m}, 3, =— ,_.2{02 r—— (g, +m)
2 p 2 q

gestatten, also eine Vertausechung von b,, b, mit ¢,, ¢, die Grossen:
by, D, I0: 3, 3, verwandelt, bedingt beim Ubergange von zweifach
zu n-fach complexen Zahlen die Form des Coéfficienten y/ resp.
t) auf analoge Art jene aller folgenden Coéfficienten, so dass
sich fiir (38), (89), (40) ohne jede weitere Rechnung die zwei
nachstehenden, vollig bestimmten Werthsysteme ergeben:

1 a
Ly = L= 72 {0y7y+ = (byri—m)},
2 2 p
P
75 b

xn —i {blﬂ +“” (boﬂ I—??’L)}

~~
=
Novd
T T — N e
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/ m 1 a
o= = (b by )
’)2 7y q
. ) = _l{b r _“_2(0 7+ m)}
(@*). - SR

{

1 «,
) = ——{bur—— (b7 + m) .
\ Ty q

In beiden Losungen reprisentiren p, ¢ wieder die Differenz
respective die Summe des Modulus des Dividends und des reellen
Bestandtheiles des letzteren, d. h. die Grossen:

P=r—ay, § =7+,
und lassen sich daher die Werthsysteme: (1), (n¥) ebenso wie die
Gleichungen: (f), (f*) dureh Anderung des Zeichens von
7, in einander iiberfiihren, wihrend die drei allgemeinen Relatio-
nen (38), (39), (40) bei einer Vertauschung von », mit: —, ihre
Formen beibehalten.

Um also darzuthun, dass die Beziehungen (38), 39), (40) that-
sdchlich durch die Werthsysteme: (i), (n*) befriedigt werden,
gentigt es, die Richtigkeit eines einzigen, z. B. von (n) nachzu-
weisen. Hiebei beniitzt man am zweckméssigsten die Identititen:

E+ai+ ... +a = pg,
2r(aby+ayby4- . . . +a,b,) = p(byry+m)—g(byr,—m),
2(byr2—aym) = P(byr+m)+J(byr,—m),
denn ihre Einfiihrung in die Summen:
Y R IS e sl TP SO v SO YT 4
liefert fast unmittelbar die Ausdriicke:

1
- imE 0% (12— +(by 1, —m) (by v, +m)} ,
2

1 1 1
- {agm + 5 p(byry+m)+ 51 (byry—m)},
2 -

deren Ubereinstimmung mit den vorgeschriebenen Quotienten:
2 2
7t b7 ) . . .
T—;, % wohl nicht mehr einer weiteren Erlduterung bedarf.
2 Ty
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Um nunmehr auch in den Werthsystemen: (n), (n*) eine
formale Trennung der beiden Hauptfdlle complanarer und
diplanarer n-fach complexer Zahlen zu ermoglichen, verwandeln
wir ¢f, th,. - -Th; LV, £,. . .1 vorerst in Briiche mit dem gemein-
schaftlichen Nenner: pr2 beziehungsweise g2 und fithren die
dieser Umformung entspringenden Coéfficienten von », in die

. 1

gewonnenen Ausdriicke als selbststindige Factoren von =
2

ein. Es resultiren dann nach Absonderung der frither definirten
Hilfsfunctionen: d, d, fiir (n), (n*) ohne Schwierigkeit die neuen

Darstelluugen 0!

1
= z(”o by+d), ¥, = {alb —ay b, —~((¢ d—b,d))},

N

1 1
= 7 ft, by—at, b, —7 —(a,d—0b, d,)},

' 1
A :l2 {taby—aty by— Z;(an d—b,d)};
2 .

»

1
L= A(aob +d), ¥ =5l by—ag by +— (a d—b,d,),
2

1
o =3 5§, bg—tty by + 3 (a, (l—bzdl)} R
2 /

1
o= 2{a,lb aobn+%((tn(l—bn(l1)},
T

1 Auf Grundlage dieser Formeln ergeben sich speciell fiir den Quoti-
enten zweier dreifach complexer Zahlen:

ap 401y eg iyt didy,  aatboti iyt dyig

unter Beniitzung der frither verwendeten Hilfsfunctionen: A, A7, A/ die
beiden Werthe:

1 1 .
3 §m—-[tg by—ay by — ?(cllz—i—dl/z’)] i+
~+[ages—ay 02-'—%(51/&_[[1]1«”)] G+ [aydi—ay dy +%— (b4 /4y 1) 4},
1 1 .
3 fm—[ao by —ay byt 7 (erh~4-di B))i 4+
2

1 ,
“+[age;—ayeco— ?(61 h—d K)o+ [azdy—ay dz_%(bx K ey B'")] s},

in welchen 7, 7 natiirlich wieder die Ausdriicke: ry—e,, r{4«; vorstellen.
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welche, falls Z,, Z, complanar sind, also die Differenz:

w,d—0,d, fir s=1, 2,...n verschwindet, fiir die fraglichen Co&f-
. Z, - T .

ficienten V0nZ augenscheinlich nur ein einziges, die letzteren

als rationale Functionen von ay, «,. .a,; b, b,,. .b, defini-

rendes Werthsystem:

1 -
rh = g{.’ :72((1,0 b,+d)=1,,
2

1 -
n=u= 72("’1 by—tb) =1y,
2

(0)... 1 B
32’2 — gg’ = 77(“2 by—ayh,) =1,
2

1 -
== 1—_2((% by——ttyh,) =T,
2

liefern. Hienach wird der Quotient zweier complanarer, n-fach
complexer Zahlen in demselben Sinne unabh#ingig von den
Nennern: P, §, in welchem sich seinerzeit das Product zweier der-
artiger Zahlen als unabhiingig von den Nennern: p, ¢ erwiesen
hat. Da ferner p resp. § nur fiir einen reellen Dividend ver-
schwinden kann, und simmtliche reelle Zahlen zugleich in
Bezug auf' jede beliebige n-fach complexe Zahl complanar
bleiben, sind wir gemiss friiheren U berlegungen berechtigt, auch
die Fille:

P>0,§=0; p=0,§>0; p=7=0

ausschliesslich auf Grundlage des Werthsystems (o) zu erle-
digen, so dass unsere erste universelle Verallgemeinerung des
Dividirens die nachstehende explicite Definition zu erhalten hat:

Zwei n-fach complexe Zahlen: Z, Z, durch ein-
ander dividiren, heisst, denselben, falls sie diplanar
sind, zwei neue, hochstens n-fach complexe Zahlen:

U A R 2 LTS T 3 (IS 3 VR v

dagegen, wenn sie complanar sind, eine einzige, htch-
stens n-fach complexe Zahl: §, + %4+ L5+ ..+ Luln
zuordnen,
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Zur vollstindigen Einsicht in die eigenthiimliche Beschaffen-
s , Z .
heit der jeweiligen Werthe von Z—‘ gelangt man iibrigens erst
2

mittelst jener Substitutionen, welche die Coéfficienten: «,, a,, «,,
-tyy by, by, b,,. ., fiir diplanare Zahlen durch:
Tyy Uy % Oy %gye e oGy [y Biy Baye o P
hingegen fiir complanare Zahlen in Function von:
Ty, Tay & B3 oy, 0o 0y 4
ausdriicken. Hiebei ergeben sich im ersten Falle, wenn man der
Kiirze wegen:

{3+6 14——0 1—|—6 6—6
Sl sin cOoS cos——
2 SR 2 2 .
- =tg ¢, o =tgy;
sin®*— cos® -
2 2
cos o, oS o, _ oS o,

08 B, =g ¢y, coT@:tg P Gos B, g P

setzt, fir ¢}, s of, t¥;. - .10, t7 die Ausdriicke:

J ‘
¥, =1/ =LcosH
Ty
g TyCo8 ey cos (oY), 1y CO8 ey COS (p1+20)"
Y™ 7, sing,cosyp 7 ¢! r, sing ,cosy '’
g =" 1 €08 ay €08 (9, +1) — 1y CO8 «, COS (pa+%).
2 = » = : 3
12 sin ¢, cos ¥ r,  sin g, cosy
_ 71608 &, €08 (pat) 7y COS et €08 (puty)
n— ) n — < )

r,  Sin g, cos ¢ 7,  sing, eosy

wihrend im zweiten Falle der reelle Bestandtheil des umzu-
formenden Quotienten :

Z, 1 .
(41).. —Z—; = 72{(% by+d)+(a, by—a,b)i, +
2

+ (g by—105 0) i+ - « - F(nby—ayby) i}
kraft der Identitit:

; ;
ayby+ (b + . . +a,b,) =7y §<@> <—°> + <ﬁ> (bﬁx
r/\r 7, I\ 7

2



Uber zwei universelle Verallgemeinerungen ete. 281

b, - —a b

in 1 cos («—3), und der Factor von ¢,, ndmlich: ——2 - 0" fiir
’ 2

2 2

s=1,2,. .n—1in:
:‘l sin (¢—p) sin o, sinw,. .sinw,_; cos w,,

2
fiir s — n jedoch in:
% sin (a—ﬁ) sin H sin . .. 8in v,y

2

iibergeht. Es gilt daher fiir den Quotienten zweier beliebiger,
diplanarer Zahlen die wichtige Doppelgleichung:

Z 7 cos ¢, cos (v, +
(42). .—!:—‘[cos6+sec¢{ 1 008 (9, ’J>1+
Z, sin ¢,
_, 008 &, Cos (302+y) . 008 @, €os (pu+19) . }]
sin ¢, ) sin @,
respective :
7 cos ¢, o8 (¢, +
i[cos@—seeX{ 1 098 (py /)
7'2 sin 301
€os o, €08 (c‘o2+x)l. .. Cos @, co8 (10,,—&—/) | ]
sin o, LA sin ¢, i

wogegen der Quotient zweier complana,rer Zahlen nach Ab-

sonderung des in Z,, Z, und L auftretenden Inclinationsfactors:
2
I die einfache Darstellungsweise:

1(cos o+ Isinea)
(43).- ry(cos B+ Isin B)

{OOS (a—p)+1 sin (a—f)}

erlaubt. Wihrend also das Resultat der Division im ersten Falle
iberhaupt keiner elementaren Deutung zugiinglich ist, gestattet
dasselbe im zweiten Falle entsprechend der eben abgeleiteten
Formel und der Gleichung: 7?=—1 wenigstens in formaler
Hinsicht dieselbe Interpretation wie der Quotient zweier ein-
fach complexer Zahlen.

An dieses Ergebniss kniipft sich jetzt die wichtige Frage,
unter welchen Bedingungen es iiberhaupt zuldssig
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sei, die bekannten, fiir alle derartigen Quotienten geltenden
Gleichungen:

Z,+7%, 7, I, 2,7, %
=14 -2 45). A3 —=C_1
Uh..-—g—==2+z "W 727.=7
Z,:Z, Z,
U8 7:2,- 7,

auf Quotienten n-fach complexer Zahlen zu iibertragen?

Da die Divisionsregeln beim Ubergange von zweifach zu
n-fach complexen Zahlen formal dieselben bleiben, konnen
wir uns bei der Beantwortung der vorgelegten Frage, ohne die
Allgemeinheit unserer definitiven Folgerungen zu beeintriichtigen,
auf bicomplexe Zahlen beschrinken und demgeméss vorerst
die Differenz:

A=

Z,+7, (zl zz>
Z A

3

deren Verschwinden zugleich die Relation (44) verificirt, auf
Grundlage der beiden einfachen Werthsysteme (m) untersuchen.
Infolge des eigenthiimlichen, bereits erdrterten Zusammen-
hanges zwischen den zwei Werthen des Quotienten beliebiger
diplanarer Zahlen bedingt die Verwerthung eines bestimmten
Verkniipfungsgesetzes bei der Ermittlung von (Z,+Z7,): Z, die
Beniitzung desselben Verkniipfungsgesetzes zur Bestimmung
von Z,:Z,, Z,:Z,, so dass A im Ganzen nur zwei Werthe an-
nehmen kann. Thre Berechnung fiihrt bei Anwendung der,Sab-
stitutionen:
a+a, =d, by+b, =V, ¢,+c, =¢
Py—lty = Py, Ty, = g,
auf die Doppelgleichung:
CENEY O S A W N T AN
rs(\ P o, r—t P P r—d/*)
beziehungsweise:
YN T AN (T AN

7 i

q g r+d/t
d. h. die fragliche Differenz ist fiir diplanare Zahlen eine

zweiwerthige, zweifach imaginére Grosse, wihrend sie sich
fitlr complanare Zahlen wegen A, — h, = O stets auf Null reducirt.
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Im letzteren Falle ist also auch die Relation (44) all-
gemein giltig.

Etwas schwieriger fillt der Nachweis, dass die Gleichun-
gen (4D), 46) ebenfalls nur unter denselben Bedingun-
gen richtig bleiben.

Da néimlich Z, Z, und Z,: Z, im Allgemeinen zweiwerthig
sind, kann ohne Klarlegung des Verhiltnisses, in welches die
beiden Verkniipfungsgesetze der Coéfficienten von Z, Z, zu jenen
der Codfficienten von Z,:Z, treten, nicht einmal iiber die Anzahl
der, einer gegebenen Combination von Producten und Quotienten
zukommenden Werthe sicher entschieden werden. Wir haben dem-
gemiiss vor Allem festzustellen, fiir welche der vier mit einander
combinirbaren Verkniipfungsgesetze die Relationen:

48). .(2,2):Z, = Z,, (49).. <Z>><7 =

identisch erfiillt werden. !

Die diesbeziiglichen Rechnungen gestalten sich am einfach-
sten bei Beniitzung der zweiten Darstellungsweise von Z, Z,
respective Z,: Z, und liefern fiir jede der vier Zahlenfunctionen:

(W +y i F2ly) 2y,
(B4 9yl +3,%) X Zy,
je zwei Ausdriicke:
W+ 1)(1)51 -+ 3(‘);‘2’
&)+ yOg + 333, ,
XM 4y i 2004,
2B 4+ y® g 42004, ,

(@) +Ypby +2,75) ¢ Zy;
(L + 9,8 +3,%,) X Z,

1@ 4y, 4 3O
£+ Y+ 305
& + Yy 42, ;
M +y('1) 51 42D i27

indem man der vorzunehmenden Rechnungsoperation sowohl die
erste als die zweite Divisions- respective Multiplicationsregel zu
Grunde legen kann. Auf dem hier angedeuteten Wege gelangt

1 Zufolge der Commutativitit jedes, aus zwei bicomplexen Factoren
gebildeten Productes ist dann auch (Z, Z,): Zy = Z; und Zy X (Z,;: Zz) Z,
wihrend, wie bereits Hankel (l. c. p. 33) hervorgehoben hat, in sémmt-
lichen Zahlensystemen, fiir welche das Product zweier Zahlen: Z,, Z, nicht
commutativ bleibt, im Allgemeinen weder (Z,Z,): Zy noch Z,X (Z; : Z,) mit
Z, zusammenfallen. Es finden daher beispielsweise fiir diplanare Quaternio-
nen die Reductionsgleichungen : (gaq,): g =¢1; §2X(¢1:¢2) =¢, iiber-
haupt keine Anwendung.
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man nach Einfihrung der Abkiirzungen: ), #5; &/, #7 fiir die
den Nennern:
2p 7'17’2—(a2 r—ary)h  2qrr,—(ayr )
2pr i —(a,ry—m)?,  2qrr5—(ayr +-m)?
Aquivalenten Quadratsummen:
(by by (eo 1y —ey13)% (B +0,7,)2+ (e m +,7)%
B2 (cyry+ B)P 4 (b, —0)%, B2+ (cyry— k)P + (b7 + 1)?
schliesslich zu folgenden Resultaten:

2:(1) — &(") — L(‘i) — E(*) =a, 1)(1) — 1)(4) — [) 3(1) — 6\1) =c
2hr, 27

Y& = b,— — (e, —ey1y), Y = b— 2 7'1+c17'2)’
1 N, 2°1 12> le 2 ?
) 2hr 20y
3 = by —by1y), 3 = ¢+ 7 Ly +b,1y).
1 2

20 = a® = qa;; yO =yW =b; 20 =200 =¢,;
) 2h%r ) 20 r
) = a,— N”1 , a® = a1+——N,,1 ;
1 2
] 2hr 2hr
YO = 1)1__—//1(027’1"‘]"); Yo = [’1— 1(% r,—*),
2]),1 2h7
2@ = ¢, + 1(52’1_01 2 =¢, + 1(02 r+0).

Dieselben lehren, dass die in den Gleichungen: !

. . Z1 . .
2,2, = @ +y, iy +2y5, 7 —u + 9+ 3t
2
beziehungsweise:

2,7,

. . Z . .
= Pyt Yty %0, 7. — &t Doty + Fots
2

1 Die elementarste Erlduterung des Verhiiltnisses zwischen den beiden
Verkniipfungsgesetzen der Multiplication und Division bilden wohl die
Identitéiten:

(uz—v):(zt—V17)=1¢+V1_1,- (u=+Y p) X (u—Vv—) = u?—v,
welche augenscheinlich sofort unrichtig werden, wenn man die, dem Modu-

lus r; correspondirende Grosse: V%in einer und derselben Gleichung
mit verschiedenen Zeichen versieht.
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ausgedriickten Multiplications- und Divisionsregeln einander
direct correspondiren, denn die Relationen (48), (49) werden bei
Combination dieser Regeln thatséichlich zu Identitéiten, Da-
gegen entspringt jeder anderen Combination ein von der gefor-
derten Zahl: Z, verschiedenes Resultat, welches mit der letzteren
pur insoferne zusammenhingt, als es kraft den, fast ohne
jede Rechnung sich ergebenden Gleichungen:

BOP+ YO O = O+ O+ O =
= O+ O O = O O+ O =

-0

denselben Modulus wie Z, besitzt.

Nachdem hiemit der Zusammenhang zwischen den einzelnen
Verkniipfungsgesetzen der Multiplication und Division vollsténdig
klargelegt ist, konnen wir die Priifung der Gleichungen (45), (46)
vnmittelbar in Angriff nehmen, zu welchem Zwecke vorerst die
beiden zusammengesetzten Quotienten:

Z,:Z,

Z 7
0, =23 0,= :
! Z2Z3’ ? Zy:Z,

als bicomplexe Zahlen darzustellen sind. Gemiss unseren
letzten Betrachtungen kommen jedem derselben im Allgemeinen
je zwei Werthe zu:

)+ +G)h,  E)+F0) i +3) bk
@)+ +Gly @)+ 0)i+ G b,

welche der Reihe nach berechnet werden konnen, indem man
die aus den bicomplexen Zahlen:

h? hk /
(2,)= <€I+Pﬂ> + \-/+ %)'14‘(5,-!- %)lz;
1 1 by
2 .
(2,) = (ﬁ”+;i2> + <"’+h;ﬁ>zi+<“”+ %—ilﬁ iy
2 2 2
2
= o)yl )
1 1 1
h? ik h,l
(Z/) — (—;//___2) + <—/I 2 2) +<Z” it 2t i
? 7> ¢ 2/ 0 /"
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ﬁ_l< Enfﬁ)- 1(,. Li)
(Zy) = 2 L+ 7 l1+,,§ 1+ 7 Y,
g =" L) 1 )
(Z,) = 2 L+ 5 ‘1+,.§ 2 + 12 by
1 c.h 1 b
(Z)—';——Tz<ll ! 1>’1+ﬁ<k1_%>l2
3 3 3
m 1 c,h 1 bl
VA ==2— —<l——2 L) +—<k—l¥>z
)= q,)l A g )"

gebildeten einfachen Quotienten:
(Z)):(Zy), (Z)):(Zy); (21): (Z-z): (Z ): ([)
nach der
ersten zweiten ersten zweiten

Divisionsregel ermittelt. Da iibrigens schon die Verschiedenheit
eines einzigen Systems gleichnamiger Coéfficienten in Q,
resp. @, von den correspondirenden Coéfficienten in Z, : Z, die
Unzuldssigkeit von (45), (46) fiir die mit einander verkniipften
Zahlen zur Folge hat, mégen vorldufig nur die Werthe von (x,), (z,),
(,), (T,) bestimmt werden, um bei der Ausscheidung jener Fille,
fiir welche die zu priifenden Relationen itberhaupt nicht in Be-
tracht kommen, jede iiberfliissige Rechnung zu vermeiden.
Verwendet man zur Reduction der fraglichen Coéfficienten
die Identitdtengruppen: (B), (D), (H) und (&), so erhalten alle
fiir die ersteren gesuchten Ausdriicke leicht discutirbare Formen,
indem hiebei die nachstehenden vier Gleichungen resultiren:

m hh
50... " ::—<1+¥>—
(B0)- () = 1+ 18

1 % </L1 h2> < h, m1)< hy mz>€
— g\ Lt — )+ | R+ h,+—+—%
573 2 P P g Dy o Y

m h, b
h1). <1+__1 2>+
(1)) = s 419>

1 3 [h, 712> < Izzml>< hym >=
+ S5ty — 2 hy— 2L h,— -2
a9y ) VT Nl

1 h h hoh, g
52). . .(F,) = = _{ <_1__2>__12_l
(52)...(@) 1.2"'1.27.2 Y PP 7y

2 2°3
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1 h h hoh,p
H3). = %((’ —_2>+—1__21},
(53) (&2) ,2 Y 7 7 77,

Es sind demnach fiir 4, h, 2 0 simmtliche vier Coéfficienten

von dem reellen Bestandtheile in Z,: Z,, nimlich — verschieden,
r
2
wihrend sie fiir 2, —h, =0 ohne Ausnahme dem letzteren gleich
werden. Lisst sich also zeigen, dass unter diesen Annahmen,
welche die Grossen: Z,, Z,, Z, zugleich als complanare bicom-
plexe Zahlen kennzeichnen, ausserdem noch die Relationen:

|:~
l\’)

W) =)= @) =) =— 2; G=06)=0G)= (52)—*

gelten, so erscheint dann auch unsere auf die Gleichungen (45),
(46) beziigliche Behauptung vollstindig hegriindet.

Die Herstellung des fraglichen Beweises wird durch die
Thatsache ermoglicht, dass gemiss friiheren Untersuchungen die
Multiplication und Division eomplanarer Zahlen ebenfalls
gleichartige Zahlen liefert, mithin die beiden Ausdriicke:

(@ +7' 4, +714,) : (&"+7",+7"4),

m l 'IH L (my L, k, .
<E 73 it ’3 ) (72;—’—§l1+ ;glz),
auf welche sich die Quotienten: (Z,):(Z,), (Z!) : (Z}) respective
(Z)):(Z,), (Z)): (Z}) infolge des Verschwindens von k,, h, redu-
ciren, nach den fiir complanare bicomplexe Zahlen bestehenden
Divisionsregeln zu herechnen sind.

lhre Anwendung fithrt unter Beniitzung der aus (€) und (&)
fir den vorliegenden Fall entspringenden Beziehungen:

B+ &+ m} = &P+ g+ 2P =]},
Y L e e
direct zu den Formeln:

z"y! lm,— 1, m,

'iQ

g —ag
00 =060 =L, 00 = @) = 2
Ty? 273
a7 —a?’ z! kym,—k,m,

G) = (3) = y () =G) = ‘l—)

.2
7 13 1273
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und so ergeben sich, da die allgemeinen Werthe der Zihler
von 7273 :
'y —ay = —lrk—cy(agh+ayh—ahy),
" —& 7 = kvl 4+ by (ash+ay hy—ay hy),
lym—l my, = —Ur2 4 ¢ (agh—a, hy+a,by),

kymy—k,my = krk—0by(ayh—ay hy+a,h,)

fir complanare Zahlen augenscheinlich den Producten: —1s2,
kr? dquivalent werden, ! in letzter Linie thatsichlich jene Relatio-
nen, von deren Zutreffen die Giltigkeit der Gleichungen (45)
und (46) abhingig gemacht wurde.

Die hier zun#chst fiir bicomplexe Zahlen gezogenen
Schltisse lassen sich durch vollstindige Induction leicht auf n-fach
complexe Zahlen ausdebnen und begrtinden im Vereine mit den
iibrigen in diesem Paragraphen abgeleiteten Resultaten die nach-
stehende umfassende Charakteristik unserer ersten universellen
Verallgemeinerung der vierten algebraischen Grund-
operation:

(I) Der Quotient zweier beliebiger n-fach complexer Zahlen:
Z,, Z, ist hochstens n-fach complex, unter Umstéinden aber auch
reell; er reprisentirt eine einwerthige oder zweiwerthige
Grosse, je nachdem die beiden, durch einander zu dividirenden
Zahlen complanar oder diplanar sind, und wird nur dann unbe-

1 Die vier zuletzt beniitzten Identititen bilden natiirlich nurintegrirende
Bestandtheile zweier grosserer selbststiindiger Identitidtengruppen :

Fij—xy = —lyrh—cy(—aghtaghi+a hy),
alz—xz! = kg0, (—agh+agh 4, ly), Pi—i7 =—a,(—agh+ash,4a,h,),

{m—Imy = lgr¥—c, (agh—ash;+a hy),
b —kym = —kyr3+b (agh—aoh,+a hg), kyl—kl, = —a (agh—aghi+aihy),

welche ich nur deshalb nicht im Anschlusse an die Gleichungssysteme (D)
und (9) mitgetheilt habe, weil sie im Ubrigen in der vorliegenden Arbeit
absolut keine Verwendung finden. Schliesslich sei noch bemerkt, dass die,
allen Relationen der zweiten Gruppe gemeinsame Function von 2, 2y, Ay
agh—aghy+a, by, wie eine cinfache Umformung dieses Ausdruckes lehrt,
mit der Determinante: g zusammenfillt, aus welcher iibrigens auch siimmt-
liche, im ersten Identitditensysteme auftretenden Functionen von 4, 4y, Ay
durch partielle Anderung derZeichen von a,,as,azabgeleitet werden kdnnen.
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stimmt, beziehungsweise unendlich,? wenn siimmtliche Co&f-
ficienten des Dividends und Divisors, beziehungsweise nur jene
des letzteren verschwinden.

(II) Der genannte Quotient ist fiir jeden reellen Divisor
distributiv hinsichtlich aller Coéfficienten des Dividends,
ferner fiir zwei beliebige complanare n-fach complexe
Zahlen distributiv in Bezug auf simmtliche complanare
Summanden, in welche sich der Dividend willkiirlich zerlegen
lasst, und bleibt im letzteren Falle auch unverindert, wenn man
Zihler und Nenner mit irgend einer dritten endlichen und
complanaren Zahl multiplicirt oder durch dieselbe dividirt.

(IIT) Der Modulus von Z, : Z, besitzt stets den Werth:

(B4). 7=

r,’

ist also — unter Z, nunmehr irgend eine cndliche, #-fach com-
plexe Zahl gedacht — zngleich Modulus der beiden Quotienten:
0,, @y, indem die Moduli von Z,Z,, Z,Z,; Z,:Z,, Z,:Z, der Reihe
nach mit: », g, 7, 755 2,175, 7,1 7y Zusammenfallen.

Der letzte Satz bleibt natiirlich auch giltig, falls man dem
Zahlenpaare: Z,, Z, statt einer einzigen neuen Zahl: Z, allgemein
s — endliche n-fach complexe Zahlen: Z(), Z®, .. .Z® in analo-
ger Weise zuordnet, d. h. die Quotienten:

Z,Z0 Z, 20 Z,:ZO 2270
Z,707 2,260 Z,:Z0) T 7,1 Z0)
bildet, und liefert schliesslich noch die Folgerung:

Sind Z,, Z,; ZM, Z®,...Z® irgend welche endliche n-fach
complexe Zahlen, so liegen alle, jenen Quotienten zugehdrigen
Punkte in einer n-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit
von der Gleichung: .

(85). . .2+ &+ &2 =1
2
mithin speciell fiir » — 2 auf der Oberfliche einer aus dem
Ursprunge des betreffenden dreiaxigen Coordinatensystems
mit dem Radius: i* beschriebenen Kugel.

1 Eine n-fach complexe Zahl ist ebenso wie eine einfach complexe
als endlich, unendlich gross oder unendlich klein zu betrachten, je nach-
dem ibr Modulus endlich, unendlich gross oder unendlich klein ist.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCI. Bd. IL. Abth, 19
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§. b.

Entwicklung des Potenzbegriffes fiir 72-fach complexe Zahlen,

Definiren wir— unter s irgend eine positive ganze Zahl ver-
standen — die s-te Potenz einer beliebigen zn-fach complexen
Zahl: Z, als Product von s einander gleichen Factoren: Z,
und bezeichnen dessen Werth symbolisch mit Z3, so gilt vor
Allem die aus (33) fiir:

P e L T TN Ry M
hervorgehende Fundamentalgleichung: 1
(56). .Z;=1r;{cos (sa) + Isin (sa)}.

Analog ist die s-te Potenz einer zweiten, mit Z, compla-

naren Zahl: Z,:

Z3; = r3{cos (sp) + I'sin (s )},
mithin kraft der Formeln (26) und (43):
Z3Z3 = rirsicos (sa+sP)+ Isin (sa+sf),

= T {eos (sa—s )+ I'sin (sa—s )}
2 2

in welchen Resultaten die rechter Hand stehenden Ausdiiicke
unter nochmaliger Beniitzung von (56), (26) und (43) als s-te

. . Z
Potenz von Z, Z, respective 71' interpretirt werden konnen, d. b.
2

man hat unter den gemachten Voraussetzungen allgemein:

: - Z; Z,\
(07) 232y = (2,Z,y, (58)... Z—i = <—Z—:> ,
2

1 Diese Glelchung fallt fiir n=1 mit der bekannten M oivre’schen
Binomiaiformel zusammen und liefert ausserdem fiir die Coéfficienten der
s-ten Potenz einer beliebigen dreifach complexen Zahl:

ag—+ay i+ agl,+agiy
dieselben Verkniipfungsgesetze, welche im Quaternionen-Calcul
(Vergl. Elem. d. Quat., I. Bd., 2. Th., p. 8385, 341) fiir die Coéfficienten der
s-ten Potenz des Quaternions:
a'o—l-(li 'L'—l—azj +(¢9 /c = {((0—|— iﬂiajw} -
1

/
= rl{ cos o . Qihaaitagh . a} =17, (08 o 8in &) gelten.

V aj+o3-+a%
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withrend fiir gleich hohe Potenzen diplanarer Zahlen infolge
der Verschiedenheit ihrer Inclinationsfactoren tiberhaupt keine
derartigen Relationen bestehen.

Um nunmehr auch die Beziehungen zwischen den verschie-
denen Potenzen einer und derselben n-fach complexen Zahl
kennen zu lernen, substituire man in (56) fiir s der Reihe nach:
m-+1, m—7u, mn, wobei sich unter Hinzuziehung der fiir », als
eine reelle Grosse geltenden Potenzregeln:

,,.m
,nln-i-u — 7-1111 7411’ TT—H — ;l?_’ ,-11nn — (,,1111)11
die Gleichungen:

Zm+n =yt {cos (ma—+ne) + I sin (me+nz)},
1
Zn—n — :_311{ cos (m oa—n a) + I sin (m o—1n a)},

Z:lnn — (71111)11{ coS (mna) 4 I'sin (mna)}

ergeben, deren weitere Deutung in der That die fraglichen Be-
ziehungen liefert. Man kann n#mlich wieder auf Grundlage von
(56), (26) und (43) die fur Zpt+n, Zm— gegebenen Werthe als
Product und Quotienten der beiden complanaren Zahlen: YA AY
auffassen, ferner den, in der dritten Relation auftretenden n-fach
complexen Factor:

cos (mne«) + Isin (mne) durch: {eos (ne)+7 sin (ma)it

ersetzen und gelangt so ohne jede Rechnung zu den Formeln:
(59). . .Z:lu X Z}‘ — Z;"_Hl, (60). _Zrln: Z? — ZT_"ﬂ
(61). . .(Z'l“)“: ZT”.

Indem man ferner in (60) einerseits m —n, anderseits m =0
wiblt und im ersten Falle die Thatsache verwerthet, dass der
Quotient zweier gleicher n-fach complexer Zahlen kraft (43)
mit der positiven Einheit zusammenf#llt, erhdilt man noch die
Gleichungen:

0
(62)...20 = +1, (63)...271 =211

welche gemiss der Art ihrer Ableitung fiir beliebige endliche
n-fach complexe Zahlen richtig bleiben.

19 =
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Die wichtigsten aus (56) zu gewinnenden Folgerungen
resultiren jedoch erst nach Einfithrung der beiden Specialisirun-

gen: r, =1, a = %n und der bekannten! Entwicklungen von

cos (s«) und sin (se):
cos (s o) = c08® a—(s), Co8° % « 8in® a4 .
sin (s«) = (s), cos*~! & sin a—(s); cos* =7 « 8in® a4

welche im vorliegenden IFalle geméss den Beziehungen:

@ a4 ... +a? d,
cos o = -2, sin « \/ an L:\/_i
)’ 7y ry

die rein algebraischen Formen:
cos (8) = - {5—(8), 1 (V/ 77+
. 1 .
sin (se) = s () a5V d— ()3 5~ (V d))*+
1

annehmen.— Vertauscht man némlich in (56) », mit 1, « mit %n,
so entsteht fiir 7° die Gleichung:

(64)...I° = cos <-;—ns)+]sin<%ns>,

d. h. es wird —unter f irgend ein Glied der Zahleunreihe: 0, 1, 2,
3,.. gedacht — allgemein:

I = 41, =] JI¥2—_1 [#+8—_]

wonach der jeweilige Werth von /* fiiralle geradzahli-
gen Specialisirungen von s mit jenem von ¢* iiberein-
stimmt und, wenn s eine ungerade Zahl ist, zu I in
derselben Relation steht, welche im letzteren Falle
¢ mit z verbindet.
Im Anschlusse hieran ldsst sich jetzt der Ausdruck:
73 {c0s (s &)+ Isin (s«)} durch die Reihe:

s +(8), a3t (I\/Z) + (8), 452 (]\/(_]1‘)2_,_ (8)g 5= (]\/ji)s_i_ .

1 Ich schreibe fiir die aufeinanderfolgenden Binomialeosfficienten
statt der gegenwiirtig iiblichen Symbole: s, s5, s3.  deshalb die &lteren:
(8)15 (8)a; (8)gy + - ., Weil ein einfacher Index diese Coéfficienten von anderen,
gleich signirten Grossen zu wenig scharf trennen wiirde,
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darstellen, wilhrend die linke Seite von (56) in:
‘:"1(“‘0 + Iﬂ»b = (¢, + I\/d))
AU ”y

transformirt werden kann. Die Aquivalenz beider Ausdriicke lehrt
mithin, dass der jeweilige Werth von Z;, als Function von «,
und I \/Z betrachtet, nach denselben Gesetzen gebildet
ist, welche kraft des binomischen Lehrsatzes fiir die s-te Potenz
eines reellen algebraischen Binomes gelten. Auf diese Art be-
stehen fiir die aufeinanderfolgenden Potenzen von Z, mit positi-
vem, ganzzahligen Exponenten die Formeln:

72 = @—d,+2a,I\/ 4,
73 = a,(a2—3d,) + (8a>—d,) IN/ 4,
2 = @t —6a2d,+d? +4ay(i2—d,) 1N/ d,

und allgemein fiir Z¢ die relativ einfache Gleichung:

(65). .21 =
s=n' s=n"'

= 2 (1) @ A TN/ D (L) (Wi
s=0 s=0

in welcher die oberen Grenzen beider Summen, je nachdem 1
eine gerade oder ungerade Zahl vorstellt, die Werthe:

1 1 . . 1
W= AL W= §11—1 beziehungsweise: n' = n"’/ = f(“_l)
zu erhalten haben. Reducirt man also schliesslich das Product:
IN/d; auf seine urspriingliche Form: @i, + i, + . . . +a,i, und
setzt der Kiirze wegen:

s=n' s=n""

5
Z (—1y (g, ai =2 di = K,, >_| (—1) ()asqr @21 d; = Ly,
s=0 s=0

so ergibt sich fiir Z@ die nachstehende explicite Definition:

Eine gegebene n-fach complexe Zahl: Z, aufirgend
eine positive ganzzahlige Potenz: 1t erheben, heisst,
derselben eine einzige, jederzeitn-fachcomplexe Zahl:

Ko+ Ly(ai +ayiy+. .+ a,,) = Ko+ Ly(Z,—a,)
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zuordnen. Infolgedessen gilt speciell fiir ¢, =— O die einfache
Doppelgleichung:
/ 1 |
(—d,)? i n gerade
(ag i+ ayt,+ + )t = -
s (— —
(—d,)? IN/d, | 1 ungerade

d. h. die n-te Potenz jeder n-fach imaginidren Zahl ist
reell oder n-fach imaginér, je nachdem n eine gerade
oderungerade Zahl vorstellt.

Unsere letzten Resultate ermdglichen nunmehr auch eine
vollstindige Beantwortung derFrage nach den jew eiligen Werthen
der n-ten Wurzel aus Z,, — sie mag, entsprechend der iiblichen
Symbolik, mit: \"/ Z, bezeichnet werden — falls wir unter \"/ Z,
in rein formaler Erweiterung der bekannten Definition der n-ten
Wurzel fir gewdhnliche complexe Zahlen allgemein jede
Zahl:

8= ay+ai +ayi 4y,

verstehen, deren n-te Potenz mit Z, zusammen fallt.
Da nédmlich 8* kraft der Formel (65) und den an sie ge-
kniipften Schliissen nach Einfithrung der Hilfsgrossen:

ad+ai+. . +ai=0H,,

s=n' s=n''
D (1) ety = R Y (1) (Wea 0> 0 = &
s=0 $ =0

die Darstellungsweise:
81‘! = v@n'{' gn(alil +a2 ':2+ e +ani;,)

gestattet, involvirt die Erfiillung der Bedingung: 3" = Z, gemiiss
unserer Definition der Gleichheit zweier n-fach complexer
Zahlen unmittelbar die (n+ 1) Be ziehungen:

R =y, 0,8 =0 L& =0, .0,%& =da,,
welche ibrerseits die fortlaufende Proportion:
a, i a, G, = Ay Ly,

zur nothwendigen Folge haben, d. h. 3 als eine mit Z, com-
planare Zahl charakterisiren. Sind aber die Zahlen: 8 und Z,
complanar, so besitzen sie unter allen Umstéinden einen und
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denselben Inclinationsfactor: I, dessen Absonderung in
3 der gesuchten Zahl jedenfalls die Form:

B = p (cos ¢+TIsin ¢)
verleiht. Die Anwendung der Gleichung (56) auf 8¢ fiihrt daher
im vorliegenden Falle unmittelbar zu den beiden Relationen:

preos () =r, eos «, ptsin(n¢) =, sin«,

deren Anflosung im Einklange mit bekannten Resultaten der

Theorie einfach complexer Zahlen eine einzige Substitution fiir p,
1
némlich: p = r} und n von einander verschiedene Werthe fiir
cos {4+ I sin ¢ mit den Argumenten:
) a o+ 2x , a-+2(n—=
gl ) gz - ) . gn — ( )
n n n

liefert. Hiemit erscheint zugleich dic gesuchte explicite Definition
von \"/ Z, vollstindig pricisirt; sie lautet: Aus einer gegebe-
nen n-fach complexen Zahl: Z, die n-teWurzel ausziehen,
heisst, derselben im Ganzen n— jederzeit n-fach com-
plexe Zahlen:?

1

L o . 1
g9 cos—~+ I sin—p, 7n{cos =+ I sin
1 1 w1

a+ 27 . a+2r:}
?

7 3 cog X AT 2(:_”1%7 4 Isin 2 AT 2(:—1) n%

zuordnen, so dass speciell der n-ten Wurzel aus a i +
+a,t,+ ... +a,i, folgendes Werthsystem entspricht:

V&))" {cos +Ism2 A )"{cos5—+1sm 2n}
(\/d ) { cos ~—5—* (4n—3) o 3) I sin ——(411;13>“%-

1 Dieselben verhalten sich kraft der in den Formeln (26) und (56)
begriindeten (leichung :

a—+2fz . 2% . % 2 2z\T
cos ZEEE | pgin 4 T:(cosf—l—lsmf> cos~—|—131 =
n n Lo I n/

zu einander wie die successiven Potenzen einer und derselben, von o« un-

.. 27 . 2n
abhingigen, n-fach complexen Zahl: cos—- + I sin e
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Gemiss dieser Definition kommen der n-ten Wurzel aus Zr
n/—— n n >
\/Zr = \/r"{ cos (ma)+Isin (ma)},

sobald m und n relative Primzahlen vorstellen, ebenfalls 1 —von
einander verschiedene Werthe zu, welche aus dem Producte :

m

ma+2f7 . ma+2f 7|
I cos —————1= n— 1%

+1 si
durch die Substitutionen: {, = 0, 1,2, ...n1—1 hervorgehen, sich
aber auch direct auf die m-te Potenz von 3 beziehen lassen.

Zur Einsicht in die Art dieses Zusammenhanges fiihrt die
Uberlegung, dass die n Werthe von 8™ als der m-ten Potenz eines

Ausdruckes von der Gestalt:
1 \

T L4 2 . a2 =

. gcos_ﬂ I sin 2207

mittelst derselben Substitutionen fiir ¥, aus dem Producte:

S ma+2fma
M qCoOS—mMm ————

. me+ 2fmxr)
1 0 ——

+1I si
resultiren. Da nun die Division von O, m, 2m, .(n—1)m durch
1 unter den beziiglich m und n gemachten Annahmen lauter von
einander verschiedene Reste liefert, konnen die, den beiden

uotienten:
Q me+28r  ma+2fms

n 7 n

fiir die erwidhnten Specialisirungen von f, entspringenden Werthe
— abgesehen von ihrer verschiedenen Reihenfolge — nur um
ganze Vielfache von 27 von einander differiren, welche Unter-
schiede fiir simmtliche goniometrische Functionen derselben

entfallen. Infolgedessen bestimmen die beiden, filr \n/ Zm und 8™
aufgestellten Producte ein und dasselbe Werthsystem, d. h. es
ist allgemein:
. ny—— n,—u
(66).. /25 = (V%)

Die vorliegende Gleichung ldsst ausserdem klar erkennen, wie
nm

die noch ausstindige Definition der Potenz: Z1“_ formulirt werden
muss, um die urspriinglich fiir positive ganzzahlige Exponenten
abgeleiteten Relationen: (57), (58), (59), (60), (61) und (63) mit
Hilfe derselben Schliisse, deren man sich zu diesem Zwecke
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in der Theorie der gewohnlichen complexen Zahlen bedient, auf
beliebige gebrochene Potenzexponenten ausdehnen zu konnen.
Verstehen wir ndmlich in vollstindigem An-

schlussean diebekannte Auffassung der Potenzgrosse:
m m

7P unter Z" die n-te Wurzel aus Z™ so involvirt eine
derartige Definition kraft (66) zugleich die folgende:

m
67). zi=(VZ)",
wonach die Rechnungsoperationen mit solchen Potenzgrossen, da

sdmmtliche Werthe von \n/ Z, mit Z, complanar bleiben, auf
gleichartige Operationen mit ganzzahligen Potenzen compla-
narer Zahlen zurtickzufithren, und die gewonnenen Resultate
wirklich in dem oben précisirten Sinne zu interpretiren sind.
Auf Grundlage unserer letzten Definition ergibt sich schliess-
lich auch die Bedeutung der Potenzgrosse mit beliebigem irra-
tionalen Exponenten: p:Z%, wenn wir hiebei von der, die
betreffende Trrationalzahl definirenden Reihe von rationalen

m, m .
Zahlen: —', -2 . . ausgehen, und Z} consequent als Grenzwerth
1 2 n, my

der Grossenreihe: Z, Z1:  .betrachten. Die Moduli und Argu-
mente ihrer einzelnen Glieder sind dann:

m m, _
rl_l:, m,(« +2fn); 752, mz(a—l-?f,.);.
! 1, ! 1,

t=0,.1,2,...0,—1, n;, n,+1,. .u,—1,m,. .),

so dass beim Ubergange zur Grenze: p die Gleichung:
(68). .Z» =1p{cos (p[a—+2fx])+Isin (p[a+2Ex])}

resultirt,’ in welcher jedem positiven ganzzahligen Werthe von f
ein charakteristischer Werth des Factors von s% zugehort. Auf
diese Art liefert jede Potenzirung von Z, mit irrationalem
Exponenten unendlich viele n-fach complexe Zahlen.

1 Die Gleichung (68) wird hienach durch dieselben Uberlegungen
begrﬁndet, welche in der Lehre von den einfach complexen Zahlen (vergl.
z. B. das 1881 zu Leipzig erschiencne Werk v. A. Harnack: ,Die Elemente
der Differential- und Integralrechnung¥, p. 128, 124) die Feststellung der
Bedeutung von {r(cos ¢ -+ ¢ sin )} » ermoglichen.
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Hiemit erscheint die Discussion des Potenzbegriffes, inso-
weit derselbe noch direct aus elementaren algebrai-
schen Operationen abzuleiten ist,! vollendet, und begriin-
den die Resultate unserer diesbeziiglichen Betrachtungen nunmehr
folgende Sitze:

(I) Die g-te Potenz einer beliebigen endlichen, n-fach com-
plexen Zahl: Z, wird, so lange ihr Exponent: q der beschrinken-
den Bedingung: — o0 < g < + oo unterworfen bleibt, aus-
schliesslich fir q =0 reell, wihrend sie fiir alle iibrigen
Specialisirungen von g, je nachdem dieselben der Reihe der
ganzen oder gebrochenen oder irrationalen Zahlen angehoren,
eine einwerthige oder mehrwerthige, beziehungsweise un-
endlich vielwerthige n-fach complexe Grosse vorstellt.

(II) Die Regeln, nach welchen gleiche oder verschiedene
Potenzen von Z, multiplicirt oder dividirt,beziehungsweise poten-
zirt werden, bleiben fiir simmtliche Werthe von = die-
selben und fithren stets auf Zahlen, welche mit der
gegebenen Zahl Z, complanar sind.

(IIT) Der Modulus von Z§ besitzt fiir jede hier in Betracht
kommende Specialisirung von q nur einen einzigen Werth:
79, so dass simmtliche Punkte, welche der Zahl: Z, durch eine
Potenzirung mit dem Exponenten: g zugeordnet werden, in einer
n-fach ausgedelinten Mannigfaltigkeit von der Gleichung:

(69). . .24+ 2+ &2+ .. +&E =1
liegen, z. B. also fiir n =2 Oberflichenpunkte einer, aus
dem Ursprunge des betreffenden dreiaxigen Coordinatensystems
mit dem Radius: 79 beschriebenen Kugel bilden.

Das Gesammtresultat unserer bisherigen Untersuchungen ist
mithin ein relativ einfaches; wir sind zu der Einsicht gelangt,
dags alle algebraischen Grundoperationen sich auf dem
hier eingeschlagenen Wege universell verallgemeinern lassen,
wobei die Regeln, welche beziiglich der Ausfilhrung dieser Rech-
nungsoperationen mit einfach complexen Zahlen gelten, nach
Absonderung des Inclinationsfactors / unmittelbar auf n-fach

1 Die Discussion des allgemeinen Potenzbegriffes : lez gehort bereits
in die Theorie der wichtigsten einfachen Functionen eines u-fach com-
plexen Argumentes.



Uber zwei universelle Verallgemeinerungen ete. 299

complexe complanare Zahlen fibertragen werden konnen.
Ausserdem haben die zur Feststellung der letzteren Thatsache
dienenden Entwicklungen gelehrt, dass die Grosse I bei allen
in Betracht gezogenen Verkniipfungen derartiger Zahlen die-
selbe Rolle spielt, welche dem Factor ¢ in der Lehre von den
gewdhnlichen complexen Zahlen zuféllt.

Wir tiberzeugten uns némlich allgemein von der Giltigkeit
der Gleichung: JI* — —1, bei deren Herleitung wir jedoch
keineswegs gendthigt wurden, die Unterscheidungszeichen
Iy by, -in willkiirlich als irgend welche neue imagi-
nire Einheiten zu definiren. Es war vielmehr die erwihnte
Relation nur eine logische Consequenz jener Verkniipfungsgesetze
fiir die Coé&fficienten von I, welche aus unserer Definition
des Productes zweier complanarer n-fach complexer Zahlen
fiir den Specialfall gleicher, nfach imaginirer Factoren
resultirten. In demselben Sinne bilden also auch die specielleren
Beziehungen:

2=—1, 2=—1, .if=—1

) P

lediglich den analytischen Ausdruck jener Regeln, nach welchen
die Coéfficienten: (+1), (+1) je zweier gleicher, einfach
imagindrer Zahlen bei Ausfithrung der Multiplicationen:

(DDA (DR (D), - A+ Diaf {(+ 1)
mit einander zu verkniipfen sind. Dagegen wire es widersinnig,
die angefiihrten Relationen etwa mnoch als Bestimmungs-
gleichungen fiir die Symbole: i, 4,,. .., zu betrachten; denn
da die letzteren, sachlich genommen, Unterscheidungszeichen fiir
verschiedene Coordinatenrichtungen vorstellen, darf man sie
selbstverstindlicher Weise nicht gleichzeitig mit Zahlen-
grossen identificiren.
Von diesem Standpunkte aus muss schliesslich anch die
_bekannte, von Argand?® herrithrende Auffassungsweise der ima-
gindren Einheit: ; = \/—1 als der mittleren geometrischen

T Argand geht hiebei (Gergonne’s Annalen, IV, Bd. p. 135) von
dem Analogieschlusse aus, dass die unmittelbar evidente Proportion:
(+1):(—1) = (—1) :(+1) auch zur Aufstellung der Proportion:

(+1) /=1=1/=1:(—1) berechtige.
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Proportionalen zwischen der positiven und vegativen Einheit!
definitiv verworfen werden, welche Ansicht iibrigens schon
Servois? mit folgenden Worten nahegelegt hat: , Cette proposi-
tion: ,la quantité 4 u\/ —1 est une moyenne proportionnelle d e
grandeur et de position entre +« et—a‘ équivaut & ces deux-
ci, dont une (== «\/—1 moyenne de grandeur entre +a et —a)
est évidente, et dont'autre (== a\/——l moyenne de position entre
+a et —a) n’est pas prouvée, et renferme précisément le théoréme
dont il s'agit. Cela est d’autant plus ficheux que tout le reste du
mémoire porte sur ce premier théoréme. Quant & M. Argand, il
s'est contenté d’appuyer cette proposition sur une sorte d’analogie
et de convenance. Or, il me parait que, lorsqu’il s'agit de fonder
une doctrine extraordinaire, opposée en quelque sorte aux prin-
cipes recus, dans une science telle que l’analise mathématique,
la simple analogie n’est point un moyen suffisant.“

8. 6.

Zweite Verallgemeinerung der Addition.

Alle in den §8. |—4 entwickelten universellen Verallgemei-
nerungen algebraischer Grundoperationen entsprangen einer rein
algebraischen, in je drei Relationen gegebenen Charakteristik
derselben fiir den Specialfall: » =1, so dass die fraglichen
Coéfficienten des Resultates der betreffenden Grundoperation fiir
den allgemeinen Fall n-fach complexer Zahlen immer erst
nach Hinzuftigung weiterer beschréinkender Bedingungen voll-
stdndig bestimmt werden konnten.

Es liegt daher nahe, jene algebraische Charakteristik noch
mit einer geometrischen zu combiniren, welche von Fall zu
Fall die Aufstellung ebenso vieler Gleichungen ermoglicht, als
unbekannte Coéfficienten vorhanden sind.

Zu diesem Zwecke gehe man von der Uberlegung aus, dass
alle, mit zwei einfach complexen Zahlen: Z,, Z, vorgenom-

Die schiirfste Kritik dieser Behauptung findet sich in dem 1884 zu
Leipzig erschienenen Werke von Dr. E. Diihring und Ulrich Diihring:
yNeue Grundmittel und Erfindungen zur Analysis, Algebra, Functionsrech-
nung und zugehorigen Geometrie¥, p. 30, 31,

2 8. h. Gergonne’s Annalen, [V. Bd., p. 228, 229.
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menen Rechnungsoperationen denselben ausschliesslich solche
Zahlen zuordnen, welehe mit Z,, Z, und dem Nullpunkte
des Zahlensystems einer und derselben Ebene ange-
héren. Betrachtet man nun das eben précisirte Merkmal als ein
universelles, d.h. als eine auch fiir n-fach complexe Zahlen
geltende Eigenschaft des Resultates jeder Rechnungsoperation,
so ergeben sich fiir simmtliche algebraische Grundoperationen
gewisse analytisch-geometrische Bedingungsgleichungen, deren
typische Formen durch folgende einfache Erwigungen erhalten
werden:

Denkt man sich in der hier angenommenen (- 1)-fach aus-
gedehnten Mannigfaltigkeit irgend eine, den Ursprung O durch-
setzende Ebene gegeben, so wird dieselbe allgemein durch (z—1)
lineare Gleichungen zwischen (z+ 1) verinderlichen Coordinaten:
£, €y Eamty &, analytisch beschrieben, welche im vorliegenden
Talle fiir die Coordinaten des Punktes O in Identitdten tibergehen
miissen und infolgedessen stets die Darstellungsweise:

Ay €+ By 1+ G 6 =0, 4§ +B & 1 +C & =0,

Y P 5.71—2 +B, Sn—l +C, E.n =0
gestatten, Die weitere Forderung, dass jene Ebene iiberdies die,
den beiden n-fach complexen Zahlen: Z,, Z, zugeordneten Punkte:
M,, M, in sich aufzunehmen hat, liefert mithin nach Einfithrung
der Abkiirzungen:

bp—a, by = hyy tp 1 b—ab,y =k,
die nachstehenden, von allen unbestimmten Coéfficienten be-
freiten Relationen:

- EO—]I'O gn—l = ko f-?n, - él_]l'] 571—1 - k1 é::z;
. hn—l En—z—hnfz é:n—l = 571;

deren constante Parameter, da die Determinanten;

«, a, b b, a, b,
Up—1 (y—1 bn—l I} bn—l Up—1 bn—l
a, a, b, b, «a, b,
infolge der Gleichheit je zweier Colonnen identisch verschwinden,

fir jeden in Betracht kommenden Werth von s den Be-
ziehungen :
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(0l —tna by = wyk,,
B gk —bys b = by,
Geniige leisten. Hiemit erscheinen zugleich Anzahl und Typus
der fraglichen Bedingungsgleichungen bestimmt; denn sobald das
Resultat irgend einer operativen Verkniipfung zweier n-fach
complexer Zahlen die frither ausgesprochene Eigenschaft besitzt,
miissen seine Coéfficienten: x,, #,,. @, an Stelle von §, §,. . .,
substituirt, natiirlich auch die zwischen diesen Grissen vorhan-
denen Relationen befriedigen, d. b, fiir s =0, 1, 2,...2—2 die
Bedingung:

(0). hypy@,—hw,y =k,

erfiillen. Es sind demzufolge fiir jede algebraische Grundoperation
nur mehr zwei Ergénzungsgleichungen zulissig, bei deren
Auswahl wir speciell in Bezug auf das Addiren und Multipliciren
geméss unserer dritten, eingangs aufgestellten Forderung lediglich
auf jene Relationen beschrinkt bleiben, welche die Commuta-
tivitdt beider Summanden respective Factoren analytisch aus-
driicken. Auf diese Art erhalten die frither als Fundamental-
bedingungen verwendeten Modulformeln gegenwirtig den
Charakter accessorischer Gleichungen und kionnen daher
bedingungsweise ihre Giltigkeit verlieren, ohne deshalb die
Brauchbarkeit der betreffenden universellen Verallgemeinerung
aufzuheben.

Ausserdem ist leicht darzuthun, dass das allgemeine
Problem der Coéfficientenbestimmung in der Folge nur die Auf-
losung von je zwei Gleichungen mit zwel unbekannten Grossen
erheischen wird.

Bedient man sich ndmlich — unter u, » zwei beliebige
variable Hilfsgrossen gedacht —durchgiingig der Substitutionen:

o -
T, = ayu+byv,... .2, = a,u+b,v,

so verwandelt sich (70) in:

( @y = qqu-+byv, @ =au+b,v,

(as hn—l —ly—q Il/,,. —a, l’a) U+ (bs hn—l - bn—l hs - bn ks)b = O;

woraus mit Riicksicht auf die Beziehungen (p) hervorgeht, dass
die jeweiligen Bestimmungsgleichungen der betreffenden Co&ffi-
cienten insgesammt befriedigt werden, falls man die beiden,
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der (n—1)-fachen Fundamentalbedingung (70) zugesellten Er-

ginzungsgleichungen durch passende Wahl von » und @
erfiillen kann.

Dieselben besitzen speciell fiir die erste algebraische
Grundoperation eine ungemein einfache Gestalt, indem die
Einfithrung der Substitutionsreihe (q) in (5) und (6) augenschein-
lich die Relationen:

... 7%u+mev = 2+m, (12). .mu+t+rv = r*+tm
1 1 ) 2 2

nach sich zieht, welche nur eine einzige Losung: w —=v =1
darbieten.

Hieraus wird ersichtlich, dass die expliciten Definitions-
gleichungen beider Verallgemeinerungen der Addition voll-
stindig mit einander coincidiren, und bleiben daher die in §. 1
aufgestellten Hauptsitze (I), (I) und (III) auch fiir die zweite
Gteneralisation allgemein giltig.

8. 7.

Zweite Verallgemeinerung der Subtraction.

Fithrt man die in §. 2 angegebene Buchstabenvertauschung
zungichst in der (n—1)-fachen Fundamentalbedingung (70) aus,
so kann die hiebei erhaltene Relation:

(s (bn gn—i - bn—l gn) — (bn &‘s—bs gn\) — i, (b.s gn—] - bn—l L\)

kraft den Bedeutungen von A,, &, und h,_; unmittelbar in:

(73) . ~hn—1gs_hs§n—1 == kagn

transformirt werden, wonach den fraglichen Coéfficienten:
Loy Lyy - - - L des Resultates der Subtraction ebenfalls die Formen:
ayu—+byv, au+bw,. .a,u+0b,v zukommen, und die charakteri-
stischen Bestimmungsgleichungen fiir », v hier aus () und (6)
durch Vertauschung von:

g, i, Uy} 2y, Ty, -2, Mit:
ayu+byw, qu-t+bw,.. . au+b,0; ay, a;,...a,

hervorgehen. Einige leichte Umformungen der beiden diesbeziig-
lichen Resultate liefern dann die Relationen:
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(T4). .mu+riv = m—r% ,
(18). w4+ 2muv +rio*—rtu—mv = rZ—m,
aus welchen sich fiir # und » schliesslich die quadratischen
Beziehungen:
pgu(w—1) =0, pgirie*—(m—2r)v— (m—rl)} =
ergeben. Den Wurzeln der letzteren:

1
— — C oy — — 2
w, = —+1, v, =—1; u, =0, v, _7.2(m 73)
2

entsprechen die beiden Werthsysteme:
T = ay,—b,, ty= a1 by o Lh = y—0by;

=), o =), gt = L nt)

2 2
von welchen jedoch nur das erste die im Begriffe des Subtrahirens
gelegene Forderung: (Z,—Z,)+ Z, — Z, erfiillt. Infolgedessen
resultirt fiir die Differenz: Z,—Z, auch hier lediglich die Formel
(12), d. h. dieselbe explicite Definitionsgleichung der
Subtraction, zu welcher wir durch Auflosung der in §. 2 abgelei-
teten Relationen gelangt sind.

8. 8.

Zweite Verallgemeinerung der Multiplication.

Als implicite Definitionsgleichungen dieser Grundoperation
dienen hier die (n—1)-fache Fundamentalbedingung (70) im
Vereine! mit den Beziehungen (18) und (19), aus welchen bei

1 Combinirt man (70) und eine der beiden Relationen (18) und (19),
z. B. (18) mit (17), so ergeben sich fiir die fraglichen Coéfficienten des Pro-
ductes: Z, Z, die beiden reellen Werthsysteme:

af = agby— (bor¥—agm) \/_, ah = ayby—(byr}—aym) \/_ ,
= an bo—(bn13—anm) \/ =2,
_ ?q —
alf = agbg+ (by13—agm) \/i‘z, i =aby+(b;rF—am) \/ﬁ ,
pq rq

’L;{ = an by+(bnr}—anm) i’-’ ,
P
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Beniitzung der Substitutionsreihe (q) fir « und v die beiden
linearen Relationen:

(16). rPus4-mv = byr?, (T7)...mu+rjv = a7}
hervorgehen. Die den letzteren zugehorigen Werthe von « und v:

2 2
w= ;—; (by r2—aym), v= ﬁ (g 15 —bym)

enthalten ausschliesslich die Grossen: g, b,, m, 7, r,, so dass die
Aggregate: ayu—+ byv, aju+b, v, @yt + b, bereits in ihren
wspriinglichen Formen der vierten, eingangs aufgestellten For-
derung geniigen und daher eine zweite, wesentlich neue universelle
Verallgemeinerung des Multiplicirens begriinden. Dieselbe de-
finirt das Product Z,Z, anch fiir diplanare Factoren als
eine einwerthige, hochstens n-fach complexe Zahl:

Lo+ 2 G ATy ly A - Ty,

deren Coé&fficienten sich jederzeit rational durch «, «,,
ety bgybyy. . b, ausdriicken lassen und, wie bei der ersten
Generalisation, in drei verschiedenen Formen dargestellt werden
kénnen.

Thre erste, einfachste Darstellungsweise besteht in den
Gleichungen:

0y = byd" 1%+ a, (l’?’;, o = byd"r:+a,d rﬁ,
Py rq

by d"i 4 a, dry v — b d"v? +a,d'v?

2 Pq T Pq ’

welche insgesammt die beiden Hilfsfunctionen;

I — b % N
d =byri—aym, d"= a;r;—bym

welche die Forderung der Commutativitit beider Factoren: Z;, Z, augoen-
scheinlich nicht erfiillen und sellyst fiir complanare Zahlen von den
Nemnern: p, ¢ abhéingig bleiben. Infolge des letzteren Umstandes ist es
natiirlich auch unmoglieh, die in den Fillen: p > 0, ¢=0 respective p =0,
¢ > 0 eintretende Unbestimmtheit bei simmtlichen Coéfficienten zu beseiti-
gen, 80 dass eine nihere Untersuchung dieser Verallgemeinerung des Multi-
Dlicirens nur in theoretischer Hinsicht einiges Interesse bieten wiirde.
Sitzb, d. mathem,-naturw, Cl. XCL Bd. II. Abth. 20
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enthalten, aber noch keine tiefere Einsicht in die Beschaffenheit
von @,, &,. -&, gewihren.

Eine solche wird vielmehr erst durch jene Relationen ver-
mittelt, welche sich nach Einfilhrung der Differenzen: d, d,, d, in
Zyy Xy,. %, ergeben:

x, = a, b, —(l+m (cl d,—d?),
x, = a,by+ayb, +1 { o, d—bd )+ ay(b,d—a,d,)},

Xy = tyby+ty b, +1—76 {bo(ayd —byd)+ ay (byd—ayd,)},

&, = «,b, +“obn+pq{bo(“nd bod,)+ ay(bpd—a,d,)}.

Dieselben lehren némlich unter Hinzuziehung der Identitit:
1 1  2m

T =

P 9 rq
dass ), @,,...», mit &), 2/; «}, «!;. .2}, 2 durch die ein-
fachen Formeln:

( 1
)w =2 (@ all), @ =g @ +al),
®)

( Ty = 9 (x +”'L”)) iy = b} (.Z‘n + -Z'n)

zusammenhingen, d. h.: die Coé&éfficienten des Productes
zweiter Art sind die arithmetischen Mittel aus den
gleichnamigen Coéfficienten des Productes erster Art
und stimmen infolgedessen bei complanaren Factoren
vollstindig mit den letzteren iiberein.

MitHilfe dieses Satzes kann nunmehr auch die dritte, gonio-
metrische Darstellungsweise von z,, 2, x, direct auf
Glundlage der correspondirenden Gleichungen fiir ), 2] ; 2}, «¥;

.y, vy gefunden werden, wobei man fast ohne Rechnung
folgende Resultate erhilt:

x, = 77y (cos? r—cos? g), @, = r1,(cos T cos r,—COS ¢ €O8 7,),

&, = 1,1, (€08 T €08 T,,— €08 g COS G, ).
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Transformirt man dieselben in:
x, = (i, cos 7) (1, cos T)—(r, cos a) (7, cos ),
@, = (r, cos 7) (7, €os 7, )— (7, €08 o) (1, coSa,),

@, = (r, €08 1) (1, €08 7,,)— (7, €OS @) (7, COS Gy,),

o wird eine weitere Eigenthtimlichkeit des Productes zweiter Art
ersichtlich; denn da ¢, 6,,. .0,; 7, 7,,. .7, gemiss fritheren Be-
trachtungen als Winkel zweier gerader Linien mit den Halbaxen
0J,, 0J,,. .0J, aufzufassen sind, reprisentiren z, @,,. . .2, zu-
folge unserer letzten Ergebnisse stets binomische algebra-
ische Summen von Projectionen der beiden Radien-
vectoren: r,, 7, auf zwei orthogonale Axensysteme
mit gleichem Ursprunge: 0, welche nur fiir » =1 mit dem
gegebenen Axensysteme zusammenfallen, hingegen fiir alle fibri-
gen Werthe von » erst durch Drehung um O mit demselben zur
Coincidenz gebracht werden konnen.

Es eriibrigt jetzt noch die Berechnung des Modulus: # von
Z,7,, welche nach Verwerthung der Identitat :

A" 4 d*r2 +-2d' d"m=pq(b2r? +ulri—2a,0,m)=pq(b,d’ + a,d")

fiir # den interessanten Ausdruck:
d' + ayd"

(18). = 72\/b e

liefert. Hienach bleibt der Modulus des Productes zweiter Art
kraft der weiteren Identitiit:!
pg—(byd' +a,d") = d,d,—d* =
= (ayby—a0 )+ (a,b5—a3 b )P+ . . . A+ (tp—2by— by g)*+
+ (an~1 by—at, bn~1)2

nur fiir: a,b, = a,b,, a,by = azb,, ... a,_1b, = a,b,_; d. h. bei
complanaren Factoren gleich » 7,, wihrend er fiir diplanare
n-fach complexe Factoren stets zwischen O und r,», gelegen

Dieselbe lehrt zugleich, dass jedes Product von der Gestalt:
(af+af+. . . +a?) 03405+ . . +02)
als Summe von —(n~—n—|—2) Quadraten dargestellt werden kann.
20
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ist? und fiir ¢, = b, =0, pg > O d. h. fiir diplanare, n-fach
imagindre Factoren sich auf Null reducirt.

Die letztgenannte Eigenschaft lisst zugleich die hervor-
ragendste Eigenthtimlichkeit des Productes zweiter Art klar
erkennen; denn sie involvirt mit Nothwendigkeit die Folgerung,
dass ein Product zweier diplanarerFactoren verschwinden kann,
ohne dass einer der beiden Factoren gleich Null wird.

Um im Anschlusse hieran auch jene Figenschaften kennen
zu lernen, welche die zweite universelle Verallgemeinerung des
Multiplicirens in ihrer Anwendung auf mehr als zwei n-fach
complexe Zahlen besitzt, empfiehlt sich des leichteren Ver-
gleiches wegen derselbe Entwicklungsgang, durch welchen wir
im §. 3 zu den Hauptsétzen (I*), (II*) und (III*) gelangt sind.

Wir beschrinken uns demgemiiss im Folgenden gleichfalls
auf die Ermittlung von A und P fiir drei beliebige bicomplexe
Zahlen: Z,, Z,, Z,, wobei hervorzuheben ist, dass die in A und P
auftretenden Producte: Z,Z,, Z,Z,, Z, Z,, nunmehr als Producte
zweiter Art lauter einwerthige bicomplexe Ausdriicke.

w+yi+zi,, a+yi+21,, &y’ +2",
mit den Modulis:
Y [+ EN
"\ N7 g 3\/ Py’ " "\ P24,
reprisentiren und bei den hier durchzufiihrenden Rechnungen.
am zweckmiissigsten in den Formen:

('7_7 4 ]L2m> . <1_ 4 hkm)i N <E, N hlm> .

[ —1—)71— .J g 1 —p(j ly,
2 h k

<£, + hlm,> + <37’+ 'f;&")Z!)ii 4 <2, h,lm, >z
Pt v P4

<—//_*_}2 >+ <?7//+ hzkzmz> i\ + (5//_{_ hzlzmz>,;
P42 Pt P/t

verwendet werden.

t Fiir n=2 ist dieser Satz auch einer anschaulichen geometrischen:
Interpretation fihig, indem die bicomplexe Zahl :

1 1, o1 )
5 (@ +ag)+ 5 (W Hya) iy 4 5 (e t2a) iy
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Auf Grundlage dieser Darstellungen ergibt sich zunichst
fiir A folgende Gleichung:

*m hEm hem!
(79) A= {11 272
Py Paty PPy —
(h,k,m hk,m MEm ),
kg RgRymy vy
P11y P21 iy —m%
h,lm h,lm. Miw' ),
147y 261,y
)" + 2
Piqy P29 Prg—m”

d. h. A ist fiir die zweite Verallgemeinerung stets eine einwer-
thige, hochstens bicomplexe Grosse, welche nur fiir 2, =h, =0,
also unter denselben Bedingungen verschwindet, unter
welchen sich die Beziehung (29) auf: A =0 reducirt hat.
Wihrend hienach zu einer iibersichtlichen Formulirung von
A keinerlei neue Hilfsfunctionen erforderlich waren, konnen die
drei, im vorliegenden Falle resultirenden Darstellungen von P,
nimlich:
(2,2,)Z; = (2)+ ()i, +@) iy, (2, 23) 2, = (&) +(y) iy +(&) 1y,
(2,2)2, = (&")+(y")1, + ("),
nur dann in leicht discutirbaren Formen wiedergegeben werden,
wenn man ausser den bereits definirten Aggregaten: («), (8), (¢)
aoch folgende fiinfzehn Hilfsfunctionen?! einfiihrt:

(h) = (ahy+ azh)) pq+(csk—byl) Iom,
(k) = (agh—a,hy) p,q, +(c,k,—b,1) oy m,,
(hy) = —(ayhy +agh)py gy, + (0 ky—0,0y) hymy ;

(k) = (a by + a,k, +cgm) pg+ (agl—c, ) hm,
(k) = (agk—aky+cym) pyq, +(al,—c k) hym,
(ky) = —(apk, + agk—c,m,) p, g, + (a,l—c, by h,my ;

offenbar dem Halbirungspunkte jener Sehne zugehort, welche die, den
Zahlen: @,y 4,245, @y~ ysi; 4240, correspondirenden Punkte einer
Kugelfliche von dem Radius »,r, verbindet.

! Dieselben sind im Gegensatze zu dex, fiir das Product erster Art
erforderlichen Hilfsfunctionen: (A7), (&), (%); ... N, N/, NY/, insgesammt
rationale Ausdriicke der Cosfficienten von Zy Zy Zs.
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() = (b, + a,l,—bym) pg+(byh—ayk) o,
(4,) = (agl—aly—b,m,) p,q, + (b oy —a k) hym,,
() = —(ayl, +agl+b,my) p,q, + (b, hy—a, ky) hym, ;

(m) = (a,my + aym,—a;m) pq+(ash+bk+cl) b,
(m,) = (agm~+amy—aym)p,q, +(ahy + bk, + ¢, 0, ) hym,,
(my) = (aym, +aym—a,my) pyq, +(a by -+b,ky+c, 1) hym, ;

N = () p s i)ty N, = (B + By, vt —(m ),
Ny = (B +5) ppgyriryrs —(my)®
Diese Ausdriicke sind den Grossen: &, &y, h,; Pg Py,

P, ¢, insoferne verwandt, als sie mit einander durch analoge
Identitéten und zwar:

as(h)+by(k)+e; () =0, @ (h)+yk)+2() =0,
R+ (k)*+(1)? = N
ty(hy)+0y (k) +e, (1) = 0, &/ (h)+y (k)+2 (1) =0,
(h)P+(k)*+ () = N,
a,(hy)+b,(k)+¢, (L) =0, &"(h,)+y"(k,)+2"(1,) = O,
(h)?+(k, )2+ ()" = NN,

zusammenhiingen; tiberdies besilzen speciell die Aggregate: (h),
(hy), (h,) ebenso wie &, h,, h, die Eigenschaft, fiir alle com-
planaren bicomplexen]Zahlen der Null gleich zu werden.

Es erscheint desbalb geboten, in den urspriinglich fiir (@),
(y), (2) ete. erbaltenen Resultaten alle mit (&), (%,), (h,) multi-
plicirten Glieder von den iibrigen zu sondern, womit die nothige
Directive fiir die definitive Gestaltung der fraglichen Coéfficienten
gegeben ist. Dieselben gewinnen hiedurch die tibersichtlichen
Formen:
(h)?(m)

hm
(@) = (a)+ E((lez——b3k—c3l)+ PN

_ ho ~ . (B)(B)(m)
(y) = (b)—bze,e,+ Ei(b?,h'*‘“z]‘)"‘ W ’

N hm (B)(T)(m)
(Z) pu— (C) l)lbzca -+ E (Csll+fl3l)+ ‘W y
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2" — (a Jeym Uk —b ke —e (ht)z(m1)
() = ()+p (ayh,—byky—c,l,)+

" 111N1 ’
(y") = (b)—bye, 2+ Ii "‘ (bzh +ayke,)+ (’L1]))EI;11)]E:711) ,
(#) = (¢)—D,byc, + ];’11—’1i (b, +ayl)+ —(h‘gl(;’l)l\(;:l‘) ;
(@) = (@+ 228y i )+ S ),
") = (b)—b,cye;+ ]z%llj (byhy )+ ———(’“;E’(Z)A(,"Zz)
@) = () —Dbybyey + "2 (e, hy + 4yl + (h;l(qjv(%)

aus welchen unmittelbar hervorgeht, dass P sich fir hA=5h —h, =0
wieder in jene einwerthige bicomplexe Grosse : (&) + ()i, +(2)i,
verwandelt, deren Coéfficienten in §. 3 durch das Werthsystem
(1) bestimmt worden sind. In diesem Falle ist P also auch com-
mutativ, associativ und distributiv in Bezug auf die charakteri-
stische Ebene seiner Factoren.

Wird ferner ein Factor reell, wihrend die beiden tibrigen
irgend welche diplanare bicomplexe Zahlen vorstellen, so bleibt
P zwar noch einwerthig, commutativ und associativ, aber nicht
mehr distributiv, und im allgemeinsten Falle dreier diplanarer
bicomplexer Factoren représentirt dieses Product eine drei-
werthige, weder commutative noch associative Grosse.

Bs unterscheidet sich tibrigens von dem, nach der ersten
Verallgemeinerung gerechneten Producte: P nicht allein durch
die geringere Anzahl seiner Werthe, sondern auch darin, dass
jedem derselben ein charakteristischer Modulus zu-
kommt. Bildet man némlich unter Zuhilfenahme der fiir (&), (k),
(?) ete. bestehenden Identitéiten die Wurzelgrossen:

V@P+GrP+ &F V @+ G +EF, V@) T+ @)

50 ergeben sich der Reihe nach die Ausdriicke:

- ¢ {2 (R + (0
U2\ A B2 B(R)*+ (k)2 + (0%’
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/ B R+ )Y
"IN R 1 (b )P+ (k, P+ (1)

B (b)Y
RSN R R B () (k)P ()

welche fiir 4, A,, h, 2 0 offenbar insgesammt von einander ver-
schieden sind und ihrerseits noch folgende wichtige Thatsache
analytisch pricisiren:

Der Moduius jedes, aus drei diplanaren bicomplexen
Zahlen gebildeten Productes ist stets kleiner als das Product
der Moduli seiner Factoren.

Die inductive Verallgemeinerung der hier gewonnenen Re-
sultate fiihrt schliesslich zu nachstehender Charakteristik der
zweiten Generalisation des Multiplicirens in ihrer Anwendung
auf beliebig viele n-fach complexe, beziehungsweise n-fach ima-
gindre Factoren:

(I). Sind die mit einander zu multiplicirenden Factoren lauter
diplanare, n-fach complexe Zahlen: Z,, Z,, Z,, so besitzt

deren Product: P, im Allgemeinen %(s ) n-fach complexe Werthe,

Dasselbe verschwindet dagegen identisch, sobald sich
die reellen Bestandtheile von Z, Z, Z, auf Null
reduciren.

(II). Fiir complanare Factoren, migen sie nun n-fach
complex oder n-fach imaginiir sein, bleiben die Verkniipfungs-
gesetze ihrer Coéfficienten in beiden Verallgemeinerungen? die-
selben.

1 Diese Verkniipfungsgesetze gestatten iibrigens auch eine, fiir die
zweite universelle Verallgemeinerung des Multiplicirens charakteri-
stische Interpretation. Bildet man niimlich das Product der beiden n-fach
complexen Zahlen: Z;, Z, nach den, fiir reelle algebraische Polynome gel-
tenden Multiplicationsregeln, so liefert das erhaltene Resultat:

apbota byt +ayb,i3+. . +an Duin -+
+(ay bg+agb) €+(ab9-+ag bs) do-t. . . ~(an bo—+ag bn) 1n—+
~(agh+ay0,)i isr+(agh +a bs)i gt . .~(anbu—1-an—1 bn) tn—1%n,
da 4,7,, %43,...9n—1%, in der zweiten Generalisation als Producte dipla-

narer, einfach imaginirer Zahlen identisch verschwinden, und %, ¢3,.. .42

wieder mit der negativen Linheit zusammenfallen, direct den, fiir com-
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(III). Die Moduli sammtlicher Werthe des Productes P, haben
qur unteren gemeinsamen Grenze die Null, zur oberen hingegen
das Product der Moduli seiner Factoren, und liegen daher alle,
jenen Werthen zugeordneten Punkte in einer endlichen,
(n+1)-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit, deren n-fach
ausgedehnte Begrenzung durch die Gleichung (34) analytisch
beschrieben wird.

8. 9.

Zweite Yerallgemeinerung der Division.

Indem wir die in Frage stehende Generalisation wieder auf
Grundlage der Forderung aufzufinden suchen, dass das Product
aus Quotient und Divisor mit dem Dividend iibereinstimmen
miisse, ergeben sich die allgemeinen impliciten Definitions-
gleichungen des Dividirens durch Vereinigung der (z—1)-fachen
Bedingung (73) mit jenen beiden Relationen:

Uty 0,8 + T = by + 22+ 1D,
m=13g,
welche aus (18) und (19) durch die in §. 2 précisirte Buchstaben-
vertauschung hervorgehen. Es sind daher g, r,,. .1, auch hier
gewissen binomischen Ausdriicken : ayu+ byv, ¢, u+b,v,...a,u+ b,
dquivalent, deren gemeinsame Argumente zwei Gleichungen:

(80). .22(ayu +byv) = m,
B1). b2+ 2muv+ryv?) = rju+mo
zu genitigen haben. Thre Auflgsung liefert nach Einfithrung der

Hilfsfunctionen: &, d” fiir « und v die Werthe:

0 — 0 m bypg+d'm d"r?
=0, 0= u, = 0 — v, = —
byr2’ ro(byd +a,d’)’ r2(byd’ + ayd”)

planare, n-fach complexe Factoren festgestellten Werth von Z,Z,. Es
wird demnach das erwiihnte Product im letzteren Falle selbst in Bezug
auf ayiy, b5 agy, byla;. .. anin, buiy distributiv und besitzt speciell fiir
n==3 nicht nur kraft der fortlaufenden Proportion:
ayiagiag=>by:by:03

dieselben Cosfficienten wie die correspondirende Specialform des Quater-
nionenproductes: g,¢,, sondern kann auch in analoger Weise aus den Be-
standtheilen seiner Factoren abgeleitet werden.
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50 dass den fraglichen Coéfficienten des Resultates der Division
durch deren implicite Bestimmungsgleichungen vorldufig zwei
Werthsysteme:

y = m Y = bm ,  bym y = b,m
0 — LR &L g R G Ryt R ST g
ry b5 byrs bo7s

17 .2
__tbypg—d (o1t —a,m) _m

0 PE(byd +ayd") - E’
o — a,bopg—d"(byri—am) — ﬁz]{oﬂ q_‘(//(bzﬁi—“z77l)
1 72 (byd' + ayd") ’ocz 75 (bod + ayd'™) !

@by pg—d" (b1t —a,m)
= 12 (bod +a,d”)

zugeordnet werden, welche bereits in ihrer urspriinglichen Ge-
stalt als — im Sinne unserer vierten, eingangs erhobenen For-
derung — universell zu bezeichnen sind.

Dessenungeachtet ist das erste der beiden Werthsysteme,
weil seine Anwendung auf zwei einfach complexe Zahlen:
a4+ 0%, a, + 0,7, die, unserer zweiten Forderung zuwider-
laufende Gleichung:

@ Hb 40,0, by (e +00,)
, + 0,1, at—+02 a, (a5 +0%) !

nach sich zieht, definitiv auszuscheiden, und reprisentirt mithin
der Quotient zweier n-fach complexer Zahlen kraft der zweiten
Generalisation des Dividirens eine im Allgemeinen einwer-
thige, hochstens n-fach complexe Grosse:

P T e i A s

deren Coéfficienten wie jenc des Productes zweiter
Art insgesammt rationale Functionen von ¢, a;,. .a.;
bgy byy- .0, vorstellen.

Analog wie in der ersten Verallgemeinerung wird auch bei
der zweiten eine formale Trennung der Quotienten complanarer
und diplanarer Zahlen moglich, sobald man in die fiir ¥, ¢”,. . .¢%
gegebenen Ausdriicke die Hilfsfunctionen: d, d,, d, einfiihrt und

hiedurch zur zweiten Darstellungsweise des zu discutirenden
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allgemeinen Quotienten tibergeht. Es verwandeln sich ndmlich die
diesbeziiglichen Resultate :

1
= =3 (tyby+ ),
2

d d,—d*
%(albo—aobl) <1+ d 15# />—

" |+ ak de—2a,b,0
 m[by (a,d—b,d)+ay(bd—a,dy) ]%
0id, +aldy,—2ayb,d ’

_ 1

Wi
L =

19 ( d d,—d* >
o= = b — 12 —
b 2 l(a”)" ba) T+ Did, +aldy,—2a,b,d

om [0y (@ d—0y,d,)+ay (b, d—a, (lz)]}
Vi, dy—2a,byd

fiir complanare Zahlen infolge des Verschwindens der Differenz:
d, d,—d? und simmtlicher Factoren von «,m, b,m unmittelbar in
das Werthsystem (0), wonach die Division zweier com-
planarer Zahlen in beiden Verallgemeinerungen?! den-
selbenRegeln unterworfen bleibt.

Infolgedessen gentigt es, bei der dritten, goniometrischen
Darstellungsweise von Z, : Z, lediglich diplanare z-fach com-
plexe Zahlen in Betracht zu ziehen, fiir welche die urspriinglich
sich darbietenden complicirten Formeln erst dann iibersichtlich
werden, wenn man ausser den bekannten Hilfswinkeln 6 und =
noch (n+1) weitere, den Gleichungssystemen:

cos o—c0s 3 cos f _ c0s z,—cos 3, cos f
= oS3 L L

- = - — COS 3
sin f ? sin 6 v
cos o,—Cos 3, cos _
. - = CO0S Gy;
sin §
cos B—cos « cos 0 cos fB,—cos «, cos § _
_ — z, 1L L = C0S T,
sin 6 sin 6
cos 3,—¢os «, cos
. P “ = €08 T,

sin 6

1 Hiezu sei noch bemerkt, dass beide Generalisationen, falls die be-
treffenden complanaren Zahlen speciell dreifach complex sind, fir die
Coéfficienten von Z,: Z, dieselben Verkniipfungsgesetze liefern, welche
im Quaternionenealcul fiir die Coéfficienten von ¢, : g, nach Einfiihrung der
Bedingung: «, : ay: a3 =25, :by: b resultiren.
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entnommene Hilfswinkel: 3; 7, 7,,. beniitzt. Auf diese Art
gelangt man zu den Ergebnissen:

J— ll_
X, _~cos6, =

2

COS ¢, €OS 3—CO0S G €08 T, 2 0
1 . sin® -,
92 cos? T—eos « cos 3 2

o ﬁ((:os a, €08 B—C08 & cos 'r'n) sin? 6_
ren — 2 b
r,\  cos*r—eos zcos B/ 2

und sei im Anschlusse hieran noch bemerkt, dass g, 7,, G

7, 7,,...T, analog wie g, 0;,...0,; 7, 7,. .7, stets die Relationen:

08?3+ c08*5, +...+¢08%5, =1, cos*T+cos?F +...+cos?7, =1

befriedigen.

Um endlich auch den Modulus: 7 des allgemeinen Quotienten
kennen zu lernen, gehe man auf die erste Darstellungsweise seiner
Cosfficienten zuriick und verwende zur Umformung der Summe
ihrer Quadrate die einfache Identitit:

0ipq +d"* = r2(020% + alri—2aybym) = 15 (by d’ + a,d"),

wodurch # zuletzt auf den nachstehenden Ausdruck reducirt wird:

Pq
(82). - \/ bod + ayd"’

Da nun die Differenz: pg — (b, d’ + a,d") gemiss friitheren
Rechnungen fiir alle diplanaren Zahlen positiv bleibt, ist der
Modulus des Quotienten je zweier derartiger Zahlen hier immer
grosser als der Quotient der Moduli des Dividends und Divisors
und wird speciell fir ¢, = b, =0, pg > 0, d. h. fiir diplanare
n-fach imagindre Specialisirungen von Z, Z, unendlich
gross, selbst wenn deren Moduli endliche, von Null
verschiedene Werthe besitzen.

Dasselbe gilt natiirlich auch von den Quotienten solcher
Zahlen, welche fiir die erste Verallgemeinerung durchwegs
endlich bleiben, so dass die Verschiedenheit zwischen beiden
Generalisationen des Dividirens ebenso scharf ausgepriigt ist wie
jene zwischen Producten erster und zweiter Art.

Es miissen demnach auch die Bedingungen fiir die Zulissig-
keit der fundamentalen Relatione (44), (45), (46) in Bezug auf
die zweite Verallgemeinerung der Division von Neuem festgestellt
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werden, wobei wir uns aus bekannten Griinden wieder auf bicom-
plexe Zahlen beschréinken und behufs einer einheitlichen Gestal-
tung der durchzufithrenden Rechnungen alle zur Verwendung
kommenden bicomplexen Quotienten zuniichst gewissen Trans-
formationen unterwerfen, deren typischer Charakter aus der,
keines Commentares bediirftigen Gleichung:

. - 2 2
a+ b +e i, m 4 ayb, pg—(a, r5—a,m)(byr:i—b,m) .

y s T 2 2 (2.2 2.2 1
ay+ byt + ¢ty 7 ri(azr? +adri—2a,a,m)

2 2

a, ¢, pg— (a5 — a, m)(c, 12— c,m) ;
20022 & g2 2 —
ry(asrh + afry—2a,a,m)

m 1 %l h(hl+k@}, lgk‘*‘ h(hk—Im)] .

g —_—— A —— )
1,2 ,',2 1 7.2 k2+l2 2

2 2

kP 1
zu entnehmen ist.
Die zur Priifung von (44) dienende Function A gewinnt dann
die Gestalt:

(83) . A=
_ l%hi (hyl,+ kym)) 4 hy (hyly+kymy) I (hfl’+ K m')) i
2l P+ K+ K17 )
1 {]_Liﬁlkl_liml) . hy (hoky—lymy) B (W k’—l’m’)s .
2l B+ 8 k41 K402 )%

verschwindet also wie die durch (47) charakterisirte zweiwerthige
Differenz A ausschliesslich fiirk, = 4,=0, wihrend sie im Ubrigen
eine einwerthige, zweifach-imaginiire Grosse vorstellt.
Was ferner die beiden, hier gleichfalls einwerthigen
Quotienten:
77 = Wi+ D 777 = OO0

anbelangt, deren Coincidenz mit Z, : Z, die Gleichungen (45) und

(46) ausdriicken, so gestatten deren reelle Bestandtheile unter
Bentitzung der Substitutionen:

/ ,
bymy  hymy =1, <h1+ hzmlmz> <h2+ hym 1’"z>: i,
VIR Py P29 Py
2ILf N 4 ] Iz.lh‘2 (hh, ‘*_""1”22) — ")
Ei+0 b+ (B8 (k+12) 17
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hym, hym, 4 hyhy (hym—hym,) )
B+l R+ RBrDE+rE —

im vorliegenden Falle die Darstellungsweise:

YA gm< hy h,m, m, > )
84)...(¢) = 1+ Pty g(aggh 1+ )’ )
. R+ Bm
83). (D)= 2 2%—
®2). - Pas
+ o [(]' ky 4l (R +(kyly— kb)) () — Ry by

ry?

und sind daher fiir 4, A, 2 0 von dem reellen Bestandtheile des
Quotienten: Z, : Z, stets verschieden, wihrend sie fiir h,—h, =0
zufolge des gleichzeitigen Verschwindens von: p,q,— (k% + 23);

Ry, by (BY), (Ry) ebenso wie (x,), (x,), (%), (T,) mit :ﬁz identisch
werden. *

Hieraus geht hervor, dass die Giltigkeit der Gleichungen
(44), (45), (46) anch in der zweiten Generalisation des Dividirens
lediglich fiir complanare Zahlen in Betracht kommt, fir die
letzteren jedoch in derselben Weise wie in der ersten Ver-
allgemeinerung dieser Grundoperation fortbesteht, indem beide
Verallgemeinerungen den Quotienten je zweier complanarer
Zahlen erwiesenermassen iibereinstimmend definiren.

Da iiberdies gemdss frither abgeleiteten Sitzen die Producte
erster und zweiter Art fiir derartige Zahlen einander gleich sind,
ergibt sich jetzt noch die wichtige Folgerung:

Erhebt man auf Grundlage der zweiten universellen Verall-
gemeinerung des Multiplicirens und Dividirens eine beliebige
n-fach complexe oder n-fach imagindre Zahl zu irgend einer
Potenz mit reellem Exponenten, so ist das Resultat der Potenzi-
rung identisch mit jenem, welches die erste universelle Generali-
sation der genannten Grundoperationen liefert.

Hienach geniigt jedes System complanarerZahlen,
mag nun dessen charakteristische Ebene einer drei-
fach ausgedehnten oder einer hoheren Mannigfaltig-
keit angehoren, simmtlichen Fundamentalbedingun-
gen, welche K. Weierstrass seinen, unter dem Titel: ,Zur
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Theorie der aus n-Haupteinheiten gebildeten Grossen“ verdffent-
lichten Betrachtungen! zu Grunde gelegt hat, so dass sich deren
Inhalt auch mit den Resultaten der vorliegenden Arbeit, inso-
weit die letzteren complanare Zahlen betreffen, in
Verbindung bringen lasst.

Was jedoch die mit diplanaren, n-fach complexen Zahlen
ausfilhrbaren Rechnungsoperationen anbelangt, so besitzen bereits
die Producte und Quotienten derartiger Zahlen nicht mehr simmt-
liche, in der citirten Abhandlung als wesentliche Merkmale
jedes complexen Productes und Quotienten angenom-
menen Eigenschaften, und muss daher auch unter den hier ent-
wickelten Gesichtspunkten die weitgehendste, von Weier-
strass aus seinen Untersuchungen gezogene Folgerung: ,dass
die Arithmetik der allgemeinen complexen Grossen
zu keinem Resultate fiithren kann, das nicht aus E1-
gebnissen der Theorie der complexen Grossen mit
einer oder mit zwei Haupteinheiten ohne Weiteres
ableithar widre“ — bedeutend eingeschrinkt werden.

8. 10.

Die einfachste Formulirung des Functionsbegriffes fiir ein
n-fach complexes, variables Argument.

Gleichwie die hier in Betracht gezogenen universellen Ver-
allgemeinerungen der algebraischen Grundoperationen eine neue
Fassung des Begriffes: ,Rechnungsoperation in seiner Anwen-
dung auf = fach complexe Zahlen erforderten, miissen auch
die Begriffe: , Verdnderliche Grosse“ und: ,Function eines vari-
ablen Argumentes% — fiir n-fach complexe Zahlen neu definirt
werden, ehe sich das in dem vorliegenden Paragraphen behan-
delte Problem n#her pricisiren ldsst.

Mit Bezugnahme auf die bekannte Definition einer verdnder-
lichen, einfach complexen Grosse mag jede n-fach complexe
Grosse ebenfalls das Attribut ,verdnderlich® erhalten, sobald
sie verschiedene Zahlenwerthe annehmen kann, welche insgesammt

1 8.1, die ,Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissen-
schaften und der Georg-Augusts-Universitiit zu Gottingen® vom 12. Novem-
ber 1884, pag. 895—419.
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Punkten der eingangs pricisirten, (n+ 1)-fach ausgedehnten
Mannigfaltigkeit zugehdren. Hiebei bleiben ihre Verdinderungen
entweder auf ein bestimmtes Gebiet: G dieser Mannigfaltigkeit
beschriinkt, dessen Grenzen jederzeit durch ein System von
Gleichungen zwischen (n+ 1) verdnderlichen Coordinaten: &, &,

.., zu charakterisiren sind, oder aber es bestehen fiir die zu.
lissigen Specialisirungen der betreffenden variabeln Grosse keine
beschrinkenden Bedingungen, wonach eine Unterscheidung
zwischen beschrdnkt und unbeschréinkt verdnderlichen,
n-fach complexen Grossen nothwendig wird.

Dieselbe Unterscheidung gilt ferner fiir jede beschrénkt
verdnderliche 2-fach complexe Grosse hinsichtlich des, ihren
moglichen Specialisirungen zugewiesenen Gebietes: G, indem sie
entweder alle, dem Gebiete zugehorigen Zahlenwerthe oder nur
einen Theil derselben zu durchlaufen vermag. Im ersteren Falle
wird die Grosse iiberdies im Anschlusse an bekannte Nominal-
definitionen der Lehre von den einfach complexen Zahlen als im
Bereiche G stetig verdnderlich zu bezeichnen sein, so oft
das Gebiet G ein zusammenhingendes ist, d. h. so oft sich
die Coordinatenwerthe zweier beliebiger Punkte des Gebietes
derart in einander tiberfithren lassen, dass jedem ihrer Zwischen-
werthe ein Punkt desselben Gebietes entspricht.

Diese Feststellung bestimmt, da die, unseren Untersuchungen
zu Grunde gelegte Mannigfaltigkeit kraft ihrer Definitionsweise
ein solches Gebiet bildet, zugleich den Begriff einer unbe-
schrinkt verdnderlichen, stetigen, n-fach complexen
Grosse; dieselbe repriasentirt unier den hier bestehenden analy-
tisch-geometrischen Voraussetzungen immer einen Ausdruck von
der allgemeinen Form:

(86). .Z=w+xi+ady ... +X,0,,
dessen reelle Coéfficienten simmtlicher Werthe von
—oo bis 4+ 00 fahig sind.

Verkniipft man schliesslich irgend eine verinderliche ! n-fach

complexe Grosse: (Z) mit einer zweiten Grosse: [Z] nach bestimm-

1 Jede Verdnderliche, deren Werthe sich méglicherweise nur auf ein
bestimmtes, endliches Gebiet erstrecken, mag imFolgenden vor unbeschriinkt
variablen Grossen auch iusserlich gekennzeichnet werden, indem man die-
selbe in Parenthesen einschliesst.
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ten Gesetzen durch eine endliche oder unendlich grosse Anzahl
von Rechnungsoperationen derart, dass jeder in Betracht kom-
menden Specialisirung von (Z) innerhalb eines analytisech-
charakterisirbaren Gebietes ein einziger, hochstens 7-fach
complexer Werth von [Z] oder mehrere beziehungsweise unendlich
viele ebenso beschaffene Werthe von [Z] entsprechen, so erscheint
[Z] hiedurch fiir jenes Gebiet als eine cinwerthige oder mehr-
werthige, beziehungsweise unendlich vielwerthige Fune-
tion® von (Z) definirt, zu deren analytischer Bezeichnung in
Zukunft Symbole wie:

12 A2 -F(2), %D, ..

dienen mogen. Es kann somit die jeweilige Definition von [Z]
entweder in impliciter oder expliciter Form anftreten und
wird im letzteren, einfacheren Falle nach Ausfiithrung der mit (Z)
vorzunehmenden Rechnungsoperationen stets eine Gleichung von
der Gestalt:

BN...[Z] =X+Xi,+X,5,+. .+2X,i,

liefern, in welcher X, X;,. .X, lauter rcelle Functionen der
variabeln Coéfficienten von (Z) vorstellen. Im Ubrigen bleiben dic
letztgenannten Functionen véllig willkiirlich; wohl aber bestimmt

1 Grassmann geht in seiner Functionenlehre (l. c. p. 223) von nach-
stehender ,Erkldrung“ aus: ,Wenn eine Grosse « von einer oder mehreren
Grossen x, y,...in der Art abhiingt, dass, so oft x, ,. .. bestimmte Werthe
annehmen, auch « einen hestimmten (eindeutigen) Werth annimmt, so nennen
wir » eine Function von =, z,...% — und fiigt erliuternd hinzu: ,Diese
Definition soll auch gelten, wenn #, a, 9,...beliebige extensive Gros-
sen sind. Ferner ist zu bemerken, dass die mehrdeutigen Functionen, d. h.
solche, wo fiir bestimmte Werthe der unabhiingigen Variabel , y,.  die
Grosse » mehrere verschiedene Werthe annehmen kann, ohne dass diese
Verschiedenheit durch eine neue Variable bedingt ist, — hier ginzlich
ausgeschlossen sind.“ »S0bald die Beziehung zwischen den unab-
hiimgigen und der abhiingigen Variabeln « vermittelst einer Gleichung
gegeben ist, durch welche fiir bestimmte Werthe der ersteren die letztere:
u mehrere verschiedene Werthe annehmen kann, so kann man » ansehen
als Function jener Variabeln und ciner neuen: #, welche eine bestimmte
Werthreihe, etwa die der ganzen Zahlen, durchliuft, so dass dann, wenn
auch ausser den wrspriinglichen Variabeln noch der Werth von » bestimmt
Ist, auch « eindeutig bestimmt sei. Oder sollte eine solche neue Variable: »
nicht ausreichen, so kann man mehrere solche zu Hilfe nehmen.“

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCI. Bd. 1I. Abth, 21
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ihr jeweiliger Charakter zugleich jenen von [Z], so dass beispiels-
weise, falls X, X,,. .X, fiir alle reellen Werthe von z, x,,. .a,
stetig bleiben, auch [Z] als eine, in demselben Sinne stetige
Function ihres n-fach complexen variabeln Argumentes: (Z) zn
bezeichnen sein wird.

Diese vorldufigen Bemerkungen! vermitteln bereits einige
nihere Bestimmungen der hier zu ldsenden Aufgabe, den Func-
tionsbegriff fiir ein n-fach complexes, variables Argument mo g-
lichst einfach zu formuliren: Man wird das letztere hiebei
jedenfalls als ein unbeschriankt stetiges: Z vorauszusetzen
und [Z] explicit durch eine endliche Anzahl eindeutiger
algebraischer Grundoperationen aus Z abzuleiten haben,

Dic erforderliche Directive fiir die Wahl der in Frage kom-
menden Verkniipfungen entspringt dann der in den §§. 6, 7 und
9 zum Ausdrucke gelangten Thatsache, dass beide universelle
Verallgemeinerungen des Addirens, Subtrahirens und Potenzirens
formal identisch sind, wdhrend die auf Producte und Quo-
tienten beziiglichen Generalisationen lediglich fiir complanare
Zahlen eine einheitliche Zusammenfassung erméglichten. Es
besitzen daher die drei erstgenannten Rechnungsoperationen einen
einfacheren Character als die iibrigen, so dass man sich bei der
Construction von [Z] urspriinglich auf additive und subtractive
Verkniipfungen einwerthiger Potenzen von Z beschrinken
wird, welche iibrigens, da das Product jeder beliebigen n-fach
complexen Zahl in eine reelle Zahl gleichfalls einwerthig bleibt,
vor ihrer Verkniipfung noch mit irgend welchen reellen Factoren
multiplicirt werden kionnen.

Auf diese Art gewinnt der Functionsbegriff in seiner einfach-
sten Fassung die Gestalt:

(88). .[Z] = Uy+ U Z+ U, 2%+ . . . + U, 21,
wobei n eine beliebige endliche, positive ganze Zahl
und %A, A,... Ay lauter reelle Grossen repréisentiren.

Man kann nunmehr die Coéfficienten des Argumentes Z
mittelst der Gleichungen:

1 Jede eingehendere Discussion der hier zur Sprache gebrachten Be-
griffe, namentlich des Stetigkeitsbegriffes, wivde uns sachlich allzuweit
iilber das Thema der vorliegenden Abhandlung hinausfiihren.
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x=pcos P, ¥ = psindcos Q,, ¥, = psin P sin Q cos Q,,
@, = psin®sin @ sinQ,...sinQ,

durch dessen jeweiligen Modulus: ¢ und »— reelle verinderliche
Hilfswinkel: &, Q,, Q,....Q,_, ausdriicken, also Z durch Ein-
fithrung seines Vanablen Inclinationsfactors:

(89)...I* =1, cos Q,+1, sin Q, cos Q,+ .

+1,—y 80 Q,. .sinQ, 5c08Q, _;+1,8nQ...5Q, 4
in den binomisehen Ausdruck:
(90)...Z = p(cos ®+I*sin D)

umformen. Auf Grundlage dieses Resultates und der Thatsache,
dass jede denkbare Specialisirung von I* zugleich eine solche

von I bildet, ergeben sich dann fiir die in (88) auftretenden
Potenzen von Z kraft (56) der Reihe nach die Werthe:

p*{cos (20) +I* sin (20)}, . . . g"{cos (n®)+1* sin (nD)},

deren Substitution in (88) folgende zweite Darstellungsweise des
Aggregates [Z] liefert:

9. . .[Z] = Uy+ U, scos ®+ A, ? cos(2D) +... + Uy o cos (D) +
+I#{U, p sin @+, 0% sin (20)+ .. + U, 6" sin (nd).

Dieselbe ldsst unmittelbar erkennen, dass [Z] fiir alle end-
lichen Specialisirungen von Z einwerthig und stetig
bleibt.

Da ferner die Variabeln ; und @ in (91) nach denselben
Gesetzen mit einander verkniipft sind, welche — unter « irgend
ein einfach complexes, variables Argument:

z == 7 (cOS ¢+ sin @)

gedacht—fiir die Variabeln » und ¢ in der bekannten Darstellung
des algebraischen Polynomes:

Uy + A2+ Ap2®+ . . o+ Up2"
als Function von 7und ¢ bestehen, begriindet die Transformations-
gleichung (91) im Vereine mit der aus (27) resultirenden Be-
ziehung: (I*)?)—= —1 und dem ersten Hauptsatze der Lehre von
den algebraischen Gleichungen noch den weiteren Schluss: Das
Aggregat [Z] verschwindet in jeder, die reelle Zahlen-
21 *
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axe enthaltenden Ebene hchstens fiirn—von einander
verschiedene Specialisirungen von Z.

Diesem Merkmale erscheint eine vierte allgemeine Eigen-
schaft von [Z] direct zugeordnet, deren Ableitung sich am ein-
fachsten gestaltet, wenn man — unter y die positiv zu nehmende
Wurzelgrisse :

92)...y =& +al+ .+’
verstanden — sédmmtliche in (88) vorkommende Potenzen von Z
mit Hilfe der, keines Commentares bediirftigen IFormel:

s=n'
<93) /A v (—1)5(11)2 an— 23J2>+
s=n"' —0
* Z (1 M@ 27> (@) + Tl + + i) =
s=0 €3 @), @) -

= Ugup Uy b Uy,

als n-fach complexe Zahlen darstellt und hierauf das Aggregat
[Z] in den Ausdruck:
(94). .[Z] = Yy + U, + W, + +Auy+
4w + Uyl + U 2wl b, +
)+ Wupd + .+ WY, =
=U+U0L+ U5+ ...+ U,

transformirt. Da nidmlich die (z-+-1)-Functionen:

1 2
@ wl™
Un) —— ’ :
v @,

augenscheinlich fiir jedes positive ganze n nur die beiden Varia-
beln @ und y enthalten, gilt dasselbe auch von den Functionen:

OB i) [4O)

@) xy? &)

)

wonach die jeweiligen numerischen Werthe von U, U®, U®),

U™ durch beliebige Zeicheninderungen von @, ,,. .a, nicht
alterirt werden. Sobald daher das Aggregat [Z] fiir eine
bestimmte, n-fach complexe Specialisirung von Z
etwa Z—=Z,, erfahrungsgemiss gleich Null wird, ver
schwindet dasselbe ausserdem noch fiir die (2» — 1)
weiteren Specialisirungen von Z:
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g+l +ydy+ Ay g Ty — My,

(LO—((ill—(tz'Iz— R I T o A )

Ag— 8 — Uy Ty— g by — Ty

Diese Folgerung involvirt natiirlich auch den bekannten Satz,
dass alle einfach complexen Specialisirungen von z, fiir die
irgend eine rationale ganze Function von z mit reellen Co&fficienten
gleich Null wird, einander paarweise conjugirt sind.

Um jetzt noch eine fiinfte allgemeine Eigenschaft des Aggre-
gates [Z] kennen zu lernen, gehe man vorliufig wieder auf die
Gleichung (93) zuriick und kniipfe an dieselbe die nachstehenden
einfachen Uberlegungen:

Da der reelle Bestandtheil : w, der Potenzgrosse Z" und der
gemeinsame Werth der Producte:

y. o Y @ Yy w

Uy, Ty, .. =1y, ndmlich:
x, "o, @, "’
S:“”
\ (— 1) (M)geqg "2 lyBH = o
ya
s=0

rationale ganze Functionen zweier reeller, von einander unab-
hingiger und stetiger Variabeln: @, y vorstellen, gestatten sowohl
uy als vy fiir alle in Betracht kommenden Specialisirungen von
®, @, ., eine partielle Differentiation nach o und y, deren
Ausfilhrung, wenn man der Kiirze wegen:

(1—25) ()3, = (2s+1)(1)asp1 = [11],,

(1—25+1) (), = (25) (M)s = {n}s
setzt und in v, vor der partiellen Differentiation nach o den Index
s mit (s—1) vertauscht, folgende Resultate liefert:

9 s=n' 3 s=n''4+1
Un — 5 2—25—1 5,25 Uu — 5 — —25 925 —
T —Z (—1y[nfar—=ty®, === Z(_]) ety
s=0 s=1
u s=n' 9 s=n'’
L A hF m—2sg2s—1 o9\ 1) t—2s—1 95
By L( 1) {n}‘*a' Y 1 9!] - L—J< 1) [n]sa“ y.
8=0 $=0
. Lo Oy,
Nun ist fiir gerade n offenbar 1,y = 0, so dass sich " in

o

diesem Falle auf die Glieder von s=0 bis s=n'—1=n"
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reducirt, wihrend fiir ungerade n ohnehin n’ mit n” zusammen-
fillt, d. b. es gilt allgemein die Gleichung:
811,, vy
oy
Eine analoge Beziehung besteht aber auch zwischen der

(95)..

. . v Olly , .
zweiten und dritten Summe, weil @‘ infolge des Verschwindens

von {n}, allgemein eine von ¢ = 1 bis s —n' genommene Summe
von Gliedern vorstellt, und fur gerade n direct n’ = n”+1 wird,

. 0
dagegen fiir ungerade n das letzte Glied von % wegen {ithy;; =0

entfallt, Multiplicirt man demnach eine der Leiden Summen mit
(—1), so wird die fragliche Relation sofort ersichtlich; sie lautet:

(96). Bun BL,I
oy 2’

Die vorstehenden Ergebnisse mégen nunmehr mit der Be-
merkung combinirtwerden, dass dasAggregat|[Z]gemiiss fritheren
Sitzen fiir jede Specialisirung von Z mit Z complanar bleibt,
folglich den Producten:

Ypo, Yyo,. Yypw
Ty Ty T
ebenfalls ein gemeinsamer Werth und zwar:
U+, +. . +Wpvy =V
zukommt. Es lassen sich dann die partiellen Differentialquotienten
von V nach @« respective y:

oV 3171 an oV ?3171 vy,
B{L 2[ 3 + . 2(]1 8. ) 'B_y' —_ 2[1 aJ -+ . . 2[11 J
mit Hilfe von (95) und (96) in die Ausdriicke:

. ou, ‘ Bun> du, , Bu11
—<m13—y+ g, A g
umformen, deren Vergleichung mit den partiellen Differential-
quotienten von U nach & beziehungsweise y direct die Relationen:

aU )4 aU_ av

O =g O g =g
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liefert. Eine nochmalige partielle Differentiation der letzteren fiihrt
schliesslich auf den fundamentalen Satz: Sind U, UW, U®,. . U®
die Coéfficienten jener n-fach complexen verinder-
lichen Grosse, welche das Aggregat [Z] von Fall zn
Tall darstellt, so bilden die Funetionen:
v, Loo, Yyo, . Yyo
xl CL’z €,
stets particuldre Integrale der partiellen Differential-
gleichung zweiter Ordnung:
;W W
(99). 'W_FW:O'

Ausserdem wird ersichtlich, dass die Relationen (97), (98),
(99), sobald die Coéfficienten der imaginiiren Bestandtheile von
Z bis auf einen einzigen verschwinden, welcher dann kraft (92)
mit y zusammenfillt, in jene Beziehungen iibergehen, welche die
betreffende einfach complexe Specialform des Aggregates [Z]
im Riemann’schen! Sinne zu einer Function von Z stempeln.

Im Hinblick auf die hier entwickelten Eigenschaften des
Aggregates [Z] sind wir mithin berechtigt, die Losung der im vor-
liegenden Paragraphen gestellten Aufgabe, wiefolgt, zu formuliren:

Die einfachste Fassung des Functionsbegriffes fiir ein
n-fach complexes, verdinderliches Argnment fithrt auf die ratio-
nale ganze Function n-ten Grades einer unbeschrinkt
stetigen n-fach complexen Variabeln.

Die einfachste Erweiterung dieses Functionsbegriffes
wird dann darin bestehen, dass man die Bedingung der End-
lichkeit von n anfhebt,? also auf Grundlage des Aggregates [Z]
unendliche, nach steigenden Potenzen von Z fort-
schreitende Reihen construirt, unter welchen gemiss der
Forderung moglichster Einfachheit in erster Linie solche Potenz-
reihen in Betracht kommen, deren Coéfficienten: 9(,, 9, An

1 8. h. §. 4 seiner Inauguraldissertation: ,Grundlagen fiir eine allge-
meine Theorie der Functionen einer veriinderlichen complexen Grisse.“
{Ges. math. Werke, p. 6, 7.)

2 Vergl. hiemit den analogen Entwicklungsgang in dem 1884 zu Leip-
zig erschienenen Werke 0. Rausenberger's: ,Lehrbuch der Theorie der
periodischen Functionen Einer Variabeln mit einer endlichen Anzahl wesent-
licher Discontinuitiitspunkte,“ p. 74, 75.
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ein gemeinsames, explicit durch eine Gleichung von der
Gestalt: U, — f(n) précisirbares Bildungsgesetz besitzen. Jede
derartige unendliche Reihe:
FO+FDZ+52) 22+ . +f() 27 +.

kann mit Bezugnahme auf (91) in:
f(O)+pf(1) cos @ -+ p*f(2) cos (20)+  +2"f(n) cos (nd) + .

+I*pf(1) sin @+ 2(2) sin (20)+ . . + g f(n) sin (D) +. .}
transformirt werden und convergirt demzufolge innerhalb jenes
Bereiches, in welchem die Reihe der Moduli ihrer Glieder:

[FO) [+ lfDI+e*F 2N+ -+ )]+
convergent bleibt, d. h. es lassen sich im Anschlusse an die ratio-
nale ganze Function n-ten Grades von Z unendlich viele, theils
algebraische, theils transcendente Functionen desselben n-fach
complexen Argumentes herstellen, welche innerhalb eines
(n+1)-fach ausgedehnten Gebietes,dessenBegrenzung
durch die Relation:

L 11011

100). &8 4-8 4. 482 = _
( ) (U 1 2 h—co |f(n+])|

analytisch charakterisirt wird, lauter endliche, villig
oder wenigstens beliebig genau bestimmbare Werthe
annehmen.

Alle, auf dem hier vorgezeichneten Wege zu gewinnenden
Functionen von Z sind insoferne noch relativ einfach beschaffen,
als ihre jeweiligen Werthe mit der sie erzeugenden
Specialisirung von Z ausnahmslos complanar bleiben,
und haben daher im Vereine mit der rationalen ganzen Funetion
n-ten Grades von Z die ersten Untersuchungsobjecte jeder,
n-fach complexe, variable Argumente verwendenden ana-
lytischen Functionentheorie zu bilden.

Die Auseinandersetzung ihrer weiteren Gliederung liegt der
Natar der Sache nach jenseits der Grenzen dieser Abhandlung, und
haben auch die zuvor entwickelten Siitze nur mehr dem Zwecke
gedient, vorldufig wenigstens die Moglichkeit einer solchen
Theorie auf Grundlage der hier discutirten universellen Verall-
gemeinerungen der algebraischen Grundoperationen darzuthun.




