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Über zwei universelle Verallgemeinerungen der 
algebraischen Grundoperationen,

V on  Dr. Oskar S im ony,
Professor an der Wiener Hochschule fiir  Bodenkultur.

Einleitende Betrachtungen.

Bekanntlich schliesst Gauss die Anzeige seiner Abhandlung: 
„Theoria residuorum biquadraticorum, commentatio secunda“ 
nach einer kurzen Darlegung seiner Auffassungsweise der so­
genannten imaginären Grössen mit der Bemerkung, 1 er behalte 
sich vor, in einer künftigen Abhandlung auch die Frage zu be­
antworten, „warum die Relationen zwischen Dingen, die eine 
Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimensionen darbieten, nicht 
noch andere in der allgemeinen Arithmetik zulässige Arten von 
Grössen liefern können.“

Dieses Versprechen blieb leider unerfüllt, so dass jeder 
Interpretation jener Bemerkung eine gewisse Willkür anhaftet; 
wohl aber dürfte man der Wahrheit durch die Annahme am 
nächsten kommen, Gauss habe in der citirten Stelle seine 
Einsicht angedeutet, dass man solche complexe Zahlen, 
welche Punkten des Raumes beziehungsweise einer höheren 
Mannigfaltigkeit zugeordnet werden, mit einander nicht mehr 
operativ verknüpfen könne, ohne gewisse, von ihm für wesentlich 
erachtete Eigenschaften algebraischer Grundoperationen aufzu­
geben.

1 S. k. die Gesammtausgabe seiner W erke, II. Band, pag. 178.
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So lassen sieh z. B., wie H. Hanke l  zuerst nachgewiesen 
hat, 1 ohne Schwierigkeit höhere complexe Zahlen bilden, deren 
Einheitsproducte lineare Functionen der ursprünglichen Einheiten 
sind, und für deren Multiplication das distributive Princip giltig 
bleibt. Aber anderseits erhält das Product je  zweier solcher 
Zahlen nunmehr die Eigenschaft, bedingungsweise zu ver­
schwinden, ohne dass einer der be i den  Fac t o r en  gle i ch 
Nul l  wird.

Sobald man also die Multiplication als eine für al le  
Grössenar t en  di s t r i but i v  bleibende Rechnungsoperation 
definirt und die Eigenschaft des Productes zweier gewöhnlicher 
complexer Zahlen, lediglich durch das Verschwinden eines, 
respective beider Factoren der Null gleich zu werden, als eine 
wes en t l i c h e  Eigenschaft j ed es  Productes  betrachtet, kann 
in der That weder eine dreifach ausgedehnte noch eine höhere 
Mannigfaltigkeit weitere in der allgemeinen Arithmetik zulässige 
Arten von Grössen liefern.

Dass dieser Schluss an und für sich richtig ist, kann nicht 
bezweifelt werden, jedoch sind dessen Prämissen keineswegs 
logisch begründet.

Da nämlich jede mehrfach complexe Zahl die gewöhnliche 
complexe Zahl als S p e c i a l f a l l  enthält, lässt sich a priori über­
haupt nicht entscheiden, ob beispielsweise gewisse Eigenschaften 
des Productes zweier gewöhnlicher complexer Zahlen der Opera­
tion des Multiplicirens als s o l c her  oder  nur in B e z u g  auf 
die  mit e inander  verknüpften,  s p e c i e l l e nZ a h l e n f o r me n  
zugehören. Es liegt demnach vom logischen Standpnnkte kein 
Hinderniss vor, die Definition einer Rechnungsoperation für 
höhere complexe Zahlen entsprechend zu erweitern, wobei die 
subjective Willkür zunächst nur insoferne eingeschränkt wird, 
als al le j ene  Erwe i t e r ung en  des be t re f f enden Opera­
t i onsbegr i f f es  ausg e s c h l o s s e n  b l e iben,  we l che  bei

1 S. h. dessen 1867 zu Leipzig  erschienenes W erk : „Theorie der 
com plexen Zahlensysteme, insbesondere der gemeinen imaginären Zahlen 
und der Hamilton’schenQuaternionen“ , p. 106— 108 unter Hinzuziehung der 
specielleren Betrachtungen L. K ö n i g s b e r g e r ’s in dessen 1874 zu Leipzig 
erschienenen „Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Functionen“ , 
p. 10— 12 .
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Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc. 225

einer Reduct i on j ene r  höheren compl exen  Zahlen auf  
gewöhnl i c he  c ompl ex e  Zahl en den für die l etzteren 
geltenden R e c h n ung s r e g e l n  zuwiderlaufen.

Auf diese Art erscheint der freien Production selbst bei 
Definitionen e l ementarer  Verknüpfungsarten höherer complexer 
Zahlen ein weites Feld eröffnet, und sind daher auch seit der 
1806 durch A r g a n d 1 begründeten, geometrischen Interpretation 
der gewöhnlichen complexen Zahlen mannigfaltige Systeme 
von höheren complexen Zahlen ersonnen worden, unter welchen 
bisher in theoretischer Hinsicht namentlich die höheren complexen 
Zahlensysteme H. Grassmann ’s, 2 in praktischer Hinsicht da­
gegen die „Quaternionen“ von R. Hami l t on3 einen hervor­
ragenden Einfluss auf die Entwicklung der Wissenschaft ge­
nommen haben.

Was nun speciell die in der vorliegenden Arbeit aufgestellten 
höheren complexen Zahlen anbelangt, so erheischt deren präcise 
Formulirung zunächst die Einführung einer (w + l)-fa ch  aus­
gedehnten —  im R i e ma n n ’schen Sinne —  ebenen Mannig­
faltigkeit, deren analytisch-geometrische Characteristik durch 
folgende Sätze4 gegeben ist:

1 S. h. dessen in dem angegebenen Jahre zu Paris erschienene Schrift 
„Essai sur une maniere de representer les quantites im aginaires, dans les 
constructions geom etriques“ . —  Die Darstellung des Com plexen in der 
Ebene durch G a u ss  erfolgte bekanntlich erst im Jahre 1831, so dass ihm 
in dieser Hinsicht eine Priorität in keiner W eise zukommt.

2 S. h. sein 1862 veröffentlichtes W erk : „D ie Ausdehnungslehre“ , 
(Berlin, V erlag von  Fr. E n s l i n ) , dessen erster Theil unter dem besonderen 
Titel: „D ie lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zw eig der Mathematik“ 
— bereits 1844 zu L eipzig  (im V erlage von 0 . W ig a n d )  erschienen war, 
aber in Folge seiner mehr philosophischen als mathematischen Form nur 
eiue geringe Verbreitung gefunden hatte.

3 Zur Bequem lichkeit des Lesers beziehe ich mich bei allen im F o l­
genden vorkom menden Bemerkungen über Quaternionen auf die vortreff­
liche, von P. G la n  gelieferte deutsche Übersetzung von H a m i l t o n ’s: 
„Elements o f  Quaternions“ (Leipzig, 1881, 82 u. 84).

4 Dieselben bilden die consequente Verallgemeinerung jener vier 
Fundamentalsätze, durch welche ich in meiner Brochure: Gemeinfassliche, 
leicht controlirbare Lösung der A u fga b e : „In ein ringförmig geschlossenes 
Band einen Knoten zu machen“ und verwandter merkwürdiger Problem e 
(dritte Auflage, p. 35, 36) —  speciell eine v i e r f a c h  a u s g e d e h n t e  Mannig­
faltigkeit von verschwindendem Krümmungsmasse characterisirt habe.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. X C I. Eil. II. Abtli. 15
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(I). Jeder Punkt der erwähnten Mannigfaltigkeit lässt sich als 
Durchschnittspunkt von (rc+1) einander in demselben 
rechtwinklig durchschneidenden geraden Linien auffassen.

(II). Wählt man (rc+1) derartige Gerade: J0J'0, Jx J [, J2 J[ ,. . . 
J nJi zu Coordinatenaxen, so ist die Lage jedes Punktes 
durch je  (w + 1) auf die ersteren eindeutig beziehbare 
Coordinaten vollständig bestimmt.

(III). Sind speciell a0, ax, «2,. .an] b0, bx, b2,. ..b n die Werthe, 
welche die Coordinaten zweier beliebig angenommenen 
Punkte: Mt , Mz, deren gegenseitige Entfernung mit f  
bezeichnet werden mag, besitzen, so besteht für alle zwi­
schen — oo und h - o o  denkbaren Specialisirungen von r die 
Gleichung:

(ü). . . r* =  (a0 —  b0)2 +  («t —  bty  +  (a2 —  b2Y + . . . +  (an—  ft»)8.

(IV). Sind a, cclf a2,. ß, ßif ß2,. .ßn die Winkel, unter
welchen zwei sich in irgend einem Punkte dieser Mannig­
faltigkeit durchschneidende gerade Linien gegen die (rc+1) 
Coordinatenaxen: J0J'0, JXJ'V J2J -̂ -JnJh geneigt sind, 
so gilt für den Cosinus des gegenseitigen Neigungswinkels
0 beider Geraden stets die Relation:

(6). .cosö =  cosa cosß +  cos at cos +
-1- cos «2 cos ß2 +  . . -f- cos an cos ßn.

Wir denken uns nunmehr jedem Punkte dieser Mannig­
faltigkeit eine n -fach complexe Zahl derart zugeordnet, dass 
beispielsweise den Punkten Mx, M% das Zahlenpaar:

Xy —  (Iq -f- (iy +  a2 i"2 +  . +  a n i n,

7j2 — bQ H- bz +  . . -+- bnin

correspondirt, wobei wir ^ , ^ .  .in vorläufig nur als Unter­
s c h e i du n g s z e i c h e n 1 für die (rc+1 ) zu einander  ortho-

Ich bediene mich der S ym bole: ix , «2, . . .  4  in Hinblick auf die seit 
G a u s s  allgemein üblich gew ordene Bezeichnungsweise der „imaginären 
Einheit“ mit i ,  welcher Buchstabe übrigens bereits von E u le r  in diesem 
Sinne verwendet worden ist.— Den ersten Anlass hiezu b o t  ihm die Lösung

cos ca d rf
des Problems: „Proposita formula differentiali |l|r , eius integrale per

]/ cos n f
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gonalen R i c h t ung e n  betrachten,  in we l c hen  d i eCoor -  
dinaten:  « 0, « 1; -a,n btl auf  eine und d i e ­
selbe Längene i nhe i t  bez i ehbar  sind.

Zwei derartige w-fach complexe Zahlen sind dann einander 
gle i ch,  wenn  sie einen und dense lben Punkt  in j ener  
Mannigfal t igkei t  best immen,  d. li. also in Hinblick auf
(II), wenn ihre Coefficienten die (rc+1) Gleichungen:

Uq — Öq , — bx, uz — bz,. . . (t n — bn

erfüllen. 1 —  Es mögen ferner die beiden positiv zu nehmenden 
Wurzelgrössen:

\A<2+ «* +  « * +  . . . +  «£, \Zbl +  b\ +  b\ +  . . +  6*,

welche kraft des dritten Satzes zugleich die Entfernungen der 
Punkte M1} 31z, vom Ursprünge: 0  des gewählten Coordinaten- 
systems präcisiren, als die Moduli: 2 ri} rz von Zi} Zz bezeichnet

logarithmos et arcus circulares investigare“ , welche er (s. den 1794 zu Peters­
burg erschienenen IV. Band seines grossartigen W erkes: Institutiones cal- 
culi integralis, p. 184) mit folgenden W orten  einleitet: „Quoniam mihi qui- 
dem alia adhuc via non patet istud praestandi, nisi per imaginaria proce- 
dendo, formulam V — 1 littera i in posterum desiguabo, ita ut sit n  =  — 1 ,

1
ideoque -j- =  — z“ .

1 Die correspondirende G r a s s m a n n ’sche Definition (Ausdehnungs­
lehre, p. 16) lautet: „Zw ei Grössen eines Gebietes wter Stufe sind dann und 
nur dan n  e i n a n d e r  g l e i c h ,  wenn ihre n zu d e n s e l b e n  Einheiten: elt

e„ gehörigen Ableitungszahlen einander gleich sind, das heisst die 
Gleichung:

• • ’ ~t~anen =  ßlel~f~ß2e2+ • ‘ -~i~ßnen
wird ersetzt durch die n-Gleichungen: a1 =  ß1} a2 =  ß2, . .  . a„ =  ßn“ .

2 D ie Bezeichnung: „M odulus“ rührt von A r g a n d  her, der die­
selbe zuerst 1814 am Schlüsse einer kurzen Abhandlung: „Reflexions sur 
la nouvelle theorie des imaginaires, suivies d’une application ä la demon- 
stration d ’un theoröme d ’analise“ ( G e r g o n n e ’s Annalen V . B d ., p. 208) 
gebraucht und hiebei auch schon die beiden wichtigsten Modulsätze kurz 
erwähnt hat. —  Die diesbezügliche interessante Stelle der citirten A b ­
handlung lautet:

„II semble qu’il faudrait rapprocher l’expressiou des imaginaires de 
la notation des lignes dirigees, en ecrivant

p°"r
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und für die Summe der Producte der g l e i chnami gen  Zahlen- 
coefficienten:

ao K  +  ai +  az +  • • • +  «» bn — m

in Zukunft der Ausdruck: „Dev i a t i onspr oduc t  des Zahlen­
paares“ gebraucht werden. Die erstere Nominaldefinition bedarf 
wohl keines weiteren Commentares; die letztere findet darin ihre 
Begründung, dass m —  unter a, ocn az,. .</.„] ß ,  ß t , ß z , .  . ß n 

nunmehr dieWinkel von rv rz, mit den Halbaxen OJ0) OJv OJzr.. 
OJn verstanden —  gemäss den, mittelbar durch (IV) bedingten 
Gleichungen:

aQ — rx cosa, at =  rx cosa1 , az — i\ cos<y.z,...aa — rx cosa/4 

b0 — rz cos/3, bx — rz cosßj, bz =  r2 cosßz,...bn — rz cosj3;i

in das Product: rx r2 cos 6 transformirt werden kann. Bezüglich 
dieses Productes selbst ist noch hervorzuheben, dass dessen 
erster und zweiter Factor je (m+1), hingegen sein dritter Factor 
2n von einander unabhängige Grössen enthält, indem die 2 ( n + l )  
Winkel: a, ai} az ) . . ß, ßl} ßz,. • -ßn zufolge den Relationen 
(c) und den Bedeutungen von r,, r% stets die beiden Beziehungen:

cos2a -f- cos2a1 +  cos2a2 +  . . . +  cos2a;l =  1 

COS2j3 +  cos zßx +  coszßz +  . . . +  coszßn — 1

erfüllen müssen.
Nachdem so der im Folgenden verwendete Begriff einer 

ra-fach c o mpl e x e n  Zahl  an zwei willkürlichen Speciali- 
sirungen: Zu Zt erläutert worden ist, muss jetzt auch der Begriff: 
„ Re c hnu ng s o  p erat io n“ in seiner Anwendung auf derartige 
Zahlen entsprechend definirt werden.

Recurriren wir hiebei von den in Betracht gezogenen Zahlen 
wieder auf die ihnen correspondirenden Punkte jener (rc+l)-fach

j pourrait etre appele le m o c lu le  de a-\-b\j— 1, et representerait 

la  g r a n d e u r  a b s o lu e  de la ligne a-hb\ f — 1, tandis que l ’autre facteur,. 
dont le module est l ’ unite, en reprösenterait la  d i r e c t io n .  On prouverait 
seulement 1? que le module de la som rae de plusieurs quantitös n’est paa 
plus grand que la somme des modules de ces quantitös; 2°  que le module 
du p r o d u i t  de plusieurs quantitös est 6gal au produit des modules de ces 
quantites.“
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ausgedehnten Mannigfaltigkeit, so ergibt sich für den fraglichen 
Begriff die nachstehende einfache und allgemeine Fassung: Mit 
einer oder mehreren «-fach complexen Zahlen eine bestimmte 
Rechnungsoperation vornehmen, heisst, einem oder  mehreren 
punkten einen neuen Punkt  bez i e hun g s we i s e  ein 
neues System von Punkten derse lben Manni gfa l t i gke i t  
nach best immten Gesetzen zuordnen.  Im ersteren Falle 
ist die betreffende Rechnungsoperation e indeut ig ,  im letzteren 
mehrdeutig beziehungsweise unendl i ch vieldeut ig ,  je  nach­
dem das zugeordnete Punktsystem eine endl i che  oder eine 
unendl ich grosse  Anzahl von Punkten in sich begreift.

Da nun jedem solchen Punkte vice versa wieder eine «-fach 
complexe Zahl entspricht, führt auch jede, in dem eben präcisirten 
Sinne aufgefasste Rechnungsoperation mit «-fach complexen 
Zahlen nothwendig auf Zahlen von derse lben a l l gemei nen 
Form, d. h. das betreffende Zahlensystem ist insoferne als ein 
begrenztes,  c ompl exes  Zahl ensystem zu bezeichnen.

An diese Auseinandersetzungen knüpft sich naturgemäss die 
weitere Frage, in wel cher  Form die Definition irgend einer 
Rechnungsoperation ursprünglich erscheinen wird.

Um hierüber einen allgemeinen Aufschluss zu erhalten, 
genügt die Überlegung, dass, sobald man zwTei Punktsysteme in 
einer und derselben Mannigfaltigkeit einander nach bestimmten 
Gesetzen zuordnet, hiedurch zunächst die Coordi naten der 
betreffenden Punkte in ein bestimmtes, von Fall zu Fall mittelst 
Glei chungen ausdrückbares Abhängigkeitsverhältniss von 
einander treten. Da nun jene Coordinaten zugleich die Coef ­
f icienten der mit einander verknüpften «-fach  complexen 
Zahlen vorstellen, folgt hieraus direct, dass j e d e  R e c h nun g s ­
operation ursprüngl i ch durch ein System von Gl e i ­
chungen zu character i s i ren ist,  we l c he  die Coef ­
f icienten der g e g e b e ne n  Zahl en zu j e n e n  des Resul ­
tates der Operat i on in Be z i ehu ng  br ingen.

Hiernach treten die Unterscheidungszeichen der einzelnen 
Coordinatenrichtungen: ii} überhaupt  nie in die
Rechnung ein, wohl aber kann es unter Umständen in re in 
formaler Hinsicht Nutzen bringen, wenn man ein, durch eine 
bestimmte Rechnungsoperation gewonnenes Resultat nachträglich
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so interpretirt, als ob clie operativ verknüpften, ra-fach complexen 
Zahlen reel le a l gebra i s che  A u s d r üc k e  gewesen wären, 
mithin gewisse Functionen ihrer imaginären Bestandteile bei 
Ausführung jener Rechnungsoperation die Rol l e  reel ler  Grös­
sen gespielt hätten.

Ausserdem wird ersichtlich, dass die Definitionsgleichungen 
sämmt-licher Rechnungsoperationen die Coefficienten ihrer Resul­
tate für alle denkbaren Werthe der gegebenen Zahlencoefficienten 
als reel le  Grössen bestimmen müssen, denn jede andere Be­
stimmungsweise würde, da die fraglichen Coefficienten zugleich 
Coordinaten von Punkten vorstellen, ihrer geometrischen Be­
deutung zuwiderlaufen.

Aber selbst clie Vereinigung dieser Forderung mit der 
a pr iori  g e g e b e n e n  Bedingung, dass jede Definition einer 
Rechnungsoperation mit ra-fach complexen Zahlen im Special­
falle: ra — 1 die bekannten Eigenschaften d ers elb  en Rechnungs­
operation .in ihrer Anwendung auf e i nfach c o mp l e x e  Zahlen 
zu liefern hat, ermöglicht keine ausreichende Beschränkung jener 
Formen, in welchen speciell die vier algebraischen Grund­
operationen für ra-fach complexe Zahlen generalisirt werden 
können.

Es lassen sich vielmehr bezüglich dieser Operationen noch 
zwei weitere allgemeine Forderungen erfüllen, von welchen die 
erste: D ie Summe und das  P r o d u c t  zweier  b e l i e b i g e r  
« - f a c h  c o mp l e x e r  Zah l en  müssen commutat i v  b l e i ben
—  sich gewissermassen von selbst aufdrängt, während die zweite 
Forderung erst durch die nachstehenden einfachen Überlegungen 
begründet wird:

Sind allgemein Zv, Z2 die beiden Zahlen, welche durch 
irgend eine der vier verallgemeinerten algebraischen Grund­
operationen verknüpft werden sollen, so bleiben clie Grössen: 
a0, b0) m, rt , rz, sämmtl i ehen c o m p l e x e n  Specialisirungen 
von Zn Zz zugeorclnet, während sich die Coefficienten: ai} bx 
resp. az, bz\. . .an, bn speciell auf ii} resp. /2,. . in beziehen. In 
Hinblick hierauf liegt also die Forderung nahe, die betreffende 
Rechnungsoperation derart zu definiren, dass auch im Resul tate  
d e r s e l b e n  die Grössen:  aif l ed i g l i ch  in m, rv  rz und 
dem Co e f f i c i e n t e n  von il} f erner  az, bz ausschl iessl i ch.
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in m, rt> rz und dem Co e f f i c i e n t e n  von i2,. . bn nur 
in m, r y, r% und dem Co e f f i c i e n t e n  von in auftreten,  
während «0, 60, m, i\ an kein einziges specielles Unter­
scheidungszeichen gebunden sind, also möglicherweise in al len 
Coefficienten des Kesultates Vorkommen. Auf diese Art besitzt 
das letztere, sobald die erwähnte Forderung befriedigt wird, 
allgemein die Form:

f o  ( fto ’ y m  y r i y r z) f i  ( tto > a i f K  y y m y r i y r %)H “*~

~^~fz ( rto ) (l%y } ^2 } m  y ?'i y ^'z) *2 ■+■••• “ I“ f  n ( a o y y y m y r iy *'2)®” y

wobei f 0, f ±, f %}. . f n vorläufig unbest i mmt gelassene Func­
tionen der innerhalb der Parenthesen stehenden Argumente re- 
präsentiren.

Denken wir uns jetzt zwei (w +  l)-fach complexe Zahlen:

(Iq -I- -+- • • . +  (f-n+ 1 ; b0 +  b1 ix +  . . +  bn-\-i in-\-1

mit den Modulis:

=: \ /«q  +  «j-+- . . , i'z =  y / +

und dem Deviationsproducte:

m — « 01)̂  +  bt +  . . . +  6,(-fi

derselben Rechnungsoperation unterworfen, so werden die 
Functionen: f 0, f\, /'2,. . . fn h i ebe i  wohl  ihre Werthe  aber  
weder ihre F o r m e n 1 noch die Anzahl  ihrer  selbst-
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W ird die f o r m a le  Ü b e r e in s t im m u n g  g l e i c h  s ig n i r t e r  
im a g in ä r e r  Bestandtheile in den für n =  2, 3, 4 ,. . .  bestehenden Specia- 
lisirungen eines und desselben Productes, resp. Quotienten zweier ra-fach com ­
plexer Zahlen nicht als ein w e s e n t l i c h e s  Merkmal jed er  u n iv e r s e l le n  
Verallgemeinerung des M ultiplicirens, beziehungsweise des Dividirens auf­
gefasst, so lassen sich die genannten Grundoperationen auch derart gene- 
ralisiren, dass —  untern  eine belieb ige endliche, reelle Zahl gedacht — 
jeder Coefficient des jew eiligen w-fach com plexen W erthes von :

Z n =  (X -\~X X - + -  X% ? 2  ~1~ • • • —f-  Kn  * » ) "

ein particuläres Integral der partiellen Differentialgleichung:

02 W  02 W  02 W  02 W
0a’2 dx'j dx% ‘ ' ‘ dx't ^
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s tändigen Ar g u me n t e  verändern, indem ja die beiden neu 
hinzugekommenen Coefficienten: , bn+1 im Resultate erst bei

als se l bs t s tänd i ge  Argumente auftreten können.
Es wird daher jede Verallgemeinerung einer Rechnungs­

operation, welche der vierten Forderung genügt, insoferne uni­
versel l  zu nennen sein, als ihre Giltigkeit sich dann gemäss 
unseren letzten Betrachtungen auf a l l e  c o m p l e x e n  Zahlen 
erstreckt, av eichen Punkte einer Mannigfaltigkeit von endl i cher  
Dimensionszahl correspondiren. Dagegen erschiene es unzulässig, 
von universel l en Rec hnungsoperat i onen  s c h l e c h t we g  zu 
sprechen, weil solche complexe Zahlen, deren geometrische Inter­
pretation Mannigfaltigkeiten von unendl i ch vielen Dimen­
sionen erfordern würde, im Allgemeinen auch ke ine  endl i chen 
Moduli und Deviationsproducte besitzen und in Folge dessen nur 
bed i ngungs we i s e  eine operative Verknüpfung gestatten.

Die zuletzt entwickelten Gesichtspunkte wurden bisher noch 
nie aufgestellt, geschweige denn in irgend einem Zahlensysteme 
realisirt, so dass die in dieser Arbeit mitgetheilten Resultate ii; 
sachlicher und zumeist auch in formaler Hinsicht vollständig neu 
sind. Bei ihrer Ableitung war für mich vor Allem die Forderung 
mögl i chster  Ei nf achhei t  massgebend, und habe ich dem- 
gemäss meine Auseinandersetzungen gemeiniglich auf die beiden 
einfachsten Specialisirungen von n, nämlich n — 1, 2 gegründet, 
zumal dieselben im Gegensätze zu sämmtlichen übrigen Specialisi- 
rungen von n auch de r g eometr i s c henAnsc hauung  zugänglich 
bleiben. Um ferner nicht gegen die übliche Bezeichnungsweise 
constanter Coordinaten in der Ebene und im Raume zu verstossen, 
sind speciell für einfach und zweifach1 complexe Zahlen die 
Darstellungsformen:

a + b ij respective: a +  bil +  cii

bildet. Die so gearteten Verallgemeinerungen algebraischer Grundopera- 
tionen sind jed och  bei ihrer grossen Com plication nur insoferne interessant, 
als sie neue, physikalisch w ichtige Lösungen der bekannten Potential­
gleichung V 2V =  0 vermitteln, wonach es angem essenerscheint, erst bei 
Publication jener Lösungen auch deren analytische Grundlagen kurz zu er­
örtern.

1 Statt des A usdruckes: „zw eifach com plex“ mag in der F olge  die
besser klingende Bezeichnung: „b icom plex“ gebraucht werden.
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gewählt worden, wonach man z. B. den drei Zahlen:

/ j  ZZZ (l^ +  ig  , Z j  ~  “ l-  ^ 2 *1 H“  Cg '/g ; Z g  ftg +  6g +  Cg /j,

die Ausdrücke:

j-j =  \ / « ? + 6? +  c!, r2 =  s/a\ +  b\ +  c\, r3 =  \/ß* +  ö* +  c* 
ctz-f- b̂ bz -|-CjCg, wij —ö|ftg-f-b̂ b3- f - c3j t)iz—ff̂ (t3-1- bzb3-f-c%c3

als Moduli und Deviationsproducte zuzuordnen hat.
Was schliesslich die mit der Aufstellung der einzelnen For­

meln verbundenen a l gebra i s chen  Rechnungen anbelangt, so 
erfordert deren rasche und bequeme Durchführung die Kenntniss 
gewisser identischer Gleichungen, welche einerseits die dem 
Ausdrucke:

a\ (h a3
bi bz b3 — y

c i c z C3

entspringenden Unterdeterminanten:

h — bxcz— bzcx, Ic — nzci— alcz, l — aib%—

ht =  bxc3— boCt , ci3cl— (itc3, axb3— a3bx\

hg— 2̂C3 3̂̂ 2? "̂2— 3̂̂ 2 2̂̂ 3 > 2̂— tt2^3~~ft3̂ 2

anderseits die den letzteren nahe verwandten Grössen:

x  — a±az— btbz— clcz, y =  aibz +  azbl , z — aicz +  azc1]

x' =  axa3 bxb3— ctc3, y' — axb3 +  a b̂u  z' =  axc3 +  a3cx;

x  — azci3 bzb3 czc3J y — uzb3-\-(.i3bz} z — ^ 2 3̂ ^ 3̂ 2

betreffen und ausser den bereits angegebenen Hilfsfunctionen 
ri, r3; m, m] , mz und y  noch die folgenden:

— a3 m +  az mx +  a1 m% — y t , a3 m — az mA +  ax mz — yz 

a3 m +  <iz —  at m% — y3

enthalten. Diese Gleichungen zerfallen in drei  natürliche 
Gruppen, deren Charakteristik und weitere Gliederung dem 
nachstehenden Schema zu entnehmen ist
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Erste  Gruppe 
enthaltend Identitäten für h, k, l) hx, kx, lx; hz, kz, lz.

(ST). Bi nomische  Identitäten für Producte von h, k, l\ hv  
kx, lx  ̂ hz, kz, lz in ax, bX) cxl (iZ7 bZ) c2, ii3J b3) c3:

bx h— ax k — — cxm +  czr\, cx h— ax l ~  bx m— bzr\, 
cxk— bxl — — axm +  az r\\ 

bz h— az k — cz m— cx r\, czh— az l =  — bz m + b xr\, 
czk— bzl — azm— axr\] 

b3h— ci3k — czml— cxmz, c3h—a3l — — bzmx +  bi mz, 
c?> k— b» l — azmx— ai mz.

234 S i m o n y.

bxhx— axkx = — cxmx +  c3r\, cxhx— axlx — bxmx— b3r\, 
cx kx— bx lx — — ax mx -+- a3 r\; 

bzhx —azkx — c3m— cxmZ7 czhx— azlx =  — b3m + b xmz, 
czkx— bzlx — a3m— axmz\ 

b3hx— a3kx — c3mx— cxr3, c3hx— a3lx — — b3mx +  bxr3,

bx hz— axkz — c3 m— cz mx, cx hz— ax lz — — b3m +  bzmx, 
cx kz— bx lz — «3 m— az mx; 

bzhz— azkz — — czmz +  c3r\, czhz— azlz — bzmz— b3r\,
6'2 kz— bz lz — — ciz ?nz +  a3 ?’2;

^ 3 ^ 2  a 3^Z  —  C3 m Z C2 r 3 ’  C3 ^2 Ch h  —  ^3 m Z ^2 ’

c3Jcz— b3lz — a3mz— a%V\‘

(93).. Tr i nomi sche  Identitäten für Producte von h, k, 
\ )  ^1 } ? ̂ 2 } "̂2 J 2̂ ^  ^1 ? ^1 J C1 5 ^ 2 ’  ^ 2 ’ CZ1 ft3 ’  ^3? C3 *

(ixTi-f-bxk -f-cxl — 0 ; azli +  bzk-{-czl — 0 , 
u 3 It -f~ b3 k —f-* C31 — y ; 

cixhx-f-bxkx -f- cxlx 0 , a3hx +  b3kx+ c 3lx 0 ,

f̂ z 2̂̂ 1 2̂ ~  — //'
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a2h2 +  b2k2 -+- c2l2 — 0 , u3h2-\-b3Ic2-\- c3l2 ~  0 j 
uxh2-\- bxk2-t- cxl2 zz y.

( ß ) . . .  Identitäten für die Quadrate: A2, &2, £2; A2, &2, £2;
7,2 /. 2 72 .a 2 j t-2 .

A2+ & 2+ £ 2 =  r2r2— m2, h\ +  k\+l\ — r\r\— m\, 
h\ +  k\+l\ — r\r\— m\.

($ )).. . Identitäten für die Producte: hhv kkv  llx; hh2) kk%, ll2;
h\Jii i ky k2J ly l2:

hhy+kky +  lly — — mmx 4- hh2 +  kk2 +  U2 — mm%— mxr\,
hy h2 +  kyk2 +  /j/2 =: — mvm2 +  mr\.

Zwe i t e  Gruppe,  
enthaltend Identitäten für x, y, z\ x', y', z'\ x", y", z".

((£). Bi nomi sche  Identitäten für Producte von x ,  y , z\ 
x } y } z , x  y y , z in al: by} cx, ci2; b2) c2 5 ci3, b3, c3‘

byX— a(y — — Cyh— b2rZy, cxx — axz — bxh— c2r\, 
cxy— byZ — — axh] 

b2x — a2y — c2h— bxr\, c2x — a2z — — b2h— cxr\, 
czy b2z — ß2A,

b3x — a3y — ((2ly-\-(iyl2— b3m, c3x — a3z — — a2kx— axk2— c3m, 
c3y b3z — ci2hy-\-(iyh2.

Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc. 235

bxx'— axy’ — — cxhy— b3r\, cxx '— axz' — bxhx— c3r2,
Cxy'---byZ,' — ----llylly J

b2x'— a2y' =  a3l— axl2— b2mv c2x'— a2z' — — a3k +  axk2— c2mx, 
c2y'— b2z' — a3h— axh2;

b3x  a3y — c3& ß3* — 3̂ 1̂ cir3>

Hv'— h*' =  aA ;

— axy” =  — a3l— a2ly— b{mv cvx "— tiyz" — a3k-\-a2kx— cxm2, 

c\ f — b^ "  — — a3h— azhx;
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bzx "— azy" — — czhz— b3r2z, czx "— azz" =  bzhz— c3r\,

c% f— h *"  =  —  (IA ;
bsä''— a3y" — cshz— bzrl, c3x "— a3z" — — b3hz— czrl,

n f — h*" ~  az K

($)••• Tr i nomi s c he  Identitäten für Producte von x f y ,z ]  
t̂ y'f ^5 1 y  ̂1 aV C1 5 a2) 2̂> c%\ ^37 c3*
axx  +  bxy-hcxz — azr\, azx  +  bzy +  czz =  axr\, 

a3x + b 3y +  c3z — gx\

axx '+  bxyf-+-cxz' =  a3r\, a3x '+ b 3y '+ c 3z' =  axr\, 
azx '+ b zy' +  czzr =r gz\

azx " + b zf  +  czz" — a3r\, azä " +  b j j " +  czz" =  o^r*, 
a ^ '  +  b r f '+ c f l '  = g 3.

(($ ).. Identitäten für die Quadrate: # 2; y2, z2‘ x '2, y'2, z,2\ 
x ' 2, f 2, z"2:

x 2+ y 2+ z 2 z= r\r\— h2, x ,2+ y '2+ z '2 — r\r\— h2x, 
x " 2 +  yll2-\-z"2 — r\r3— h\.

(§ ) .  . , Identitäten für die Producte: xx\  yy\ z z x x " ,  yy", zzn\ 
x 'x " , y'y", z'z":

xx '-h yy '+ zz ' — — hhx+ m %r2, xx",-\ -yy" -\-zz" — hhz+ m xr\, 
x'x"-]-y 'y" -\-z'z" — — lixhz+mr\.

Dritte Gruppe 
enthaltend identische Beziehungen zwischen h, k, l\ hv  kv lx\

hz,kz,lz und x, y, z; x', y', x ", y", z".

($)■ Bi nomi s c he  Identitäten für Producte von h, k, Z;
hv kv lt ] hv kz, lz in x, y, %\ x', y1, x", y", z"i

kx— hy =  — azczr\ +  axcxr\, lx— hz — azbzr\— axbxr 2, 
ly— kz — — a\r\ +  a\r\]

kxx — hxy — cxgx— azc3r\, lxx — lixz — — bxgx+ a zb3r2x1 
hV— kxz — axg — aza3r\;
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kzx — hzy =  czg — axc3r\, lzx — h%z — — bzgx+ a xb3r\, 
lzy kzz — aia‘3rz''>

kx'— hy' — cxgz— «3<y,5[> löc'— hz' — — bxgz +  a3bzr\, 
ly kz — Ll\(fz ^2̂ 3̂ 15

ktx f— hxy' — — a3c3r\+axcxrl, M ' =  « 3V ?— «i V 5>
lxy ' - k xz> =  - ay x +  a\rl; 

kzx ’— hzy' — — c3gz +  axczrl, lzx'— hzz' =  b3gz— axbzr\,

h y '-h * ' — — azfh + (w f ,

kx"— hy" — — c%fJz +  chc\r\y — h*" — — a3b\r\̂
ly"— kz" — — «2̂ 3 +  «irt3r|; 

kxx "  hxy" zu (lic\.rzi uzbxi 3,
lx y k y  Z  —  ^ 3 0 3  f<2 ? 3 5

kzöc"— hzy" ■= — «3<V’2 + ft2c2r3> h&"— hzz" — aBb3r\— (̂ bzr\, 
lzy"— kzz" =. — a\r\+a\r\.

( $ ) . . .  Tr i nomi sc l i e  Identitäten für Producte von h, k, l\ 
hv kv lx\ hz, kz, lz in x, y, z ; x', y!, x ", y", z"\

hxx + k xy +  lxz =  — a{g— hxm, hzx  +  kzy +  lzz — azg— hzm, 
hx +  ky +  lz ~  — hm; 

hx'+ky'-A-lz' — axg— hmx, hzx r+  kzy '+ lzz’ — a3g— hzmxt 
hx x 1 +  kxy' +  lxz' — — hx mx; 

hx"+ ky" +  lz" — a2g— hmz, hxx "  +  kxy"-+-lxz" — —-a3g— hxmZf 
hzx " -+-kzy" -f- lzz" =  — hzmz.

(ß). . . Identitäten für liz, hk, hl; li\, hxkx, hxlx ; h\y hzkz, hzlz:
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Die vorliegenden eilf Gleichungssysteme, von deren allge­
meiner Giltigkeit man sich bei einiger Vertrautheit mit der 
Theorie der Determinanten und Formen theilweise ohne jede 
Rechnung 1 überzeugen kann, ermöglichen zumeist bedeutende 
Vereinfachungen der ursprünglich resultirenden complicirten 
Ausdrücke, und zwar sind es speciell die Gleichungssysteme 
(33), ((£), ($ ), (&), welche in diesem Sinne besonders häufig zur 
Verwendung kommen.

Es erscheint jetzt noch geboten, die Gliederung meiner Ab­
handlung in Kürze anzugeben. Wie schon der Titel derselben 
besagt, existiren unter den hier ge l tend gemachten Ge­
sichtspunkten im Ganzen zwei  universel l e  Verallgemeine­
rungen algebraischer Grundoperationen, welche zwar theilweise 
formal identisch sind, aber dessenungeachtet getrennt discutirt 
werden müssen. Während nämlich für die erste Verallgemeine­
rung der Modulus eines Productes beliebig vieler Factoren mit 
dem Producte der Moduli der letzteren zusammenfällt, ist er in 
der zweiten Verallgemeinerung demselben nur proport ional ,  
und können in Folge dessen für diese Generalisation Producte 
von zwei oder mehreren Factoren verschwi nden ,  ohne dass 
ein e inz iger  Fac tor  g l e i c h  Null  wird.

Fügen wir daher zu den vier erwähnten Forderungen noch 
die fünfte hinzu, dass die Verknüpfungen irgend zweier n-fach 
complexer Zahlen durch Addition, Subtraction, Multiplication oder 
Division für d ie  Modul i  der betre f f enden Resul tate  die­
selben Gesetze  zu l iefern haben wie  für e infach c om­
pl exe  Zahlen,  so kommt überhaupt nur eine einzige universelle 
Verallgemeinerung in Betracht. Es ist jene, weichein den ersten 
fünf Paragraphen dieser Abhandlung auseinandergesetzt wird. 
Die §§. 6 —  9 enthalten die Darlegung der zweiten universellen 
Verallgemeinerung, §. 10 endlich betrifft die e infachste  Formu- 
lirung des F u n c t i o n s b e g r i f f e s  für ein w-fach complexes 
variables Argument.

1 So bilden z. B. die Identitäten ((£) und (©) einfache Specialisirungen 
der bekannten, von  E u le r  herrührenden Gleichung: 

(■?ü2-t-a;2+ >?/2+j:2)(Mj'2+a;'2+?/'2+ 2'2) =
=  (icw '— x x ' — y y '— z z ') -- \-(w x ' - ^ w '  x -^ -y z '— y 'z )- - \-  
-1- (w y '- \ - w 'y - h x 'z — x z ') ^ + ( w z '+ w 'z - \ - x y '— x 'y )2.
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§• 1 .
Erste Verallgemeinerung cler Addition.

Addirt man zunächst zwei beliebige e infach complexe 
Zahlen: Zx — ax +  b±ix, Z2 zr az +  bzix, so erhalten die Coef­
ficienten: x , y ihrer Summe: x -h yit bekanntlich die Werthe:

x  — ax +  a%, y =  bx+ b z,

deren gegenseitige Beziehungen sich, wie folgt, präcisiren lassen:
1 . Die Summe der Quadrate von x  und y ist gleich der 

Summe der Quadrate der Moduli von Zx und Z2, vermehrt 
um das do ppe l t e  Deviationsproduct des Zahlenpaares.

2. Die Summe der Producte von x  und y  in die gleichnamigen
Coefficienten von Zt resp. Z2 ist gleich dem Quadrate des 
Modulus von Zx resp. Z2, vermehrt um das e i nfache
Deviationsproduct des Zahlenpaares.

Diesen Sätzen entspricht die nachstehende analytische 
Characteristik der Addition zweier einfach c o m p l e x e  r Zahlen: 
Zwei  derart ige  Zahlen:  Z n Z2 addi ren,  he i ss t ,  eine 
neue Zah l :  x  +  yit suchen,  deren Coe f f i c i enten die
Gl e i chungen:

(1 ) .  x z+ y% — r\ +  r\ +  2m,
(2).  . axx + b xy — r\+m ,
(3). a%x  +  b%y — r\ -+- m

befr iedigen.  —  Um jetzt auch zu prüfen, ob die hier gegebene 
impl ic i te  Definition ohne j e d e  E i nschränkung  gilt, be­
stimme man x, y einerseits aus (1) und (2) anderseits aus ( 1 ) 
und (3), wobei ausser den geforderten Werthen von x  und y  im 
ersteren Falle noch das Werthsystem :

2 bA , , 2aA
x x — ax + « 8 +  —r , yx =  bx +  bz —  —ä-

' \ ' i
und im letzteren analog:

2bzl 2 aJ
x z = a l + a z —  ~ f ,  yz - b i + b i +  —£- 

• 2 ? 2

als zweite Lösung resultirt. So lange also die Differenz:
l ~  « ibz—  azb1 von Null verschieden ist, characterisiren die
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Gleichungen (1) und (2) im Vereine mit (3) ausschl i ess l i ch  
die vorgeschriebenen Werthe von x , y.

Wird ferner l — 0, ohne dass rx oder rz verschwindet, so 
coi'ncidiren zwar die Relationen (2) und (3) gemäss der Proportion:

axx  +  bxy __ax faxazx  +  tt2bxy\ _  ax
azx  +  bzy az \nxazx  +  axbzy ) az

sachlich mit einander, zugleich aber entfallen jene Zusatzglieder: 
2bxl 2axl 2bzl 2 azl

/ 1 /  !  / 2 / 2 

durch welche sich x x, yx resp. x z, yz für l ^  0 von x  und y  unter­
scheiden, d. h. die Characteristik von x  und y bleibt nach wie
vor eine eindeutige. Dasselbe gilt, wenn einer der beiden Moduli,
z. B. rx, sich auf Null reducirt, und (2) daher in 0 = : 0  übergeht, 
weil dann die beiden Lösungen der übrig bleibenden Gleichungen 
(1) und (3) wegen rz >  0 ebenfalls einander gleich werden.

Ist endlich rx — rz — 0, so liefert unsere Definition aller­
dings nur die einzige Bestimmungsgleichung: x z-\-y‘i — 0 , aber 
da die Summe der Quadrate beliebig vieler reeller Grössen nur 
durch das Verschwinden j e d e s  e inzelnen Summanden gleich 
Null werden kann, resultirt wieder nur eine einzige Lösung, 
nämlich: x  — 0, y =  0.

Im Anschlüsse hieran ergibt sich für die additive Ver­
knüpfung zweier rc-fach compl e xer  Zahlen gewissermassen 
von selbst folgende i mpl i c i t e  Definition: Zwe i  w-fach com­
pl exe  Zahl en :  Zx, Zz addi ren,  heisst ,  eine neue Zah l :

x Q -f- x xix +  x ziz +  . . • +  x nin 

suchen,  deren C o e f f i c i e n t e n  den Gl e i chungen :

(4). . . +  x\ +  x\ +  . . . +  x\ — r\ +  r\ +  2m ,
(5). . a0x 0 +  axx x +  azx z +  . . . +  anx n ~ r \  +  m,
(6). . . b0x 0 +  bxx x +  bzx z +  . . . +  bnx n =  r\ +  m 

g e n ü g e n . 1 —  Ihre Auflösung unterliegt keinen weiteren Schwie-

i Die correspondirende G ra s s m a n n 's e h e  Definition lautet: „Zw ei 
extensive Grössen, die aus dem selben System von Einheiten abgeleitet sind, 
addiren, heisst, ihre zu denselben Einheiten gehörigen Ableitungszahlen 
addiren, d. h. 2ae +  2j3e =  2 (cc+j3)e.“
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rigkeiten. Setzt man nämlich —  unter tt0, ux, u%,. . un vorläufig 
unbestimmte Grössen verstanden —

x 0 — ((q +  +  u0 j ocx — ax +  bx +  ux, x z — az +  bz +  uz,
. . x n — an +  bn +  un,

so verwandelt sich (4) nach Substitution der Werthe von r\, r\ 
und m in:

ul •+■ u j +  Wg ■+■ • c . H- u\ +
+  2(d0U0 -+- (lxllx +  ^2̂ 2 +  • • • +  (InU-a) +
+  2(1) qIIq +  bylly +  byll̂  +  . . . +  bnun) ~  Oj

während anderseits aus (5) und (6) die Relationen:

(IqUq +  +  ^2̂ 2 “I“ • • • “f- o,nun — 0 ,
b0u0 +  bxtix +  bz u% +  . . . +  bnun •=. 0

hervorgehen. Auf diese Art entspringt der Vereinigung von (4)
(5) und (6) die Bedingung:

u2 +  u2 +  u2 +  . . . -f- 1l\ m 0 ,

welche gemäss unserer früheren Bemerkung lediglich durch die 
Annahmen:

uQ — 0, ux = 0 , u% — 0 , . .  .un — 0

befriedigt werden kann. Die so erhaltene Verallgemeinerung der 
ersten Grundoperation:

(7). . .Zx-\- Zz — (a0 +  b0) +  («t +  bx) ix +  (az +  bz) iz -f-
. . +  (u,n -+- bn) i-,j

ist überdies eine u n iverse lle , denn ihre Form bleibt unverändert, 
wenn man von zwei w-fach complexen Zahlen zu zwei (n + 1 )- 
fach complexen Zahlen übergeht.

Aus diesem Grunde gelangt man auch durch Discussion von
(7) zur Kentniss der a l l g e me i n e n  Eigenschaften der Operation 
des Addirens, welche am übersichtlichsten in nachstehender 
Fassung wiederzugeben sind:

(I). Die Addition zweier n- fach complexer Zahlen liefert für:

bx — — ax, bz — — az,. . . b — — an
Silzb. d. mathem.-natunv. Cl. X C I. Bd. II . A bth . 1 6
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stets eine reelle Summe, dagegen in allen übrigen Fällen 
eine wenigstens einfach, höchstens rc-fach complexe Zahl.

(II). Die Addition ist allgemein c o mm u t a t i v ^ n d  ass o c i a t i v ,2 

da einerseits die Coefficienten von (7) als symmetrische 
Functionen ihrer Argumente: aQ, bQ; ax, bx- . . an, bn bei 
einer Vertauschung der Summanden unverändert bleiben, 
anderseits die Anwendung der in (7) präcisirten Additions­
regel auf drei  b e l i e b i g e  « - f a c h  compl exe  Zahlen:  
Zx, Z2 und

Z .j ~  6‘q +  6'| V | +  Cg /'2 +  . . +  Cn in

zu den Gleichungen:

(Zj +  Z2) +  Z3 — (rt0 +  b0 -4- c0) +  («i +  bx -+- cx) +
+  ( f f2 +  +  C2)  +  • • +  (^w +  bn -+- C,() =

=  Zt +  (Z2 +  Z3) führt.

(III). Der Modulus: r der Summe: Zx +  Z2 besitzt kraft der Glei­
chung (4) und der bereits festgestellten geometrischen 
Bedeutung von m allgemein den Werth:

(8). »■=%/»■* +  r\ +  2 rtr2 cos Q,

ist also niemals grösser als die Summe: i\ +  r2 und niemals 
kleiner als der absolute Betrag der Differenz: rt— r%.

Wie man sieht, entspricht der letzte Satz sachlich und 
formal dem bekannten Modulsatze für die Summe zweier ein­
fach c o mpl e x e r  Zahlen und kann daher auch in genau  der­
selben Weise auf die Summe von beliebig vielen, «-fach  com­
plexen Summanden ausgedehnt werden.

1 Dieses W ort rührt ebenso wie der bereits früher gebrauchte A us­
druck „distributiv“ von  S e r v o i s  her (siehe dessen im V . Bande von 
Ge rg  o n n e ’s Annalen publicirte A bhandlung: „Essai sur un nouveau mode 
d ’exposition des principes du calcul differentiel,“ p. 98), der beide A d jec - 
tiva ursprünglich behufs einer sprachlichen Characteristik der Functional- 
gleichungen:

/'['?<»] =  ? [/'<>') l> /'O + 'H --. 0 =  A®)-+/(//)+•. ■
eingeführt hat.

2 D ieses W ort ist wahrscheinlich zuerst von R. H a m ilt o n  gebraucht 
worden.
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§• 2 .

Erste Verallgemeinerung' der Sulbtraction.

Definiren wir diese zweite algebraische Grundoperation ent­
sprechend ihrer ursprünglichen Bedeutung a l lgemein als Um­
kehrung der Addi t i on,  so sind hiemit auch die Coefficienten: 
h ’ h> £*>•••£» der Differenz:

Zt— Zz — £0 +  îil +  %ziz +  . . +  %nin

zweier beliebiger w-fach complexer Zahlen: Z1? Zz indirect 
präcisirt. Gemäss unserer Definition muss nämlich die Summe 
von Rest und Subtrahend den Minuend liefern, mithin eine Ver­
tauschung der Grössen:

(ioj ciz, . '(in  ̂ • * ''*'n mit.

£()? £l > %Z’ ’ ‘ ’ £») ^0> • • an
in den Relationen (4); (5) und (6) zu den fraglichen Bestimmungs­
gleichungen von £0, £t, j 2,. -in führen. Man erhält so vorläufig 
die Beziehungen:

r\ =  £o +  i1  +  ?2+ -  ■ • +  £* +  »’? +
+  4 -  +  b z %2 +  . . . +  b n£ ,i ) ,

fto£o +  rtl?l ■+" a2 ? 2  +  * • • +  anV.n —
=  £o +  £ i +  £ 2 +  +  £» +  ô£o +  ̂ l£l +  ̂ £ 2  +  • • • +  bn£n}

m — r\ +  ft0£0 +  ^i£i +  bz%z +  • +  bn]Cn
und hieraus für die Aggregate:

£0 +  £1 +  £2 +  +  £»> aoh  +  fti£i +  ^2£2 +  • • +  ftw£»>
*o£o M i ■+■ M 2 +  • * 

die drei weiteren Gleichungen:

(9) • • £0 +  £1 +  tz +  • • • +  £« =  rl +  r\— 2m,
(10). . . a0ic0 +  axi x +  azi z +  . . . +  «„£,» =  r\— m,
(11) . . ft0£0 +  bxi x +  bz%z +  . . + b ni n — m — r\, 

welche sich ihrerseits aus (4), (5), (6) durch Vertauschung von
• '^ni b̂ , bXj bz, . bn mit.

£0 ; £n £2 ?* • £» > ' • • bn
1 6 *
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di rec t  gewinnen lassen. D i e s e l b e  Vertauschung verwandelt 
daher allgemein Zx •+- Z2 in Zx— Z2, d. h. es ist

(1 2 ) .  . ,ZX Z2 =  («0— b0) +  (ax— b^)ix +  («2— bz)iz +
• +  (ttn— bnyin.

Schliesslich folgt noch für den Modulus: r dieser Differenz 
aus (9) die einfache Formel:

( 1 3 ) .  . r — \/r\ +  r\— 2 r 1r 2 cos 6 ,

kraft welcher die Verallgemeinerung des dritten in §. 1 auf- 
gestellten Satzes auch für die a l g e b r a i s c h e  Summe beliebig 
vieler ra-fach complexer Zahlen gütig bleibt.

§ . 3.

Erste Verallgemeinerung' der M ultiplication.

Der Versuch, auch die dritte algebraische Grundoperation 
universell zu verallgemeinern, wird zunächst durch die Thatsache 
nahegelegt, dass die Coefficienten: x , y des Productes zweier 
einfach complexer Zahlen: 1

z xz % =  (v < 2— M 2) +  ( « A + « 2fti)*i =  v  +  yii

folgende Eigenschaften besitzen:

244 S i m o n y.

i Es erscheint hier am Platze, auf jene originellen Betrachtungen 
hinzuweisen, durch welche R. L i p s c h i t z  (s. den 1877 zu Bonn erschienenen 
ersten Band seines Lehrbuches der Analysis, p. 75, 76) den Begriff einer 
einfach com plexen Zahl und die Ausführung algebraischer Grundoperationen 
mit solchen Zahlen erläutert:

„D a es sich als u n m ö g l i c h  herausstellt, die Summe von zwei Qua­
draten: a--\-b^ als ein Product von zwei Factoren darzustellen, die in B ezug 
auf a und auf b vom ersten Grade sind, so hat man ein R e c h e n z e i c h e n  
und ein z u g e h ö r i g e s  R e c h e n v e r fa h r e n  ersonnen, wodurch eine solche 
Darstellung d e r  F o r m  n a c h  erhalten wird.“ . . .  „Ein solches zu dem 
genannten Beliufe eingeführtes Rechenzeichen ist die aus der negativen 

Einheit gezogene Quadratwurzel: i =  V — 1, und mit Hilfe dieses Rechen­
zeichens, dessen Quadrat immer durch die negative Einheit ersetzt werden 
muss, entsteht die f o r m e l l e  Zerlegung der Summe ifi+ b*  in ein P roduct 
von zwei Factoren:

(1 ) . • • cC~ —|“ b~ =  [(t—\—bi)(j%— bt).
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1) Die Summe cler Quadrate von x  und y ist gleich dem 
Producte der Quadrate der Moduli von Zx und Z2.

2) Die Summe der Producte von x  und y in die gleichnamigen
Coefficienten von Zt resp. Z2, ist gleich dem Quadrate des
Modulus von Zx respective Z2, multiplicirt mit dem reel len
Bestandthe i l e  von Z2 respective Zr

Da sich nämlich die in 1) und 2) ausgesprochenen Glei­
chungen :

(14). . .x 2 +  y % — r\r\,
(15). .axx  +  bxy — azr\,
(16). . azx  +  b%y — ax r\

auf d i ese l ben Func t i o ne n  von x  und y wie (1), (2) und (3) 
beziehen, liefern sie auch eine analoge Generalisation für die 
Characteristik des Productes zweier ra-fach complexer Zahlen:

Zx Z2 ~  Xq +  x j ij -+- +  . . . +  Xpju,

wobei man übrigens bald zu der Einsicht gelangt, dass die so 
gewonnenen allgemeinen Relationen:

(17). . x z0 +  x\ +  x\ +  . . . +  x\ — r\r\}
(18). . üqX0 +  üxx x +  u2x z +  . . . +  anx n — bQr\,
(19). . . bQXQ +  bxx x bzx z +  . . . -+- bnx n — (i0v2

an und für si ch nur mehr für n — 2 zur Bestimmung der 
fraglichen Coefficienten: x 0, x v x 2. . x n ausreichen. 1

Es kann daher der hier eingeschlagene Weg ausschliesslich 
unter den nachstehenden Bedingungen zum Ziele führen:

„D ie  R e g e ln  fü r  clie G r u n d  O p e r a t io n e n  cler R e c h n u n g  m it 
c o m p le x e n  G r ö s s e n  m ü s s e n  so  b e s c h a f f e n  se in , d a s s  s ie  d ie  
G le ic h u n g  (1 ) n a c h  s ic h  z ie h e n . Sie müssen daher d e r  F o r m  n a c h  
aus den R egeln  für die Grundoperationen der Rechnung mit beliebigen  
reellen Grössen abgeleitet werden, während die R egel hinzukommt, d a s s  
ü b e r a l l  d a s  Z e i c h e n  d u r c h  d ie  n e g a t iv e  E in h e i t  zu  e r ­
s e tz e n  is t .“

1 Verbindet man die aus (17), (18), (19) für w =  3 resultirenden B e ­
stimmungsgleichungen der Coefficienten: a’0, x }, x.2, x 3 des Productes zweier 
d r e i fa c h  c o m p l e x e r  Zahlen: Z 1; Z 2 noch mit der, durch die explicite 
Definition des Productes zweier e in fa c h  com plexer Zahlen nahegelegten 
Forderung, dass x 0, a-t , a\>, x 3 zugleich r a t i o n a le  g a n z e  Functionen
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1 *) Die Lösungen der aus (17), (18), (19) für das Product 
zweier beliebiger bi compl exer  Zahlen:

( a i +  +  c i h )  ( a z +  ^zh  +  c z h )  —  x  +  Uh +  z tz

resultirenden Bestimmimgsgleichungen:

(20) . .ccz+ y z-\-zz — r\r\,
(2 1 ). . axx  -f- bxy +  cxz — azr\,
(22). . azx  +  bzy +  czz — axr\

müssen die diesbezügliche Specialisirung unserer vierten all­
gemeinen Forderung:

® +  y ii +  =  f 0(av  «*, ™, r v  r%) +

/ i azi ^zi m y r v  r z )h  v  c v  az> c zi m > r v  r z )H

in der W e i s e  befriedigen, dass eine Ver tauschung  von 
bv bz mit cv cz genügt ,  um den Co e f f i c i e n t e n  von ix in 
j e ne n  von iz zu verwandeln.  —  Denn Hessen sich f x, f z 
nicht in diesem Sinne auf einander beziehen, so würde beim 
Übergänge von bicomplexen zu ra-fach complexen Zahlen für die 
Bildung der Functionen:/'3, / '4, . . / ‘„ j e d e  si chere Di rect ive  

fehlen.
2*) Die im Falle des Zutreffens der ersten Bedingung ohne 

weitere Rechnung construirbaren Functionen: / ‘3, / ‘4, . , fn müssen 
im Vereine mit f 0) f v f z gleichzeitig reel le  Wurzeln von (17),
(18), (19) vorstellen.

Neben diesen beiden, die Formen der jeweiligen Lösungen 
characterisirenden Bedingungen muss schliesslich noch eine 
eigentümliche Beschränkung hinsichtlich der Anzahl  der 
Lösungen geltend gemacht werden, welche bereits in der £)is- 
cussion der Gleichungen (14), (15) und (16) zum Ausdrucke 
kommt. Hiebei zeigt sich nämlich, dass jene Lösungen:

von  a0, aX) a 2, a3; b0 , bn  b.2, b% vorstellen müssen, so ergeben sich für das 
in Frage stehende Product d i e s e l b e n  z w e i W e r t h e ,  w e lc h e  d er  
Q u a t e r n i o n e n -C a l c u l  fü r  Z XZ2 u n d  Z2ZX l i e f e r n  w ü r d e , s o b a l d  
m a n  m it  d e s s e n  s o g e n a n n t e n  E in h e i t e n :  i , j ,  k v e r ­
t a u s c h t .  A u f  diese A rt begründen die Fundamentalgleichungen (17), (18) 
und (19) indirect auch eine neue Auffassungsweise der Quaternionen, w obei 
denselben jed och  nicht Punkte des Raumes, sondern solche einer v i e r f a c h  
a u s g e d e h n t e n  Mannigfaltigkeit zugeordnet werden.
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x t — aLaz +  b2, yx — l'i — ayaz -+- btbz, yz — +  £,

welche für l ^  0 den Gleichungen (14) und (15) resp. (14) und
(16) zugehören, für 1 =  0 al le  drei  Re l a t i onen  be f r i edi gen,  
ohne gleichzeit ig-  in die vor ges chr i ebenen  Wert he  von
oo und y überzugehen.

Sobald demnach eine Rechnungsoperation durch ein System 
von Gleichungen zwischen den Coefficienten der operativ zu ver­
knüpfenden Zahlen und des Resultates der Operation charac- 
terisirt wird, erheischt eine derartige i mpl i c i t e  Definition ge­
meiniglich noch einen be s c hr än k e n de n  Zusatz ,  der sich am 
einfachsten, wie folgt, formuliren lässt: In allen Fällen, wo zwi­
schen den Coefficienten der gegebenen Zahlen irgend welche, 
die Anzahl  der be t re f f enden De f i n i t i o n s g l e i c hun g e n  
reduc i rende  Beziehungen stattfinden, kommen für das Resultat 
der Operat ion nur solche Lösungen in Betracht, we l c h e  zu­
glei ch in den a l l geme i nen  Lösung e n  j e ne r  De f i n i t i ons ­
g l e i c hungen  als Sp e c i a l f ä l l e  enthal ten s ind . 1

Der angeführte Zusatz tritt sofort bei den Definitions­
gleichungen der Multiplication zweier e infach c o mp l e x e r  
Zahlen in Kraft, weil die Annahme: l — 0 die Relation (16) zu 
einer nothwendigen Folge von (15) macht, d. h. die Anzahl der 
Definitionsgleichungen in der That herabsetzt. Auf diese Art 
wird die Lösung:

x  — axaz +  bj)2, y — 0

definitiv ausgeschieden, und bilden die v o r g e s c h r i e b e ne n  
Specialisirungen von x  und y nunmehr auch für / — 0 die 
al lein in B e t r a c h t  k o m m e n d e n  L ö s u n g e n  für .rund?/.

Nachdem hiemit die leitenden Gesichtspunkte für eine 
Bearbeitung der a l l g e me i n e n  Gleichungen (17), (18) und (19) 
gewonnen sind, besteht unsere nächste Aufgabe darin, die Rela­
tionen (20), (2 1 ), (22) als die drei wichtigsten Specialisirungen 
von (17), (18) und (19) v o l l s t ä nd i g  zu erledigen.

Zu diesem Zwecke setzen wir, weil die aus (20), (21) und
(22) ableitbaren Resolventen für x, y, z:

1 Diese Beschränkung verliert ihren w i l lk ü r l i c h e n  Character erst 
durch den Nachweis, dass die betreffenden allgemeinen Lösungen zugleich 
in dem früher definirten Sinne u n iv e r s e l l  sind.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



248 S i m o 11 y.

infolge des complicirten Baues ihrer Coefficienten vorläufig reicht 
weiter verwerthbar sind, allgemein:

und gewinnen so unter Benützung der Identitätensysteme (93) 
und ((£) die Beziehungen:

welche im Ganzen vier  unbest i mmte Grössen: t, u, v, w ent­
halten und daher noch die Aufstellung einer vierten arbi trären 
Relation ermöglichen. Als solche diene die Bedingung:

deren Combination mit der zweiten und dritten Transformations­
gleichung gemäss den Identitätensystemen (£jf) und ($) für u, v, w 
unmittelbar die Werthe:

liefert, so dass jetzt nur mehr die erste Transformationsgleichung 
zu erledigen ist. Dieselbe verwandelt sich nach Einführung der 
Identität:

u% +  v2 +  wz — x z H- y z +  zz — r\r\— h2

und der im Folgenden beibehaltenen Abkürzungen:

— m —  p , i\r% +  m —  q

augenscheinlich in die einfache quadratische Gleichung:

p q tz— 2 hmt— hz =  0

mit den beiden, für al le ree l l en  Sp ec i a l i s i runge n  von 
mv bv a%, bz, c% reel l  b l e i b enden  Wurzeln:

x  — ht +  u, y — kt +  v, Z — It +  IV

hu -+- kv -+- hv =r — hm,

u — x, v — y, iv — z
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 h(m +  i\rz)   h + _ h ( m — i\rz) _  h
--  --  1 tn --- --  ,

1 pq p pq q

wonach die vollständige Lösung von (20), (21) und (22) durch 
das Gleichungssystem:

hz hk _ hl 
x  ~  ? Ui - y  +  — ’ zi — z +  “ 5

Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc. 249

gegeben erscheint.
Ihre Discussion gestaltet sich am einfachsten, wenn man die 

erhaltenenResultategeometrisch interpretirt, also der Beziehung
(20) eine aus dem Ursprünge: 0  eines rechtwinkligen dreiaxigen 
Coordinatensystems mit dem Radius: rxr% beschriebene Kugel­
fläche und den Relationen (21), (22) zwei Ebenen zuordnet, 
deren Schnittlinie gemäss ihren characteristischen Gleichungen:

Ix — li (z— z) +  lx , ly — k(z— z) -+- ly 

bezüglich der drei Halbaxen: OX, OY, OZ die Richtungscosinusse:
h k l

COS A =  — - 7 =  ,  COS /J. =  — -7 = .  COS V =  — — L

V  Pq w p q  V p q

besitzt. Diese Gerade trifft die Kugelfläche für h ^  0 jederzeit in 
zwei Punkten mit den Coordinaten: x x, yv zx \ x z, yz, zv  während 
für h — 0 zwei Fälle in Betracht kommen, je nachdem die 
Nenner: p, q gleichzeitig von Null verschieden sind, oder aber 
entweder p  oder q verschwindet. 1

Im ersten Falle reduciren sich die Werthsysteme (e) auf die 
einzige Lösung:

(e*). .x  — x , y  — y , z  — z,

wobei die Relationen der Schnittlinie kraft der für h — 0 ein­
tretenden Specialisirung von

hx ky +  lz — — hm, nämlich: ky =  — lz 
die einfachen Formen: x  — x, yy +  zz — y1, +  z%

1 Für =  q =  0 ist nämlich auch ryr.2 —  0, also eindeutig: a’ =  0 ,
V =  0, * =  o, so dass dieser Fall keine besondere Discussion erfordert.
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annehmen, cl. h .: die Gerade tangirt dann jenen Kreis, in welchem 
eine zur Ebene Y 0 Z im Abstande x  parallel gelegte Ebene die 
Kugelfläche durchschneidet.

Im zweiten Falle verschwinden kraft der Identität:

h% +  F  + l z — pq

neben h auch k und l, so dass allgemein:

axx  +  bty +  cxz __ax laxa%x  +  atbxy +  a%cxz\__ ax
azx  +  bzy +  czz a% \a{a %x  -+- axbzy +  axc%zj a%

wird, d. h. die vorgelegten Gleichungen besitzen in diesem Falle, 
rein ana l y t i s ch  aufgefasst, insoferne unendl i ch  viele 
Lösungen, als für x, y , z die Coordinaten aller Punkte substituirt 
werden können, welche die Kugelfläche mit der einzigen,  durch 
(21), (22) characterisirten Ebene gemein hat.

Um nunmehr zu entscheiden, welche von den unendlich 
vielen, für x, y , z analytisch zulässigen Werthsystemen sich auf 
das Resultat der durch (20), (21) und (22) implicit definirten 
Re c h n u n g s o p e r a t i o n  beziehen, drücken wir die Coefficienten 
der drei quadratischen Resolventen für x, y, z durch h, k, l, p, q, 
x , y, z aus und gewinnen hiedurch nach Anwendung der Iden­
titätensysteme (31), ($) und (ß) die relativ einfachen Gleichungen:

p q x z— 2 (jpqx +  hzm )x ■= (hz +  px)  (A2— qx), 
pqy*— 2(pqy  +  hkm)y =  (hk + p y ) (,hk— qy), 
p q z z— 2(p qz hlni)z =: (AZ +  pz^Q il— qz),

welche speciell für h =  0 in :

pq (x— x )2 =  0, pq (y— y) 2 =  0, pq (z— z)2 =  0

übergehen, mithin das Werthsystem (e*) als eine von den 
j e w e i l i g e n  Sp e c i a l i s i r u n g e n  der Grössen p, q vö l l i g  
u n a b h ä n g i g e  Lö s un g  character is i ren.

Aus diesem Grunde sind wir berechtigt, den bereits für n — 1 
unentbehrlichen Zusatz bezüglich der Anzahl  der Lösungen hier 
derart zu verwerthen, dass wir für die Coefficienten: x, y , * des 
Productes ZXZ% auch bei  ve r s c hwi n d endem p  oder  q 
lediglich das Werthsystem (e*) zulassen, respective die Multipli­
cation zweier bicomplexer Zahlen für h =  0 a l l gemei n  als eine
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eindeut ige  Operation betrachten. Es ergibt sich daher 
schliesslich die nachstehende expl i c i t e  Definition des Multi- 
plicirens für den Specialfall: n ~  2:

ax +  bxix +  cxiz mit az +  bzix +  cziz mult ipl i c i ren,  heisst ,  
diesen Zahl en  für bxcz^ b zcx zwe i  neue,  hö chs t ens  bi- 
c ompl exe  Zahl en :  x x +  yxix °°% +  2/2*1 + ^ 2*2; dag e g e n
für bxcz — bzcx e ine einzige,  höchstens  b i c o m p l e x e  Z a h l : 
cc +  yix -+- ziz z u 0 r dn en.

Die weitere Frage, ob die gegebene Definition auch eine 
universe l l e  Verallgemeinerung gestatte, erfordert vor Allem 
eine Umformung von x x, yv %x; x z, yz, zz in solche Ausdrücke, 
welche die speciell auf b i c o m p l e x e  Zahlen bezüglichen Hilfs- 
functionen: h, k, l nicht mehr enthalten.

Diese Transformation wird durch die unmittelbar aus (e) 
hervorgehenden Formeln:

^1 =  y { » v v * f— (™x— ‘ y x - - j { rxr%y— {my— iik)},

^2 =  j  {rxrzx + (n ix — hz)} ,  & =  y  \rirzy +  (my — hk) } ,

« * = y { » ’i,,2* + ( wl*—

und durch das Identitätensystem (S) vermittelt, indem die Ver­
tauschung der Differenzen:

mx— hz, my— hk, mz— hl 
mit den, ihnen äquivalenten Ausdrücken:

a\r\ +  a\r\— r\r\, azbzr\-\- a j)xr\, azczr\-\- axcxr\ 
auf folgende Endresultate führt:

x x — rxrz —  {cizrx w ^ )2, yx — ~ ( * V ’i airz)(Pzri bxrz)f

Zy —  —  ( « 2 ? 't  a \r <i)ip% r \ Cir2)?

CC2 — — +rt1 ?’2 ) 2 rir2) y% — — (fV ’l +  fltt,’2)(̂ 2?’l +  ̂ 1 ? 2) >

Zz —  —  (« 2̂ ! +  airi){pirY +  C\t\)•
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Dieselben lassen sieb, da sie der ersten, früher aufgestellten 
Forderung genügen, offenbar direct für «-fach  complexe Zahlen 
generalisiren und liefern so die beiden Werthsysteme:

252 S i m o n y.

deren Brauchbarkeit nur mehr an die Bed i ng ung  geknüpft ist, 
dass die allgemeinen Definitionsgleichungen: (17), (18) und (19) 
durch Substitution von:

x'w x'v x f2, . . x'n beziehungsweise: x", x'(, x " , . .  . x\[

für x Q, x v xv . . .x n i dent i sch erfüllt werden müssen.
Der diesbezügliche Nachweis ist zunächst für das Werth­

system (f) leicht zu erbringen, indem die Aggregate:

# ' 2+ a ? ' 2 +  a ? '2+  . . . + x !,f, a0x ,0-haix[-{-azx fz+  . . + a nx'l} 
ft0. r '  +  6 r r /1 +  6 2^ ' +  . . . +  bnx'n

bei Anwendung der einfachen Identitäten:
(b0rx— aQr%y + ( b yr — ayrzY +  {bzr — azr%Y +  . . .

~^~(bnr i 1̂ 2?
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« o (V i aor z) +  ai  (^iri ai r z) +  az(Pzr i  azr z) +  •
H- a n(J)ni | (tni 2)  —  p i  | ,

6ü(6Ori— fV'2) +  6l(^iri— air2) +  62(62?'l— «2r2 )+  •
+  bn(bnr1— aHrt) =  _pr2

der Reihe nach in die Ausdrücke:

vV\ ~  ( V i “  V 2)2 +  ^z ( V i ~  « o ^ ^ F V a ) ;

W 2 — “  ( V ’i— V ’2) (—P 'i)

bor i r z ~  ( V l  aor z)(P r z)

übergehen, also nach wenigen, unmittelbar ersichtlichen Reduc- 
tionen die vorgeschriebenen Werthe: r\r\, bQr\, aQr\ erhalten.

Mit der Brauchbarkeit des ersten Werthsystems erscheint 
aber auch jene des zweiten in dem hier geforderten Sinne be­
wiesen, denn eine Ver tauschung von rx mit:  — 1\ ver ­
wande l t  x[v x \, x ’t , x ’n sofort  in: x", x'(, x ”, x't[,
olme die Relationen (17), (18) und (19) irgendwie zu verändern.

Um unsere letzten Ergebnisse jetzt noch ana l y t i s ch  zu 
vervollständigen, bedürfen wir eines Systems von Formeln, 
welche eine directe Vergleichung der Werthsysteme (f), (f*) mit 
(e), (e*) ermöglichen, sich also in analoger Weise wie x v  x z , 
yv t/2; zp zz aus je einer rationalen ganzen und einer irrationalen, 
bedingungsweise verschwindenden Function der jeweiligen 
Zalilencoefficienten zusammensetzen.

Zu diesem Zwecke müssen die in x'0, x " ; x'v x '[\. . x'n, x " 
vorkommenden binomischen Factoren mit einander multiplicirt 
und die jeweiligen Coefficienten von rxr% in die betreffenden 
Ausdrücke als s e l bs t s t änd i g e  Zusatzgrössen eingeführt av er­
den, woraus unter Benützung der Hilfsfunctionen:

d — m— a0 b0, dx -  r\— azQ, d% — »•*— 6J 
folgende zweite Darstellungsweise von (f) ,  (f*) resultirt: 1
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1 W ollte man die Zähler der hier gegebenen Ausdrücke als Func­
tionen von Grössen darstellen, welche den Differenzen h, k, l auch in f o r ­
m a ler  Hinsicht zugeordnet sind, so würde hiedurch die Com plication der
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=  «o^o— +  ~  { d A — cP), 

x\ — axbQ +  aQbx +  y  {60(«i d— bxdx) +  a0(bx d— ax d%)), 

x\ — azb0 +  a0bz +  ^-{b0(cizd— h%d̂ ) +  aQ(b%d— azdz)}7

ü/ji — ”f~̂ b̂fi H“ ~~ip bnd^JcIq(J)/?d cind ^

254 S i m o n y.

<  =  <hhQ— cl— - j ( ChCh— (l%)>

x ”  —  a 160 +  a 061 -------i -  { ^ ( « ^ — b ^ d ^  +  a ^ ib ^ d — a xd^)\,

x "  —  a z b Q +  a Qb z -------{b Q( a zd — b zd x)  -+- a 0( b %d — a z d z) } ,

x n —  (inb̂ ■+■ o,Qbn —{b̂ icind bnd + a Q(bnd cind^ j .

betreffenden Resultate für grössere W erthe von n nicht unbeträchtlich er­
höht werden. D agegen liefert die angedeutete Transformation speciell für 
das Product zweier d r e i f a c h  com plexer Zahlen:

ay-\-bxix-\-cxi.jr-\rdxi§ , a^-\-b

nach Einführung der H ilfsfunctionen: h, k , l und:

h ' =  byd.2 —  b.2d Xl h"  =  c^d^ — c 2d1} k ' =  a 2dx — a±d% 

in der That noch sehr übersichtliche Resultate, nämlich:

öjC&2— ^1^2— cl c2— ^1^2 ~I------|—h'2—)—Ä(/ —I—

—I— -Jöt-2^1 —I— “I-  ~  (hlc-\-h' lc )| * i +  |a2ci~f~®ic 2 I p  (hl-\-h"k')\ —I—

—[— l~®i ̂ 2~̂--------------------- (Ji l— h ig und:

»1^2— ^1^2— c x — d^d2-------(A-—f—h r'̂—|— f—

—(— Q̂/vb̂ —)—(tyb%------ { J ik + h 'k  )| Zj H— | ä 2 ^ 'iH ~ -------- (h l—(—h"k'ty i 2—i~

—I— \o*̂ dy\-0/Xd2— — (h' l—h"k) \ i3y

w ob ei sich ausserdem f i i r r f r f  die in der E u l e r ’schen Identität nicht ent­
haltene Zerlegung: r\r\ =  I P + t i t  + A " 2 4 _ /c2 _f_&'2 _{_ 12 + m 2 ergibt.
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Hienack können die Grössen: x'0, x ” ; x\, x '[; x ’n, x ” 
nicht allein für n — 2, sondern auch für beliebige höhere Werthe 
von n bedingungsweise mit einander col’ncidiren, vorausgesetzt, 
dass die Coefficienten: ax,. . .as, . . . an\ bx,. . bs, . . . bn —  unter 
a, b; x1?. . .  y.s, . . xn irgend welche reelle Zahlen verstanden — 
den Relationen:

entsprechen, und demgemäss d, dx, dz als Producte eines und 
desselben Factors:

in ab, az, bz auftreten. Für diese Annahmen verschwinden näm­
lich die Coefficienten von a0 und b0 kraft den Gleichungen:

bäd— asd% — (py--) (ab e2) — (ay.b)  (bze )̂ — 0 

in sämmtlichen Factoren von —  und — , d. h. man erhält vor-
p q

läufig unter  Hi nzuf ügung  der Bes c hr änk un g :  p q> 0 in 
der That:

welches Wert hsys tem z u g l e i ch  als d i rec te  Genera-  
l i sat ion von (e*) a u f z u f a s s e n  ist.

Sobald sich mithin darthun lässt, dass die Erfüllung der 
Gleichungen (g ) seitens der Coefficienten: aX) . . an, bt , . bn 
eine n o t h w e n d i g e  V o r b e d i n g u n g  für das Verschwinden 
von p  respective q bildet, darf das Werthsystem (f)) dem Producte 
zweier n - f a c h  c o m p l e x e r  Zahlen auch für p >  0, q — 0 be­
ziehungsweise: p — 0, q> 0 in der s e l ben  Weise  zugeordnet 
werden, wie dies mit dem Werthsysteme (e*) speciell in Bezug 
auf das Product zweier bi c ompl ex er  Zahlen geschehen ist.

j ax — ay.x, . . .  as =  axs, . .a n — av.n; 
( bx =  by.x, . . . bs =  bx„, . bn — b/.n

dxd%— dz =: (a2e2) (62e2) —  (abez)2 =  0 , 
aäd— bsdx (axs)(abezf)—  (by.s) («2 <?2) =  0 ,
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Um hierüber die nöthige Klarheit zu gewinnen, gehe man 
von der Erwägung aus, dass einer der beiden Nenner: p } q in 
Hinblick auf die Identitäten:

rx r2 — m =  y z(rx +  rz +  r) (rx +  r% —  r) ,

>\ >'2 +  m ~  1/ 2(r1 +  r2 +  f) (rx +  rt —  r)

ausschliesslich für cos 6 =  ± 1 ,  also nur in jenen Fällen gleich 
Null werden kann, wo die den Zahlen: Zv Zz correspondiren- 
den Punkte: M1} Mz mit dem Ursprünge 0  des gewählten Axen- 
systems in einer und derse lben Geraden liegen.

Nun besteht aber bekanntlich für die Coordinaten: £0, £17 

t2,. . £„ jedes Punktes einer solchen Geraden —  unter A0, Ax, 
A z, .  .An irgend welche reelle Constanten gedacht —  die fort­
laufende Proportion:

Co • • 2̂ • • — -̂ o * * "̂ 2 * '
aus welcher speciell iur die Coordinaten von Mx und Mz direct 
die analoge Proportion:

aQ : ax : az : an — b0 : bx : bz . . . :  bn

hervorgeht. Auf diese Art werden für p ■= 0, respective q rz 0 
ausser dem Gleichungssysteme (g) noch zwei weitere Special­
bedingungen von der Gestalt: a0 =  ax0, b0 r z  bx0 befriedigt, mit 
welcher Folgerung auch der in Frage stehende Beweis seinen 
Abschluss gefunden hat.

Indem wir hinfort alle Zahlen, die bezüglich ihrer Coef­
ficienten die Relationen (g) erfüllen und daher Punkten einer 
und derselben,  die ree l l e  Zah l enaxe :  J0J'0 enthal ten­
den Ebene  zu gehören —■ mögen nun deren gegenseitige 
gerade Verbindungslinien überdies noch den Ursprung des Coor_ 
dinatensystems durchsetzen oder nicht —  als c ompl anar  be­
zeichnen, ferner solche Zahlen, welche Punkten verschiede -  
nör,  durch J0J' gelegter Ebenen correspondiren, diplanar  1

1 D ie Bezeichnungen „com planar“ und „diplanar“ sind zuerst von 
R. H a m ilt o n  eingeführt worden, welcher dieselben in seinem Quaternionen- 
Calcul (Elem. d. Quat.., I. Bd., 2. Th., p. 147,148), w ie folgt, erläutert: „Ir­
gend zwei Quaternionen, w elche eine gemeinsame Ebene haben, die durch

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc. 257

nennen, gewinnt die exp l i c i t e  Definition des Multiplicirens für 
zwei beliebige «-fach complexe Zahlen folgende Fassung; 1

Zwe i  « - f a c h  c omp l e x e  Zahl en:  ZX) Z2 mit e inander  
mul t ipl i c i ren,  heisst, dense lben,  wenn sie d iplanar  
sind, zwei  neue,  höchstens  ra-fach c ompl e x e  Zahl en :

x'(t-\-x'xix+ x '2i2 +  • • • + x 'nh>, x " + x ” ix + x " i z +  . . . -\-x"in,

hi ngegen,  fa l l s  sie c omp l a n a r  sind,  eine einzige,  
höchstens ra-fach c o m p l e x e  Zahl :  x Q + x xix + x %i%+ . . .  
+  x nin zuordnen.

Diese Definition involvirt die nachstehenden specielleren 
Sätze:

1 **) Das Product einer reel l en in eine ra-fach c omp l e x e  
Zahl wird durch Multiplication j e d e s  Co e f f i c i e n t e n  der letz­
teren mit dem gegebenen reellen Factor erhalten, denn aus dem 
Werthsysteme (f)) resultirt für bx — b% — — bn — 0 direct
die Gleichung:

(aQ +  • • • ~  +  +
+  6t2ft0*2+ .  . -\-(tnb0in.

2**) Das Product zweier ra-fach i mag i när er  Zahlen: 
axi( -f-(i2 +  . . -f-anin, bxix-\-b2i2-h • ■ +  bnin

den Anfangspunkt geht, können c o m p la n a r e  Quaternionen genannt 
werden; aber irgend zwei Quaternionen, die verschiedene Ebenen haben, 
mögen, im Gegensätze d azu , d ip la n a r  heissen.“

1 Die diesbezügliche G r a s s m a n n ’sche .Definition (s. Ausdehnungs­
lehre p. 20) lautet: „Unter dem Producte [ab] einer extensiven Grösse a in 
eine andere b ist diejenige extensive Grösse (oder auch Zahlgrösse) zu ver­
stehen, die man erhält, indem man zuerst je d e  der Einheiten, aus denen die 
erste Grösse a numerisch abgeleitet ist, mit jed er 'd er  Einheiten, aus denen 
die zweite b numerisch abgeleitet ist, zu einem Producte verknüpft, dessen 
erster Factor die Einheit der ersten Grösse und dessen zweiter Factor die 
Einheit der zweiten Grösse ist, dann dies Product mit dem Producte der­
jenigen Ableitungszahlen multiplicirt, mit welchen jene Einheiten verknüpft 
waren, und die sämmtlichen so gewonnenen Producte addirt, d. h., es ist

Za,, e,. 2 'S,. es =  la,. ßs [tv es],

wo er, es die Einheiten, aus denen die Grössen numerisch abgeleitet sind, 
«r, ßs die zugehörigen Ableitungszahlen bezeichnen, und die Summe sich 
auf die verschiedenen W erthe der Indices r  und s bezieht.“

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. X C I. Bd. II . Abth. 1 7
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ist gemäss den aus (f), (f*) und (fj) für a0 =  b0 =  0 entsprin­
genden Relationen:

x'Q =  rxr% — \Jdxd%, x[ — x'% — . . =  x'n =  0]

x ”  — — rxrz — —  \Jdxd%, x ’[  — x ”  — — x "  =  0 ;
x Q — — d, x x — x % — — x n — 0

immer reell und zwar für d i p l anar  e Factoren gleich:

\ / . . . +  ö2) ,

dagegen bei c ompl an ar en  Factoren identisch mit dem Aggre­
gate :

---+  a%b% +  • • ~t~Unbn'))

so dass s p ec i e l l  das Quadrat  j e d e r  ra-fach i magi nären  
Zahl  der negat i v  g e n o mme n e n  Summe der Quadrate 
ihrer Coe f f i c i enten  äquivalent  wi rd . 1

3**) Das Product zweier c onjug i r t er  ra-fach c o mpl ex er  
Zahlen:

+  ftgig +  . . +  (tniu, Uq----- -------------- ^ 2*2------• *----- ’O'iJ-n

besitzt, da dieselben zugleich complanar sind, und der Ausdruck: 
x s — asb0 +  a0bs für bQ =  a0, bs — — aä identisch verschwindet, 
allgemein den Werth:

(Iq +  tt2 -+- -f- . . . +  (1-n,

wo n a c h  sich auch umgekehr t  die Summe der Quadrate  
von (ra+1) b e l i e b i g e n  ree l l en Grössen als Product  
z we i e r  c onjug i r ter ,  ra-fach c o mpl e x e r  Fac toren  auf- 
f assen l äss t . 2

258 S i m o n y.

1 A n  dieser Stelle mag auf den bekannten Satz der Quaternionen- 
rechnung (Eiern, d. Quat., I. Bd., 2. Th., p. 311) hingewiesen werden, dass 
das Quadrat jedes V ectors: a1i-^-a2j  -\-a3k durch: — ( « f +  «§+<&§) aus­
zudrücken ist, also unter der Bedingung: +  =  1 jed erzeit die
R elation; (a.,j +  ö 2t/  +  « 3&)2 =  — 1 besteht.

Im Anschlüsse hieran können u. A . die beiden theoretisch wich­
tigen Fragen erledigt werden, a u f  w ie  v i e l e  A r t e n  bei Benützung eines 
« - f a c h  c o m p le x e n  Zahlensystems eineSumvne von « - v e r s c h i e d e n e n ,  
p o s i t i v  genommenen Quadraten als P roduct zweier s - f a c h  im a g in ä r e r  
beziehungsweise (s— l ) - f a c l i  c o m p le x e r  Factoren darstellbar ist.
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Auf Grundlage des Satzes 1**) und der Beziehungen (c) 
ergeben sich nunmehr für Zv Z% die wichtigen Transformations­
gleichungen :

j  ( c o s a  +  i t c o s a j + j 'g  c o s a 2+  . . . + i n COS«w) ,

\ Z z =  r % ( c o s ^  +  ij c o s ß j -M g  c o s ß g-H . . . - h i n c o s ß n) ,

welchen eine dritte, durch ihre grosse Einfachheit ausgezeichnete 
Darstellungsweise des a l l gemei nen Productes: Zx Z2 cor- 
respondirt.

Vertauschen wir nämlich in (f), (f*) die Coefficienten: 
a0, . ■ an; bQ, . . . bn ebenfalls mit rx cos a ,. . . rx cos <zn; r% cos ß , . 
r% cos ß n und setzen der Kürze wegen:

ferner für s =  1, 2,. . .n durchgängig:

Indem man hiebei sämmtliche Zeichenvariationen der quadrirten 
reellen Grössen berücksichtigt, resultiren für jene Summe unter Hinzuziehung 
elementarer com binatorischer Sätze im Ganzen

n(n— 1) ( « — 2 ) . .  ,(n— s-f-1) (2S—x) Zerlegungen erster 
und n(ti— 1 ) (n— 2 ). .  .(n— s + 2) (2s—]s) Zerlegungen zweiter A rt.

Es besitzt also z. B. in einem b i c o m p l e x e n  Zahlensysteme die 
Summe: a --h b ‘ vier Zerlegungen:

in z w e i f a c h  im a g in ä r e  und acht Zerlegungen in e in fa c h  c o m p le x e  
Zahlea, während sich die Summe: a*-+-b'2-+-c2 bereits in 24 verschiedenen 
Form en:

(—a-hbiyi-ciy) (—a—bix—ci2) ,  (—a-{-bil —ci2) (—a—

(— (—c—bix—ai2) , (—c-hb^—ai2) (—c—bi^+ai^)

als Product je  zweier c o n j u g i r t e r  bicom plexer Factoren definiren lässt.

{ai1-\-bi2) (—aix—bi2), (ai1—bi2) (—ai1-\-bi.  ̂

(bi1-\-ai2) (—bix—ai2), (ö*i—aL>) (—b^-hai?)

((%-{-bix-\-ci2) (a— bix— ci2) (a-hbix— ci2) (a—

(c-hbii+ai^  (c—bix—ai2) , —ai2) (c—b^-hai^,

17 *
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sm T
—  COS as,

> 2
--------g------------- —  COS r S}
c o s -

so resultiren bezüglich x rw x'v x z,. . x 'n; x", x"v x " , . .x "  fast 
unmittelbar die merkwürdigen Formeln:

x'0 =  — rxrz cos 2 a, x\ — — 2 r,r2 cosa cos<71; 
x'z — — 2 r xr z cosa c o s < t 2, . .x'n — — 2 r xr z cosa cosaw;

x "  — rxrz COs2r, x'[ ~  2i\r% cosr cos rv 
x z ■= 2rxrz cosr cosr2, . . .x'i — 2rxrz cosr cosrw,

welche für das Product zweier beliebiger d iplanarer  «-fach 
complexer Zahlen die nachstehende Doppelgleichung begründen:

— rxrz {cos2<7-t-2cosa (ix cosaj-i-^ cosu2-i-. . . -\-incosan)}

1\rz | c 0 S 2 r - | - 2 c 0 S r ( i 1 COS r  j - M . ,  COS r 2H -  . . - h « n C O S rM) | .

Hiebei erfüllen die 2 ( « h - 1 )  in den Factoren von rxrz auftretenden 
Grössen: a, ax, az . . ,an\ t, t x r%. . .rn gemäss den beiden, aus
(6) und (b) ableitbaren Relationen:

(cos ß— COS a)2-f-(cOS ßx— COS a1) ZH-(C0S ßz— COS azy~h ■

stets die Bedingungen:
COS2ct-|-COS2(71-|-. . .H-C0S2(7m= :  1, COS2r-|-COS2r 1-| - . . .-bCO S2r w r=  1

und lassen sich daher geometrisch als Winkel zweier  g e r a de r  
Linien mit den Halbaxen: OJ0, OJv . . . OJn interpretiren.

Die vorstehenden Ergebnisse legen selbstverständlicher 
Weise die Vermuthung nahe, dass auch das Product zweier com-  
planarer  «-fach complexer Zahlen:

respective:

-i-(cos ßn— cos ara) z ~  4sin2 — ,

(cos ß-i-cos a)2-t-(cos ßy-f-cos aj)2H-(cos ßz-hcos <y-z) 2-h ■
0

h-(cos|3m-i-cos a ny  =  4cos2-̂ -
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(24). . — (a0b0— rl)-{-((iib0-\-a0b1)il -+-
-b(ft2J>oH-«0bz)iz-+-. . -+-{ftnb0- I - bn)in

durch Einführung- passender Hilfswinkel noch bedeutend ver­
einfacht werden könne. Als solche wählen wir im Ganzen (w-f-1) 
Winkel: a, ß\ oiv w2, . welche —  unter es allgemein den
Ausdruck:

es —  \ /  ] “+~ • •

verstanden —  aus jedem der beiden, einander gegenseitig be­
dingenden Gleichungssysteme:
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(**)■

c o s a  =  — , c o s ß — — : c o s o j . ^ — , 
»’i

  '•S _ 'vi— 1
. COS (j)s — —  . COS WH_ 1  ---------

—1

' . a e .  . .  he* . e„
s m a  ~  i  , s m ß  =  —- : s i n w .  =  — ,

r i  »*
\

_
. s i n  oj, — — — . . .  s in  oin_ x — --------

es @n — 1

bestimmbar sind, und transformiren mit Beibehaltung der Rela­
tionen : a0 =  rx cos a, b0 =  r% cos ß zunächst die Coefficienten: 
ax, bx ; a2, bz\. . . a ;i_ i ,  in Functionen der eben defi-
nirten Grössen und der Moduli: rx, rz.

Indem wir hierauf die so erhaltenen Ausdrücke:

ax — rx s i n a  c o s w ^  bx — rz s in  c o s w j ; 

az — rx s i n a  s i n w 1 c o s o j 2 , b% — rz s in  ß  s i n w j  c o s w 2 ;

i  = r  rx s i n a  s i n o j t s i n w 2 . . s i n w » _ 2 c o s  

bn_ i  =  rz s i n ß  s i n o j j  s i n o j 2 . . s i n o j w_ 2 c o s o j rt_ i ;  

an — rx s i n a  s i n o j 1 s i n w 2 . . s i n w , t_ 2 s i n o j M_ 1? 

bn r r  rz s i n  ß s in  oix s in  w 2 . . .  s in  w M_ 2 s in  « „ _ !

in (24) substituiren, verwandeln sich die beiden Factoren linker 
Hand nach Absonderung der ra-fach imaginären Zahl:

(25). .1 — ix coso^-t-i,, sinwt c o s w 2 - h  . .  .
+ 1,1 - 1  sin ojj sin w2. . sin w;i_2 cos sin o>x sin w2. . .  sin wn- i
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in: i\ (cos«-+-1 sin«), >'2 (008/3 - 1- / 811113), während der reelle 
Bestandteil rechter Hand kraft der Identität:

in: rxrz cos(a +  |3 ), und das Binom: asbQ +  a0bs für s =  1, 2,. 
« — 1 in:

gemeinsamer Factor einer «-fach imaginären Summe von Glie­
dern, welche ihrerseits wieder mit I  zusammenfällt, so dass die 
ursprünglich vorgelegte Gleichung (24) augenscheinlich folgende 
Umformung ermöglicht:

(26). {»’j (cos a -+-1 sin a)] [rz (cosß - h l sinß)} =

Ihre weitere Deutung gestaltet sich sehr einfach, sobald 
man derselben jene, die reelle Zahlenaxe J0 J'0 enthaltende 
Ebene zu Grunde legt, welcher die, den beiden Factoren Zi} Zz 
entsprechenden Punkte: Mv Mz angehören. Die Grössen: y^cosa, 
rx sina; rz cosß, rz sin/3 erscheinen dann als Coordinaten von 
i¥t , Mz bezüglich eines in d e r s e l b e n  Ebene  construirten 
r e c h t w i n k l i g e n  Axensystems mit dem Ursprünge 0 und der 
Abscissenaxe J0J'0, wonach man das Product: ZxZz unter Hin­
zuziehung der aus 2**) hervorgehenden Gleichung:

wie ein Product zweier e i nfach  c o mp l e x e r  Zahlen inter- 
pretiren kann. Es ergibt sich daher speciell für c omp l a n a r e  
«-fach complexe Zahlen ein mit dem geforderten Resultate (26) 
f ormal  i dent i s c her  Ausdruck, wenn man d i e s e l b e n  
nac h  Ei nf ührung  des F a c t o r s  I  —  er mag in Zukunft 
als I n c l i na t i o n s f ac t o r  b e i de r  Z a h l e n  bezeichnet werden

rxrz sin(« +  /3) sinojj sinw2. . . sinw5_ i cosws, 

dagegen für s — n in :

i\ r2 sin (a-h[3) sin Wj sin w2. . sin ojre_j 

übergeht. Auf diese Art wird das Product: i\r2 sin (an-ß) rechts

=  rx rz {cos (a -h ß) -+-1 sin (a-h|3)}.

(27). P  — — (cos2w1 H-sinzw1 cos2oj2- i- .

-t-sin2oj1 sin2w2. . . sinzwM_ 1) — 1
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— w ie r ee l l e  Bi n ome  mul t ip l i c i r t  und das h i ebe i  
auf tretende  Quadrat  von /  mit der n e g a t i v e n  Ei n­
heit vertauscht .

Erst jetzt ist es möglich, im Anschlüsse an unsere allgemeine 
explicite Definition des Multiplicirens die we s e nt l i c he n  Eigen­
schaften dieser Grundoperation in ihrer Anwendung auf zwe i  
beliebige ra-fach c o m p l e x e  Zahlen vollständig zu übersehen 
und in folgende Sätze zusammenzufassen:

(I) Das Product: ZVZ% ist eine e i nwerth i ge ,  beziehungs­
weise z w e i w e r t h i g e  Grösse, je nachdem dessen Fac­
toren complanar oder diplanar sind, und repräsentirt ge­
meiniglich eine ra-fach c o mpl ex e ,  bedingungsweise 
jedoch auch eine r ee l l e  Zahl.

(II) Das Product: Zx Z% ist a l l g eme i n  c ommutat i v  1 und 
speciell für compl anare  Zahlen in Bezug auf deren 
characteristische Ebene auch distr ibutiv.

1 Diese Eigenschaft fehlt dem Producte zweier belieb iger Quater- 
nionen:

(Ji =  Je, q2 ô~̂~̂ l ^2.7^3>
indem das Resultat der Multiplication von  q± mit q., bekanntlich (Elem. d. 
Quat., I. Bd., 2. Th., p. 312) durch die Gleichung:

qt q2 =  a0b0— — ci.)b<)— ct̂ b̂  —\- \-ctxboj—1— (ö&2̂ 3— ^3 2̂)̂

+  KaÜ̂2+ a2̂ o) — (a1̂ 3— Ka0^3+a3^o)+(ßi 2̂—a !̂)i)\  ̂
definirt wird, also bei einer Vertauschung der Factoren in:

M l =  «0̂ 0—« A —«2̂ 2—«3S3-HK&l+ffiA )—(«2Ö3—«3^  *+
H- |(aô 2-l-a'2̂ o)-l_(ai 3̂— —a2̂ i)f h

übergeht. A nderseits erscheint nicht nur qx q2, sondern auch q2qx gemäss 
den von H a m ilt o n  als Z e ic h  e n g le i  c l iu n g e n  (1. c. p. 202) aufgestellten 
Formeln:

& =  — l , ß  =  — l ,  A-2 =  — 1 ; ij =  k , jle =  i , ki = j ; 

j i  —  — k, Icj =  — i, ik =  —j

d i s t r i b u t i v  in B ezug auf sämmtliche Elem ente, so dass die Überein­
stimmung mancher specieller Resultate der vorliegenden A rb e it mit solchen 
des Quaternionen-Calculs als eine r e in  f o r m a le  aufzufassen ist.

Dasselbe gilt von den „triplexen“ und „polydim ensionalen“ Zahlen 
H. S c h e f f l e r ’s, deren Eigenschaften namentlich in zw ei, 1851 beziehungs­
weise 1880 zu Braunschweig erschienenen W erken des genannten A u to rs :
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(III) Der Modulus von Zx Z2 besitzt jederzeit den Werth;
(2 8  ) . . . » •  =

wonach  das Produc t  zweier  ra-fach c o m p l e x e r  
Za h l e n  nur dann versc hwi ndet ,  wenn einer der 
b e i d e n  Fa c t o r e n  g l e i c h  Null  wird.

„D er Situationscalcul“ —  „D ie  polytlimensionalen Grössen und die vollkom ­
menen Primzahlen“ —  eingehend dargelegt worden sind.

S c h e f f l e r  definirt nämlich zunächst (Situationscalcul, p. 170, 171) 
das Product zweier „trip lexer“ Zahlen:

Z1 =  a1+ f i 1 / = I  +  c1 / ’= I  1̂ 1 , Z 2 =  a2+ f t 2 / ^ I + e 2 K = l  1/ + T ,
welche zwei Kaumpunkten mit den Coordinaten: a1} bx, Cj; a2, b2, c2 zu­
geordnet w erden, durch die G leichung:

x -h y  V — 1 +  z V — 1 ^ - f-1 =  axa2 — \f b\+c\ V

| ( g i  V 6 | + c | + a . >  V ^ H - c D ^ i f t g - c ^ g )  |/  -j~ |

 ̂ (ax K/^l+cl +  ^^l +  Cf) ( l̂C2+^2Cl) [/ ^

so dass a-, y, z wohl der Relation (20), nicht aber den Beziehungen (21) 
und (22) genügen. Infolgedessen ist auch die S c h e f f l e r ’sche Generali- 
sation des Multiplicirens (s. sein zweites, zuvor citirtes W erk, p. 52, 82) in 
ihrer Anw endung auf zwei belieb ige „polydim ensionale“ Zahlen:

Zx =  r x {cos ax -t-sin 0:5 c o s ^  V — 1 +  sinaj s in ^  C0S7X V — 1 V -f-1 +

+  sinaj s in ^  s in ^  cos^ ! — 1 K-=-l V ~  1 +  . . . } ,

Z 2 =  r 2 {cos a 2 -+- sin a2 cos,32 V — 1 +  s in a 2 sinß2 c o s 72 ^ — 1 V -i-1  -+-

+  sina2 sin|32 sin^/., cosc>2 V — 1 V s-1  ~ 1  + . .

mit der h ie r  g e g e b e n e n  Verallgem einerung des Multiplicirens nur inso­
ferne verwandt, als das P roduct:

Z^Z2 =  {cos (cĉ  —l— c<2) —|— sin (c^ —|— a2) cos ( ^  - f—132) lf — 1_1—

-+- sin (oc-ĵ  —|—oi2) sin (ß1-h ß 2) co s (7i-t-72) V — 1 V - j- l - f -

-4-sin ( « i+ a .,)  s in ^ + j? ; , )  sin (75+ 70) co s (ö 1+ 5 2) V — 1 l ^ + l  / - ^ - 1 - K . . }

ebenfalls commutativ bleibt, und sein Modulus mit i\ r2 zusammenfällt. 
Dagegen befriedigen dessen Coefficienten weder die Gleichungen (18), (19) 
noch die vierte von uns aufgestellte Forderung, indem die Factoren gleicher 
„überimaginärer“ Einheitsproducte in den „triplexen“ , „quadruplexen“ etc 
Specialisirungen eines und desselben polydim ensionalen Productes fo r m a l  
n ic h t  v o l l s t ä n d i g  mit einander übereinstimmen.
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Unsere letzten Ergebnisse liefern ansserdem eine sichere 
Directive für die Multiplication von Aggregaten «-fach complexer 
Zahlen mit einem gegebenen Factor7 sowie für die Bildung von 
Producten beliebig vieler Factoren, vermitteln also auch die 
Kenntniss jener Eigenschaften, welche der hier gegebenen uni­
versellen Verallgemeinerung des Multiplicirens in Bezug auf 
mehr als z we i  n-iach complexe Zahlen zukommen.

Da übrigens die diesbezüglichen Sätze bereits durch eine 
Discussion der beiden Ausdrücke:

A =  (Zx -4-Z2) Z3 —  (Zj Z3 -+- Z2 Z3) , P  — Zj Z2 Z3

inductiv erschlossen werden können, begnügen wir uns im Fol­
genden mit der Entwicklung von A und P  und legen derselben, 
um jede überflüssige Complication der Resultate zu vermeiden, 
ausschliesslich bi c o m p l e x e  Zahlen zu Grunde. —  Die Aus­
dehnung der, jenen speciellenResultaten entspringenden Schlüsse 
auf «-fach complexe Zahlen erhält dann ihre Begründung durch 
die Thatsache, dass die Verknüpf ungsgese t ze  für die Coef­
ficienten der Factoren von Z jZ2, Z jZ3, Z2Z3 beim Übergänge 
von bicomplexen zu «-fach complexen Zahlen i n f o l g e  der Art 
unserer Verallgemeinerung der dritten algebraischen Grund­
operation auch formal  d i ese l ben bleiben.

Indem wir nunmehr mit der Entwicklung der Grösse A 
beginnen, ist vor Allem zu beachten, dass sich die beiden Werthe 
des allgemeinen Productes: ZA Z2 gemäss früheren Betrachtungen 
in einander überführen lassen, wenn man rr mit: — rx vertauscht. 
Es können mithin, da anderseits der Modulus jeder complexen 
Zahl als eine we sent l i c h  pos i t i ve  Grösse definirt -wurde, 
bei Bildung von zwei oder mehreren Producten nur Werthe  
erster Art,  beziehungsweise so l che  zwei t er  Art  einander 
zugeordnet werden, durch welche Beschränkung im vorliegenden 
Falle von den acht möglichen Werthcombinationen der drei Pro­
ducte: ZxZz, Z2Z3 und:

(Z1-f-Z2)Z 3 =  {(«1H-<rf2) _h(^lH_ 2̂)*l_h(6*l~hC2)*2} 3̂

sechs entfallen. —  Die übrigen Reductionen bedürfen bei ihrem 
elementaren Character keiner weiteren Erläuterung; sie führen, 
sobald man ausser den eingangs definirten Hilfsfunctionen: hv
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klf lv »ij; hz, kz, lz, mz noch clie folgenden:

J ly  H— /ig ~  7j/, k y  —|—/lg — /l̂  /j Hh7jj — V ,  f t l y  —( ~ ~  j

; ’ l ?,3 m i —  P l>  r i r 3 + m i =  ; » *» 3 — ;mZ =  P v  r z r z ~ ^ m % —

verwendet, auf die einfache Doppelg’leichung:

( hz hz 7<̂2 
( 2 9 ) . . . A =  -  p +  2

P i  P t  r r 3— m-

hyky hzkz h'k' / . (7«,^ /i2/2 A7'
Pi Pz rr.i— 171 • ' P i iJ2 rr?,—m

beziehungsweise:

M hl h’ Z \ | j Ai/ci | h*kz h' k'
9i (h  rr3-\-m') ( q{ qz rr3-hmr

l l y l y  J l z l z  l l ' V

(h  (h  rr3-hm'

Hienach besitzt A im Allgemeinen z we i  von Null ver­
schiedene Werthe, verschwindet jedoch identisch für hx — hz — 0, 
so dass bei Erfüllung der beiden Bedingungen: bxc3 =  b3cv  
bzc3 — b3cz d. h. falls die in Betracht gezogenen Zahlen com- 
p l anar  sind, die fundamentale Beziehung gilt:

(3 0 ).. (Z. +  Z ^ Z ^ Z ^ + Z ^ .

Es ist also das Product eines gegebenen bicomplexen 
Factors in ein Aggregat bicomplexer Zahlen für alle compla-  
naren bicomplexen Zahlen distributiv,  während es im Gegen­
falle dieser Eigenschaft ermangelt.

Ungleich weitläufiger als die Berechnung von A gestaltet 
sich jene des Productes dreier  beliebiger bicomplexer Factoren, 
bei welcher man augenscheinlich von drei verschiedenen Grund- 
producten:

2  2  | ”*~2/i*i ~>rZ\H ^ Z. =  |
\ + 2/2 H +  z% H (*^2+ 2/2*1+ z4%

ZoZq_  \ v "+ y '!ii + z"h
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ausgehen kann. Da jedoch aus früher erörterten Gründen die 
Verknüpfung des jeweiligen Grundproductes mit dem dritten 
Factor wieder nach de rs e l ben  Regel zu erfolgen hat, mittelst 
welcher die Coefficienten des Grundproductes selbst bestimmt 
wurden, und die Commutativität j e d e s  aus zwei Factoren ge­
bildeten Productes ihrerseits die Relationen:

(ZjZ2)Z3 =  Z3(Z1Z2), (Z1Z3)Z2 =  Z2(Z1Z3),
Ä W  =  2 . (Z A )

nach sich zieht, resultiren für P  im Ganzen nur sechs 1 verschie­
dene Darstellungen:

(#i)4-(j/i)<, -+-(*1)*g, W ) +  (3/0*1+ ( ä/i)^;
M O + (y ")h + (zT)h ;

(a?2)  +  ('Uzjii +  (Zr̂ h  t

welche durch Bildung der drei Producte: (ZjZ^Zg, (Z1Z3)Z 2, 
(Z2Z3)Z 1 nach dem ersten resp. zwei ten Verknüpfungsgesetze 
gewonnen werden.

Hiebei empfiehlt es sich, für ZtZ2, ZtZ3, Z2Z3 jene Aus­
drücke zu substituiren, welche die Grössen: h, k, l ; /iu  lt ; 
/?2, ä2, £2 überhaupt nicht enthalten, und erst bei der zweiten 
Multiplication die im Gleichungssysteme (e) präcisirte Dar­
stellungsweise der Coefficienten eines Productes zweier Factoren 
zu benützen. Die weiteren Details der durchzuführenden Rech­
nungen sind für die Discussion ihrer Resultate gegenstandslos 
und mögen daher übergangen werden; wohl aber erscheint es 
geboten, die zu einer übersichtlichen Formulirung der letzteren 
unentbehrlichen Hilfsfunctionen kurz zu characterisiren.

1 Die Vielw erthigkeit jed es Productes dreier oder mehrerer d ip la -  
n a r e r , n -fach  com plexer Factoren, welche unter Beibehaltung der vier 
eingangs aufgestellten Forderungen nicht vermieden werden kann, bedingt 
wohl eine wesentliche Complication der jew eiligen  R echnungen, liefert 
aber keineswegs ein l o g i s c h  b e g r ü n d e t e s  Argum ent gegen  die hier 
entwickelten universellen Verallgemeinerungen des Multiplicirens. Denn 
sobald einmal, wie dies in der Lehre von den einfach com plexen Zahlen 
geschehen ist, v i e l w e r t h i g e  P o t e n z e n  zugelassen w erden, liegt auch 
kein p r i n c i p i e l l e s  H in d e r n is s  mehr v or , vielwerthige Producte ein­
zuführen.
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Als solche dienen neben drei, allen sechs Werthen des in 
Frage stehenden Productes: P  gemeinsamen, rationalen ganzen 
Functionen der Zahlencoefficienten:

(«) =  «ißgaa— +  «Ä(6163 +  c1c3)— +
(li) — a1azb3-+-ala3bz +  azasbi— bxbzb3,
(c) =  a1azc3-\-(1 ^1 ^  + aza3cx— cxczc3 

zunächst die Producte:

(Zi/) =  (s h r \ a i r z)(JL2r i h'ir z ) > Q l ) —  ( fV  1 +  z)(J l2r i ~^~^hr Z)

(Jl l )  ~  fti r 3)(/l'Zr i~*~hr 3)> ( j l l )  —  ( ft3r i 3X ^ 2  ?’l. ^ 3)7

(/<.') —  ( « 3r 2 a zr 3)(Jl i r z ^ 3 )  7 (^ 2 ) —  ( ft;!r 2 +  a zr ?j)Ql i 1\ +  ̂ lT:i) 

welche offenbar identisch verschwinden, sobald sich die CoSf- 
ficienten: av az, «3 oder die Grössen: h, hx, hz auf Null reduciren. 
Drei weitere Gruppen von Producten:

(Ji'') —  ( « 2r i a i r z ) 0 CZVl k i r z ) )  (fi )  —  ( a zr i~^~a i r z K kzr i~^~k l 1,z)) 
(A*|) — («3?̂  « 1r3)(A'2r1 +  Är3) , (/ij) — (« 3̂ + a 1?’3)(/t2?’1 At3) ,
(^ 2) —  ( ft3r 2 a ‘i r z)(J^ir 2 ^ 3) }  ( f tz )  —  (,a 3r z~^~a zr 3)i/i,i r z~^~k r 3) 5

268 S i m o u y.

( 0  — (a2?’l a i r z ) ( h r i h r z )  } Q  ) — (rt27’l ~ ^ a i r z ) ( J z r i ~ ^ h r z ) ’ 

( J t ) — ( a 3r i  a \r 3)(J'2t'\ +  ̂ 3)7 Q l)  — (fV ’l ~ ~̂( l\r 3 )(]/Z r \ ^ '3 ) }

Q z )  — i.a 3r z a z r,i ) Q \ r Z ^ 3)? Q z )  — i a 31 Z~^~a z r 3 ) Q i r Z~^~^r 3)')

(m?) — (rt2ri airz)(nhr: mirz)i (mn) — (azrt +  axrz)(mzrx +  mxrz),
(m\) —  fixr 3)(piz 1 \  m r3) , « )  =  (« 3rt + « 1r3)(m 2r1 +wm’3),

K )  =  («3r2— «2r3) K r2— mr3) ; ( O  =  ( a 3r z +  a z r 3 ) ( m i r z + m r 3)> 

die zugleich mit av az, a3 entfallen, correspondiren den Grössen: 
k, kv kz \ l, lv lz; m, mv mz während die letzte Gruppe von Hilfs­
functionen :

N ' = P rxrz(r3— '«3) +  (” *')> N " -  9rirÄ r3 —«3) +  (w//)j
N[ = p lr1r3(ri— az) +  (m\), N'{ =  qirir3(rt— ai) +  (m'[),

N ' z = P z r z r 3 { r i — a i )  +  ( m 'z ) , N Z —  ? 2 r2r 3(»*l— «l) +  « )

in gewissem Sinne den Nennern: p , <7; ^  ^ ; p v qz zugeordnet ist.
Die Substitution sämmtlicher sechs Gruppen von Hilfs­

grössen in die für (x t)} (yx), . . (x ” ), (;ifl), (*jf) resultirenden
Ausdrücke verleiht denselben schliesslich die nachstehenden 
relativ einfachen und übersichtlichen Formen:
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h  ( l i ' Y
f o )  =  («) +  ~  (a ji— bzk— c j )  +  ,

li (hf)
(Vx) =  ( b ) ~ b 3c i c z +  —  ( Ö3Ä +  «3 Ä)  +  ^ 1 ( ^ 0  +

(*i) =  (c) — öi V 3 +  y  (c3Ä+ « 30 + ^ / ( ( 0 —63P V ä};

(* ') =  («) +  ( „ t h - W - c M  +  ^ ,

f a i )  =  ( b )  —  h Cl CZ +  ^  ( M l  +  « 2 Äl )  +  ^  W V ’sl >

(*ö =  (<0—W *  + j ^ c A +azh) + ^ / { ( //i ) + ft*Piri,,3}; 

W O  =  ( « )  +  ^  (ajiz— b ^ — c ^ )  +  ,

(2/iO =  ( b ) — b i c zc z ( b J h  +  a A )  + j ^ A ( K ) — c i P t r i r a}> 

(z'l) -  {c)— bzbzcx +  i ( ClÄg +  aty  +  ^ A { ( Q  +  bllhrzr3}'y

h  ( h " Y
(a?2) =  («) —  Y  (lhh— h k— c3l) —  yyTT- >

t o  =  ( 6 ) ~ 1̂ 3c i c 2 —  y  ( M + M O  —  ^ K ^ O  +  W V * } *

(**) =  (c) ~ bA c3— j  (Csh +  «30 —  -^ 7 /1 (*'0 — M v * } ;

( O  =  ( « )  —  ^  ( i i z h — b z k — c %l { )  —  ^ 7  ,

( 2/ 2)  =  Q>)— b iC xC3 —  ^  ( A Ä 1 +  « 2* 1)  —  ^ 7 7  i T O — C ^ V ’3 } ,

( * ö  =  ( C) —  M 3 C2 —  ^ ( C2 / l i + a 2 ?l ) —  ^ / l Ä O  +  W l ^ j
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« )  =  («) —  ^  ifixK— K K — hh) —  ^ 7 7  >

W ) =  (*)— <&ic*c3 — <ci W \ r 3}>

(40 =  (c)— '&2ft3ci — Y2 ^ h i + a M  —  ^ n ^ l” )  +  h\ W ' z \ y

Combinivt man hierauf diese sechs Werthsysteme mit den 
Annahmen: /<. =  hx — liz — 0 , so bestimmen die entsprechenden 
Reductionsgleichungen:

f (a\) W ) =  • • • =  « )  ~  («) =  0*0 

\ (2/1 ) =  (2/i) =  • ■ =  (21" )  —  0 ) - V i c* =
(0 - • - \ =  (6)— Ö2C1C3 =  W —'&1C2C3 =

/(* ,) =  « ) = ■  . =  « 0  =  W -M 2fi3
l =  (C) — ftjftgCg =  (C) — ÖjÖ gCj -  (^)

direct die Coefficienten von P  für drei c o mpl a n a r e  b i ­
c o m p l e x e  Factoren, womit die vollständige explicite Definition 
des fraglichen Productes gegeben ist.

Eine vergleichende Betrachtung der sechs zuerst berech­
neten Coefficientengruppen lehrt, dass ZXZ%Z3 für drei di- 
p l anare  b i c o mp l e x e  Factoren je zwei, untereinander und von 
den übrigen Werthen verschiedene Werthe annimmt, je  nachdem 
man der zweiten Multiplication das Product: Zx Z% oder Zx Z3 

oder Z2 Z3 als ersten oder zweiten Factor zu Grunde legt. Es ist 
a l so  Zx Z2 Z3 unter den gemac hten  Vo rauss e t zunge n  
eine s e c h s we r t h i ge  Grösse  und we der  c o mmut at i v  
noch assoc iat iv .

Wird ferner einer der drei Factoren reel l ,  so erhält man im 
Ganzen nur zwei von einander verschiedene Coefficientengruppen, 
indem z. B. für Z3 =  a3 nach einigen leichten Transformationen 
die Gleichungen:

f o )  =  W ) =  « )  =  V d  (2/i) =  (2/1) =  (2/7) =  «32/i;
W  =  (4) =  (40 =  « 3 * 1 5

M  =  K )  =  W )  =  ¥ » )  (2/2) =  (2/2) =  (2/?) =  «32/2,
( 2̂) — (̂ 2) — (*2 ) — «3̂ 2
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resultiren, d. h. das Product P  ist für einen reel l en und zwei 
diplanare bicomplexe Factoren jederzeit zweiwerthig ,  com- 
mutativ und —  entsprechend den Beziehungen:

~~ (Zi«3)Z2 — Zx(a3Z )̂, (Z2a3)Z1 — Z2(a3Z1)

— auch assoc iat iv .
Sind endlich sämmtliche Factoren des in Betracht gezogenen 

Productes b i c o m p l e x  und complanar ,  so besitzt dasselbe 
gemäss dem Gleichungssysteme (I) stets nur einen e inzigen 
Werth:

(31). . . P — {x) +  (y)i1 +  (z)i%

und wird nicht allein commutat iv  und assoc iat iv ,  sondern 
auch bezüglich der characteristischen Ebene seiner Factoren 
distributiv.

Die erste und zweite Eigenschaft kommen in (31) unmittelbar 
zur Geltung; zur Feststellung der beiden letztgenannten Eigen­
schaften von P  genügt es, die in (31) auftretenden Coefficienten
— unter Mx, Mz , M?j die den Zahlen Zx, Z2, Z3 zugehörigen 
Raumpunkte, unter av  a2, a3 die Winkel ihrer Radienvectoren: 
OMx =  rv OM% — r2, OM3 — r3 mit der Halbaxe OX verstanden —  
durch rv rz, r3, ax, « 2, a3 und durch den Neigungswinkel: co der, 
die Punkte Mz, M3 und die Axe XX' enthaltenden Ebene 
gegen die Ebene XOY  auszudrücken. Die Einführung der dies­
bezüglichen, allgemein geläufigen Formeln liefert nämlich für 
(x), (jj), (z) die Producte:

rx rzr3 cos (c  ̂ a2 +  a3) , 3 s n̂ (ai +  a2+  ̂ 3) cos w >
? W  3 s n̂ (a i +  a 2 +  Ä3) s n̂ w > 

so dass die Gleichung (31) nach Absonderung des in Zx, Z2, Z3 
und P  vorkommenden Inclinationsfactors: I — ix cos w +  iz sin w 
folgende Schreibweise gestattet:
{^(cos a1 -t-Zsinecj)} {r2(cos a.z-\-Isin «2)j {?’3(cos a3+ / s i n  a3)} =

— rir2r3 {cos (ai +  a2 +  a3) +  /s in (a t +  a2 +  a3)|.
Hienach bleibt der Werth von P  in der That derselbe, mag 

man einen der drei Factoren mit dem Producte der beiden übrigen 
oder das Product zweier Factoren mit dem dritten multipliciren, 
und kann die Multiplication unter Hinzuziehung der Gleichung:
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P  — — 1 auch nach jenen Regeln ausgeführt werden, welche für 
die Bildung des Productes dr e i er  ree l l er  a l g e b r a i s c h e r  
Bi nome gelten.

Es erübrigt jetzt noch die Berechnung des Modulus: R von P 
welche für jeden der sechs möglichen Werthe dieses Productes 
dasse l be  Endresultat liefert. Da nämlich die Moduli von ZxZ%i 
7jx7j3, Zz7jz nach Satz (III) mit i\rz, rxr3, r2r3 identisch sind, er­
geben sich bei nochmaliger Anwendung jenes Satzes auf die 
Producte: (Z1Z2)Z3, (ZIZ3)Z2, (Z2Z3)Zt als Moduli der drei, den­
selben entspringenden Werthpaare die Ausdrücke: (i\rz)r 3} 

(1\rz)r\y h. man hat allgemein: 1

( 32 ) . . .  R — rx rzr3.

Auf Grundlage der für A und P  erhaltenen Resultate ge­
langt man nunmehr mittelst vollständiger Induction zu sämmt- 
lichen Sätzen, welche unsere erste universelle Verallgemeinerung 
der dritten algebraischen Grundoperation in ihrer Anwendung 
auf beliebig viele b i c o mp l e x e  Zahlen characterisiren und sich 
gemäss unseren früheren Überlegungen direct auf ra-fach com­
p l exe  Zahlen übertragen lassen. Daher genügt es auch, hier 
lediglich die de f i n i t i ven  Gener a l i s a t i onen  dieser Sätze’ an­
zuführen, indem deren ursprüngliche Formen durchVertauschung 
von ra mit 2 sofort wieder hergestellt werden können:

(I*) Das allgemeine Product: Ps — ZxZt . .Zs besitzt, falls 
seine Factoren weder theilweise reell noch complanar sind, im 
Ganzen s! — höchstens  ra-fach c o m p l e x e  Werthe, erhält 
dagegen (s— st)! Werthe, sobald etwa — Factoren sich auf 
reelle Zahlen reduciren, und wird e i nwerthig ,  wenn Zx) Z2, ... 
Z, lauter c ompl anar e  Zahlen vorstellen.

1 W ollte man diese fundamentale Formel d i r e c t  aus einem der 
sechs allgemeinen W erthe von  P, z .B . dem ersten, ableiten, so müsste 
man hiebei die leicht erweislichen H ilfsgleichungen:

«3 (h>) +  ä8( ä ' ) + c 8<7 ')  =  0 ,  * i ( A ,) + y 1 (Ar' ) + * 1 ')  =  P>'i r 2 (^3Ji — c3?/i) > 
(A')2+(&')2-t-(£')2 =  2prx r2 |a3(m') +  ö3 (/')—c3 (&')} — (m')2

verwerthen und vor A llem  beachten, dass der Zähler von:

^  [ w + m + w i  *-2i 2+ K n - h f i  >•-.( 2i

zufolge der letzten Identität durch N ' ohne Rest theilbar ist.
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(II*) Im letzteren Falle ist Ps zugleich distr ibutiv  hin­
sichtlich aller c ompl anar e r  Summanden, in welche sich jeder 
Factor willkürlich zerlegen lässt, ferner commutat i v ,  asso-  
ciativ und di s t r i but i v  in Bezug auf  die character i -  
st i sche Eb e ne  se i ner  F a c t o r e n ,  indem — unter Mx Mz, ... 
Ms die den Zahlen: Zx,Z z, . . . Z s entsprechenden Punkte einer 
^_l_l)-fach ausgedehnten „ebenen“ Mannigfaltigkeit, unter <xu  

. . as die Winkel ihrer Radienvectoren: OMx ~ r x, OMz ~ r z, 
. . .  OM, — rs mit der Halbaxe OJ0 verstanden —  nach Einfüh­
rung des gemeinsamen, durch Gleichung (25) definirten Incli-
nationsfactors: I  sämmtlicher Zahlen folgende einfache Relation 
stattfindet:

(33) .  . .P a =  rx rz . . . r„ {cos (at +  az +  . . . +  «,) +
+  I  sin (cc j -f- &z +  . . +  ®s)l ■

Die erstgenannte Eigenschaft geht bei diplanaren Factoren 
stets verloren, wohl aber bleibt P<} wenn deren Anzahl nicht 
grösser als 2 ist, und die (s—-2) übrigen Factoren ree l l  werden, 
noch commutat i v  und associat iv.

(III*) Der Modulus von Ps ist für jeden Werth von Ps gleich 
dem Producte der Moduli sämmtlicher Factoren, wonach auch das 
Product b e l i e b i g  vieler ra-fach complexer Zahlen nur dann 
verschwindet, falls einer seiner Factoren gleich Null wird.

Berücksichtigt man schliesslich, dass die Coefficienten jedes 
für P, zulässigen Werthes zugleich Coordinaten von Punkten der 
hier eingeflihrten (ra+l)-fach ausgedehnten „ebenen“ Mannig­
faltigkeit repräsentiren, so gestattet der dritte Satz mit Bezug­
nahme auf den ersten noch die nachstehende a n a l y t i s ch -  
g eometr i s c he  Interpretation:

Durch die Multiplication von s-ra-fach complexen Zahlen 
werden s -Punkten der ihnen zugehörigen Mannigfaltigkeit höch­
stens s! —  neue Punkte zugeordnet, welche ihrerseits insgesammt 
in einer ra-fach a us g e de hn t e n  Ma n n i g f a l t i gk e i t  von der 
Gleichung:

(34). . q + q + ^ 4 =  r*r|. .r*

gelegen sind, also speciell für n — 2 einer aus dem Ursprünge 
des betreffenden d r e i ax i g e n  Coordinatensystems mit dem 
Radius: rx rz . . .rs beschriebenen Kug e l  ob er f l äche  angehören.

Sitzb. d. matnem. naturw. Cl. X C I. Bd. II . Abth . 1 8
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§• 4.
Erste Verallgemeinerung der Division.

Gleichwie die impliciten Definitionsgleichungen des Pro­
ductes zweier beliebiger b i c o m p l e x e r  Zahlen den Ausgangs­
punkt für eine universelle Verallgemeinerung des Multiplicirens 
gebildet haben, wird eine analoge Generalisation des Dividirens 
nur auf Grundlage jener Relationen möglich, welche die Ermitt­
lung des speciellen Quotienten:

— -24-----^  =  £ +  ̂ 1+3*2
+  + C2*2

betreffen. —  Kraft der ursprünglichen Bedeutung der vierten 
algebraischen Grundoperation muss auch dieser Quotient, mit dem 
Divisor multiplicirt, den Dividend liefern, 1 wonach die charak­

1 In demselben Sinne charakterisirt H a m ilt o n  (Elem. d. Quat., I. Bd., 
2. Th., p. 220) den Quotienten zweier beliebiger Quaternionen: qu q.2 :

?1 =  £ +  1) i+b,j4-h)Ä 
(h

durch die Gleichung: (q^: q2)-q-> =  <7i, wonach £, i), 5, m folgende relativ ein­
fache W erthe besitzen:

in 1
i' =   ̂ == — 2̂ K®0 — al ^0) +  (a2 h — a3 ̂ 2)} >

2 '  2

% — -----2 Kft0̂ 2 ft2^o)— (a1^3 a3̂ \)\ j 2 Kft0̂ 3— a3^ o )+  (ö 1 2̂— a^^}\ .
1 2 1 2

Ungleich com plicirter gestaltet sich die Division je  zweier S c h e f f l e r ’scher 
Zahlen, indem beispielsw eise der Quotient der beiden früher in Betracht 
gezogenen triplexen G rössen : Zv  Z2 durch folgenden A usdruck (s .: „P o ly ­
dimensionale Grössen“ , p. 73) bestimmt erscheint:

—  “ 2 {ai a‘2-J<-\[b\ cf |/"b\-*r c| )+£j g 1 2

(»3/  + 4 — l/~ *1+4) v>ih+cic?) 1/ —,

_ (aJfb\ +  e'i — »ilAij+gg)

Es ist übrigens, wie bei gewöhnlichen com plexen Zahlen, auch der Modulus 
jed es  derartigen Quotienten gleich dem Quotienten der Moduli seines Divi- 
dends und Divisors.
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teristischen Bestimmungsgleichungen für £, ty, § direct aus (20),
(21), (22) hervorgelien, indem man die Grössen:

av bv x, y, z mit: £, t), j ;  «17 bv cx

vertauscht. Die drei hiedurch erhaltenen Relationen:

Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc. 2 i 5

r\ =  +  (lyl +  b^ +  c^ — az( f
m — r\i,

welche augenscheinlich den folgenden:

( 3 5 ) . . . £2+ t ) 2+ a2 =  Ü1 2
2f f 4)0

(36). . .«jS +  M  +  Cjg =  - M ,  (37). . . j  =  -g
' 2 ' 2

äquivalent sind, besitzen — unter p, q die den Nennern: p } q 
correspondirenden Grössen:

P =  r —av 9 =  ri +  “i
verstanden —  für li ^  0, d. h. bx cz ^  bz cx stets zwei Lösungen:

( m 1 ( i c\ h\ 1 fi b, h\
U i - , s >  l + ~ J ] ’

(m). ■> \
l m 1 (  cx h\ 1 /  bx h\
( £* _ »f ’ ' i f v  f ) ’ h  ~<TV f r

für h — 0 jedoch nur eine einzige Lösung, nämlich:

r -  m  -  l  _ k(nt ) . . £ — 3 , 9 — ■ ■ zäi 8 —/ 2 ' 2 2

und begründen daher folgende explicite Definition des Dividirens 
für den Specialfall: n — 2:

ax +  bxix+ c xiz durch az +  bzix +  cz iz d i v id i ren ,  heisst^ 
diesen Zah l en ,  wenn sie diplanar  s ind,  zwei  neue,  
höchstens  b i c o m p l e x e  Zahl en:  +  l%+^2h + hh
dagegen,  fal ls  sie compl anar  sind,  e ine  e i nz i g e ,  
höchst ens  b i c o m p l e x e  Zahl :  £ +  tyix -\-liz zuordnen.

Im Anschlüsse hieran charakterisiren wir die Division auch 
für zwei  ra-fach c o m p l e x e  Zahlen:  Zv Zz als Umkehrung

18 *
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der Multiplication und unterwerfen demgemäss clie Coefficienten 
von:  Z.

— i’o +  Ei h  +  h h  +  +  E» %n
2

den drei Bedingungsgleichungen:

( 3 8 ) . . . £; + E; + ä + - - - + £ 2  =  '̂ 2
b ?’2(39). . «0£0 +  at +  az £2 +  . . . -+- an =: ,

r2

welche mit den Relationen: (17), (18), (19) in derselben Weisfe 
wie (35), (36), (37) mit (20), (21), (22) Zusammenhängen.

Ihre Auflösung würde natürlich völlig unbestimmt ausfallen, 
wäre deren Form nicht bereits durch unsere vierte  a l l g e ­
meine Forderung und die eigenthümliche Beschaffenheit der 
beiden Werthsysteme (m) im vorhinein präcisirt.

Da nämlich t)2; g1? §2 nach einigen leichten Transforma­
tionen die Darstellungsweise:

9i =  7 *iö2» 'i+  =  —  i l V ’i — ̂ ( « 2ri + Wi)l;' 2 r  ' 2

h  -  +  l = ( < h r — m ) } l  82 =  — 4 l C2r i — % rt2 ?’l + W)l
‘ 2 Ir '2  ll

gestatten, also eine Vertauschung von bv bz mit cv c2 die Grössen: 
tjj, in: %v  j2 verwandelt, bedingt beim Übergange von zweifach 
zu ra-fach complexen Zahlen die Form des Coefficienten resp. 
j "  auf analoge Art jene al ler f o l gend en  Coefficienten, so dass 
sich für (38), (39), (40) ohne jede weitere Rechnung die zwei 
nachstehenden, völlig bestimmten Werthsysteme ergeben:
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( f  =  J V  E’"  =  —  ~2 j ( K r i  +  m)} ,
\ 1 2 2 l

(n*) • ■ /  (b*r ~ ai  (b°r* +  ’\ ' 2  ll

f E» =  — 7 2  \b ^ \ — T  ( bo Vl +  "01  •
V ' 2 2

In beiden Lösungen repräsentiren p, q wieder die Differenz 
respective die Summe des Modulus des Dividends und des reel l en 
Bestandtlieiles des letzteren, d. h. die Grössen:

p — r — a0, q — i\-ha0,

und lassen sich daher die Werthsysteme: (n), (n*) ebenso wie die 
Gleichungen: (f), (f*) durch Änderung des Z e i c h e n s  von 
j-j in einander überführen, während die drei allgemeinen Relatio­
nen (38), (39), (40) bei einer Vertauschung von rx mit: — 1\ ihre 
Formen beibehalten.

Um also darzuthun, dass die Beziehungen (38), 39), (40) t a t ­
sächlich durch die Werthsysteme: (rt), (it*) befriedigt werden, 
genügt es, die Richtigkeit eines einzigen, z. ß. von (n) nachzu­
weisen. Hiebei benützt man am zweckmässigsten die Identitäten:

a\+ci\+ . . . -hal — pq,
2ri{tiiby-ha%bz-h . . . + a nbn) — p {bQrx-hm)— q(bQi\— m),

2 (60 r\— a0 m) =  p (b0 rt -h m) -h q (b01\ —m),

denn ihre Einführung in die Summen:

Eo2 + E f + E22 +  • ■ +  E»2> a o Eo+ a i Ei +  a2 E2 +  • • +  a » E« 

liefert fast unmittelbar die Ausdrücke:

75 \™*+r\(rl— b§ +  (b0 r — m) (b0 rt -hm) } ,
'  2

7 2  K  m +  J p  (bo r i  +  m) +  \ < i (bo r — m )),

deren Übereinstimmung mit den vorgeschriebenen Quotienten: 
r2 b r2
- j ,  —j 1 wohl nicht mehr einer weiteren Erläuterung bedarf.
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Um nunmehr auch in den Werthsystemen: (n), (n*) eine 
f o r m a l e  Trennung* der beiden Hauptfälle complanarer und 
diplanarer ra-fach complexer Zahlen zu ermöglichen, verwandeln 
wir i 'z, . .  . j ' ; j" ,  i'l,. . vorerst in Brüche mit dem gemein­
schaftlichen Nenner: pr\ beziehungsweise qr\ und führen die 
dieser Umformung entspringenden Coefficienten von rx in die

gewonnenen Ausdrücke als se l bs t s t änd i ge  Factoren von
r z

ein. Es resultiren dann nach Absonderung der früher definirten 
Hilfsfunctionen: d, dx für (n), (n*) ohne Schwierigkeit die neuen 
Darstellungen: 1

1 A u f Grundlage dieser Formeln ergeben sich speciell für den Quoti­
enten zweier d r e i f a c h  com plexer Zahlen:

unter Benützung der früher verwendeten Hilfsfunctionen: h, hf, hn die 
beiden W erthe:

in welchen p , q natürlich w ieder die A usdrücke: — a1} » '!+ %  vorstellen.

anbn-{- _ (and bnd̂ )\,

(lx —(— bx —|— —j— j Ch2 —}— b% ̂  “I- <2 ~ ^2 ̂3
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welche, falls ZX) Z% c ompl anar  sind, also die Differenz: 
asd— bsdx für s =  1, 2 , . . . «  verschwindet, für die fraglichenCoef-

ficienten von augenscheinlich nur ein einziges, die letzteren 
2

als rat ionale Functionen von a0, av . b0, bv . .bn defini- 
rendes Werthsystem:

Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc. 279

liefern. Hienach wird der Quotient zweier compl anarer ,  ra-fach 
complexer Zahlen in de ms e l b en  Sinne u n a b h ä n g i g  von den 
Nennern: p, q, in welchem sich seinerzeit das Product zweier der­
artiger Zahlen als unabhängig von den Nennern: p, q erwiesen 
hat. Da ferner p resp. q nur für einen r ee l l en  Dividend ver­
schwinden kann, und sämmt l i che  ree l l e  Zahlen zugleich in 
Bezug auf jede beliebige ra-fach complexe Zahl c ompl anar  
bleiben, sind wir gemäss früheren Überlegungen berechtigt, auch 
die Fälle:

p  >  0, q — 0 ; p — 0, q >  0 ; p — q — 0

ausschl i ess l i ch  auf Grundlage des Werthsystems (o) zu erle­
digen, so dass unsere erste universe l l e  Verallgemeinerung des 
Dividirens die nachstehende explicite Definition zu erhalten hat: 

Z w e i  ra-fach c o mp l e x e  Zahl en:  Zv  Zz durch ein­
ander d i v id i ren ,  he i ss t ,  dense lben ,  fal ls  sie d iplanar  
sind,  zwei  neue ,  höchstens  ra-fach c omp l e x e  Zahlen:

Eo+ Ei h  +  E2h  +  +  E« 7 Eo +  Ei7*1 +  E2 ’h  +  • • • +  E«

dagegen,  wenn  sie compl anar  sind,  eine e i nz i ge ,  h ö c h ­
stens ra-fach c o m p l e x e  Zahl :  f0 +  Ei*1 +  E2*2+  ••+?«*» 
zu ordnen.
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Zur vollständigen Einsicht in die eigenthümliche Beschaffen-

heit der jeweiligen Werthe von ~  gelangt man übrigens erst
2

mittelst jener Substitutionen, welche die Coefficienten: a0) av azy 
.an\ b0, bv bZf. .bn für d iplanare  Zahlen durch:

rV 1 2 5 al) Ä2 ’ ' ’ ‘ a’a 1 ß> ßi’ ß% ? • * - ß>1 
hingegen für compl anar e  Zahlen in Function von:

'̂l J ? 2 5 ß 1 Wl> W2 ' ‘ ’ 1

ausdrücken. Hiebei ergeben sich im ersten Falle, wenn man der 
Kürze wegen:

. 3+6 . 0— 0 S+e 3— 6sin L-̂ — sin cos — cos^—̂—
--------- . .  ~ = t g » ,  ---------  = < g X i

sin4-  cos

cos a1 cos a, cos a„
COS ßy ~  ^ '*>V COS ßz ~~ ^ COS ßn ~   ̂ ^n

setzt, für j ' ,  j{J; . . .i'H, 1 "  die Ausdrücke:

Ü  =  So COlS 6 
12

J ___ ^  COS a 1 COS (y1+^) ^  COS COS x)‘
Ei — 1 ’

S2 o i n  1J1 * 2̂

r2 sin COS 1p

rl COS a 2 cos ( ? 2  + +)
V2 sin ?2 COS 1p >

V1cos an COS ( ? » +
V2 sin ?7l COS 1p }

r2 sin cos y

ri cos az cos (?2+ X )
r2 sin ?2 cos y

rl cos an COS (?n + y j
r2 sin fn cos ys» —

während im zweiten Falle der ree l l e  Bestandtheil des umzu­
formenden Quotienten:

Z 1(41) — |(a0 b0 +  cl) +  {ay b0— a0 bt) ix +
2 ' 2

+  ( « 2 6 0----- 6 2)<2 +  • • ■ +  (fln bQ —  aobn) *"»}

kraft der Identität:
W M  , ( a e x \ lbei
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l l  cos («— ß), und der Factor von is, nämlich: a*  ̂ für
VZ

5 = 1 , 2,. . 1 1— 1 in:
V— sin («— ß) sin sin w2 . . sin oj,_! cos w4,
r z

für s =  «  jedoch in:

— sin («— ß) sin sin a>2. . . sin 
r z

übergeht. Es gilt daher für den Quotienten zweier beliebiger, 
diplanarer  Zahlen die wichtige Doppelgleichung:

/An\ ? ,1 r . (cos OC. COS (^1+ ^ ) .(42). — — \ cos 9 +  sec \p <------- — — — — i. +v ; Z% r% L T ( sm fr 1

cos a2 cos (v2 +  $) . cos ctn cos (5?,,+ $) (1
-1------------- ; l o +  • +  : hiism (pz * sin <on ) J

respective:
t\ r (cos «. cos (©! +  /J .— cos 0 — sec y \------- — — — — i. +r% L ( sm <pt 1

cos a2 cos ((p2 + y j  . c°s an cos ( y»+x )  . \ 1I ; ~1— • • • H • |»sin <p2 sm fn ‘ -I

wogegen der Quotient zweier compl anarer  Zahlen nach Ab-

sonderung des in Zv Zz und auftretenden Inclinationsfactors:
2

/  die einfache Darstellungsweise:

r.(cos a -4- /sin  a) r. , , T . .
(43^' •' ?^(cos ß +  /  sin ß) =  ^ f o o s ( , - , 6) + / Sm ( « - f t j

erlaubt. Während also das Resultat der Division im ersten Falle 
überhaupt keiner elementaren Deutung zugänglich ist, gestattet 
dasselbe im zweiten Falle entsprechend der eben abgeleiteten 
Formel und der Gleichung: P  — — 1 weni gs tens  in f ormal er  
Hinsi cht  d i e s e l be  Interpretation wie der Quotient zweier ein­
fach complexer Zahlen.

An dieses Ergebniss knüpft sich jetzt die wichtige Frage, 
unter we l c hen  B e d i ng un g e n  es überhaupt  zuläss i g
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sei,  clie bekannten, für alle derartigen Quotienten geltenden 
Gleichungen:

282 Sim ony.

( 4 4 ) . . . - L — * =  _ > + *  (45). .7 ! y  =  7 *-,
3 3 3 2 3 2

Zt: Z8 _  Zt(46) Z2: Z3 Z2

auf Quotienten ra-fach complexer Zahlen zu übertragen?
Da die Divisionsregeln beim Übergange von zweifach zu 

ra-fach complexen Zahlen f ormal  d i e se l ben  bleiben, können 
wir uns bei der Beantwortung der vorgelegten Frage, ohne die 
Allgemeinheit unserer definitiven Folgerungen zu beeinträchtigen, 
auf b i c o mp l e x e  Zahlen beschränken und demgemäss vorerst 
die Differenz:

A _  ^ 1 + ^ 2
-  z3 vz, z,

deren Verschwinden zugleich die Relation (44) verificirt, auf 
Grundlage der beiden einfachen Werthsysteme (m) untersuchen.

Infolge des eigenthümlichen, bereits erörterten Zusammen­
hanges zwischen den zwei Werthen des Quotienten beliebiger 
diplanar  er Zahlen bedingt die Verwerthung eines bestimmten 
Verknüpfungsgesetzes bei der Ermittlung von (Zx +  Z2) : Z3 die 
Benützung d e s s e l b e n  Verknüpfungsgesetzes zur Bestimmung 
von Zj iZg,  Z2: Z 3, so dass A im Ganzen nur zwei Werthe an­
nehmen kann. Ihre Berechnung führt bei Anwendung der,Sub­
stitutionen :

at +  «2 a', by +  bz — b’, cx +  cz =  d

r 2 a z —  P v  

auf die Doppelgleichung:

( 47 ) . . .  A =  +
r 3 (\ p  p , r — a )  \ p  p , r — a'J l

1 [ K hi
q

d. h. die fragliche Differenz ist für diplanare Zahlen eine 
zweiwerthige, z w e i f a c h  i mag i när e  Grösse, während sie sich 
für complanare Zahlen wegen hy-=hz — 0 stets auf Null reducirt.

'\hy czhz dh' \ fbyhy bzhz
P p y r— a’J 1 K p Pi

beziehungsweise:
czhz dh’ \ fbyhy , 2̂̂ 2 b'h'

r -f- a'l 1 V q
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Im l etzteren Fa l l e  ist a l so  auch die Re l at i on  (44) a l l ­
gemein giltig-.

Etwas schwieriger fällt der Nachweis, dass die Gl e i c h un ­
gen (45), 46) ebenfa l l s  nur unter dens e l ben  B e d i n g u n ­
gen r i cht i g  b l e i b en .

Da nämlich Zx7j% und Zt : Z 2 im Allgemeinen zw ei wert  Ing 
sind, kann ohne Klarlegung des Verhältnisses, in welches die 
beiden Verknüpfungsgesetze der Coefficienten von Z tZ2 zu jenen 
der Coefficienten von Zt :Z2 treten, nicht einmal über die Anzahl  
der, einer gegebenen Combination von Producten und Quotienten 
zukommenden Werthe sicher entschieden werden. Wir haben dem- 
gemäss vor Allem festzu stellen, für welche der vier mit einander 
combinirbaren Verkniipfungsgesetze die Relationen:

identisch erfüllt werden. 1

Die diesbezüglichen Rechnungen gestalten sich am einfach­
sten bei Benützung der zweiten Darstellungsweise von Z t Z2 

respective ZX:Z % und liefern für jede der vier Zahlenfunctionen:

indem man der vorzunehmenden Rechnungsoperation sowohl die 
erste als die zweite Divisions- respective Multiplicationsregel zu 
Grunde legen kann. Auf dem hier angedeuteten Wege gelangt

1 Zufolge der Commutativität jedes, aus zwei b icom plexen Factoren 
gebildeten Productes ist daun auch (Z2 Z j) :Z 2 =  Z x und Z2 X ( Ä 1 :Z 2) = Z 1, 
während, wie bereits H a n k e l  (1. c. p. 33) hervorgehoben hat, in sämmt- 
lichen Zahlensystemen, für w elche das Product zweier Zahlen: Z 1; Z 2 nicht 
commutativ bleibt, im Allgem einen weder (Z 2Z j ) :Z 2 noch Z2X  (%i '• Z2)

zusammenfallen. Es finden daher beispielsweise für diplanare Quaternio- 
uen die Reductionsgleichungen : (</2<h): (h — ?ii (/2X (t f i : ?2) =<li über-

(#1 + y lil -hzl«’2) Z2, (a?2+ y%it +  z%/2) : Z2•,

(£1 +  1 h +  hi*2) X  f (£2 +  % h +  k  *2) x
je zwei Ausdrücke:

£(0 + 1)(0  ̂+  f )  'h , e(2) + 1)(2) +  f )  .
E(s) +  i f )  i t +  f )  i%; +  t) W i y +  f  ) {z ■

# 0  ) 4 . y(l) ̂  +  Z(J) } ^(2) y(l) ̂  _j_ (̂2) ̂  .
•̂(S) 7/(3) ̂  - f -  z(V iz ,  ce^ +  y(A) *2 ,

haupt keine Anw endung.
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man nach Einführung der Abkürzungen: jv2; $'{, n "  für die
den Nennern:

2p rxi\— (az ry— a ^ y ,  2 qrxr%— (at rx +  ax r2)2;
2p rt r\ —  (az rt—  m) 2, 2q rxi\— {atrx +?n)2

äquivalenten Quadratsummen:

(b%r —  V 2)2+ ( V i —  Clr2)2, ( V ’i + V ^  +  t V ’i +  V *)*; 
Ä2+  (c2 +  /c)2+  (ft2rt—  Z)2, A2+  (c2rt— k)z+  (b%rx +  l)z

schliesslich zu folgenden Resultaten:

284 Simon y.

£ (1) _  ? (2) _  £ (3) _  j (4 )  —  f f i  ; 1}(1) —  t)(4) —  ^ ; g ( l)  —  g(-l) —  ^  .

9(2) =  *1—  ^ I r K v ’i— 9(3) =  Ö1—iVt iV2

3(ä) =  Ci+ - ^ ( V ’i— v 2)> ä(3) =  C1+  ■^|rL(ft2»’i + V * ) -iVj N z

— cc^ — ax •, 5 ^  — ci 5
2 h*rx 2Ä*rta?« =  ^ -------— L, -  a1 +  _ _ ;

iv 1 iv2

9hr 2hr
iß) -  bx------ +  ~  bx------ '(c i r —  k),

Jy x 2

*(s) =  «i +  *(3> =  q  +  +
J\ i iV g

Dieselben lehren, dass die in den Gleichungen: 1

Z 
Z
2

^ 1^2 — X\ + 2/1*1 +  ̂ 1*2 > ~7~ — El 9l*l +  Sl*2
2

beziehungsweise:

^1^2 — 00% + 2/2*1 +  ̂ 2*2 > ^  == i'2 +  2̂*1 +  $2*2

1 D ie elementarste Erläuterung cles Verhältnisses zwischen den beiden 
Verknüpfungsgesetzen der Multiplication und Division bilden w ohl die 
Identitäten:

(w2— v ) : (u — V v ) =  u - \ -V v ,  (z«+K v) X  («— V v ) =  i f i— v,

w elche augenscheinlich sofort unrichtig werden, wenn man die, dem Modu­
lus r x correspondirende G rösse : 'Sv in e in e r  u n d  d e r s e l b e n  Gleichung 
mit v e r s c h ie d e n e n  Zeichen versieht.
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ausgedrückten Multiplications- und Divisionsregeln einander 
direct correspondiren, denn die Relationen (48), (49) werden bei 
Combination dieser Regeln tatsächlich zu Identi täten.  Da­
gegen entspringt jeder anderen Combination ein von der gefor­
derten Zahl: 7jx verschiedenes Resultat, welches mit der letzteren 
nur insoferne zusammenhängt, als es kraf t  den,  fast  ohne 
jede  Rec hnung  s i ch e rg e benden  Gl e i chungen:

{£(»))*+ {a(2)}*=  {£(8)}* +  fo(»)}* +  {ä(»)J* =
=  {^ 2)}2+  {*(2>}2 =  {^3)}2+  {yWJ2+  [ z ^ f= r \

denselben Modul us  wie  Zx besi tzt .
Nachdem hiemit, der Zusammenhang zwischen den einzelnen 

Verknüpfungsgesetzen der Multiplication und Division vollständig 
klargelegt ist, können wir die Prüfung der Gleichungen (45), (46) 
unmittelbar in Angriff nehmen, zu welchem Zwecke vorerst die 
beiden zusammengesetzten Quotienten:

Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc. 285

als b i c o m p l e x e  Zahlen darzustellen sind. Gemäss unseren 
letzten Betrachtungen kommen jedem derselben im Allgemeinen 
je zwei Werthe zu:

(Ei) +  (9i) h  +  (&i) h  > (E2) +  (9») h +  (h )  h  5 

(f t) +  (9i) *i "+■ (§i) h } (£2) (^2) *1 Gfe) *2)

welche der Reihe nach berechnet werden können, indem man 
die aus den bicomplexen Zahlen:
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286 Sim on 3'.

gebildeten einfachen Quotienten:

nach der
ersten zweiten ersten zweiten

Divisionsregel ermittelt. Da übrigens schon die Verschiedenheit 
e ines e inzigen Systems gleichnamiger Coefficienten in Qt 
resp. Q% von den correspondirenden Coefficienten in Zx : Z% die 
Unzulässigkeit von (45), (46) für die mit einander verknüpften 
Zahlen zur Folge hat, mögen vorläufig nur die Werthe von ( j4), ( j2), 
(fi), (y2) bestimmt werden, um bei der Ausscheidung jener Fälle, 
für welche die zu prüfenden Relationen überhaupt nicht in Be­
tracht kommen, jede überflüssige Rechnung zu vermeiden.

Verwendet man zur Reduction der fraglichen Coefficienten 
die Identitätengruppen: (93), (®), (§ ) und (®), so erhalten alle 
für die ersteren gesuchten Ausdrücke leicht discutirbare Formen, 
indem hiebei die nachstehenden vier Gleichungen resultiren:
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(53). .& )  =  » *
n n w

Es sind demnach für hz ^  0 sämmtliche vier Coefficienten
771von dem reellen Bestandteile in Zt : Zz) nämlich verschieden,
r z

während sie für lix — liz — 0 ohne Ausnahme dem letzteren gleich 
werden. Lässt sich also zeigen, dass unter diesen Annahmen, 
welche die Grössen: Zv  Z2, Z3 zugleich als c o mpl anar e  bicom­
plexe Zahlen kennzeichnen, ausserdem noch die Relationen:

Gji) — Gta) — (9i) —(9ä) — ’ (äi) — (§2) — (äi) — (82) —
' 2 '2

gelten, so erscheint dann auch unsere auf die Gleichungen (45), 
(46) bezügliche Behauptung vollständig begründet.

Die Herstellung des fraglichen Beweises wird durch die 
Thatsache ermöglicht, dass gemäss früheren Untersuchungen die 
Multiplication und Division c ompl anarer  Zahlen ebenfalls 
gleichartige Zahlen liefert, mithin die beiden Ausdrücke:

[x ' +  y' ix +  z 'i2) : ( x " + y" iy +  z"  iz) ,

m i ____h  - 1 ^1 ;  V  f ™2____h  • , 2̂ •
rt rl i 2/ ' V r f  i 1 + r | s

auf welche sich die Quotienten: (Zt) : (Z 2), (Z[ ) : (Z2) respective 
(ZJ : (Z2), (ZQ : (Z2) infolge des Verschwindens von hv hz redu- 
ciren, nach den für c ompl anare  bicomplexe Zahlen bestehenden 
Divisionsregeln zu berechnen sind.

Ihre Anwendung führt unter Benützung der aus ((£) und (&) 
für den vorliegenden Fall entspringenden Beziehungen:

k\ +  l\ -+- —  x ri +  y n +  z ,z —
k\ +  l\ +  m \ — x ,n -Jr y ,n + z ,n  —  r \r \  

direct zu den Formeln:
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und so ergeben sieb, da die allgemeinen Werthe der Zähler 
von r\r\ :

x "  y'— x ’ y" — — Irl —  c3 («3 h -f- a% hl— o-A), 
x"z '— x 'z"  — k r2 -+- b3 (az h +  a% h{— at hz), 

h m\— h nh — — lr^-h c3(a3h— azhl -hajiz), 
ki mz— kzmt — kr2—  b3 («3 h— a% hx +  a jiz)

für complanare Zahlen augenscheinlich den Producten: — lr\, 
kr3 äquivalent werden, 1 in letzter Linie thatsächlich jene Relatio­
nen, von deren Zutreffen die Giltigkeit der Gleichungen (45) 
und (46) abhängig gemacht wurde.

Die hier zunächst für b i c o m p l e x e  Zahlen gezogenen 
Schlüsse lassen sich durch vollständige Induction leicht auf ?z-fach 
complexe Zahlen ausdehnen und begründen im Vereine mit den 
übrigen in diesem Paragraphen abgeleiteten Resultaten die nach­
stehende umfassende Charakteristik unserer ersten universellen 
Verallgemeinerung der v ier ten a l g e b r a i s c h e n  Grund­
operat i on:

(I) Der Quotient zweier beliebiger «-fach complexer Zahlen: 
Zv Zz ist höchstens «-fach complex, unter Umständen aber auch 
reell; er repräsentirt eiue e i nwe r t h i g e  oder z we i we r t h i ge  
Grösse, je  nachdem die beiden, durch einander zu dividirenden 
Zahlen complanar oder diplanar sind, und wird nur dann unbe ­

i Die vier zuletzt benützten Identitäten bilden natürlich nurintegrirende 
Bestandtheile zweier grösserer selbstständiger Identitätengruppen :

x 'y — xi]/ —  — l2r\— cx(— «3 Zs+a2

x 'z— x z '  =  k2r\-+-bj (— a3h-\-a2h J i . , ) ,  y 'z— yz1—  — ax{— h.,),

l̂ n—lmi =  l2r\—c1(a3A—
— k^n =  — k.)r\-\-b 1(a3/i— a2h1-\-aIÄ2), lc l̂—kly —  — a^{a3h—

w elche ich nur deshalb nicht im Anschlüsse an die Gleichungssystem e (®) 
und (§ ) mitgetheilt habe, weil sie im Übrigen in der vorliegenden A rb e it  
absolut keine Verwendung finden. Schliesslich sei noch bemerkt, dass die, 
allen Relationen der zweiten Gruppe gemeinsame Function von h, hy, h2 : 
a-Ah —  a.2 h.>, wie eine einfache Umformung dieses Ausdruckes lehrt,
mit der Determinante: y  zusammenfällt, aus welcher übrigens auch sämmt- 
liche, im ersten Identitätensysteme auftretenden Functionen von h, hv  h2 
durch partielle Änderung der Zeichen von av a2,a3 abgeleitet werden können-
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stimmt,  beziehungsweise un e n d l i c h , 1 wenn sämmtliche Coef­
ficienten des Dividends und Divisors, beziehungsweise nur jene 
des letzteren verschwinden.

(II) Der genannte Quotient ist für jeden reellen Divisor 
di str ibutiv hinsichtlich a l l er  Coefficienten des Dividends, 
ferner für z we i  b e l i e b i g e  compl anare  ra-fach complexe 
Zahlen distributiv in Bezug auf sämmtliche c o mp l a n a r e  
Summanden, in welche sich der Dividend willkürlich zerlegen 
lässt, und bleibt im letzteren Falle auch unverändert, wenn man 
Zähler und Nenner mit irgend einer dritten e nd l i c h e n  und 
compl anaren  Zahl multiplicirt oder durch dieselbe dividirt.

(III) Der Modulus von Zt : Z2 besitzt stets den Werth:

(54).
' 2

ist also —  unter Z3 nunmehr i rgend eine endliche, ra-fach com­
plexe Zahl gedacht —  zugleich Modulus der beiden Quotienten: 
Qv Q2, indem die Moduli von ZtZs, Z2Z3; Zt :Z3, Z2:Z 3 der Reihe 
nach mit: r2 r3; rt :r3} r2: r3 zusammenfallen.

Der letzte Satz bleibt natürlich auch giltig, falls man dem 
Zahlenpaare: Zv  Z2 statt einer einzigen neuen Zahl: Z3 allgemein 
s — endliche ra-fach complexe Zahlen: Zß\ Z&\. . .ZW in analo­
ger Weise zuordnet, d. h. die Quotienten:

Z,ZW ZjZW,  Zj jZW Zt:ZW
Z2ZÖ)  ̂Z2ZW 5 Z2 :ZW 1 ' * ' Z 2:ZW

bildet, und liefert schliesslich noch die Folgerung:
Sind Zu Z2; ZW, Z (-) ,.. .ZW irgend welche endliche ra-fach 

complexe Zahlen, so liegen alle, jenen Quotienten zugehörigen 
Punkte in einer ra-fach a u s g e d e hn t e n  Manni gfa l t i gke i t  
von der Gleichung:

( 5 5 ) . . . q + i ? + f * + . . . + c ? , = - ’|
' 2

mithin speciell für n — 2 auf der Obe r f l äc he  einer aus dem 
Ursprünge des betreffenden dr e i ax i g e n  Coordinatensystems 
mit dem Radius: r beschriebenen Kugel.

1 Eine n-fach com plexe Zahl ist ebenso wie eine einfach com plexe
als endlich, unendlich gross oder unendlich klein zu betrachten, je  nach­
dem ihr Modulus endlich, unendlich gross oder unendlich klein ist.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. X C I. Bd. II . A bth . 1 9
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§. 5,
Entwicklung des Potenzbegriffes für n-fach complexe Zahlen.

Definiren wir—  unter s irgend eine positive ganze Zahl ver­
standen —  die s-te Potenz einer beliebigen ra-fach complexen 
Zahl: Zx als Product von s e inander  g l e i chen Factoren: Zx 
und bezeichnen dessen Werth symbolisch mit Z\, so gilt vor 
Allem die aus (33) für:

rz =  r3 = . . .  z=ra =  rv cct =  a2= : . . . =  ccs =  a

hervorgehende Fundamentalgleichung: 1

(56) . . Z\ — r\[ {cos (s a) + /  sin (s a)\.

Analog ist die s-te Potenz einer zweiten, mit Z x compla-  
naren Zahl: Z2:

Z\ —  r\{cos (sß) +  I sin (sß )}, 

mithin kraft der Formeln (26) und (43):

Zj\Z\ — ?-*r*{cos (s «  +  s|3)+ /s in  (sa +  s/3)},
rr s ^

77 =  ~  1cos (s '8 ß) +  1 sin (s u~ s ß)\>
2 1 2

in welchen Resultaten die rechter Hand stehenden Ausdrücke 
unter nochmaliger Benützung von (56), (26) und (43) als s-te

Potenz von Zx Z% respective —1 interpretirt werden können, d.h. 

man hat unter den gemachten Voraussetzungen allgemein:

(57) . . . Z ‘ Z>t =  (Z, Z,)>, (58) . . .  |  =

1 Diese Gleichung fällt für n =  l  mit der bekannten M o i v r e ’schen
Binomialformel zusammen und liefert ausserdem für die Coefficienten der
s-ten Potenz einer beliebigen  d r e i f a c h  com plexen Zahl:

0;q —CĈ —|— Cb2 '̂ 2 —0̂3 ̂*3

d i e s e l b e n  V e r k n ü p f u n g s g e s e t z e ,  welche im Quaternionen-Calcul
(Vergl. Elem. d. Quat., I. Bd., 2. Th., p. 335, 341) für die Coefficienten der 
Ä-ten Potenz des Quaternions:

=  r x i cos a -+- a i^+ ffl2. / + g 3_̂  gjü a ) _  /cog a_j_t gjn x ggiten
l Ya\+al-hal )
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während für gleich hohe Potenzen diplanarer  Zahlen infolge 
der Verschiedenheit ihrer Inclinationsfactoren überhaupt keine 
derartigen Relationen bestehen.

Um nunmehr auch die Beziehungen zwischen den verschie­
denen Potenzen einer  und derse lben ra-fach complexen Zahl 
kennen zu lernen, substituire man in (56) für s der Reihe nach: 
jn+Tt, nt— n, mn, wobei sich unter Hinzuziehung der für i\ als 
eine reel le  Grösse geltenden Potenzregeln:

,,,m +n —  n —  _J_ r mn —  /Vm\n
11 —  ' l ' l > ' i —  r n> 1 —  V W' l

die Gleichungen:

Z f+ n — r“ r” {cos (m a+ n «) 4- / sin (jn«+n»)| ,

gm-n —  _ L  | c o s  a — n Ä)  _j_ /  s jn a — n
ri

gmn — (r™)n{ cos (mn«)  +  /  sin (mn«)}

ergeben, deren weitere Deutung in der That die fraglichen Be­
ziehungen liefert. Man kann nämlich wieder auf Grundlage von 
(56), (26) und (43) die für Z f+ n, Z f~n gegebenen Werthe als 
Product und Quotienten der beiden complanaren Zahlen: Zf, Z f 
auffassen, ferner den, in der dritten Relation auftretenden ra-fach 
complexen Factor:

cos (m na )+  1 sin (mita) durch: {cos (nta)+ / sin (nt«)}n 

ersetzen und gelangt so ohne jede Rechnung zu den Formeln: 

(59). . .Z f  X  Z\ — Z f+", (60). . Z f : Z\ — Zf~",

(61). . . {Z fY — Zf".

Indem man ferner in (60) einerseits m =  n, anderseits m =  0 
wählt und im ersten Falle die Thatsache verwerthet, dass der 
Quotient zweier g l e i c he r  ra-fach complexer Zahlen kraft (43) 
mit der positiven Einheit zusammenfällt, erhält man noch die 
Gleichungen:

( 6 2 ) . . . Z » = + 1 ,  ( 6 3  ) . . . Z r » =  | £  =  4 ,

welche gemäss der Art ihrer Ableitung für beliebige endl i che  
ra-fach complexe Zahlen richtig bleiben.

19 *
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Die wichtigsten aus (56) zu gewinnenden Folgerungen 
resultiren jedoch erst nach Einführung der beiden Specialisirun­

gen: — 1 , a =  r̂-n und der bekannten1 Entwicklungen von

cos (s a) und sin (s a ):

COS (s  a )  =  cos* a — ( s ) 2 cos4'-2  a  sin2 a  +  . . 

sin ( s a )  ( s ) x coss_1 a  sin a — ( s ) 3 coss-3 a  sin3 a +  . 

welche im vorliegenden Falle gemäss den Beziehungen:

(la . V /  ll\-f- (t\ +  . . . +  (lft \ / d 1cos a =  —, sin a =  ——  -----  -----------------=  —— -
rt rx rt

die rein algebraischen Formen:

cos (s «) =  h  l «s— (*)* « r 2( v 7 +  • • • i >
' i

sin (sa) =  7 |(<)1 f l r V ^ i - W 3flr 3(V / t f  +  • • •}
' 1

annehmen.— Vertauscht man nämlich in (56) rx mit 1, a mit —ny 
so entsteht für I a die Gleichung:

(64) . . . / *  =  cos sin n s) ,

d. h. es wird— unter f irgend ein Glied der Zahlenreihe: 0, 1, 2, 
3, . .  gedacht —  allgemein:

1, / « + ! = / ,  —  1 , 74f+3 — ---1}

w o n a c h  der j e w e i l i g e  We r t h  von 1° für al le g e r ad z a h l i ­
gen S p e c i a l i s i r u n g e n  von s mit j e n e m von is übere i n ­
st immt und,  wenn s eine un g e r a d e  Z a h l  ist ,  zu /  in 
derse l ben  Re l a t i on  steht,  w e l c h e  im l e t z t eren  Fa l l e  
i* mit i verbindet .

Im Anschlüsse hieran lässt sich jetzt der Ausdruck:

{cos ( s a ) + / s i n  (sa)} durch die Reihe:

«o + (s)i « r 1 v s /  <h) +  (*)* « r 8 (7 \ /^ i)2+  («)3 « r 3 ( /\ /^ i )3+  • • •

292 Simony.

1 Ich schreibe für die aufeinanderfolgenden Binomialcoefficienten
statt der gegenw ärtig üblichen Sym bole: sx, s2> ss • deshalb die älteren:
(s)1? (s)2, (s)3, . . . ,  weil ein einfacher Index diese Coefficienten von  anderen,
gleich signirten Grössen zu wenig scharf trennen würde.
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darstellen, während die linke Seite von (56) in:

transformirt werden kann. Die Äquivalenz beider Ausdrücke lehrt 
mithin, dass der jeweilige Werth von Z\, als F un c t i o n  von «0 

und 1 \/dt be t rachtet ,  nach dense lben  Gesetzen gebildet 
ist, welche kraft des binomischen Lehrsatzes für die s-te Potenz 
eines ree l l en algebraischen Binomes gelten. Auf diese Art be­
stehen für die aufeinanderfolgenden Potenzen von Zx mit positi­
vem, ganzzahligen Exponenten die Formeln:

z* =  « ; - r f 1+ 2 fl0/ v / ^ ,
Z\ — «„(«* —  3 ^ ) +  (3 a\— d^l\JJx,

Z\ — «J — 6« 2dy +  d\ +  4«0 (a*— d^)l\Jdx,

und allgemein für Z\ die relativ einfache Gleichung:

(65). . .  Z\ —
s= it ' s = n "

=  2  (— l )4 (n)3i d\ +  /  \Jdx ^  (—  ! ) s (n)a«+i « r 2s_1 clv
S =  0 6 =  0

in welcher die oberen Grenzen beider Summen, je nachdem n 
eine gerade oder ungerade Zahl vorstellt, die Werthe:

n '=  — ^ -n — 1 beziehungsweise: n' — n" =  -|-(n— 1)

zu erhalten haben. Reducirt man also schliesslich das Product: 
1 \ f  dx auf seine ursprüngliche Form: « 1i1 +  «2*2+  . . . + a nin und 
setzt der Kürze wegen:

ü = n ' s = n "

2  (— 1)4(«)2*«o_2if/l =  K *> 2  (— 1)*(«)2-+1«5~2<,_1 d\ =  Ln,
i —0 s = 0

so ergibt sich für Z\ die nachstehende explicite Definition:
Eine g e g e b e n e  w-fach c ompl ex e  Zahl :  Zx auf  i rgend 

eine pos i t i ve  g anzz ah l i g e  Potenz :  n erheben,  heisst ,  
der se lben eine e inzige ,  j e d e r  zeit w-fach c o mp l e x e  Zahl :

Kn -+- Ln +  a% /2 + .  . . + a din) — I(n+ L n(Z x— a0)
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zuoreinen. Infolgedessen gilt speciell für a0 =  0 die einfache 
Doppelgleichung:

t i
. . ,  (— «d\ ? " n gerade

\ ü\ h  +  a % h +  +  « »* » )  —  j i ( n - i )  —
( ( — ^i)2 I\ / ch Tt ungerade

d. h. d ie n-te Potenz  j e d e r  7?-fach imaginären Zahl  ist 
reel l  oder  «-fach  i maginär ,  j e  nachdem n eine gerade  
oder  ung erade  Zahl  vorstel l t .

Unsere letzten Resultate ermöglichen nunmehr auch eine 
vollständige Beantwortung der Frage nach den jew  eiligen Werthen 
der n-ten Wurzel aus Zv  —  sie mag, entsprechend der üblichen 
Symbolik, mit: \/ Zt bezeichnet werden —  falls wir unter \J/ZY 
in rein formaler Erweiterung der bekannten Definition der n-ten 
Wurzel für g e w ö h n l i c h e  c o m p l e x e  Zahlen allgemein j e d e  
Z a h l :

3  — Ö0 +  Ct± -+• Q2 i"2 +  • • •

verstehen, deren n-te Potenz  mit Zy zusammen fällt.
Da nämlich kraft der Formel (65) und den an sie ge­

knüpften Schlüssen nach Einführung der Hilfsgrössen:

2 9 4  Simony.

s=n
Qj +  Cl2-f-. . +Ct2 — bA,

»=n"

( — 1)* (n)2. o r 2*b; =  S .  X  ( _ 1 ) ‘  (n)2,+1 “ » ' 2‘_1 =  S ”
s = 0  s = 0

die Darstellungsweise:

3 ” =  Sn(ö1*1 +Ct2 i2+  . • • i,,)
gestattet, involvirt die Erfüllung der Bedingung: $ n Zx gemäss 
unserer Definition der Gl e i c hhe i t  zweier ?z-fach complexer 
Zahlen unmittelbar die (rc+1) Be Ziehungen:

Ö2ßn — j
welche ihrerseits die fortlaufende Proportion:

• • ft/« —  ..........

zur nothwendigen Folge haben, d. h. 3  als eine mit Zx com- 
planare Zahl charakterisiren. Sind aber die Zahlen: ,3 un  ̂ Zv 
complanar, so besitzen sie unter allen Umständen einen und
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denselben Inc l i na t i on s f ac t o r :  I7 dessen Absonderung in
3  der gesuchten Zahl jedenfalls die Form:

Q — p (cos £ + / sin t) 
verleiht. Die Anwendung der Gleichung (56) auf 3 n führt daher 
im vorliegenden Falle unmittelbar zu den beiden Relationen:

pn cos (n£) =  cos a} pn sin (n£) =  sin a,

deren Auflösung im Einklänge mit bekannten Resultaten der 
Theorie einfach complexer Zahlen eine einzige Substitution für p}

nämlich: p =  r\ und tt von einander verschiedene Werthe für 
cos £ + 1 sin 'C mit den Argumenten:

y, CC  ̂ Cf. ~f~ 2  Ti ^ Ct ~l~ 2  (tt l )  Tü
-1 — ) -i — ; • Cl! —
1 it * rt n

liefert. Hiemit erscheint zugleich die gesuchte explicite Definition 
von \y Z t vollständig präcisirt; sie lautet: Aus einer g e g e b e ­
nen w-fach c o mp l e x e n  Zahl :  Zx die n- teWurzel  ausziehen,  
heisst,  der s e l ben  im Ganzen rt —  j e d e r z e i t  n- fach com­
plexe Z a h l e n : 1

! (  cc T . a )  I  ( a  +  2 n  T . c c -+ -2 n )
rn < cos— h /  sin - } ,  m < cos------------ h I  sin----------> >
M n  nr M n n )

a +  2 (n— 1 ) jt T . cc +  2 (n— 1 )tt. r" { cos-----------------— h /s m --------- ---------—
M n  n

zuordnen,  so dass spe c i e l l  der n-ten Wurze l  aus axix 
+ « 2*2-+- . . .  -hanin f o l ge nd e s  Wer t hs ys t e m entspr i cht :

Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc. 295

5?r T . bn) 
2i  +  / S l ü 2H(’( V 4 ) "  { «OS g j  + 1 sin 2^(, ( V <*,)" { cos ^  +  7 siu

(\/dtf  | cos 0 2 = ^  +  /  sin

1 D ieselben verhalten sich kraft der in den Formeln (26) und (56) 
begründeten G le ich u n g :

a + 2f- . a-f-2fjr / a . y.\f 2t: . 2tt\I
c o s --------------1-  /  s in -------—  =  cos -  H- I  sm -  c o s ------h / s m  —

n n \ n nj\  n it /
zu einander wie die successiven Potenzen einer und derselben, v o n  a un-

2k 2tt
a b h ä n g i g e n ,  w-fach com plexen Zahl: c o s ------h /  sin — .

rt n
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296 Sim o n  y.

Gemäss dieser Definition kommen der n-ten Wurzel aus Zf:

\/Zf =  \ / c o s  ( m« ) + / s i n  (nt«)j, 
sobald m und n relative Primzahlen vorstellen, ebenfalls n — von 
einander verschiedene Werthe zu, welche aus dem Producte:

nt«+  21^tt . m« +  2 fr "  { c o s ----------  — f- I  s m --------------- /
1 ( lt n )

durch die Substitutionen: \ — 0, 1, 2 ,. . .n— 1 hervorg’ehen, sich 
aber auch direct auf die m-te Potenz von 3  beziehen lassen.

Zur Einsicht in die Art dieses Zusammenhanges führt die 
Überlegung, dass die n Werthe von 3 m als der m-ten Potenz eines 
Ausdruckes von der Gestalt:

a + 2 t n  . «  +  2 f . )
r. - cos-----— \-I s in --------------- M

1 / n n )
mittelst der s e l ben  Substitutionen für fj aus dem Producte:

nt« + 2 f.nur . m « + 2 f1nt~)r.n \ cos------------ -------h /  s in ------------  — t
M n  n )

resultiren. Da nun die Division von 0, nt, 2nt, . (n— l)m durch
n unter den bezüglich nt und n gemachten Annahmen lauter von 
einander ve rs c h i e d e ne  Reste liefert, können die, den beiden 
Quotienten:

nta +  2 tj tt n ta+ 2 t,m- 
n 7 n

für die erwähnten Specialisirungen von fj entspringenden Werthe
—  abgesehen von ihrer verschiedenen Reihenfolge —  nur um 
ganze Vielfache von 2 k  von einander differiren, welche Unter­
schiede für sämmtliche g o n i o m e t r i s c h e  Functionen derselben 
entfallen. Infolgedessen bestimmen die beiden, für \/Zf und 3 m 
aufgestellten Producte ein und d a s s e l be  Werthsystem, d. h. es 
ist allgemein:

(66) . .
Die vorliegende Gleichung lässt ausserdem klar erkennen, wie

m
die noch ausständige Definition der Potenz: Z f  formulirt werden 
muss, um die ursprünglich für positive ganzzahlige Exponenten 
abgeleiteten Relationen: (57), (58), (59), (60), (61) und (63) mit 
Hilfe de r s e l ben  Schlüsse, deren man sich zu diesem Zwecke
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in der Theorie der gewöhnlichen complexen Zahlen bedient, auf 
beliebige gebrochene Potenzexponenten ausdehnen zu können.

Verstehen wir näml i ch  in v o l l s t ä nd i g e m An­
schlüsse an die bekannte  Auf f assung  d e r Po t e nz g r ö s s e :

m in
r* unter Z jn di e  rt-te Wurz e l  aus Zf, so i nvo l v i r t  eine 
derart ige De f i n i t i on  kraf t  (66) z ug l e i ch  die  f o l g e n d e :

m
(67). Z ” = (\ 7 Z 7 )» ,

wonach die Rechnungsoperationen mit solchen Potenzgrössen, da 
sämmtliche Werthe von \/Zt mit Z 1 c o mp l a n a r  bleiben, auf 
gleichartige Operationen mit g anzzahl i gen  Potenzen compla- 
narer Zahlen zurückzuführen, und die gewonnenen Resultate 
wirklich in dem oben präcisirten Sinne zu interpretiren sind.

Auf Grundlage unserer letzten Definition ergibt sich schliess­
lich auch die Bedeutung der Potenzgrösse mit beliebigem irra­
t ional  en Exponenten: p :Z * , wenn wir hiebei von der, die 
betreffende Irrationalzahl definirenden Reihe von rationalen

Zahlen: — — ,. .ausgehen, und Zf consequent als Grenzwerth
%  nt, m2

der Grössenreihe: Z/% Z,̂ , .betrachten. Die Moduli und Argu­
mente ihrer einzelnen Glieder sind dann:

JSr, m1( « + 2 f 7 r ) - lg m8( « + 2 f f f )< 
tt, ’ °  n2 

( f  —  0 ,, 1 , 2, . . .  ttj 1 , itj; itj +  l , .  • it2 1 , n2, • . ) ,

so dass beim Übergange zur Grenze: p die Gleichung:

(68). . Z\ — r\{cos (p[a +  2f ?r]) +  /s in  (p [a +  2 f 7r])}

resultirt, 1 in welcher jedem positiven ganzzahligen Werthe von f 
ein charakteristischer Werth des Factors von r\ zugehört. Auf 
diese Art liefert jede Potenzirung von ZA mit i r rat i onal em 
Exponenten unendl i ch  vi e l e  w-fach c omp l e x e  Zahlen.

1 Die Gleichung (68) wird hienach durch d i e s e l b e n  Ü berlegungen 
begründet, w elche in der Lehre von  den e in fa c h  com plexen Zahlen (vergl. 
z. B. das 1881 zu Leipzig erschienene W erk  v. A . H a rn a  ck : „D ie Elemente 
der Differential- und Integralrechnung“ , p. 123, 124) die Feststellung der 
Bedeutung von j/-(cos <p i sin ?)}*> ermöglichen.
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Hiemit erscheint clie Discussion des Potenzbegriffes, inso­
wei t  de r s e l be  noch d i rec t  aus e l ementar en  a l ge b r a i ­
schen Operat i onen abzul e i t en  i s t /  vollendet, und begrün­
den clie Resultate unserer diesbezüglichen Betrachtungen nunmehr 
folgende Sätze:

(I) Die q-te Potenz einer beliebigen endlichen, n-fach com­
plexen Zahl: Zv wird, so lange ihr Exponent: q der beschränken­
den Bedingung: — o o  <  q <  +  OO unterworfen bleibt, aus­
schliesslich für q == 0 reel l ,  während sie für alle übrigen 
Specialisirungen von q, je nachdem dieselben der Reihe der 
ganzen oder gebrochenen oder irrationalen Zahlen angehören, 
eine e i nwer th i ge  oder mehrwerthige ,  beziehungsweise un­
end l i c h  v i e l we r t h i ge  n - f ach  c o mpl e x e  Grösse vorstellt.

(II) Die Regeln, nach welchen gleiche oder verschiedene 
Potenzen von Zx multiplicirt oder dividirt, beziehungsweise poten- 
zirt werden, b l e i b e n  für sämmt l i che  Wert he  von n die­
se lben und führen stets auf  Zahlen,  we l c h e  mit der 
g e ge b e n e n  Zahl  Zt c ompl anar  sind.

(III) Der Modulus von Z\ besitzt für jede hier in Betracht 
kommende Specialisirung von q nur einen e inzigen Werth: 
r\, so dass sämmtliche Punkte, welche der Zahl: Zx durch eine 
Potenzirung mit dem Exponenten: q zugeordnet werden, in einer

-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit von der Gleichung:
(69) . .  . q  +  c ; +  £* +  . . .  +£* =  f f  

liegen, z.B.  also für n — 2 Ob e r f l ä chenpunkt e  einer, aus 
demUrsprunge des betreffenden dreiaxigenCoordinatensystems 
mit dem Radius: r\ beschriebenen Kugel bilden.

Das Gesammtresultat unserer bisherigen Untersuchungen ist 
mithin ein relativ einfaches; wir sind zu der Einsicht gelangt, 
dass al le a l g e b r a i s c h e n  Gr undo pera t i o ne n  sich auf dem 
hier eingeschlagenen Wege uni verse l l  verallgemeinern lassen, 
wobei die Regeln, welche bezüglich der Ausführung dieser Rech­
nungsoperationen mit e i n fach  c o mp l e x e n  Zahlen gelten, nach 
Absonderung des Inclinationsfactors /  unmittelbar auf w-fach

i D ie Discussion cles allgemeinen Potenzbegriffes: z f 2 gehört bereits 
in die Theorie der w ichtigsten einfachen F u n c t i o n e n  eines ?*-fach com ­
plexen Argum entes.
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c o mp l e x e  c o mpl anar e  Zahlen übertragen werden können. 
Ausserdem haben die zur Feststellung der letzteren Thatsaclie 
dienenden Entwicklungen gelehrt, dass die Grösse /  bei a l l en 
in Betracht gezogenen Verknüpfungen derartiger Zahlen di e ­
selbe Rolle spielt, welche dem Factor i in der Lehre von den 
gewöhnlichen complexen Zahlen zufällt.

Wir überzeugten uns nämlich allgemein von der Giltigkeit 
der Gleichung: P  — — 1, bei deren Herleitung wir jedoch 
keineswegs genöthigt wurden, die U n t e r s c h e i d u n g s z e i c h e n  
ii} iz,. -in w i l l k ür l i c h  als i r g e nd  w e l c h e  neue i ma g i ­
näre Ei nhe i t en  zu def ini ren.  Es war vielmehr die erwähnte 
Relation nur eine logische Consequenz jener Verknüpfungsgesetze 
für die C o e f f i c i e n t e n  von I, welche aus unserer Definition 
des Productes zweier c o mpl anar er  «-fach complexer Zahlen 
für den Specialfall g l e i cher ,  « -fa ch  i mag i när er  Factoren 
resultirten. In demselben Sinne bilden also auch die specielleren 
Beziehungen:

l ̂  --- ---1 l ̂  1 l  ̂ --  ---111 —  -lj *2 —  1) • * vn —  ±

lediglich den analytischen Ausdruck jener Regeln, nach welchen 
die Coefficienten: (+ 1 ) ,  ( + 1 )  je  zweier g l e i c h e r ,  e i nfach  
i magi närer  Zahlen bei Ausführung der Multiplicationen:

K + i ) ^ }  S(+i )y>-  * - K + 1)*»H(+ !)*«}
mit einander zu verknüpfen sind. Dagegen wäre es widersinnig, 
die angeführten Relationen etwa noch als Be s t i mmun g s ­
g l e i c h u n g e n  für die Symbole: iZ). . . in zu betrachten; denn
da die letzteren, sachlich genommen, Unterscheidungszeichen für 
verschiedene Coord i natenr i cht ungen  vorstellen, darf man sie 
selbstverständlicher Weise nicht gleichzeitig mit Zal i len-  
grössen identificiren.

Von diesem Standpunkte aus muss schliesslich auch die 
bekannte, von A r g a n d 1 herrührende Auffassungsweise der ima­
ginären Einheit: i — \ / — 1 als der mittleren geometrischen
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1 A r g a n d  geht hiebei (G re rg o n n e ’s Annalen, IV. Bd. p. 135) von  
dem Analogieschlüsse aus, dass die unmittelbar evidente Proportion: 
(-+-1): (— 1) =  (— 1): ( + 1 )  auch zur Aufstellung der P roportion :

(4- 1 ) \[— 1 =  \[— 1 : (— 1) berechtige.
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Proportionalen zwischen der positiven und negativen Einheit1 

definitiv verworfen werden, welche Ansicht übrigens schon 
S e r v o i s 2 mit folgenden Worten nahegelegt hat : „Cette proposi- 
tion: ,1a quantite d= a\/ —  1 est une moyenne proportionnelle d e 
g r ande ur  et de pos i t i on entre + « e t — a‘ equivaut a ces deux- 
ci, dont une ( ±  a\ / — 1 moyenne de grandeur entre -ha e t— a) 
est evidente, et dontTautre (dr a\J— 1 moyenne de position entre 
-ha et ■— a) n’est pas prouvee, et renferme precisement le theoreme 
dont il s’agit. Cela est d’autant plus fächeux que tout le reste du 
memoire porte sur ce premier theoreme. Quant ä M. A rg  and,  il 
s’est contente d’appuyer cette proposition sur une sorte d’analogie 
et de convenance. Or, il me paratt que, lorsqu’il s’agit de fonder 
une doctrine extraordinaire, opposee en quelque sorte aux prin- 
cipes regus, dans une Science teile que l’analise mathematique, 
la simple analogie n’est point un moyen süffisant.“

§• 6 .

Zweite Verallgemeinerung der Addition.

Alle in den §§. 1 — 4 entwickelten universellen Verallgemei­
nerungen algebraischer Grundoperationen entsprangen einer rein 
a l g e b r a i s c h e n ,  in je drei Relationen gegebenen Charakteristik 
derselben für den Specialfall: n — 1, so dass die fraglichen 
Coefficienten des Resultates der betreffenden Grundoperation für 
den allgemeinen Fall w-fach c ompl exer  Zahlen immer erst 
nach Hinzufügung weiterer beschränkender Bedingungen vo l l ­
s tändig  bestimmt werden konnten.

Es liegt daher nahe, jene algebraische Charakteristik noch 
mit einer g eo met r i s c hen  zu combiniren, welche von Fall zu 
Fall die Aufstellung ebenso  vie ler  Gleichungen ermöglicht, als 
unbekannte Coefficienten vorhanden sind.

Zu diesem Zwecke gehe man von der Überlegung aus, dass 
alle, mit zwei e infach c ompl ex en  Zahlen: Zp Z2 vorgenom­

Die schärfste Kritik dieser Behauptung findet sich in dem 1884 zu 
L eipzig  erschienenen W erke von Dr. E. D i ih r in g  und Ulrich D ü h r in g :  
„Neue Grundmittel und Erfindungen zur Analysis, A lgebra , Functionsrech­
nung und zugehörigen Geom etrie“ , p. 30, 31.

2 S. h. G e r g o n n e ’s Annalen, IV. Bd., p. 228, 229.
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menen Rechnungsoperationen denselben ausschliesslich solche 
Zahlen zuordnen, we l c h e  mit Zv Z2 und dem N u l l pu n k t e  
des Z a h l e n s y s t ems  einer und de r s e l be n  Ebene  a n g e ­
hören. Betrachtet man nun das eben präcisirte Merkmal als ein 
universel l es ,  d.h. als eine auch für « - fach c o m p l e x e  Zahlen 
geltende Eigenschaft des Resultates jeder Rechnungsoperation, 
so ergeben sich für sämmt l i c he  algebraische Grundoperationen 
gewisse analytisch-geometrische Bedingungsgleichungen, deren 
typische Formen durch folgende einfache Erwägungen erhalten 
werden:

Denkt man sich in der hier angenommenen («+ l)-fa ch  aus­
gedehnten Mannigfaltigkeit irgend eine, den Ursprung 0  durch­
setzende Ebene gegeben, so wird dieselbe allgemein durch («— 1) 
lineare Gleichungen zwischen (« + 1 )  veränderlichen Coordinaten: 
K0, £l ; . .£»1- 1, Kn analytisch beschrieben, welche im vorliegenden 
Falle für die Coordinaten des Punktes 0  in Identitäten übergehen 
müssen und infolgedessen stets die Darstellungsweise:

-̂ o ^0 Kn — 1 +  CqKu =  -̂ 1 1+ — 0;
. . . An—2Kn—2 +  Bn—2 Sn—1 +  Cn~2 Kn — 0

gestatten. Die weitere Forderung, dass jene Ebene überdies die, 
den beiden «-fach complexen Zahlen: Z1; Z2 zugeordneten Punkte: 
Mv Mz in sich aufzunehmen hat, liefert mithin nach Einführung 
der Abkürzungen:

(l$bn ttn̂ s — hs )  ̂n—1 6̂- (̂ sbn—1 —
die nachstehenden, von allen unbestimmten Coefficienten be­
freiten Relationen:

 ̂n—1 h-Q̂ n—1 — kn—l£i  ̂\ Kn—1 — Kn j
• kn—1 Kn—2 kn—2 Kn—1 —  ̂n—2 kn,

deren constante Parameter, da die Determinanten;

as as bs bs n, bs

dn—1 —1 bn—1 b,i—l (in—1 bn—1

((■n &n bn bn ((?i bn

infolge der Gleichheit je  zweier Colonnen identisch verschwinden, 
für j e d e n  in Betracht  komme nde n  Werth von s den Be­
ziehungen :
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( f l j l n - i  ( l n - i h  ~  U -nh i

\bshn̂  —  bn̂ h s =  bnks 
Genüge leisten. Hiemit erscheinen zugleich Anzahl und Typus 
der fraglichen Bedingungsgleichungen bestimmt; denn sobald das 
Resultat irgend einer operativen Verknüpfung zweier «-fach 
complexer Zahlen die früher ausgesprochene Eigenschaft besitzt, 
müssen seine Coefficienten: x 0, x v . x n, an Stelle von £0, ^  . £„
substituirt, natürlich auch die zwischen diesen Grössen vorhan­
denen Relationen befriedigen, d. h. für s =  0, 1, 2,. . .n— 2 die 
Bedingung:

(70). . hn—i x ,— h,xn_ x — k,xn

erfüllen. Es sind demzufolge für jede algebraische Grundoperation 
nur mehr zwei  Er g änz u ng s g l e i c hun g e n  zulässig, bei deren 
Auswahl wir speciell in Bezug auf das Addiren und Multipliciren 
gemäss unserer dritten, eingangs aufgestellten Forderung lediglich 
auf jene Relationen beschränkt bleiben, welche die Commuta-  
t ivi tät  beider Summanden respective Factoren analytisch, aus- 
dritcken. Auf diese Art erhalten die früher als Fu nd a me nt a l ­
b e d i n g u n g e n  verwendeten Modulformeln gegenwärtig den 
Charakter a c c e s s o r i s c h e r  Gl e i chungen  und können daher 
bedingungsweise ihre Giltigkeit verlieren, ohne deshalb die 
Brauchbarkeit der betreffenden universellen Verallgemeinerung 
aufzuheben.

Ausserdem ist leicht darzutliun, dass das a l l gemei ne  
Problem der Coefficientenbestimmung in der Folge nur die Auf­
lösung von je zwei Gleichungen mit zwei unbekannten Grössen 
erheischen wird.

Bedient man sich nämlich —  unter u, v zwei beliebige 
variable Hilfsgrössen gedacht— durchgängig der Substitutionen:

( x Q — a0u +  b0v, x\ =  ax u-\-bx v,
 ̂ x z — u —f- bz Vy. . ‘ Xn — anu +  bnv, 

so verwandelt sich (70) in:

(ßn hn—i ft«—i h* —  (in /i.s) u -f- (bs hn—\ —  bn—̂ hs —  bn ks)v ~  0,

woraus mit Rücksicht auf die Beziehungen (p) hervorgeht, dass 
die jeweiligen Bestimmungsgleichungen der betreffenden Coeffi­
cienten i nsgesammt  befriedigt werden, falls man die beiden,
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der (n— l)-fachen Fundamentalbedingung (70) zugesellten E r­
g ä nz u ng s g l e i c hun g e n  durch passende Wahl von u und v 
erfüllen kann.

Dieselben besitzen speciell für die erste a l gebra i s che  
G r u n d o p e r a t i o n  eine ungemein einfache Gestalt, indem die 
Einführung der Substitutionsreihe (q) in (5) und (6) augenschein­
lich die Relationen:

(71). . .r\u-\-mv — (72). .mu +  r — r\+m

nach sich zieht, welche nur eine einzige Lösung: u — v — 1 
darbieten.

Hieraus wird ersichtlich, dass die expl i c i t en  De f i n i t i o n s ­
g l e i chungen  beider Verallgemeinerungen der Addition voll­
ständig mit einander comcidiren, und bleiben daher die in §. 1 
aufgestellten Hauptsätze (I), (II) und (III) auch für die zweite 
Generalisation allgemein giltig.

§• 7.
Zweite Verallgemeinerung der Subtraction.

Führt man die in §. 2 angegebene Buchstabenvertauschung 
zunächst in der (n— l)-fachen Fundamentalbedingung (70) aus, 
so kann die hiebei erhaltene Relation:

M>s (ßn i'/i—1 bn—1 Jw) n̂—1 (ßn J-ra) — (ßs i'm—1 bn—1 £«)

kraft den Bedeutungen von hs, Jcs und x unmittelbar in:

(73). ‘ hn—i £n—i — kg

transformirt werden, wonach den fraglichen Coefficienten: 
£o> Ei? • • -E» des Resultates der Subtraction ebenfalls die Formen: 
aQu -+- bQv, dyU-hbyV,. . anu-\-bnv zukommen, und die charakteri­
stischen Bestimmungsgleichungen für u, v hier aus (5) und (6) 
durch Vertauschung von:

ft-Qj ftj, fl«) &o, äsy) • • •3'n mit.
(IqU—{-b^vj dyUbyV ,. . • (int i b nv ’i c(,q, • - (in

hervorgehen. Einige leichte Umformungen der beiden diesbezüg­
lichen Resultate liefern dann die Relationen:
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(74 ) . . m  u + r\ v —  in— r\ ,

(75). . ?,2« 2 +  2 m u v  +  r 2v 2— r\ u — m v  =  r\ — m ,

Sim ony.

aus welchen sich für u und v schliesslich die quadratischen 
Beziehungen:

p q u ( i i — 1 )  =  0 , p q { r \ v z —  (in  —  2 r 2) v  —  (m — r 2)} =  0 

ergeben. Den Wurzeln der letzteren:

von welchen jedoch nur das erste die im Begriffe des Subtrahirens 
gelegene Forderung: (Zt —- Zz) -+- Zz =. Zx erfüllt. Infolgedessen 
resultirt für die Differenz: Zx— Zz auch hier lediglich die Formel
(12), d. h. d i ese l be  e x p l i c i t e  D e f i n i t i o n s g l e i c h u n g  der 
Subtraction, zu welcher wir durch Auflösung der in §. 2 abgelei­
teten Relationen gelangt sind.

Zweite Verallgemeinerung der Multiplication,

Als implicite Definitionsgleichungen dieser Grundoperation 
dienen hier die (ii— 1)-fache Fundamentalbedingung (70) im 
Vereine1 mit den Beziehungen (18) und (19), aus welchen bei

1 Combinirt man (70) und eine der beiden Relationen (18) und (19), 
z. B. (18) mit (17), so ergeben sich für die fraglichen Coefficienten des P ro ­
ductes: Z XZ 2 die beiden reellen W erthsystem e:

2

entsprechen die beiden Werthsysteme:

Jo ~  ̂ 01 El — ttl 1̂ ?•••£» — Un bn 5

§• 8.

a A —(öi>-2—â m) C?2 
p q ’

6o+ (h r\—aom) \ l  — , = a 1b0-h(b1r\— a1m) s j h .
' na ▼ nnpq '  pq
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Benützung der Substitutionsreihe (q) für u und v die beiden 
linearen Relationen:

( 7 6 ) .  .r\u+m v — bQr\, ( 7 7 ) .  . .m u + i*v  =  aQr\

hervorgehen. Die den letzteren zugehörigen Werthe von u und v:

rz rz
u -  y q (p0r\— aQm), v = - ^ ( a 0r\— bQm)

Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc. 305

enthalten ausschliesslich die Grössen: a0, b0, m, rv r2, so dass die 
Aggregate: a0u +  b0v, ax u +  bt v, anu +  bnv bereits in ihren 
ursprünglichen Formen der vierten,  eingangs aufgestellten For­
derung genügen und daher eine zweite, wesentlich neue universelle 
Verallgemeinerung des Multiplicirens begründen. D i e s e l be  de- 
finirt das P r o d u c t  ZXZ% auch für d i p l anare  Fac toren  als 
eine e i nwer t h i g e ,  höc h s t e ns  «-fach  c o mp l e x e  Zahl :

00q +  OG| l̂  "4“ «2/̂  ”1“ • • • 7̂i j

deren Co e f f i c i e n t e n  s i ch j e d e r z e i t  rat ional  durch a0, av  
..  .an; b0, bv . . .bn aus d r üc k en  lassen und, wie beider ersten 
Generalisation, in drei verschiedenen Formen dargestellt werden 
können.

Ihre erste, einfachste Darstellungsweise besteht in den 
Gleichungen:

_ b ad"r\ +  alld’rl _ b {d" r\ + a xA'r\
» “  pq ’ 1 “  pq

__bz d" r\ +  a2 d! r\ ^ __ bn d" r\
X n ----  1 • • ----

2,  . . .  ----  ,
pq pq

welche insgesammt die beiden Hilfsfunctionen;

d! — bQr\ — aQ m, d" — a0r\ —  b0m

welche die Forderung der Commutativität beider Factoren : Z1} Z2 augen­
scheinlich nicht erfüllen und s e l b s t  fü r  c o m p  la n a r e  Zahlen von den 
Kennern: p , q abhängig bleiben. In folge des letzteren Umstandes ist es 
natürlich auch unm öglich, die in den Fällen : p  > 0 ,  q =  0 respective^? =  0, 
q >  0 eintretende Unbestimmtheit bei sämmtlichen Coefficienten zu beseiti­
gen, so dass eine nähere Untersuchung dieser Verallgem einerung des Multi­
plicirens nur in theoretischer Hinsicht einiges Interesse bieten würde.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. X C I. Bd. II. A bth . 20
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enthalten, aber noch keine tiefere Einsicht in die Beschaffenheit 
von x 0, xv . .xn gewähren.

Eine solche wird vielmehr erst durch jene Relationen ver­
mittelt, welche sich nach Einführung der Differenzen: d, dv d% in 
xQ}xv . .x n ergeben:

VI
xQ =  a0 b0— d + — (di dz- d z),

Ui
x t ~  a 1 6 0 +  « 0 6 1 +  —  \bQ((hd— b ^ + a ^ d - a ^ ) } ,

771
xz t=z a% b0 - f - a0 b% 1 ^vß'\)ao (P%d « 2^ 2)| >

IM
ffin —  bfj (̂ b̂n ^ d  bndf)+ a0(bnd

Dieselben lehren nämlich unter Hinzuziehung der Identität:

1 1 __2 m
P 9 ~  P I  ’

dass x0, xx, . . ,xn mit x'0, x " ; x[, x ’[ ; .  .x'n) x[[ durch die ein­
fachen Formeln:

a?0 =  i  «  +  < ) ,  oDt ~  i  {x\ +  x ’l),

xz —  g  (x2 +  X.£ ) , . . .  Xn —  g" ip̂n ■+■ xn)

Zusammenhängen, d. h.: d ie  Coe f f i c i e nt en  des Pr o d u c t e s  
zwe i t er  Art sind die  ar i thmet i s chen Mittel  aus den 
g l e i c h n a mi ge n  Co e f f i c i e n t e n  des Pr oduc t es  e rs ter  Art  
und st immen i n f o l g e d e s s e n  bei  c ompl anar en  F a c t o r e n  
vo l l s tänd i g  mit den l e tz teren überein.

MitHilfe dieses Satzes kann nunmehr auch die dritte, gonio-  
metr i sche  Darstellungsweise von x0, x1} xn direct auf 
Grundlage der correspondirenden Gleichungen für x'0, x"  ; x \ , x'[\ 
. ..x 'n, x'n gefunden werden, wobei man fast ohne Rechnung 
folgende Resultate erhält:

x0 — » ' ^ ( c o s 2 r — COS2 a)} xx — ^ ^ ( C O S  r  COS T±— COS a COS f f j ) ,

306 Sim ony.

x n — rt rz (cos t cos rn— cos a cos an).
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Transformirt man dieselben in:

x 0 =  cos r) (r2 cos r) —  (r2 cos a) (rx cos a), 
x x — (?’t cos t) (j’2 cos Tt) —  (r2 cos o) coso^),

x n — (Vj cos r) (r2 cos Tn) —(r2 cos a) (i'x cos <7W),

so wird eine weitere Eigentümlichkeit des Productes zweiter Art 
ersichtlich; denn da <7 , gv . . <jw; r, tv . .rn gemäss früheren Be­
trachtungen als Winkel zweier gerader Linien mit den Halbaxen 
OJ0, OJv . . OJn aufzufassen sind, repräsentiren x 0, x v . . ,x n zu­
folge unserer letzten Ergebnisse stets b i n o mi s c h e  a l g e b r a ­
ische Summen von Pro j ec t i onen der be i den  Radien-  
vec t oren:  rx) rz auf  zwei  o r thogona l e  A x e n s y s t e m e  
mit g l e i c h e m Urspr ünge :  0, welche nurfürw =  l mit dem 
gegebenen Axensysteme zusammenfallen, hingegen für alle übri­
gen Werthe von n erst durch Drehung um 0  mit demselben zur 
CoTncidenz gebracht werden können.

Es erübrigt jetzt noch die Berechnung des Modulus: r von 
ZjZj,, welche nach Verwerthung der Identität:

dmr\+d!h'\-\-2d,d,,m—pq(b\r\ + i^ ? ’2 —  2 a0b0m)—pq(b0d' +  a0d/r) 

für r den interessanten Ausdruck:

Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc. 307

(78). .r  =  rxrz ^
' 60 d! +  a0 d"

H
liefert. Hienach bleibt der Modulus des Productes zweiter Art 
kraft der weiteren Identität: 1

p q —(bQd '+ aQd") ~  dxdz—d* —

— ( ---■ • 1 ~t~(fln—2bn— Unbn—2)** +
-f- (an—1 bn cin bn—1)

nur für: axbz — az bv axb3 — a3bv  . . . an_ xbn — anbn—X d. ll. bei 
complanar  en Factoren gleich rxrz, während er für diplanare 
w-fach complexe Factoren stets zwischen 0 und rxrz gelegen

Dieselbe lehrt zugleich, dass jedes Product von der Gestalt : 

( o f + o f - K  . . + « * )  ( f t f + Ä i - K  . . + J * )  

als Summe von ^ (n2— « + 2 )  Quadraten dargestellt werden kann.

20 *
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ist1 und für «0 — bQ — 0, pq >  0 d. h. für d iplanare ,  « - f a c h  
i maginäre  Factoren sich auf Null reducirt.

Die letztgenannte Eigenschaft lässt zugleich die hervor­
ragendste Eigenthümlichkeit des Productes zweiter Art klar 
erkennen; denn sie involvirt mit Notwendigkeit die Folgerung, 
dass ein Product zweier diplanarerFactoren verschwinden kanu, 
ohne  dass einer der be i den  Fa c t o r e n  g l e i ch  Null  wird.

Um im Anschlüsse hieran auch jene Eigenschaften kennen 
zu lernen, welche die zweite universelle Verallgemeinerung des 
Multiplicirens in ihrer Anwendung au f mehr als zwei  « - f a c h  
c o m p l e x e  Zahlen besitzt, empfiehlt sich des leichteren Ver­
gleiches wegen derselbe Entwicklungsgang, durch welchen wir 
im §. 3 zu den Hauptsätzen (I*), (II*) und (IIP) gelangt sind.

Wir beschränken uns demgemäss im Folgenden gleichfalls 
auf die Ermittlung von A und P  für drei beliebige b i c o m p l e x e  
Zahlen: Zv Zg, Z3, wobei hervorzuheben ist, dass die in A und P  
auftretenden Producte: ZxZt , Z{Zz, Z2Z3, nunmehr als Producte 
zweiter Art lauter  e i nwer th i ge  bicomplexe Ausdrücke.

x  +  y il -hz iz , x ! + y' i{ 4 -  z' i t , x " + y" +  z "  i2 
mit den Modulis:

repräsentiren und bei den hier durchzuführenden Rechnungen 
am zweckmässigsten in den Formen:

verwendet werden.

i Für n — 2 ist dieser Satz auch einer a n s c h a u l i c h e n  geometrischen 
Interpretation fähig, indem die bicomplexe Z a h l :
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Auf Grundlage dieser Darstellungen ergibt sich, zunächst 
für A folgende Gleichung:

(79). A =  +
(pxq i pzqz r l r's — m,i) 

ihxk{m{ hzkzmz h'k'm' )
'• PiQi +  Pzfh  rh'l—m'2) h
ihillmi hzlzmz h'l'm' ) ,
< M i  +  P%(h  rh*—m,%) hi

d. h. A ist für die zweite Verallgemeinerung stets eine e inwer-  
thige,  höchstens bicomplexe Grösse, welche nur für hx — hz — 0, 
also unter dens e l be n  Be d i n g un g e n  verschwindet, unter 
welchen sich die Beziehung (29) auf: A =  0 reducirt hat.

Während hienach zu einer übersichtlichen Formulirung von 
A keinerlei neue Hilfsfunctionen erforderlich waren, können die 
drei, im vorliegenden Falle resultirenden Darstellungen von P, 
nämlich:

(Zt Z2) Z3 =  (x) +  (;y) +  (z) iz, (Z{ Z3) Z2 =  (x') +  (y1) ix -+- (zr) iz, 
(Z2 Z3) Zx — (x") +  (y") it +  (*") iz

nur dann in leicht discutirbaren Formen wiedergegeben werden, 
wenn man ausser den bereits definirten Aggregaten: («), (6), (c) 
noch folgende fünfzehn Hilfsfunctionen1 einführt:

(A) rr (axhz +  azhf)pq-\-{c3k— b3l)hm,
(Ät) =  {ii3h aihz)p lql + (c zkl bzlr)hx mv 
(hz) — —  (^2/i1 + rt3% 2<72 +  (c1/t2— bxlz)hzmz ;
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(Ä*) =  (a[kz -+- azkx +  c3m) pq -+- (a3l— c3h) hm,

(A'i) — iŜ k̂ ^1̂ 2 2̂̂ l )P\*ll (^2̂ 1 2̂̂ l) 1̂̂ *17
(kz) — — (azk[ +  a3k— cxmz) pzqz +  ((ixlz— c1hz)hzni2;

offenbar dem Halbirungspunkte jener Sehne zugehört, w elche die, den 
Zahlen: x 1-\-y1i1- h z l io, correspondirenden Punkte einer
Kugelfläche von  dem Radius r t r 2 verbindet.

1 Dieselben sind im Gegensätze zu den, für das P roduct erster A rt 
erforderlichen Hilfsfunctionen: (h'), (/^), (h'z)\ . . .  i\7//, N{', N'z', insgesammt 
r a t i o n a le  Ausdrücke der Coefficienten von Z v Z.,, Z3.
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(/) ( f f /2 +  « 2̂ — b3m)pq-h(b3h— a3k)hm,

ißi) — ^1/2 bz™i)Pi !?i (^2̂ 1 cizk^)hxmv
(Ji) — (rt2̂ I _f” U3l~̂~ bimz)Pztfz~̂ ~(Plhz ftjÄ’g)/igW?2 |

310 Sim ony.

(?n) =  («1?w2 +  «2?w1— a3vi)pq +  {a3h +  b3k-hc3l)Jmi, 
(nix) =  (a3m +  axmz— azml)p xqx-{-(azlii -{-bzkl -hczll)h imv 

(mz) r= («2w?t + « 3?w— (iimz)l\(h  +  (aJh +  ̂ i '̂2 +  ct 2̂) K nh i

iY =  (kz-hlz")p qr\r\r\ —  (w?)2, Nx — [k\ +  l^ p ^  r\r\r\ —  (m j2, 
iV2 r= {kl +  l^pzq%r\r\rl —  {mzf .

Diese Ausdrücke sind den Grössen: h, hv  A2; pq, p xqv 
pz qz insoferne verwandt, als sie mit einander durch analoge 
Identitäten und zwar:

a3(h) -+- b3(Ic) +  c3 (l) =  0, x  (A) + y (/c)+ z (7) =  0, 
(A)2+ (/c)2+ ( f ) 2 =  iV;

+  X' (Jly)+y ' +  (l{) — 0,

( K y + W + i h Y  =  ;
ai Qlz) +  bx(kz) +  q  (lz) =  0, x ,,(Jii)+ y " (k z)-t-z,/(lz) — 0,

(hzy + ( k zy + ( i zy  =  Nz

Zusammenhängen; überdies besitzen speciell clie Aggregate: (A), 
(AJ, (A2) ebenso wie h, hv hz die Eigenschaft, für alle com- 
p l anar en  bicomplexen!Zahlen der Null gleich zu werden.

Es erscheint deshalb geboten, in den ursprünglich für (x), 
(y), (z) etc. erhaltenen Eesultaten alle mit (A); (At), (A2) multi- 
plicirten Glieder von den übrigen zu sondern, womit die nöthige 
Directive für die definitive Gestaltung der fraglichen Coefficienten 
gegeben ist. Dieselben gewinnen hiedurch die übersichtlichen 
Formen:

0 )  =  («) +  ~ ( a 3h b3k c3l) +  -hp Ĉ -,

(;y) =  (6)— V i c2+  ^ ( 6 3a + « 3ä )+  - ^ y n\
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aus welchen unmittelbar hervorgeht, dass Psich für h—h{— h%—0 
wieder in jene einwerthig ’e bicomplexe Grösse : (^) +  (j/)?!1 + (z )i% 
verwandelt, deren Coefficienten in §. 3 durch das Werthsystem
(I) bestimmt worden sind. In diesem Falle ist P  also auch com- 
mutativ, associativ und distributiv in Bezug auf die charakteri­
stische Ebene seiner Factoren.

Wird ferner ein Factor reell, während die beiden übrigen 
irgend welche d i p l anar  e bicomplexe Zahlen vorstellen, so bleibt 
P zwar noch e inwerthig ,  commutativ und associativ, aber nicht 
mehr distributiv, und im allgemeinsten Falle drei er  d iplanarer  
bicomplexer Factoren repräsentirt dieses Product eine drei- 
werthige ,  weder commutative noch associative Grösse.

Es unterscheidet sich übrigens von dem, nach der ersten 
Verallgemeinerung gerechneten Producte: P  nicht allein durch 
die geringere Anzahl seiner Werthe, sondern auch darin, dass 
j e d e m d e r s e l b e n  ein char akter i s t i s cher  Modulus zu­
kommt.  Bildet man nämlich unter Zuhilfenahme der für (II), (Je), 
(il) etc. bestehenden Identitäten die Wurzelgrössen:

V/ (* )*+ (y )*+  (*)*, V W +  W Y + V Y ,  v V ' ) 2+ ( 2/ T +  (*")*,
so ergeben sich der Reihe nach die Ausdrücke:
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«+*JS  !(* ,?+ (* ,)
V  }A5 +  Ä* +  /J} {(Äi)2+ (*ij*  +  Ä )2

1 2 3V  {̂ 8 +  ̂  +  ?} {(^g)* +  (^2)* +  (^ )2} ’

welche für 7i, 7 ,̂ hz ^  0 offenbar insgesammt von einander ver­
schieden sind und ihrerseits noch folgende wichtige Thatsache 
analytisch präcisiren:

Der Modulus jedes, aus drei d i p l anaren  bicomplexen 
Zahlen gebildeten Productes ist stets  k l e i ner  als das Product 
der Moduli seiner Factoren.

Die inductive Verallgemeinerung der hier gewonnenen Re­
sultate führt schliesslich zu nachstehender Charakteristik der 
zweiten Greneralisation des Multiplicirens in ihrer Anwendung 
auf beliebig viele «-fach complexe, beziehungsweise «-fach ima­
ginäre Factoren:

(I). Sind die mit einander zu multiplicirenden Factoren lauter 
di planare,  «-fach complexe Zahlen: Zv  Z2, Zs, so besitzt

deren Product: Ps im Allgemeinen /) «-fach complexe Werthe.
u

Dass e l be  v er s c hwi nde t  dagegen  ident i sch,  s oba l d  sich 
die reel l en Besfcandthei le von Zv Zg, Z6 auf  Nul l  
reduc i ren.

(II). Für c o mp l an a r e  Factoren, mögen sie nun «-fach 
complex oder «-fach imaginär sein, bleiben die Verknüpfungs­
gesetze ihrer Coefficienten in beiden Verallgemeinerungen1 die ­
selben.

1 D iese Verknüpfungsgesetze gestatten übrigens auch eine, für die 
z w e i t e  universelle Verallgemeinerung des Multiplicirens c h a r a k t e r i ­
s t i s c h e  Interpretation. B ildet man nämlich das Product der beiden w-fach 
com plexen Zahlen: Zv  Z2 nach den, für reelle algebraische Polynom e g e l­
tenden Multiplicationsregeln, so liefert das erhaltene R esultat:

® 0 “t- • • '

^i) ^2) ii~h • • • H~(öm bn) in ■+-

“t_(ö!2^l4_ö1^2)iVi'2'̂ _ (rt3̂  1—I—̂ i^3)*i*3—I— • • • ~\~{ftnbn—1 ~\~0.n—1 Ön) in—1 in >

da z'^2, i1ii , . . . i n—iin  in der zweiten Generalisation als Producte d ip la -  
n a r e r ,  einfach imaginärer Zahlen identisch verschwinden, und i\, i . .ift 
w ieder mit der negativen Einheit zusammenfallen, direct den, für co m -
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(III). Die Moduli sämmtliclier Werthe des Productes Ps haben 
zur unteren gemeinsamen Grenze die Null, zur oberen hingegen 
das Product der Moduli seiner Factoren, und liegen daher alle, 
jenen Werthen zugeordneten Punkte in einer endl i chen,  
(w+ l ) - f a c h  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit, deren «-fach 
ausgedehnte Begrenzung durch die Gleichung (34) analytisch 
beschrieben wird.

§• 9.
Zweite Verallgemeinerung der Division.

Indem wir die in Frage stehende Generalisation wieder auf 
Grundlage der Forderung aufzufinden suchen, dass das Product 
aus Quotient und Divisor mit dem Dividend übereinstimmen 
müsse, ergeben sich die allgemeinen i mpl i e i t en  Definitions­
gleichungen des Dividirens durch Vereinigung der («— l)-fachen 
Bedingung (73) mit jenen beiden Relationen:

ftoi'o +  Cllh  +  • +  Clnb i — K  (j;2 +  i'i +  • • . +  £?»),
m — r\i0

welche aus (18) und (19) durch die in §. 2 präcisirte Buchstaben­
vertauschung hervorgehen. Es sind daher £0, auch hier
gewissen binomischen Ausdrücken: a0u-hb0v, alu +  b1v,...anu +  bnv 
äquivalent, deren gemeinsame Argumente zwei Gleichungen:

(80). . r\(a0 u +  b0 v) =: m,
(81). .b0(9'xui +  2muv +  rzvi) — r^u +  mv

zu genügen haben. Ihre Auflösung liefert nach Einführung der 
Hilfsfunctionen: dr, d" für u und v die Werthe:

„  _  0  „ -  J !L . „  -  b« n + d " m  _  d " r ]
60r l ’ U* -  rl(t,0d '+ % d"y ^  -  rH b.d '+a.d")’

p la n a r e , w -fach com plexe Factoren festgestellten W erth  von rl x Z2. Es 
wird demnach das erwähnte Product im letzteren Falle s e l b s t  in  B e z u g  
a u f b]i1] cioio, . . anin, bnhi d i s t r i b u t i v  und besitzt speciell für
n =  3 nicht nur kraft der fortlaufenden P roportion :

&i : == • ög
d ie s e lb e n  Coefficienten wie die correspondirende Specialform  des Quater- 
nionenproductes: q^.?, sondern kann auch in analoger W eise aus den Be­
standteilen  seiner Factoren abgeleitet werden.
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so dass den fraglichen Coefficienten des Resultates der Division 
durch deren implicite Bestimmungsgleichungen vorläufig zwei 
Werthsysteme:

. m . b.m . bzm bnm
Eo — y i } h  — y p . > h  — ^  — Yr*  ’

‘  'i u 0 * ‘Z Uo ' z  0 2

314 Simony.

_  a0b0 pq —  d" (b0 r\ — a0 m) _  i n  

r\(b,d' +  aQd»)

r//_  avbQpq— d"(bxr\— a1m) _  azbQp q ~ d 'l{bzr\— azm) 
1 _  r\{bQd '+ a Qd") ’ rl(bQd' +  aQd")

„ _  an b0 pq— d" (bn r\— an m) 
hl ~  rl(b0d' +  a0d,f)

zugeordnet werden, welche bereits in ihrer ursprünglichen Ge­
stalt als —  im Sinne unserer vierten,  eingangs erhobenen For­
derung —  universel l  zu bezeichnen sind.

Dessenungeachtet ist das erste der beiden Werthsysteme, 
weil seine Anwendung auf zwei einfach complexe Zahlen: 
ax -+- bx iv az -f- bz die, unserer zwei ten Forderung zuwider­
laufende Gleichung:

bz(tixoz +  b̂ b̂ ) . 
az +  bzix ~  a\-\rb\ +  az {ii\ b\) ^

nach sich zieht, definitiv auszuscheiden, und repräsentirt mithin 
der Quotient zweier «-fach complexer Zahlen kraft der zweiten 
Generalisation des Dividirens eine im Al l geme i nen  einwer-  
thige ,  höchstens  « - fach c o mpl e x e  Grösse:

Eo + Ei/ *'i + E z  h  +  • • • + E m 4 ?

deren Coe f f i c i enten  wie j e ne  des Pr oduc t es  zwei ter  
Art  insgesammt  rat i onale  Funct i onen von «0, ai r  .an\ 
b0, bv . . .bn vorste l l en.

Analog wie in der ersten Verallgemeinerung wird auch bei 
der zweiten eine formale Trennung der Quotienten complanarer 
und diplanarer Zahlen möglich, sobald man in die für j " ,  %'{,. . .j»  
gegebenen Ausdrücke die Hilfsfunctionen: d, dv dz einführt und 
hiedurch zur zwei ten Darstellungsweise des zu discutirenden
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allgemeinen Quotienten übergeht. Es verwandeln sich nämlich die 
diesbezüglichen Resultate:

i'o ■— pF {aob0 +  d),

l "  =  7 i|(«i*o— "o4!) ( i +  i»«il + i;rfs_ 2a060rf) —
m  [ö0 (cit d— bx d { )  4 -  aQ (b { d — a x dz) ] j 

b l d . + a l d ^ a ^ d

i-'! =  -J f a j —  a„K)  ( l  +  4srfi+^ _ 2 « 0A0rf.

m [60 (an d— bn d{) 4 - aQ (bn d— an dz)]
b\di +  a*rfg— 2«0ft0rf

für complanare Zahlen infolge des Verschwindens der Differenz: 
dyd%— d% und sämmtlicher Factoren von aQm, b0m unmittelbar in 
das Werthsvstem (o), w o n a c h  die Di vi s i on  zweier  com- 
planarer  Zah l en  in beiden V e r a l l g e m e i n e r u n g e n 1 den- 
s e l b e n R e g e l n  unterworfen bleibt.

Infolgedessen genügt es, bei der dritten, g oni ometr i s chen  
Darstellungsweise von Zt : Z2 lediglich d i p l anare  «-fach com­
plexe Zahlen in Betracht zu ziehen, für welche die ursprünglich 
sich darbietenden complicirten Formeln erst dann übersichtlich 
werden, wenn man ausser den bekannten Hilfswinkeln 6 und r 
noch ( « 4 - 1 )  weitere, den Gleichungssystemen:

cos Ci— cos ß cos 0 COS cc.— cos ß. cos 9
----------- — i---------=C0S<7, —---- --------------------- =COSffpsin Q sm 0 1

cos an— cos ßn cos 6
. -------------:— y---------- =: COS On\sin 6 ’

cos ß— cos cc cos 0 cos ß,— cos a, cos 6-----  ---- :—  ----------: COS f, ------—----;— —i---------- n: COS r ,,sin d ’ sm d v
COS ßn---COS Cin COS Q. . ----- 1----- -r—r-----------== COS fnsm 0

1 Hiezu sei noch bemerkt, dass beide Generalisationen, falls die b e ­
treffenden complanaren Zahlen speciell d r e i fa c h  com plex sind, für die 
Coefficienten von Z1 : Z2 d i e s e l b e n  Verknüpfungsgesetze liefern, welche 
im Quaternionencalcul für die Coefficienten von q1 : q2 nach Einführung der 
Bedingung: a1 : a2 : a3 =  b1 : b2 : b3 resultiren.
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entnommene Hilfswinkel: 5; ?p r2,. benützt. Auf diese Art 
gelangt man zu den Ergebnissen:

E =  — --------- 2---- 1---------------a----- sin -W >rz \ cos2 r— cos öc cos ß ) 2
rx /cos an cos ß— cos a cos t,A . 2 b

und sei im Anschlüsse hieran noch bemerkt, dass a, gv än\

cos2ä + co s251 +  ... +  cos2CT„= 1, cos2? + c o s 2r1 +  ... +  cos2rMzz: 1 

befriedigen.
Um endlich auch den Modulus: r des allgemeinen Quotienten 

kennen zu lernen, gehe man auf die erste Darstellungsweise seiner 
Coefficienten zurück und verwende zur Umformung der Summe 
ihrer Quadrate die einfache Identität:

wodurch r zuletzt auf den nachstehenden Ausdruck reducirt wird:

Da nun die Differenz: pq —  (b0clf +  a0(l") gemäss früheren 
Rechnungen für alle diplanaren Zahlen positiv bleibt, ist der 
Modulus des Quotienten je  zweier derartiger Zahlen hier immer 
grösser  als der Quotient der Moduli des Dividends und Divisors 
und wird speciell für ci0 — bQ =  0, pq >  0, d. h. für diplanare 
w-fach imaginäre  Specialisirungen von Zv 7j% unendl i ch 
gross ,  se lbst  wenn deren Modul i  endl i che,  von Null  
vers ch i edene  Werthe  besitzen.

Dasselbe gilt natürlich auch von den Quotienten solcher 
Zahlen, welche für die erste Verallgemeinerung durchwegs  
endl i ch bleiben, so dass die Verschiedenheit zwischen beiden 
Generalisationen des Dividirens ebenso scharf ausgeprägt ist wie 
jene zwischen Producten erster und zweiter Art.

Es müssen demnach auch die Bedingungen für die Zulässig­
keit der fundamentalen Relatione (44), (45), (46) in Bezug auf 
die zweite Verallgemeinerung der Division von Neuem festgestellt

?, f v . . .rn analog wie <j, av . . . an\ ? ,r v . .rn stets die Relationen:
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werden, wobei wir uns aus bekannten Gründen wieder auf bicom­
plexe Zahlen beschränken und behufs einer einheitlichen Gestal­
tung der durchzuführenden Rechnungen alle zur Verwendung 
kommenden bicomplexen Quotienten zunächst gewissen Trans­
formationen unterwerfen, deren typischer Charakter aus der, 
keines Commentares bedürftigen Gleichung:

zu entnehmen ist.
Die zur Prüfung von (44) dienende Function A gewinnt dann 

die Gestalt:

verschwindet also wie die durch (47) charakterisirte zweiwerthige 
Differenz A ausschliesslich fitrA ^/^zrO , während sie im Übrigen 
eine e i nwerthige ,  zweifach-imaginäre Grösse vorstellt.

Was ferner die beiden, hier gleichfalls e i nwer thigen 
Quotienten:

anbelangt, deren Coi'ncidenz mit Zt : Zz die Gleichungen (45) und 
(46) ausdrücken, so gestatten deren reelle Bestandtheile unter 
Benützung der Substitutionen:

az +  bzix +  cz iz r\ r\(a\ r\ -+- a\r\ —  2axazm)

(83). .A =
1 j hx (Jix/, +  k{m̂ ) ( hz (hz lz +  kz mz) h' (Ji'V-4- k'm') \

1 19 . 19 I 79 ; H O  . H O  i

1 ^hx(Jixkx —  t hz{Jizkz— h'iji'k*— Vm!)\.
+  *§ + 7| W + P  ( ’*’

— (j)+Ö )*i+(s)*»> / ' .  / — © + ( 9)*i+(ä)*t
2 3 % • 3
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kjmi h mz I h A (h lm — l‘ l”h) 
k\+i] k i + i y  ( * ? + $ ( * !+ ©  ~ w

im vorliegenden Falle die Darstellungsweise:

(84). . , (s) =  j £ « U ” ( l +
k l + l l \ l h (U (h >  2V

k l+ ll

1h(h

m

und sind daher für 7̂ , A2 ^  0 von dem reellen Bestandtheile des 
Quotienten: Zx : Z% stets verschieden, während sie für h ^ h %— 0 
zufolge des gleichzeitigen Verschwindens von: j)zqz—  (k\ -+- Z2) ;

111
K> Ki (K)> (K) ebenso wie fo ), ( j8), (j,), (f2) mit - j  identisch

1 2
werden.

Hieraus geht hervor, dass die Giltigkeit der Gleichungen 
(44), (45), (46) auch in der zweiten Generalisation des Dividirens 
lediglich für compl anare  Zahlen in Betracht kommt, für die 
letzteren jedoch in derse lben Wei s e  wie in der ersten Ver­
allgemeinerung dieser Grundoperation fortbesteht, indem beide 
Verallgemeinerungen den Quotienten je  zweier complanarer 
Zahlen erwiesenermassen übereinstimmend definiren.

Da überdies gemäss früher abgeleiteten Sätzen die Producte 
erster und zweiter Art für derartige Zahlen einander gleich sind, 
ergibt sich jetzt noch die wichtige Folgerung:

Erhebt man auf Grundlage der zweiten universellen Verall­
gemeinerung des Multiplicirens und Dividirens eine beliebige 
«-fach complexe oder «-fach imaginäre Zahl zu irgend einer 
Potenz mit reellem Exponenten, so ist das Resultat der Potenzi- 
rung identisch mit jenem, welches die erste universelle Generali­
sation der genannten Grundoperationen liefert.

Hi en ach genügt  j e d e s  Sy stem c o mpl an ar e r  Zahlen,  
mag  nun des sen  c h a r a k t e r i s t i s c h e  E b e n e  e iner  dre i ­
fach ausgedehnten oder  einer höheren Manni g f a l t i g ­
kei t  angehören,  sämmt l i chen  F u nd a me nt a l b e d i ng un -  
gen ,  welche Ii. We i e r s t ra ss  seinen, unter dem Titel: „Zur

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Theorie der ans w-Haupteinheiten gebildeten Grössen“ veröffent­
lichten Betrachtungen 1 zu Grunde gelegt hat, so dass sich deren 
In halt auch mit den Resultaten der vorliegenden Arbeit, i nso ­
weit die l e t z t er en  c o mp l a na r e  Z a h l e n  be t r e f f en ,  in 
Verbindung bringen lässt.

Was jedoch die mit diplanaren, «-fach complexen Zahlen 
ausführbaren Rechnungsoperationen anbelangt, so besitzen bereits 
die Producte und Quotienten derartiger Zahlen nicht mehr sämmt­
liche, in der citirten Abhandlung als w e s e n t l i c h e  Me r k ma l e  
j edes  c o mp l e x e n  P r o d u c t e s  und Quo t i e n t e n  angenom­
menen Eigenschaften, und muss daher auch unter den hier ent­
wickelten Gesichtspunkten die weitgehendste, von W e i e r ­
strass aus seinen Untersuchungen gezogene Folgerung: „ dass  
die A r i t h m e t i k  der  a l l g e m e i n e n  c o m p l e x e n  G r ö s s e n  
zu k e i n em Res u l t a t e  führen kann,  das  n i cht  aus Er­
g e b n i s s e n  der  T h e o r i e  der c o m p l e x e n  Gr öss e n  mit 
einer oder  mit zwei  Ha u p t e i nh e i t e n  ohne  W e i t e r e s  
able i tbar  w ä r e “ —  bedeutend eingeschränkt werden.

§. 1 0 .

Die einfachste Formulirung des Functionsbegriffes für ein 
w-facli complexeSj variables Argument.

Gleichwie die hier in Betracht gezogenen universellen Ver­
allgemeinerungen der algebraischen Grundoperationen eine neue 
Fassung des Begriffes: „Rechnungsoperation“ in seiner Anwen­
dung auf «  fach complexe Zahlen erforderten, müssen auch 
die Begriffe: „Veränderliche Grösse“ und: „Function eines vari­
ablen Argumentes“ —  für «-fach complexe Zahlen neu definirt 
werden, ehe sich das in dem vorliegenden Paragraphen behan­
delte Problem näher präcisiren lässt.

Mit Bezugnahme auf die bekannte Definition einer veränder­
lichen, e i n f ac h complexen Grösse mag jede «-fach complexe 
Grösse ebenfalls das Attribut „ v e r ä n d e r l i c h “ erhalten, sobald 
sie verschiedene Zahlenwerthe annehmenkann, welche insgesammt
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1 S. h. clie „Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der W issen­
schaften und der Georg-Augusts-Universität zu Göttingen“ vom  12. N ovem ­
ber 1884, pag. 395— 419.
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Punkten der eingangs präcisirten, (11 +  1) - fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit zugehören. Hiebei bleiben ihre Veränderungen 
entweder auf ein bestimmtes Gebiet: G dieser Mannigfaltigkeit 
beschränkt, dessen Grenzen jederzeit durch ein System von 
Gleichungen zwischen ( « + 1 )  veränderlichen Coordinaten: £0, £

. . zu charakterisiren sind, oder aber es bestehen für die zu* 
lässigen Specialisirungen der betreffenden variabel» Grösse keine 
beschränkenden Bedingungen, wonach eine Unterscheidung 
zwischen b e s c h r ä n k t  und un be s c h r änk t  ve ränder l i c hen ,  
«-fach complexen Grössen nothwendig wird.

D i e s e l b ’e Unterscheidung gilt ferner für jede beschränkt 
veränderliche «-fach  complexe Grösse hinsichtlich des, ihren 
möglichen Specialisirungen zugewiesenen Gebietes: G, indem sie 
entweder alle, dem Gebiete zugehörigen Zahlenwerthe oder nur 
einen Theil derselben zu durchlaufen vermag. Im ersteren Falle 
wird die Grösse überdies im Anschlüsse an bekannte Nominal­
definitionen der Lehre von den einfach complexen Zahlen als im 
B e r e i c h e  G s t e t i g  v e r ä n d e r l i c h  zu bezeichnen sein, so oft 
das Gebiet G ein z u s a m m e n h ä n g e n d e s  ist, d. h. so oft sich 
die Coordinatenwerthe z w eie r b e 1 i eb i g e r Punkte des Gebietes 
derart in einander überführen lassön, dass jedem ihrer Zwischen- 
wertlie ein Punkt d e s s e l b e n  Gebietes entspricht.

Diese Feststellung bestimmt, da die, unseren Untersuchungen 
zu Grunde gelegte Mannigfaltigkeit kraft ihrer Definitionsweise 
ein solches Gebiet bildet, zugleich den Begriff einer unbe­
s c hr änkt  v e r än d e r l i c he n ,  s t e t i gen ,  «-fach  complexen 
Grösse; dieselbe repräsentirt unter den hier bestehenden analy­
tisch-geometrischen Voraussetzungen immer einen Ausdruck von 
der allgemeinen Form:

(86). .Z z= :x -h  ccxix +  +  . . . +  x n in,
dessen re e l l e  C o e f f i c i e n t e n  sämmtl i cher  W e r t h e  von
—  OO bis 4 - 0 0  f ä h i g  sind.

Verknüpft man schliesslich irgend eine veränderliche1 «-fach 
complexe Grösse: (Z)mit einer zweiten Grösse: [Z] nach bestimm­

1 Jede Veränderliche, deren W erthe sich möglicherweise nur auf ein 
bestimmtes, endliches Gebiet erstrecken, mag im Folgenden vor unbeschränkt 
variablen Grössen auch äusserlich gekennzeichnet werden, indem man die­
selbe in Parenthesen einschliesst.
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ten Gesetzen durch eine endliche oder unendlich grosse Anzahl 
von Rechnungsoperationen derart, dass jeder in Betracht kom­
menden Specialisirung von (Z) innerhalb eines ana l y t i s c h -  
c har akt er i s i r bar en  Gebietes ein einziger, höchstens «-fach 
complexer Werth von [Z] oder mehrere beziehungsweise unendlich 
viele ebenso beschaffene Werthe von [Z] entsprechen, so erscheint 
[ZJ hiedurch für jenes Gebiet als eine e i nwer t h i g e  oder mehr-  
werthige ,  beziehungsweise une nd l i ch  v i e l w e r t h i g e  F u n c ­
t i on1 von (Z) definirt, zu deren analytischer Bezeichnung in 
Zukunft Symbole wie :

i m ,  ? m i -  -m )\ ,
dienen mögen. Es kann somit die jeweilige Definition von [Z] 
entweder in i mpl i c i t e r  oder e x p l i c i t e r  Form anftreten und 
wird, im letzteren, einfacheren Falle nach Ausführung der mit (Z) 
vorzunehmenden Rechnungsoperationen stets eine Gleichung von 
der Gestalt:

(87). . . [Z] — X+Xyiy + X 2/2 +  . . -1-Xnin

liefern, in welcher X, Xv . .Xn l auter  r ee l l e  Functionen der 
variabeln Coefficienten von (Z) vorstellen. Im Übrigen bleiben die 
letztgenannten Functionen völlig willkürlich; wohl aber bestimmt

1 G ra s s m a n n  geht in seiner Functionenlehre (1. c. p. 223) von nach­
stehender „E rklärung“ aus: „W enn eine Grösse u von einer oder mehreren 
Grössen x , y , . . .in der A rt abhängt, dass, so oft x , ?/,. . .  bestimmte W erthe 
{innehmen, auch u einen bestimmten (eindeutigen) W erth annimmt, so nennen 
wir u eine Function von x, y,. . .  “ — und fügt erläuternd hinzu: „D iese 
Definition soll auch gelten, wenn v, x , y ,. . . b e l i e b i g e  e x t e n s i v e  G r ö s ­
sen sind. Ferner ist zu bemerken, dass die mehrdeutigen Functionen, d. h. 
solche, wo für bestimmte W erthe der unabhängigen Variabein x , ,iy,. die 
Grösse u mehrere verschiedene W erthe annehmen kann, ohne dass diese 
Verschiedenheit durch eine neue Variable bedingt ist, —  h ie r  g ä n z l i c h  
a u s g e s c h lo s s e n  s in d .“ „S obald  die Beziehung zwischen den unab­
hängigen und der abhängigen Variabein u vermittelst einer Gleichung 
gegeben ist, durch w elche für bestimmte W erthe der eisteren die letztere: 
u mehrere verschiedene W erthe aunehmen kann, so kann man u ansehen 
als Function jener Variabein und einer neuen: r, w elche eine bestimmte 
Werthreihe, etwa die der ganzen Zahlen, durchläuft, so dass dann, wenn 
auch ausser den ursprünglichen Variabein noch der W erth von r  bestimmt 
ist, auch u eindeutig bestimmt sei. Oder sollte eine solche neue Variable: r 
nicht ausreichen, so kann man mehrere solche zu Hilfe nehm en.“

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. X C I. Bd. I I .  Abth. 2 1
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ihr jeweiliger Charakter zugleich jenen von [Z], so dass beispiels­
weise, falls X, Xv . .Xn für alle reellen Werthe von x, x v . . ccn 
stetig bleiben, auch [Z] als eine, in de ms e l b e n  Si nne  stet ige 
Function ihres « -  fach complexen variabeln Argumentes: (Z) zu 
bezeichnen sein wird.

Diese vorläufigen Bemerkungen1 vermitteln bereits einige 
nähere Bestimmungen der hier zu lösenden Aufgabe, den Func- 
tionsbegriff für ein «-fach complexes, variables Argument mög­
l ichst e i nfach  zu formuliren: Man wird das letztere hiebei 
jedenfalls als ein unbes c hr änk t  stet iges :  Z vorauszusetzen 
und [Z] exp l i c i t  durch eine endl i che  Anzahl eindeut iger  
a l g e b r a i s c h e r  Gr u n d o p e r a t i o n e n  aus Z abzuleiten haben.

Die erforderliche Directive für die Wahl der in Frage kom­
menden Verknüpfungen entspringt dann der in den §§. 6, 7 und 
9 zum Ausdrucke gelangten Thatsache, dass beide universelle 
Verallgemeinerungen des Addirens, Subtrahirens und Potenzirens 
f ormal  ident i sch sind, während die auf Producte und Quo­
tienten bezüglichen Generalisationen lediglich für complanare 
Zahlen eine einheitliche Zusammenfassung ermöglichten. Es 
besitzen daher die drei erstgenannten Rechnungsoperationen einen 
einfacheren Character als die übrigen, so dass man sich bei der 
Construction von [ZJ ursprünglich auf additive und subtractive 
Verknüpfungen e i nwer t h i ger  Potenz e n  von Z beschränken 
wird, welche übrigens, da das Product jeder beliebigen «-facli 
complexen Zahl in eine reelle Zahl gleichfalls einwerthig bleibt, 
vor ihrer Verknüpfung noch mit irgend welchen reellen Factoren 
multiplicirt werden können.

Auf diese Art gewinnt der Functions begriff in seiner einfach­
sten Fassung die Gestalt:

(88). .[ZJ =  sr0 +  ${1z + 3 [8Z*+  . . .  +2InZ",

wo b e i  n eine b e l i e b i g e  endl i che,  pos i t i ve  ganze  Zahl  
und S(0, Slp. . .2I„ lauter  reel l e  Grössen repräsent i ren.

Man kann nunmehr die Coefficienten des Argumentes Z 
mittelst der Gleichungen:

1 Jede eingehendere Discussion der hier zur Sprache gebrachten Be­
griffe, namentlich des Stetigkeitsbegriffes, würde uns sachlich allzuweit 
über das Thema der vorliegenden Abhandlung hinausführen.
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x  =  p cos <1>, x x — p sin <I> cos ß 1; x % — p sin <I> sin ßj cos ß2;
. x n — p sin <t> sin ßj sin ß2. . . sin ß ,^

durch dessen jeweiligen Modulus: p und n— reelle veränderliche 
Hilfswinkel: <I>, ß17 ß2.. . . ß„_i ausdrücken, also Z durch Ein­
führung seines var i ab l en  Inc l i nat i ons fac tors :

(89) .  . — cos ßt sin ßx cos ß2 +  . .
+  in—i sin ß j . . sin ßM_ 2 cos ün̂ x +  in sin ß j . . .sin ß ,^  

in den binomischen Ausdruck:

(90 ). .  .Z  — p (cos <[>+/* sin <I>)

umformen. Auf Grundlage dieses Resultates und der Thatsache, 
dass jede denkbare Specialisirung von /*  zugleich eine solche 
von I  bildet, ergeben sich dann für die in (88) auftretenden 
Potenzen von Z kraft (56) der Reihe nach die Werthe:

pz{cos (2<t>)+/* sin (2<I>)},. .  .p"{cos (n<I>)+7* sin (nO)},

deren Substitution in (88) folgende zweite Darstellungsweise des 
Aggregates [Z] liefert:

(91). .  .[Z] =  St0 +  5lli&cosO) +  Si:2p2cos(2(I)) +  ... +  Stllpncos(n4)) +  
+ /* {$ [ j p sin <E>-t-2t2p2 sin (2<i>)+ . .  sin (n®)}.

Dieselbe lässt unmittelbar erkennen, dass [ZJ für al le end­
l i chen Sp e c i a l i s i r u ng e n  von Z e i nwer th i g  und stet ig 
bleibt.

Da ferner die Variabeln p und in (91) nach dense lben 
Gesetzen mit einander verknüpft sind, welche —  unter % irgend 
ein e infach compl exes ,  variables Argument:

z — r (cos <p +  i sin f )

gedacht— für die Variabeln r und <p in der bekannten Darstellung 
des algebraischen Polynomes:

sr0+ st1* + s i8*2+ - - - + s i n * n
als Function von rund y bestehen, begründet die Transformations- 
gleichung (91) im Vereine mit der aus (27) resultirenden Be­
ziehung: (7*)2=  — 1 und dem ersten Hauptsatze der Lehre von 
den algebraischen Gleichungen noch den weiteren Schluss: Das 
Ag gr eg at  [Z] ver sc hwi ndet  in j e d e r ,  die ree l l e  Zahlen-

21*
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axe enthal tenden Ebe ne  höchstens  für n—von einander  
v e r s c h i e d e n e  Sp e c i a l i s i r u n g e n  von Z.

Diesem Merkmale erscheint eine vierte allgemeine Eigen­
schaft von [Z] direct zugeordnet, deren Ableitung sich am ein­
fachsten gestaltet, wenn man —  unter y die positiv zu nehmende 
Wurzelgrösse:

(92) . . .  y — \J x\+x\ -h . -Kr*

verstanden —  sämmtliche in (88) vorkommende Potenzen von Z 
mit Hilfe der, keines Commentares bedürftigen Formel:

s=\l'

(93). . Zn =  V  (— l)a(n)2ia;n_2ay2i +

324 Sim ony.

/  , 
4 = 0

+ ^  (—  1)* (n)2,+i a ;"-2« -1 y2s (x t iy +  x z i2 H- +  x n in) =
5=0 . (i) • , (2) • . , 00 •

—  «Ii +  Wn ' +  wn l n

als «-fach complexe Zahlen darstellt und hierauf das Aggregat 
\Z\ in den Ausdruck:

(94). . [Z\ ■= +  Slj ux -+- . +  Stn m„ 4-
-+- +  Sl2w21} +  • +  | h -+-

+|St,«(“)+?ti<4»)+. . +3t„«S,)S»» =
— u + u m +  tre>4 + . . .  +  cw

transformirt. Da nämlich die («4 - l)-Functionen:
(1) (2) (»)M.. «nWr. .

X n'1 2
augenscheinlich für jedes positive ganze tt nur die beiden Varia­
bein x  und y enthalten, gilt dasselbe auch von den Functionen:

*7 « EK2) £700

wonach die j e w e i l i g e n  numer i s chen  Werthe von U,U^\U^\ 
. f/(») durch beliebige Zeichenänderungen von .r2, . . nicht 

alterirt werden. So ba l d  daher  das A g g r e g a t  [Z] für eine 
best immte,  « - f a c h  c o mp l e x e  Spec i a l i s i rung  von Z, 
etwa Z ~ Z V e r f ahr ungs gemäss  g l e i c h  Null  wi rd,  ver­
s chwi nde t  d as s e l be  ausserdem noch für die (2" — 1) 
we i t e r en  Sp e c i a l i s i r ung e n  von Z:
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«0 +  (L\ *1 "+■ Clzh  ün—l *71—1 —  (l» hi ?

Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc. 325

«0 ^1*1 ^2̂ 2 ‘ ‘ 11—
(1̂  î*i ^2̂ 2 ‘ ’ 1 1

Diese Folgerung involvirt natürlich auch den bekannten Satz, 
dass alle e i n fach  c o m p l e x e n  Specialisirungen von z, für die 
irgend eine rationale ganze Function von z mit reellen Coefficienten 
gleich Null wird, einander p a a r we i s e  conjugi rt  sind.

Um jetzt noch eine fünfte allgemeine Eigenschaft des Aggre­
gates [Z] kennen zu lernen, gehe man vorläufig wieder auf die 
Gleichung (93) zurück und knüpfe an dieselbe die nachstehenden 
einfachen Überlegungen:

Da der reelle Bestandtheil: un der Potenzgrösse Zn und der 
gemeinsame Werth der Producte:

— Un\ —  Un\ . . nämlich:

&—\\u
V  (— l)*(n)2,+ i # n~ 2' - 1 3/28+1 =  vn 

6 =  0

rat ionale ganze  Functionen zweier reeller, voneinander unab­
hängiger und stetiger Variabeln: x, y vorstellen, gestatten sowohl 
ttn als vn für alle in Betracht kommenden Specialisirungen von
x, x v . x n eine partielle Differentiation nach x  und y, deren
Ausführung, wenn mau der Kürze wegen:

(n— 2.s) ( u)2s = : (2 s + l) (n )a,+1 =  [n],,
(n— 2s +  l)(n )2s- i  =  (2s) (n)2s =  {nj,

setzt und in vn vor der partiellen Differentiation nach x  den Index 
s mit (s— 1) vertauscht, folgende Resultate liefert:

^7 =  (— 1 )* ^  =  y  (— 1 )s -1 {n},a?n- 2* y2* _1,
6 =  0 6 =  1

5=0 s=0
02/Nnn ist für gerade tt offenbar [n]u' =  0, so dass sich in 

diesem Falle auf die Glieder von s — 0 bis s — n' —  1 =  n7/
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reducirt, während für ungerade it ohnehin n7 mit rt" zusammen­
fällt, d. h. es gilt allgemein die Gleichung:

8% _  K  
*■ ' 9* — 3i/'

Eine analoge Beziehung besteht aber auch zwischen der

zweiten und dritten Summe, weil r-? infolge des Verschwindensfoj
von {n}0 allgemein eine von s =  1 bis s = n '  genommene Summe 
von Gliedern vorstellt, und für gerade tt direct n' =  n7/+ 1 wird,

dagegen für ungerade n das letzte Glied von wegen {n}„-»+1=zO

entfällt. Multiplicirt man demnach eine der beiden Summen mit 
(— 1), so wird die fragliche Relation sofort ersichtlich; sie lautet:

<96>- -8^  =  - t o -

Die vorstehenden Ergebnisse mögen nunmehr mit der Be­
merkung combinirt werden, dass das Aggregat [Z] gemäss früheren 
Sätzen für jede Specialisirung von Z mit Z c omplanar  bleibt, 
folglich den Producten:

H ü (i) v~m \. — UW
Xy Xq Cb n

ebenfalls ein gemeinsamer Werth und zwar:

zukommt. Es lassen sich dann die partiellen Differentialquotienten 
von V nach x  respective y :

- +  stnv"dx ox cx  oy 1 oy oy

mit Hilfe von (95) und (96) in die Ausdrücke:

umformen, deren Vergleichung mit den partiellen Differential­
quotienten von U nach x  beziehungsweise y direct die Relationen:
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liefert. Eine nochmalige partielle Differentiation der letzteren führt 
schliesslich auf den fundamentalen Satz: Sind U, £/W, U&\. . UW 
die Coe f f i c i enten j e ne r  « - f a c h  compl exen  v eränder ­
l i chen Grösse ,  w e l c h e  das Ag g r e g at  [Z] von Fal l  zu 
Fall darstel l t ,  so bi lden die Funct ionen:

u  JLu(i) JLu<?\ . l - u w
X y X Z X ,,

stets part i cul äre  Integral e  der par t i e l l en  Di f f e rent i a l ­
g l e i chung  zwe i t er  Ordnung:

3 ZW  32IF
( " ) ■  v  = a

Ausserdem wird ersichtlich, dass die Relationen (97), (98), 
(99), sobald die Coefficienten der imaginären Bestandteile von 
Z bis auf einen einzigen verschwinden, welcher dann kraft (92) 
mit y zusammenfällt, in jene Beziehungen übergehen, welche die 
betreffende e i nfach  c o m p l e x e  Specialform des Aggregates [ZJ 
im Riemann’schen1 Sinne zu einer Function von Z stempeln.

Im Hinblick auf die hier entwickelten Eigenschaften des 
Aggregates [ZJ sind wir mithin berechtigt, die Lösung der im vor­
liegenden Paragraphen gestellten Aufgabe, wiefolgt, zu formuliren:

Die e i nfachste  Fassung des Functionsbegriffes für ein 
«-fach complexes, veränderliches Argument führt auf die rat io­
nale ganze  Funct i on  n-ten Grades einer unbeschränkt  
stet igen «-fach complexen Variabein.

Die e infachste  Er we i t er ung  dieses Functionsbegriffes 
wird dann darin bestehen, dass man die Bedingung der End­
l ichkei t  von n auf hebt,2 also auf Grundlage des Aggregates [ZJ 
unendl i che,  nach s t e i g enden  Potenzen  von Z fort ­
schrei tende Re i hen construirt, unter welchen gemäss der 
Forderung möglichster Einfachheit in erster Linie solche Potenz­
reihen in Betracht kommen, deren Coefficienten: 2(0,

1 S. h. §. 4 seiner Inauguraldissertation: „Grundlagen für eine allge­
meine Theorie der Functionen einer veränderlichen com plexen G rösse.“ 
(Ges. math. W erke, p. 6, 7.)

2 Vergl. hieinit den analogen Entwicklungsgang in dem 1884 zu L eip­
zig erschienenen W erke 0 . R a u s e n b  e r g e r ’s: „Lehrbuch der Theorie der 
periodischen Functionen Einer Variabein mit einer endlichen Anzahl w esent­
licher Discontinuitätspunkte,“ p. 74, 75.
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ein g e me i n s a me s ,  e x p l i c i t  durch eine Gleichung von der 
Gestalt: $[n =: f(rt) präcisirbares Bildungsgesetz besitzen. Jede 
derartige unendliche Reihe:

f(0) +  f ( l ) Z + f ( 2 ) Z 2+  . + f ( n ) Z n +  .
kann mit Bezugnahme auf (91) in:
f(0) +  pf(1) cos <I> +  pzf (2) cos (20) -+- +  ii" f (n) cos (n4>) +  .

+ /* {p f(l)  sin tl> +  /i2f(2) sin (2 ® )+  . . -t-pnf(n) sin (n<I>) +  . .} 
transformirt werden und convergirt demzufolge innerhalb jenes 
Bereiches, in welchem die Reihe der Moduli ihrer Glieder:

If(0 )l+ P lf(l)l+ P 'lf(2 )| +  • • + ? 1 f (n ) l+  ■
convergent bleibt, d. h. es lassen sich im Anschlüsse an die ratio­
nale ganze Function n-ten Grades von Z unendlich viele, theils 
algebraische, theils transcendente Functionen d esselb en «  fach 
c o mp l e x e n  Argumentes hersteilen, we l che  i nnerha lb  eines 
( « + l ) - f a c h  ausg edehnt en  Gebi etes ,  dessen Be g r enzu ng  
durch die Re l at i on:

i f toi

328 S im ony. Über zwei universelle Verallgemeinerungen etc.

(100). + % + .  . +  ! * _  |f|-n + ,)|)

analyt i sch charakter i s i r t  wird,  lauter endl i che ,  völ l i g  
oder  wenigs tens  b e l i e b i g  genau bes t i mmbare  Werthe  
a n n ehme n.

Alle, auf dem hier vorgezeichneten Wege zu gewinnenden 
Functionen von Z sind insoferne noch relativ einfach beschaffen, 
als ihre j e w e i l i g e n  We r t he  mit der  sie e r zeugenden  
S p ec i a l i s i r ung  von Z ausnahmslos  compl anar  bl e iben,  
und haben daher im Vereine mit der rationalen ganzen Function 
n-ten Grades von Z die ersten Untersuchungsobjecte j eder ,  
«-facli c ompl ex e ,  v ar i ab l e  Argumente  verwendenden ana­
lytischen Functionentheorie zu bilden.

Die Auseinandersetzung ihrer weiteren Gliederung liegt der 
Natur der Sache nach jenseits der Grenzen dieser Abhandlung, und 
haben auch die zuvor entwickelten Sätze nur mehr dem Zwecke 
gedient, vorläufig wenigstens die Mög l i c hke i t  e iner so l c hen  
Theor i e  auf Grundlage der hier discutirten universellen Verall­
gemeinerungen der algebraischen Grundoperationen darzuthun.
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