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Uber den grossten gemeinschaftlichen Divisor,

Von dem c. M. Leopold Gegenbaner.

Ich werde in den folgenden Zeilen eine Reihe von arith-
metischen Theoremen mittheilen, welche sich auf den grossten
gemeinschaftlichen Divisor zweier Zahlen beziehen. Bezeichnet
man den grossten gemeinschaftlichen Theiler der zwei ganzen
Zahlen m und = mit [m, =], so ergeben sich aus Formeln,
welehe ich frither angegeben habe, folgende Gleichungen:

i

L

1) ZP ([, @]) =nP,_y,-(n)
2) Y a(lmal) e () =0,

i

wenn 2 kein Quadrat ist,

L=

3) D 1(mals (ma) =%(\/),

wenn 2 ein Quadrat ist,

1) Z 1y @) 9. ([, ]) = 9 ()

L=

6) > a(n,a)) _Zlu <7> <§)

z=1 d
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r=n

) S\f‘, ([, @ )_Z(Zﬁ,_l()

=1

8) 2 e = ) 4 (@fis (4)

r=n

) Yonllmel) = Z bt (\/5)

10) S‘(—l)‘“a‘”l)ﬂ([% ] oy ((n, @]) =ne ()

=

T=n

11) Z (— 1ot ([n,2]) 7 (Jn, 2]) w, (7, 2]) =1 (7)» (7)

12) D 0 08 [0 =y (4, 7)
x=1

T=n

13) Z by, u (B, [, 2]) 2 ([0, @]) = A () Yo v (4,n)

14) Zyl w (8, [, 2]) A ([, 2 )_)\(n)z< )di*p ()
»mn 4
15) Zgo(A,[n,a"]):ﬂzZQ%)

16) Z [, 2] ([, 2]) = . (%)

17) Z [, 2] A ([n,2]) = n Z }%}

=1

Von den speciellen Féllen dieser Formeln mdgen die folgen-
den besonders erwdhnt werden:
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18) ) By (o)) =gy (0)
x=1

T=n

19) Z P, ([n,@]) =01 (n)

T=n

20) ' [n,alp(n,a]) = g, ()
) Y wlmeh=Y n@n(\/2)
22) A(n) D" by, o (& [m, @) ([m, 2]) =y, o (8,)

23) Z‘Hlo(A [, 2]) X ([n, 2] )_)(n)Z([/y. <>

Die Formel 19) hat schon Herr E. Cesaro mitgetheilt; die
Formel 22) liefert eine neue Darstellung der Anzahl der Losungen
der Congruenz:

2*=A(mod.n).

Von den in den angegebenen Gleichungen enthaltenen arith-
metischen Theoremen mégen die folgenden hervorgehoben werden:

Die Anzahl derjenigen gemeinsamen Divisoren der ganzen
Zahl n und aller dieselbe nicht iibersteigenden Zahlen, welche '
Potenzen sind, ist gleich der Summe derjenigen Theiler von z,
deren complementirer Divisor eine rt¢ Potenz ist.

Die Summe der »'» Potenzen derjenigen gemeinschaftlichen
Theiler der ganzen Zahl » und aller dieselbe nicht iibersteigenden
Zahlen, welche 7t* Potenzen sind, ist das n-fache der Summe der
(r—1)t» Potenzen derjenigen Divisoren von », welche 7t Poten-
zen sind.

Unter den grossten gemeinschaftlichen Divisoren der ganzen
Zahl n und aller dieselbe nicht iibertreffenden Zahlen gibt es
eben so viele, welche durch keine 7 Potenz theilbar sind, als die
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Summe jener Divisoren der Zahl n, deren complementéirer Divisor
die »t Potenz eines Productes einer geraden Anzahl von vep-
schiedenen Primzahlen ist, die Summe aus der Anzahl der zu »
relativ primen, diese Grosse nicht iibersteigenden Zahlen und
der Summe der tibrigen Theiler von =, deren complimentirer
Divisor eine rt¢ Potenz aber durch keine 2'¢ Potenz theilbar ist,
tibertrifft.

Die grossten gemeinschaftlichen Divisoren der Zahl » und
aller dieselbe nicht tibersteigenden Zahlen lassen sich eben so oft
in 3 Factoren zerlegen, als die Summe der Producte betriigt,
welche man erhélt, wenn man jeden Theiler von z mit der Anzahl
derZerlegungen seines complementéren Divisors in f—1 Factoren
multiplieirt.

Die grossten gemeinschaftlichen Divisoren der Zahl » und
aller dieselbe nicht tibersteigenden Zahlen lassen sich eben so oft
in § Factoren zerlegen, als die Summe der Producte betriigt,
welche man erhilt, wenn man die Summe der Divisoren jedes
Theilers von » mit der Anzahl der Zerlegungen seines complemen-
tiren Divisors in B—2 Factoren multiplicirt.

Die grossten gemeinschaftlichen Divisoren der Zahl » und
aller dieselbe nicht fibersteigenden Zahlen lassen sich eben so
oft in zwei zu einander relativ prime Zahlen zerlegen, als die
Summe der Divisoren derjenigen Theiler von »n, deren comple-
mentarer Divisor ein Quadrat eines Productes einer geraden
Anzahl von verschiedenen Primzahlen ist, die Summe der Divisoren
der iibrigen Theiler von =, deren complementdrer Divisor ein
Quadrat, aber durch keine vierte Potenz theilbar ist, iibertrifft.

Die grossten gemeinschaftlichen Divisoren der Zahl » und
aller dieselbe nicht tibersteigenden Zahlen lassen sich eben so
oft durch das System der quadratischen Formen der Discrimi-
nante A darstellen, als das Product aus der Anzahl der Darstel-
lungen einer Form der Discriminante A in sich selbst und dem
Uberschusse der Summe derjenigen Divisoren von », fiir deren
complementéiren Divisor ¢’ das verallgemeinerte Legendre’sche

. A .
Symbol <T> den Werth + 1 besitzt, iiber die Summe der iibri-

gen Theiler mit zu A theilerfremdem complementiren Divisor
betrigt.
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Die grossten gemeinschaftlichen Divisoren der ungeraden
oder einfachgeraden Zahl » und aller dieselbe nicht tiberstei-
genden Zahlen lassen sich viermal so oft durch die quadratische
Form %+ y* darstellen, als der Uberschuss der Summe der-
jenigen Theiler von », deren complementirer Divisor die Form
4¢+ 1 hat, iiber die Summe der iibrigen Theiler mit ungeradem
complementiren Divisor betrigt.

Die grossten gemeinschaftlichen Divisoren der ungeraden
Zahl 2 und aller dieselbe nicht iibersteigenden Zahlen lassen sich
doppelt so oft durch die quadratische Form a*+ 2y* darstellen,
als der Uberschuss der Summe derjenigen Theiler von #, deren
complementérer Divisor eine der Formen 8s + 1, 8s + 3 hat, iiber
die Summe der iibrigen Divisoren betrigt.

Die grissten gemeinschaftlichen Divisoren der ungeraden
durch 3 nicht theilbaren Zahl » und aller dieselbe nicht iiber-
steigenden Zahlen lassen sich doppelt so oft durch die quadra-
tische Form #? + 3y* darstellen, als der Uberschuss der Summe
derjenigen Theiler von =, deren complementdrer Divisor die
Form 3s-+1 besitzt, tiber die Summe der tibrigen Divisoren
hetréagt.

Die Summe derjenigen grossten gemeinschaftlichenDivisoren
der Zahl » und aller dieselbe nicht tibersteigenden Zahlen, welche
aus einer geraden Anzahl von verschiedenen Primzahlen zusam-
mengesetzt sind, ist um eine Einheit grosser oder kleiner als die
Summe der tibrigen grossten gemeinschaftlichen Divisoren ohne
quadratischen Theiler, je nachdem n aus einer geraden oder
ungeraden Anzahl von verschiedenen Primzahlen zusammen-
gesetzt ist; die zwei angefithrten Summen sind einander gleich,
wenn die Zahl » einen quadratischen Divisor besitzt,

Die Summe derjenigen grissten gemeinschaftlichen Divi-
soren der Zahl » und aller dieselbe nicht iibersteigenden Zahlen,
weleche aus einer geraden Anzahl von Primzahlen zusammen-
gesetzt sind, tibertrifft die Summe der tibrigen wm eben so viel,
als die Summe derjenigen quadratischen Theiler von n, deren
complementirer Divisor aus einer geraden Anzahl von verschie-
denen Primzahlen zusammengesetzst ist, die Summe der iibrigen
(uadratischen Theiler mit complementéirem Divisor ohne quadra-
tischen Factor tibersteigt.

Sitzb. d. mathem.-natrw. Cl. XCI, Bd, TI. Abth. 22
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Aus den Gleichungen 1), 2), 10), 19) und 20) ergeben sich
leicht die folgenden Relationen:

Z P_, .([n,])

24) lim,—oo x:‘—n— =¢(r(z+ 2))
PRACY)
25) lim,—co ':l—u‘— =¢(») (z>1)

Z 2([n,2)) o ([, x])
26) lim,— oo =l

n® )
> mals (ne) 1
. . a=1 -
27) 1im,— oo — =5

&
I

n

e

(— 1) s () o ([, )

n

Il

28) lim,— o = ?logn.
Von den speciellen Relationen, welche in diesen Gleichun-
gen enthalten sind, mogen die folgenden angefiihrt werden:

N Pge((n,a])

— 2z(r+1) »
29) lim,— o == _ (2r) B4

n 2 @rr 420 4+-1)’

Ir=n

Z P_,s.([n,2])

. — 2n>2t(‘/.+2)B .
30 oo 2 — ( (24-2)
) Bim—co 7 O (Zert drr 1)’
> Pye(my @)
z=1 _ (27‘5’)2T B—_

31) lim,=co

7 2@+ 1)’
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r=n

A .
Do (ma)

82) Mmoo = = ¢ (x + 2),

a=1 _ (Cm)¥+2B,4,
n T or2r+3) 7’

L
. =1 N (2‘7)27"3"
34) limy—o ——7—— = or(2r+1)°

r=n

S“ 5)?,.*.1 72 a,

35) lim,—qo = =¢@2r+1) (»>0),

7227'—{-]

x=1
36) lim,— o ——F——=7%"

Von den in den angegebenen Formeln enthaltenen Theore-
men mogen die folgenden besonders erwihnt werden:

Die Summe der reciproken x'* Potenzen derjenigen gemein-
schaftlichen Divisoren zweier ganzen Zahlen, welche rt¢ Potenzen
sind, betrigt im Mittel:

141 1 4 1 1
92 T 34D 4 T(x-

Die Summe der reciproken (2r)t" Potenzen derjenigen gemein-

schaftlichen Divisoren zweier ganzen Zahlen, welche 7t Potenzen

sind, betréigt im Mittel:

Iy T

(20)=0+) By
2I'(2rr +2r + 1) :

Die Summe der reciproken x'» Potenzen derjenigen gemein-
schaftlichen Divisoren zweier ganzen Zahlen, welche (27)' Poten-
zen sind, betrigt im Mittel:

(2r)(+2 B,y )
N 2tz +4r+ 1)
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Die Summe der reciproken Quadrate der gemeinschaftlichen
¥
0

Die Summe der reciproken Biquadrate der gemeinschaft-
Prad

945°
Die Summe der reciproken quadratischen gemeinschaftllchen

Divisoren zweier ganzen Zahlen betlagt im Mittel — 9
lichen Divisoren zweier ganzen Zahlen betriigt im Mittel ——

Divisoren zweier ganzen Zahlen betrigt im Mittel %

Die Summe der reciproken Quadrate der quadratischen

gemeinschaftlichen Divisoren zweier ganzen Zahlen betrigt im
8

Mittel ——— 1350°

Die Summe der reciproken Cuben der quadratischen gemein-
schaftlichen Divisoren von zwei ganzen Zahlen betriigt im Mittel
7,_.10
62370
Die Summe der reciproken biquadratischen gemeinschaft-
lichen Divisoren von zwei ganzen Zahlen betriigt im Mittel
691712
605752875
Die Summe der reciproken Quadrate der biquadratischen
gemeinschaftlichen Divisoren von zwei ganzen Zahlen betrigt im

. 361716
Mittel 7182396250
Zwei ganze Zahlen haben im Mittel _(27)"B. gemein-
2I' (2t + 1)

schaftliche Divisoren, welche 7' Potenzen sind.

Zwei ganze Zahlen haben im Mittel %2 gemeinschaftliche
Divisoren.

Zwei ganze Zahlen haben im Mittel — 90 quadl atische gemein-

schaftliche Divisoren.

cubische gemein-

b
Zwei ganze Zahlen haben im Mittel .‘T

schaftliche Divisoren.
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Die Summe der »t* Potenzen der gemeinschaftlichen Divi-
soren aller ganzen Zahlen von 1 bis » und der Zahl % betrigt fiir
sehr grosse z:

. 1 1 1
7z‘<1+§+§+4—7_+ ) (»>1).

Die Summe der (27)'» Potenzen der gemeinschaftlichen Divi-
goren aller ganzen Zahlen von 1 bis » und der Zahl = ist fiir sehr

(2n)* B,

2r'(2r +1)

Die Summe der Quadrate der gemeinschaftlichen Divisoren
der Zahl » und aller dieselbe nicht iibersteigenden Zahlen ist
P
90

Die Summe der Biquadrate der gemeinschaftlichen Divisoren
der Zahl » und aller dieselbe nicht tibertreffenden Zahlen ist fiir

GH
sehr grosse n das 9’1—5 —fache von n*

Die Formeln 32) und 36) hat schon Herr E. Cesaro mit-
getheilt.

Herr Smith hat bekanntlich folgende Gleichung aufgestellt.

grosse n —mal grosser, als die 27t Potenz der Zahl ».

fiir sehr grosse » — —mal so gross, als n*

37) |[x,y1|(,v,y=1,2,3,...,,L):EI@(@-

Ich will nun schliesslich noch die Werthe einer Reihe von
analogen symmetrischen Determinanten angeben. Man findet:

3

38) [[@ 91 wyosn.om = |l @)
1
39) H)l ([m7y]>|(:c,3/:1,‘.',3,. con) - (n!)‘
40) 1o (25D oy sy = |¥] Fims @)
1

n A —1 Y (2?rb—2
) RO A s = [ o
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o oy (2, y]* 782 ([, 9])) —
49) [l (yg gg)@(}w (EXD)

(e y=1,2,8,.. 1)

_ ﬂ fomo (@)Y (@70 ()
g2

— 1)) 77 ([, y]) 9. (2, y])| .
43y [¢ ) i =(nl) |*} n(e
) , [a})y]x !(31.7/:1;2731"')71) ( ) I—l‘[“( )
/A A ] Ko (4,)
44 <—)x1-“"" ==
) % [x’ y] [ ’J] (®,y=1,2,8, cyn) 1 @
i . zrl
) ]P_.x,-:([w:y])l(x,,,:1,e,3,...,n)— ] !

wo die Marke am Productzeichen anzeigt, dass nur jene Werthe
von x zu nehmen sind, welche <t Potenzen sind.

n

A
46) oA @9l erernn..m =" 7] <v> .
I\

Von den speciellen Fillen dieser Gleichungen mogen fol-
gende besonders angefiihrt werden:

47) ‘PO,"<[$7y])|(x,g/::l,2,3,.-.,n):1
48) ¢ ([=, y])!(x,y:l,?,.‘},. cet) — 1

49) N2 3D Y@ wpmrss,..my= ﬂ A(@) (@)
50) ([, y)fs (0D s,y = 7] M@ $2(@)
51) (@9 @ pern.om = E[w(wﬂ(x)

52) 12 (0Dl wycsns,...n = || ¥ (@
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53) <i> — Fl o (B, ’b)
[, )/ |@y=1,2,3,...2) ; v

d) |o([w, y]>'(z,y:1,2,3,. S 0

tiir < 4, und:

55) |O.) ([a"" y])l(m,g/:l,2,3,. . oyi2) = 1

fiir n < 4; welche Formel tibrigens selbstverstindlich ist. Es mag
noch erwihnt werden, dass, wie ich demniichst zu zeigen gedenke,
auch die allgemeine Determinante

|f([‘%.7 y])l(x,y: 1,2,3,...,7)

sich als ein Product von »# Factoren darstellen lisst.
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