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Die Gleichung des Strahlencomplexes, welcher aus allen
dieKanten des gemeinschaftlichen Poltetraéders zweier
Flachen II. Ordnung schneidenden Geraden besteht.

Von F. Mertens.

Es seien

(1) fo=ay 2T+ ayy 2] + agy 2l + a0+ 20, 0,0, + 2a0, @,

+2a,2 2, + 202,04 20y, 220, + 205,252, — 0
(2) fla=dyat+dyaf +dyai+d,, 2}

+2d 2 2, + 20y, @ + =0

die Gleichungen zweier Flichen II. Ordnung, A(s, ¢), @, (s, ¢) die
Determinante und adjungirte Form der quadratischen Form
8fu+tf12, 50 dass also

/ / / !/
Sa A td, sa, Htd,, sa, -t g, sa, +Ed,
/ / / /
As, = Sty +td'yy, Sy + 105y, Sttyy + g5, Sy, +Ey,
1= / ! ! /
[Slgy +Ed'y, Sy +Eyy, SUyy +Ess, sy, + a0y,

| Sty +1dy, Say, +Edy, say +tdy, sa, +tdy,
sa, +td s, +td , sa 4 td g, sa, +td |,
iy e
31 310 Sllzp 327 S gy 337 © 3y 3w 3
st +td,,, sa,+td ,, sa 4 td , sa,, +tdy,, u,
u, U, U, u, 0

und es sei nach den Elementen s, ¢ entwickelt
A(s, )= As* + A, 5%t + A, s*t* + A, 583+ A, t*
D, (s, ) =F,.8*+ G,.8*t + G, st* + F . £,
wo
A, 4, 4,, 4, A,
F, G, G, F,
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die bekannten Grundinvarianten und zugehtrigen Formen der
quadratischen Formen £, /. bezeichnen. Sind dann

P 415 Por 925 Por 935 Pw G
die vier Losungen der Gleichung
A(s, t)=0,

so sind, weil die Determinante jeder der Formen

Pife~+ @if'sy Pofo Guf'ss Pafi+ Qal'sr Pufo+ Quf's
verschwindet, die quadratischen Formen von u,, u,, u,, u,:
3 Dy, 91)) Pu(Py 6), Pu(Par 43)s PulPyr )
vollstindige Quadrate und wenn demgeméss

Du(py, 1) =&y + Guy + & ug+ &, u,)?
Du(Pyy Gp) = (0, + 2y + 132Uy + 1, 2,)*
Du(ps) 42) = (& 1y + Gy + Guy + §u)?
D, (py, q,) = (S 4, + Sy u, + Syuy + I, u,)*

©

gesetzt wird, so sind

él? €27 g37 5‘}

Mgy My Yigy My

S G Cp G

31’ 327 '937 '34
die homogenen Coordinaten je eines der vier Eckpunkte des
gemeinschaftlichen Poltetraéders der Flichen (1), (2).

Um die Verbindungslinien der Punkte & 4, ¢, 5 durch Glei-
chungen darzustellen, sollen linear-homogene Ausdriicke von
der Form

U 2+ Uy %y + U2y + U2,

Vy2) + V%, 4 V3253 + 7V, %,

in iiblicher Weise durch w,, v, ., die (Pliicker’schen) Coordi-
naten eines Strahles mit

S14r Saur S3u9 Sa3y 319 Sqa
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und der Ausdruck

- - e a 2 —
814 (@ @'y — @, ) + 8, (w3 0y — 2, @) + 55, (2, — @, @)
. 2 — 2 s - -
+ 85 (@) &, — @, &) + 85y (2, & — @, 2y + 5, (w327, — @, 2y)
mit (¥2’, s) bezeichnet werden; die Reihenfolge der Strahlen-
coordinaten ist so gewihlt, dass, wenn der Strahl durch zwei

Punkte ¥, z bestimmt gedacht wird, allgemein fiir jedes Zahlen-
paar «f3

803 = < (Yu23—Yata)

ist. Die Gleichungen der Verbindungslinien der Punkte &, 7, ¢, S

oder der Kanten des gemeinschaftlichen Poltetragders in Strahlen-
coordinaten lauten dann:

®) (n2,8)=0 (2 =0 (&, =0
/ €5,9=0 (13,5)=0 (t5,5=0

und es handelt sich darum, das Product
P=(ut, 5)(E&, 5) (én, 5) (£3, 8) (05, ) (€3, )

in rationaler Gestalt darzustellen.

Da, iiber alle Zablenpaare of — 14, 24, 34, 23, 31, 12
erstreclt,

Uz Uy — Uy Uy = Z (UaV3 — U Vo) (Sutiz — €3 i)
ist, s0 lassen sich die Gleichungen (5) auch in der Form
Upvg—ugry =0  wevi—uve=0  wiv, —uv:=0
vy —ugr: =0  wwy—ugry, =0  wgvyg—uyry=0

darstellen, wenn man sich den (laufenden) Strahl als Schnittlinie
zweier Ebenen w, v denkt, d. h.

Sy T Uy Uy —Ug Ty Sy UGV — Uy Uy S, = U Ty — Uy Ty

Sz UL TV, — UL, Sq UV, — Uy Sy TUZT, — U, Vg
y ; . . . . Lo — ot 20\ THas
setzt. Ein Product von der Form (uzv, — uqv;) (ubvy, —ujovh) lisst

sich nun durch die Coéfficienten der Formen (3) ausdriicken. Es
ist niimlich
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ol /, /
(ugvq—ttqvz) (ubvh—uhvh) = wzube,vh 4w veot—ugvhugvy—ugvae,vy

und wenn der in w,, u,, u,, w, und v, v,, vy, v, symmetrische
Ausdruek

1/ 30us,6)  8Dus,f)  BD(s,f) . 3D(s, t)>
—<v1 du, + v du, + U duy + U, du,

2

mit @, (s, ¥) bezeichnet wird, so ergibt sich durch Differentiation
der Identitdten (4)

uz b = D (py, ¢y) 1ty = Lo (Pyy 43)

ve vt = Lo (py, ¢1) U0 = DPour (Py) ¢p)

ug vt = Do (py, ¢y) Uy 07 = Puss (P 42)

uzvy = DPuin(py, ¢y) 10y = Pun (Pa; 12),
woraus

(v —uy vE) (ué ”"') - “{fz ”é) =Dyus (Pu gl) D, (pz) %)
+ @our (P15 41) Lot (P 42) — Puot (Pyy §1) Puro (P35 G5)
— Pur(P1s §1) Puot (P ¢3)

folgt. Entwickelt man diesen Ausdruck, so lautet derselbe

(ugv— 10y ve) (whvh — upvh) = 293 p3 (Four Fovr — Fot Four)
+ PEPE(Py G + Py 4)) (Bt Goot A Fovs Gt — Fris Gt — Fo, Got)
+P1pz (p%qg +P§ Q%) (Fuu’ G{»'U’ -+ Fvv’ G{tu'_ Fm" G{t/v - Fu'u wa/)'
+ (pigs + P34} (P Fly 4+ o Flot — oot Byt — Fot Flup)
+ 2031301 42 (G Gors— Grovs Gur)
+ Py Py 41 G (P1Ge +P241) (Gt Goor+ Gros Gl Gt Gloro Gury Gut)
+ 4,6, (P22 + P20%) (G Frot + Grot Fros— Grot Pty — Gty Flor)
+ 2P, P, €145 (Gl Gros— Gt Glury)
+ GG (P4 P2 4) (Grat Flot + Gt Bl — Gt Fito— G, Fryor)
+2¢¢3 (P Fly— F . Fy,).

Die hier auftretenden zehn Ausdriicke
F?“t” vet — Pt Burey Foit G oot + F st Gt — Foys Gty — Foysy G

lassen sich alle in linear-homogener Weise auf sechs einfache
invariante Gebilde II. Ordnung in Strahlencoordinaten zuriick-
fiihren.
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Es werde, iiber alle Zahlenpaare
«p=14, 24, 34, 23, 31, 12
und alle Zahlenpaare
o B'=14, 24, 34, 23, 31, 12
erstreckt,
X (etaas s — o War) SugSarpr = P (S5 Saur S35 %232 8315 S19) = P
3 (s Chgr - Qs W — (or (thar — Qg ha)) S Swrpr = P,
3 (@t Cipr — Wiy W) S Sain = 9 (145 Spr S35 Sp3y S315 S10) = P4

gesetzt und es sei

3306 1 9y, 1
Do =
TP 985, T 2%,

1
29
Ferner sei

2 (ayyr tnnr— ger oyr) P Prpr = 9 (Par P Plar Pl Py Pha) = s
2 (@hyr afor— s @hys) Pag Pars = 9’ (Pasr Pa1s Pros Pra Ponr Pas) = @4
pX (A-”/Aésl —_— ATs,AéT,) Sap Sarpr — As
1 0w, 108w, , 19y, .
2 Bs. =Yg 3505 — oy 2 s, — Xaps

die Summenzeichen beziehen sich auf alle Zahlenpaare «f und
'@, wihrend 70 und '’ beziehungweise die Erginzungspaare
23, 31, 12, 14, 24, 34 zu durchlaufen haben; A4,; 4 sind die
den Elementen «,3, af; zugehorigen Unterdeterminanten dritten
Grades der Determinanten 4, 4,, oder die Codfficienten der
Formen F,, IF; die partiellen Ableitungen sind ohne Riicksicht
auf die Gleichung

Syy Sp3 ~+ Spy S3q + 534,81, =0
21 nehmen. Die erwidhnten invarianten Gebilde sind dann

! /
Py Yoy Py 05y Oy Yt
Setzt man

y . )
208 = Q. ShurSig = TPls8ip = Pl
" | S V2PN S | —_—
X We3 83— Uy ) Wap Sag — Wisss h) Lo saﬁ = Assn
Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XCI. Bd. IL. Abth. 34
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so findet man, indem man der Rechnung die Formen
2

. 22 " 2 ool [
fo= a, @)+ 4,05+ a3 &5+ @, [r=|a]]} + 0, 2] + alal + a2t

zu Grunde legt und

(6) Uy Vg — Uy ¥y =8y, UV — Uy V3 == Sp, « - .
YW 4 Ioadd — of 1,0 10— o
Uy Vg — U Ty =8|, Uy ¥ — U VG = 8],
setzt:

Foui Fovt — ot Koy = Ay
Gt Gt — Got Gty = Ay by + 00l
Gl Gl — Gloor Gl = A3 Dyar 4 0,50
Pt Floy— P Foy = A, 9%
Foi Gor 3 Bt Gor — Foot Gy — Foyt, G = A @ + A by
Foo Grrs 4+ Fos Groyt — Fop s Gl — B, Glr = Ay 950 + Al — ol
Fo Fi + I, Fo—Fyi By — Foy Frr = Ysst
Gt Gt Gopt Glosr— Gt Glyty— Gory Glos = Ag o1 + Ay Yoo
+ A, Ol — Y
Gt Bt + Goot Brvys — Gt Bty — Gy Floy = A, ¢ 4+ Ay 9lor — 030
G ot 4+ Gl oy — Gt By, — Gl By = A s + Ay 9l
Hiernach wird also, da (u;v,— u,v;)(utv)—uyvl) durch die
Substitution (6) in (&, s) (én, §') tibergeht:
[ (18, 8) (1€, 8') = Uyy @uur 4 By Bar 4 Cyy Bhor 4+ Do 00401 + g 0l
| + a3 Xaw
(€&, $)(E&, ') = gy Pasr ~+ By Yo + Cyy Pl =+ Dy s + €y 0l
+ fg 2owr
(&ny 5)(&n, 8) = Oyp Psr + By Pasr €y Plar =+ Dy 0050 +- €5 w0l
+ Fia oo
(63, 5) (3, 8) = Oy Pasr By Puor + 0y Plor + Dy s 4 ¢ 0l
+ fra Yowr
(79, 8) (19, 8') = gy Pusr ~+ By, Pior F+ Coy Pl 4 Dy 000 + €5, 00
+ fau Yooor
- (C_&’ s) (57 §") = g, Pusr =+ Dy Pror - Cgy Plor 4 Dy woor + €5, 005
+ f3u 20

UK
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wo allgemein

a3 =2Apipi + A, papi(Peqs + Paqe) + Ay pap3(piql + pied)
+ A3 a3 §a 93 (P + P3qa) + A, 0 g3 (P25 + Pigl
boz = ApE P& (Pagp~+P3 42)+ 24, Paph ga g+ Ay Pap3 0293 (Paga+P3qe)
+ 24, pupagaqi + 4, 0295 (P25 + Page)

Gy = APaps(pagh + pige) + Ay PaPpqads(Pags + p3qa)

+ A, 0aq3 (P25 + P35) + 439508 (pags + p3g.) + 24,4363
bss = 2Pupsigd— 9a9p(Pagh + Piga
3 = 2Pap} ¢u @3 — Paps (P2 g3 + Pig5)
f.s =piqh + pigi—Pap3qa93(Pags + P3¢s)-

Fasst man daher die sechs Ausdriicke (7) als lineare
Formen von

! / 4 s I/
1w Saw 3w Sa3r Sz Spp

s 31

auf und bildet ihre Determinante, so ist dieselbe einerseits = L P
und anderseits — M S, wenn mit L, M, S die drei Determinanten

iy 8y — 113y, 3¢y — 1, &gy M1 G — 1 6y M Sy — 6
98, — 04 8ps 36y — My Gy
¢ 53—‘C3€27
L =& ny— &y,
é-’233_53'32;
1y Jy —"73 )
E '9 “"27

23 G Dgzy €y oz

3y G310 D3qy gy Ty
b

1w Ciar Dygy €y Fia

b
b

M= M2 by Cipr Dy €4y Ty
b
Bow Cons Dyur a4 Fioa
b

b
a0 Caw Dyyr Cay Ty
34
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Prar Powr P3w Pozr P3pr Pia
Yia Pow Vaw Yonr ¥ Yia
S— Ple Pow Pow Pip Pav Pl
Wy Wayy Dzyy Wiz W3y PYyg
1
Xiw Xow Xsw Aoz A3y Kiz
bezeichnet werden. Da iiberdies nach bekannten Determinanten-
formeln

/ /
[2]) 0)12

/ 1 /
« 2ny Wapy Pazy W3y

gU EZ? é--3’ 543

L Yigy Mgy Migy iy
£ Gy € €

>4
'91)‘32?'&37'3-’4
und sonach nicht =0 ist, so schliesst man ans der Identitiit
LP=MS,
dass
S=0

die Gleichung der sechs Kanten des gemeinschaftlichen Polte-
tragders der Flichen (1), (2) in Strahlencoordinaten ist.
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