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Uber die Isogyrenfliche der doppelthrechenden
Krystalle.

(Mit 1 Tafel.)

Von Hans Pitsch,

Assistent an der L. k, technischen Hochschule in Wien.

(Vorgeiegt in der Sitzung am 12. Februar 1885.)

Trotzdem die Erscheinungen, welche Krystallplittchen im
convergenten, polarisirten Lichte zeigen, je nach der Orientirung
des Plittchens in Bezug auf die Elasticitétsachsen des Krystalls
eine ausserordentliche Mannigfaltigkeit darbieten, lassen sie sich
doch unter sehr allgemeine Gesichtspunkte zusammenfassen.

So construirte Bertin! eine Fliche, deren Durchschnitt mit
einer zur Oberfliche des Krystalls parallelen Ebene die so-
genannten isochromatischen Curven liefert, also jene Linien,
welche Punkte gleichen Gangunterschiedes der beiden aus-
tretenden Strahlen verbinden. Diese Fliche bildet somit das
Bindeglied fiir alle jene Fille, die vorher einzeln behandelt
werden mussten.

Einen ebenso wichtigen Schritt fiir die Theorie dieser Er-
scheinungen wie Bertin that Lommel? durch die Aufstellung
der sogenannten Isogyrenfliche, deren Schnitt mit einer zur
Krystalloberfliche parallelen Ebene, welche in ihrer Lage aller-
dings noch einer beschrinkenden Bedingung unterliegt, die
Linien gleicher Schwingungsrichtung der austretenden Strahlen
liefert, also jene Linien, welche sich als sogenannte achro-
matisehe Curven dem Auge darbieten. Lommel unterzog die
von ihm aufgestellte, allgemeine Gleichung der Fliche keiner
weiteren Discussion, sondern verwendete sie unmittelbar zur

1 Compt. rend. 52, 1861.
2 Wied. Ann. 18, 1883.
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Ermittlung der Isogyren fiir die praktisch besonders wichtigen
Fille von Krystallplidttchen, welche entweder senkrecht zu einer
der Elasticitsitsachsen oder senkrecht zu einer der optischen
Achsen geschnitten sind.

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, die Isogyren-
fliche selbst einer Discussion zn unterwerfen, eine Construction
fiir sie und ihre ebenen Schnitte anzugeben und auf einige
sonstige physikalische und mathematische Eigenthiimlichkeiten,
die sie im reichen Masse bietet, hinzuweisen.

Lommel gelangt zur Gleichung der Isogyrenfliiche, indem
er zwei Ebenen, deren jede parallel zu einer der optischen Achsen
liegt, annimmt, die Schnittlinie derselben als Normale einer im
Krystall sich fortpflanzenden Wellenebene ansiebt und die zu-
gehorigen Schwingungsebenen bestimmt, von deren Schnitten
mit einer zur Krystalloberfliche parallelen Ebene einer parallel
mit der in dieser Ebene angenommenen Schwingungsrichtung
von den Richtungscosinussen &, =, ¢ sein soll.

Diese Richtungscosinusse miissen also, wenn man sie an die
Stelle der Coordinaten in die Gleichung einer der Schwingungs-
ebenen einfithrt, dieselbe erfiillen. Eliminirt man aus der so
gewonnenen Gleichung und den Gleichungen der beiden wu-
spriinglich angenommenen Ebenen alle auf die specielle Lage
dieser letzteren beziiglichen Grossen, so gelangt man nach
einigen Reductionen zu der Gleichung der Isogyrenfliiche:

*—cHe  (*—aP)y = (a®>—b%)z 0
Sy—z + br—Ca + nwe—E&y

K)

in welcher allerdings die Grdssen &, », ¢ nicht vollig von einander
unabhiingig sind, sondern der Gleichung:

ab+Pa+9¢ =0

gentigen miissen, da die angenommene Schwingungsrichtung der
Krystalloberfliche mit den Richtungscosinussen «, 3, 7 parallel
sein muss. «, b, ¢ sind die iiblichen Bezeichnungen fiir die Fort-
pflanzungsgeschwindigkeiten in der Richtung der Normale von
Wellenebenen, deren Schwingungsrichtung im Krystall bezie-
hungsweise mit einer der Elasticitiitsachsen desselben parallel ist.
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In etwas einfacherer Weise gelangt man zur Gleichung
dieser Fliche durch folgende Uherlegung, die zugleich eine
neue, nicht sofort in die Augen springende, physikalische Eigen-
schaft derselben aufdeckt, von welcher im Folgenden noch
manche Anwendung gemacht werden soll.

Die Schwingungsebenen, deren Schnitte mit einer gegebenen
Ebene eine vorgeschriebene Richtung habensollen, miissen parallel
zu dieser Richtung liegen; die Perpendikel aller Ebenen, welche
diese Bedingung erfiillen, stehen daher senkrecht zu der ge-
gebenen Richtung. Da nun Perpendikel auf Schwingungs-
ebenen Schwingungsrichtungen repréisentiren, so kann man
die Isogyrenfliche auch als den geometrischen Ort aller Wellen-
normalen definiren, fiir welche wenigstens eine der zugehtrigen
Schwingungsrichtungen senkrecht zu der gegebenen Richtung
steht.

Bezeichnet man mit «, v, w die Richtungscosinusse einer
Wellennormale, mit &, , &,, ;5 h,, k,, I, die Richtungscosinusse
der zugehorigen Schwingungsrichtungen, so bestehen bekanntlich
die Gleichungen:!

hohy ik ky:ll, = b2—c?: *—a?: aP—0? 1)
hou+kv+lLw =0 2)
hyu+kyv+lw = 0. 3)

Sind nun &, v, ¢ die Richtungscosinusse der gegebenen
Richtung, so besteht noch nach der Definition der Isogyrenfliche
die Gleichung:

hok + kyn -+ 6,6 =0 4)

Mit Riicksicht auf die Gleichung 1) geht 2) tiber in:
(b*—c?) i + (c*—a?) 2 + (a*—b%) Y _o D)
b, k, A

Aus 3) und 4) folgt, dass die Grossen h,, k,, I, beziehungsweise
proportional den Grossen:

to—nw, &w—<lu, nu—_Lv,

1V.v.Lang, Einl i. d. theor. Phys., p. 340.
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sind, so dass man die Gleichung 5) in der Form:

(0*—cHu  (P—a*v  (a*—b%)w _

Co—nw Ew—Cu nu—-~Er

0 6)

schreiben kann, aus welcher die Gleichung der Isogyrenfliche
folgt, wenn man die Richtungscosinusse w, v, w durch die ihnen
proportionalen Coordinaten ersetzt.

Die Isogyrenfliche ist also, wie die Gleichung lehrt, im
Allgemeinen eine Kegelfliche dritter Ordnung.

Interessant ist die Thatsache, dass die Schwingungsebenen,
deren zugehorige Schwingungsrichtungen senkrecht zu einer
gegebenen Richtung stehen, deren Wellennormalen also die
Isogyrenfliche bilden, einen Kegel zweiter Ordnung beriihren,
dessen Gleichung in Ebenencoordinaten man leicht in folgender
Weise erhilt.

Die zu der Schwingungsrichtung &, , k,, I, gehorige Schwin-
gungsebene besitzt die Richtungscosinusse 4,, k,, /,, die aber mit
U, V, W bezeichnet werden sollen, um sie als Richtungscosinusse
einer Ebene zu kennzeichnen. Der Abkiirzung wegen setzen wir:

P—c* = 4, —a* =B, «*—b*=0C,

wo dann zwischen den so bezeichneten Grossen die identische
Relation:
A+B+C=0 )

besteht. Geméss der Gleichung 1) sind die Grossen &,, &,, I,
welche nach der gemachten Voraussetzung der Gleichung 4)
geniigen, beziehungsweise proportional zu:

4 B C
ﬁ; 77 TV’
so dass mit Riicksicht darauf Gleichung 4) sofort die verlangte
Kegelgleichung:
4. B c
7€+—I—,‘f)+ﬁ;(.—0 8)
liefert. Wir wollen nun die Gestalt dieses Kegels, der sich fiir
die Construction der Isogyrenfliche von der grossten Wichtigkeit

erweist, etwas eingehender discutiren.
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Schreibt man die Gleichung in der Form:
AE VW4 B UW+C.. 0V =0 9)

so ist ersichtlich, dass die drei Coordinatenebenen, also jene
Ebenen, welche durch je zwei der Elasticitiitsachsen gehen,
Tangentenebenen des betreffenden Kegels sind, und dass ihn
auch die Ebene U—=¢&, V=1, W= ¢ bertihrt. Geht man in
der bekannten Weise! zur Gleichung in Punktcoordinaten iiber,
so findet man sie in der Form:

A*E22* + BPrPyt+ C*(*2P—2 AB Enay—2 ACE  22—2BCvlyr» = 0
oder kiirzer:

\/4éx + \/ By + \/ &z =0. 10)

Eine Kegelfliche ist geniigend charakterisirt, wenn man
ausser der Lage der Spitze einen ebenen Schnitt vollig kennt.
Als schueidende Ebene eignet sich im vorliegenden Fall besonders
jene, welche man in irgend einem beliebigen Abstand p von der

Spitze senkrecht zur Linie % :% :% legen kann, deren
Gleichung also:
Ev + 7y + ¢z =p ist. 11)

Diese Ebene liegt parallel zu einer Tangentenebene des
Kegels, ihr Schnitt mit demselben ist daher eine Parabel.

Zur Untersuchung desselben bedient man sich mit grossem
Vortheil trimetrischer Coordinaten. Als Fundamentallinien
des Systems wiblt man die Schnitte der Ebene mit den drei
Coordinatenebenen, welche Linien wir respective mit 1, 2, 3 be-
zeichnen, je nachdem sie die a-, y- oder z-Achse nicht treffen.

Fasst man irgend einen Punkt der Ebene A, 4, 4, (siche
Fig. 1) ins Auge, so erkennt man leicht, dass sich die neuen
Coordinaten @, x,, x,, ndmlich die senkrechten Abstéinde des
Punktes von den respectiven Seiten des Fundamentaldreieckes
in folgender Weise mit den ursprtinglichen in Verbindung bringen
Iassen:

T = \/7’)2+C2..’L’1, y = \/§2+ Elw,, 2 = \/€2+-r,2.:v3. 12)

Vergl. Hesse, Anal. G. d. R. p. 135.
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In diesen Gleichungen driicken die Wurzelgrossen die
Sinusse der Neigungswinkel der Ebene mit den betreffenden
Coordinatenebenen aus. Die Grissen x,, @,, x; sind aber nicht
unabhingig von einander, sondern durch die Relation:

8$,@ + 8@, + Sy, = 24 13)

verbunden, in welcher s, s,, s, dieSeitenlingen des Fundamental-
dreieckes, A den Flicheninhalt desselben bezeichnen.
Aus den Strecken:

) )
04, = ’ , 04, —J}T’ OAgz%
berechnen sich nach dem pythagordischen Lehrsatz die Seiten
des Fundamentaldreieckes:

31:%\/7/2—1——62, szzé\/m, -9325%\/?:—7214)

und die Dreiecksfliche:
pz
2A =

£l

Fiir die Winkel des Dreieckes ergeben sich durch An-
wendung bekannter Sitze die Gleichungssysteme:

15)

n? 2
cos 4, =P sinAlz,—,p— tgAi—_—i
€58, 51 $83 Kis
P g = —"
cos 4, = s, sin 4, = Eicos, tg 4, = & 16)
D U 4=t
cos A, = Fss, sin 4, — Eisrs, tg 4, = =

Die Parabelgleichung 10) lautet also, bezogen auf das neue
Coordinatensystem :

\/4s,@, + \/Bsz, + \/Csw; = 0. 17)

Ist aber die Gleichung der Parabel in dieser Form gegeben,
dann entspricht nach Salmon! ihrer Leitlinie die Gleichung:

1 Salmon, Anal. Geom. d. Kegelschn. 1873, p. 506.
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As, Bs, Cs,
t_gAl‘t‘ + g4, @, + r—gA;tg =0
oder mit Riicksicht auf das letzte System der Gleichungen 16):
n¢ &€ &n
As, T + Bs,. 70—:02—{—033.?.7:3: 0. 18)

Die Coordinaten des Punktes D, in welchem das vom Ur-
sprung des zuerst beniitzten Coordinatensystems auf die Ebene
gefillte Perpendikel diese trifft, sind:

x :p.é_, y=pmn, =% :p.(‘;
die trimetrischen Coordinaten desselben also beziehungsweise
proportional zu:
£ n &

;_027 3272’ 85 En’
welche der Gleichung 18) geniigen. Der Punkt D, der Hohen-
punkt des Fundamentaldreieckes, liegt also in der Leitlinie,
iibrigens eine nothwendige Folge des Satzes, dass der Hohen-
durchschnitt eines Tangentendreieckes einer Parabel immer ein
Punkt der Leitlinie ist.

Die urspriinglichen Coordinaten jener Punkte R und S, in
welchen die von O ausgehenden optischen Achsen, welche mit
der z-Achse die Winkel -4=¢ einschliessen und beide der Isogyren-

fliche angehoren, die in ihrer Ebene liegende Fundamentallinie
treffen, sind:
sing p COST
T = 'ﬁ#{, y= O, T = % )
gsims Lcoso £ eos04=£sind
wobei bekanntlich:

—, costo=— 4
B’ - B
Der auf derselben Fundamentallinie liegende Halbirungs-
punkt 7' von R und S hat demnach die Coordinaten:
, pEsin?o .
T T ¢®eos?o—E%sin20 T

sin?g¢ =

— k. CE

y =0
; p¢costa
T ¢ cos?o—E%sin®o

=5k.4.¢
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Die trimetrischen Coordinaten dieses Punktes 7' sind daher
den Grossen:

(5 AL

T, By

proportional, woraus man ersieht, dass auch der Punkt 7" in der

Leitlinie der Parabel liegt. Die Leitlinie kann also in der ein-

fachsten Weise construirt werden, und es fehlt nur noch die

Kenntniss der Lage des Brennpunktes, um beliebige Punkte der
Parabel angeben zu konnen.

Zu dieser Kenntniss verhilft der Satz, dass die beiden Brenn-
punkte eines Kegelschnittes, der einem Dreieck eingeschrieben
ist, in Bezug auf dieses Dreieck sogenannte inverse Punkte sind, !
bei welchen die Coordinaten des einen durch die reciproken des
anderen ausgedriickt werden. Auch construetiv lésst sich, sobald
der eine Punkt gegeben ist, mit Leichtigkeit der andere finden,
denn es schliessen die von beiden Punkten P und P’ nach den
Ecken des Fundamentaldreieckes gehenden Geraden, z. B. P4,
P4, mit den anstossenden Seiten, also 4,4, und 4,4,, gleiche
Winkel ein.

Im vorliegenden Falle liegt der eine der Brennpunkte in
unendlicher Entfernung in der Richtung der Parabelachse. Die
Verbindungslinien desselben mit den Ecken des Fundamental-
dreieckes werden daher unter einander und mit der Parabelachse
parallel, also senkrecht zur bekannten Leitlinie sein. Construirt
man die ihnen entsprechenden Linien, so schneiden sie sich in
einem Punkte, dem gesuchten Brennpunkt. Derselbe muss auch,
einem sehr bekannten Satze zufolge, im Umkreis des Tangenten-
dreieckes liegen; man braucht also nur eine einzige der inversen
L nien zu ziehen, wenn dieser Kreis bereits construirt wurde.
Die Construction zeigt Fig. 2.

Der Brennpunkt im Unendlichen ist der Pol der unendlich
entfernten Geraden und seine Coordinaten lassen sich von diesem
Gesichtspunkte aus leicht angeben.

Nach Salmon ? sind die Coordinaten des Poles einer Geraden:

@ a2, +a,x, =0

1 Salmon, Anal. Geom. d. hoh, eb. Curv. 1573, pag. 316.
Salmon, A. G. d. K. p. 897.
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in Bezug auf einen Kegelschnitt:

\/bl‘”i + \/bzfvz + \/b3'”3 =0

proportional den Grossen:

tyby+agb,, a,b, +a, by, a b, +a,b,

Die Coordinaten des Poles der unendlich entfernten Geraden:
S, &, + 8, %y + 5,2, = 0
in Bezug auf den Kegelschnitt 17) ergeben sich mithin propor-
tional zu:
5,8, (B+C), s,8,(4+C), s,s,(A+B)
oder mit Riicksicht anf die Identitdt 7) proportional zu:

A B c

Te P o 7 T
8,7 s, EN
Die Coordinaten des endlichen Brennpunktes sind also den

Grossen:

@

proportional.

Mit Hilfe des so construirten Kegels ergibt sich eine einfache
Construction fiir die Isogyrenfliche.

Legt man eine beliebige Tangentenebene an den Kegel und
schneidet sie durch eine Ebene, welche man senkrecht zu ihr
durch die Linie 0D legt, so ist der Schnitt eine Erzeugende der
Isogyrenfliche.

Aus 8) folgt ndmlich, dass die eine der beiden zu derselben
Wellennormale gehorigen Schwingungsebenen die Linie OD mit
der Gleichung:

r _ ¥

z
£ 4 ¢
enthilt, wenn die andere den betreffenden Kegel beriihrt. Nach
Gleichung 1) sind die Richtungscosinusse der einen Schwin-
gungsebene proportional zu:

A
ﬁ )

c

B
vV w
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und Gleichung 8) driickt mithin aus, dass die Summe der Pro-
duete dieser Riehtungscosinusse und der entsprechenden & v, ¢
Null ist. Beide Schwingungsebenen stehen aber bekanntlich auf
einander senkrecht, und ihr Schnitt ist die betreffende Wellen-
normale, die unter den gemachten Voraussetzungen auf der
Isogyrenfliche liegt.

Y =Y — % gcenkrechter ebener Schnitt

I3 I ¢

der Isogyrenfliche kann nach diesem Ergebnisse wie folgt con-
struirt werden. Man construirt in der frither angegebenen Weise
den Parabelschnitt dieser Ebene mit dem Kegel zweiter Ordnung,
zieht eine beliebige Tangente an diese Curve und fillt vom
Hohenpuokte des Fundamentaldreieckes ein Perpendickel darauf.
Der Durchsehnitt beider ist ein Punkt des ebenen Schnittes der
Isogyrenfliche.

Eine durch den Doppelpunkt gehende Gerade schneidet
diese Curve dritter Ordnung nur noch in einem Punkt, fiir
welchen sich im Anschluss an die letzten Erorterungen eine
bequeme Construction ergibt. Der Fusspunkt des Perpendikels,
welches man vom Brennpunkt einer Parabel anf eine ihrer Tan-
genten fillen kann, liegt immer in der Scheiteltangente derselben.
Da der gesuchte, in der gegebenen Geraden liegende Curven-
punkt der Fusspunkt des Perpendikels ist, welches man vom
Doppelpunkt der Curve auf die entsprechende Parabeltangente
fillt, so muss das Bremnpunktsperpendikel der letszteren mit
dieser Geraden parallel laufen. Um also den, in einer durch den
Doppelpunkt gehenden Geraden liegenden Curvenpunkt zu con-
struiren, ziehe man eine Parallele zu ihr durch den Brennpunkt
und errichte im Schnittpunkt derselben mit der Scheiteltangente
eine Senkrechte. Der Schnitt derselben mit der gegebenen Ge-
raden ist der verlangte Curvenpunkt.

Der Beriihrungspunkt einer Parabeltangente wird bekannt-
lich erhalten, indem man das zwischen Hauptachse und Scheitel-
tangente liegende Stiick derselben vom Schnitt der letzteren aus
in der Tangente auftriigt. Der Halbkreis, welcher durch den
Doppelpunkt der Curve dritter Ordnung, durch den Beriihrungs-
punkt einer Parabeltangente und den in dieser liegenden Curven-
punkt hindurchgeht, berithrt die Curve dritter Ordnung im letzt-

Kine zur Linie
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genannten Punkte. Die Richtigkeit der hieraus folgenden, be-
merkenswerth einfachen Tangentenconstruetion folgt unmittelbar
aus Fig. 3.

Ist 4 der Punkt der Curve dritter Ordnung, welche in der
Parabeltangente 4B mit dem Berithrungspunkt in B liegt, 4’ ein
benachbarter Curvenpunkt in der Parabeltangente 4’ B’ mit dem
Berithrungspunkte in B/, so geht die Sehne 4 4’ in die Curven-
tangente in A iiber, wenn die Punkte 4 und 4’ und in Folge
dessen auch B und B’ zusammenfallen. Unter dieser Voraus-
setzung geht aber auch die Linie 44’ in die Kreistangente iiber.

Aus der analytischen Untersuchung des behandelten ebenen
Schnittes der Isogyrenfliche, der ihre Gestalt hinldnglich charac-
terisirt, ergibt sich eine fiir manche Fille noch bequemere Con-
struction desselben.

Zur Untersuchung der genannten Curve dritter Ordnung
eignen sich wieder besonders trimetrische Coordinaten, fiir
welche sich aber diesmal andere Fundamentallinien empfehlen.
Zieht man in dem Dreiecke, welches die Durchschnitte der Elasti-
cititsachsen auf der Ebene bilden, die Hohen und verbindet
die Schnittpunkte derselben mit den Seiten unter einander, so
sollen die Seiten des so entstehenden Dreieckes I II III (siehe
Fig. 1) die neuen Fundamentallinien sein, und die neuen Coor-
dinaten €, &,, & proportional zu den senkrechten Abstinden des
betreffenden Punktes von diesen Linien genommen werden.

Die Gleichungen der Verbindungslinien der Eckpunkte des
neuen Fundamentaldreieckes mit dem urspriinglichen Coor-
dinatenanfang O, welche Linien auf den entsprechenden Trassen
der Ebene 4, A, A, senkrecht stehen, sind:

O  ==0, ?w—lzo

0l 2=0 L __Z—0

und in Folge dessen die Gleichungen der Ebenen:
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X 1 z

onmm ——+<L+-=-=0
£ N ¢
a Y 2

II - — = =0
011 3 m 7
@ Y z

0 II —+ <L —— =0
I 3 +n 4

Um dieselben auf die Normalform zu bringen, hat man sie
mit dem Factor:

zu multipliciren.

Alle drei Ebenen sind gegen die Ebene 11) gleich geneigt,
und zwar ist »x der Cosinus des Neigungswinkels. Die senkrech-
ten Abstinde o,, d,, 9; irgend eines Punktes von diesen Ebenen
findet man durch Substitution seiner Coordinaten in die Normal-
form der betreffenden Gleichung, also z. B.:

. x Y z
0, = /.<—?+_q‘ -+ ?).

Fiir alle Punkte der Ebene I IT IIT bestehen die Relationen:

=& cosc = w.& 0, =r.§, 0, ==&

DieTransformationsgleichungen der Coordinaten sind daher:

\

£ =— §+l+%“

=) g " + ¢ 2OIL)
- v Y_F

&= ET T2

und deren Auflssungen:
@ 1 , 1 1 z 1
FT=3G+E), L=+, 7 =5E+E). 200)

Zwischen den neuen Coordinaten muss in Folge der Glei-
chung 11) die identische Relation:

(0 + )& +(P+ )6+ (E+0P)E = 2p 21)
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Destehen, die sich nur durch einen Factor von der Gleichung:
0,€ + 06,055 = 29 22)

anterscheidet, wobei s, ¢,, o, die Seitenlingen des neuen
Fundamentaldreieckes, ¢ dessen Flidcheninhalt bezeichnen:

Nachdem man den Nenner jedes Gliedes der Gleichung K)
durch & n, ¢ dividirt, gewinnt sie die Form:

Atx Bay Ctv
+ e =0
1 z z x & Y

wE T E & w
aus welcher man durch Anwendung der Transforniationsformeln
die Gleichung des Schnittes mit der Ebene 11) in den neuen
Coordinaten erhilt:

<
422FS | patth | ppGts 23)
&— ST &%

Bringt man die Briiche auf gleiche Nenner und ordnet nach

den Unbekannten, so geht sie in die Form:
MEEHEED+N(GEEHEEDFPEE+ELED
— 26, 6,6,(48*+Bn*+C*) =0

iiber, wenn man zur Abkiirzung:
—AF 4 B+ C¢* = M, AS>—Bn*+ C* = N, A+ Bv* —C* =P
setzt. Mit Riicksicht auf die Identitit 48?4+ Bv*+ C*=M+- N+ P
erlangt sie die noch einfachere Gestalt:

ME (6—5)"+ NE(G—4) " + P4(§—5)* =0 24)

aus der sofort erhellt, dass die Eckpunkte des Fundamental-
dreieckes der Curve angehoren und dass diese im Punkte D mit
den Coordinaten £, =&, = & einen Doppelpunkt besitzt.

Die Seiten des Fundamentaldreieckes werden ausser in den
Ecken in noch je einem Punkte von der Curve getroffen. Die
Coordinaten dieser Punkte sind, wie unmittelbar ersichtlich:

0% &% _g. - .6 .
g‘_O’ZV-'_'P'_O" 071-1-?_0
£, =0, £[+ V_().

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCI. Bd. II. Abth. 35
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Diese drei Schnittpunkte liegen auf der Geraden

EI Ez 53 =
=L == — —= U, 21
i =+ N + 2 0 D)

Die Tangenten der Curve in den Eckpunkten des Funda-
mentaldreieckes sind, diese Schnittpunkte als bekannt voraus-
gesetzt, leicht zu finden. Aus der Curvengleichung F = O folgt
die Gleichung der Tangente im Punkte &/: ?

dF' . dF', dF',
E 5+ (1_5252 + jcf;g:; =0,
in welcher die Accente andeuten, dass inden betreffenden Differen-
tialquotienten die Coordinaten des gegebenen Punktes einzu-
setzen sind. Fiir die Tangenten in den Eckpunkten des Dreieckes
ergeben sich demnach die Gleichungen:

ME +NE, =0, Mg, +Ps, =0, N, +Ps, =0.

Diese Geraden sind invers zu jenen, welche die Ecken des
Dreieckes mit den Curvenpunkten in den gegeniiberliegenden
Seiten verbinden.

Ist M, der Schnittpunkt in der Seite II III, so tangirt jene
Gerade die Curve im Punkte I, welche mit I ITT denselben Winkel
einschliesst wie IM, mit I IL. Die Schnittpunkte dieser drei Tan-
genten mit den gegeniiber liegenden Seiten liegen auf der Geraden:

M& + Ne, + Pg, = 0.

Berticksichtigt man die aus 21) und 22) folgenden Rela-
tionen:

5 = HntH 0, oy = (B4, 5y = o(E47)

7 b4 rA
&= 9 (0 +03—0,), n* = 0} (3,+03—1,), { = 7(“1 +0,—0,)

und die mit ihrer Hilfe aus den Definitionsgleichungen fiir M, N
und P folgenden:

M = #(5,0+5,B), N= t(a,d+3,0), P= x(,B-+a,4)
s0 kann man sich leicht durch Auflésen der Klammern und ent-

sprechendes Zusammenfassen der Glieder tiberzeugen, dass die
Curvengleichung auch identisch mit:

t Salm on, h. eb. C. p. 61.
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(A&, + BE, + C&) (5,56, + 0,6 5+ 0,6, 6) +
+ (455 + B 5+ C56,) (0,6, +0,5+0,8) =0 26)
ist. Durch die Abkiirzungen:

AL+ B+ =9 =0
A52€3+B€1€3+C€1€2 =s=0
0§ +ab+adh =9 =0
oibyh+oybb+oyhE, =5, =0
gewinnt die Gleichung die durchsichtige Form:
g8, +g,s =0 27)
welche die unmittelbare Untersuchung der unendlich entfernten
Curvenpunkte gestattet.

g = 0 ist die Gleichung einer Geraden durch den Punkt
£ =6 =4&;

s = 0 die Gleichung eines Kegelschnittes durch denselben
Punkt;

g, = 0 gemiss der Gleichung 22) die Gleichung der unend-
lich entfernten Geraden;

s, = 0 die Gleichung des dem Fundamentaldreieck um-
geschriebenen Kreises, !

Setzt man ¢, = 0, so gelangt man zur Einsicht, dass die
unendlich entfernte Gerade die Curve im unendlich entfernten
Punkt der Linie ¢ — O schneidet, und dass die Schnitte des
Kreises s, = O mit der unendlich entfernten Geraden, also die
imagindren Kreispunkte, gleichfalls der Curve angehoren.

Die Curve ist also eine circulare Curve dritter Ordnung
mit einer reellen, zur Geraden g — O parallelen Asymptote.

Circulare Curvendritter Ordnung sind im Allgemeinen einfach
zU construiren, wenn gewisse ausgezeichnete Punkte derselben
bekannt sind. Am bequemsten gestaltet sich die Construetion,
wenn der reelle Durchschnitt (C) der beiden imaginiren Asymp-
toten, die reelle Asymptote sammt ihrem Sechnitt («) mit der
Curve, ferner zwei Curvenpunkte «¢ und b bekannt sind, deren
Verbindungslinie parallel zur reellen Asymptote liegt. Die zuletzt
angegebenen Punkte konnen auch durch einen Doppelpunkt der

Salmon, a. G. d. K. p. 191.
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Curve vertreten sein. Liegt der Punkt € auf der Curve, dann
braucht ausser ihm nur noch die Lage der reellen Asymptote
bekannt zu sein, da ihr Schnitt mit der Curve bereits construirt
werden kann, Die Construction einzelner Punkte ist nachDurége?
die folgende: Man legt irgend einen Kreis durch die Punkte «
und b, verbindet den Mittelpunkt desselben mit € und f4llt vom
Punkte « eine Senkrechte auf diese Verbindungslinie. Dieses
Perpendikel schneidet den Kreis in zwei Curvenpunkten.

Ist an der Stelle von « und b der Doppelpunkt der Curve ge-
geben, so beriihren alle Kreise die durch den Doppelpunkte parallet
zur Asymptote gezogene Gerade, und die Kreismittelpunkte liegen
auf der Senkrechten, die man durch denselben Punkt auf die
Asymptote legen kann. Die Verbindungslinie des Punktes « mit
C (s. Fig. 4) muss im letztgenannten Punkte zwei Punkte mit der
Curve gemein haben, dieselbe also in C beriihren. Sie ist
néimlich die Begleiterin der unendlich fernen Geraden,? d. h.
die Verbindungslinie der drei endlichen Schnittpunkte der
Asymptoten mit der Curve, von welchen Schnittpunkten zwei in
C zusammenfallen. Die Construetion soll also fiir jenen Kreis,
welcher dureh C€ hindurchgeht, zwei zusammenfallende Punkte
geben, d. h. die gesuchte Tangente in € muss auch diesen Kreis
beriihren; sie kann mithin construirt werden und gibt in ihrem
Durchschnitt mit der reellen Asymptote den Punkt .

Unsere Aufgabe ist demnach zuniichst die Ermittlung des
Punktes C und derreellen Asymptote. Die zur Asymptote parallele
Gerade ¢ = O ist identisch mit der Leitlinie der frither unter-
suchten Parabel, wie sofort ersichtlich wird, wenn man die Glei-
chung dieser Leitlinic aus dem fritheren Coordinatensystem in
das neue transformirt, was mit Hilfe der aus der Verbindung von
12) und 20) hervorgehenden Transformationsformeln:

£
2 = m(gz'*'%): Ty = \/€2 (E +&;);

( +&) 28)

1 Durége, eb. Curv. 3. Ord.
Salmon, b, eb. C. p. 156.
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geschieht, wobei man nur die Gleichungen 14) und 7) zu beriick-
sichtigen braucht.

Nach der Gleichung 27) kann man die vorliegende Curve
dritter Ordnung auch als Erzeugniss des Strahlenbiischels:

g+ig, =0 29 a)
dessen Mittelpunkt der unendlich entfernte Punkt der Geraden
¢ = 0 ist, und des projectivischen Kegelschnittsbiischels:

s—is;, =0 29 D)
auffassen. Betrachtet man die, einem bestimmten Werthe von
). entsprechende Gerade:

g—2r9; =0, 29¢)
die sogenannte harmonisch conjugirte zu 29«), so findet
man, dass ihre Gleichung aus 294) hervorgeht, wenn man
in ibr statt der Coordinaten die reciproken Werthe derselben
einsetzt, d. h. 29¢) ist die Inverse des demselben Werthe von A
entsprechenden Kegelschnittes 295).

Die Geraden g+2y, = 0 und g—2g, = O liegen zu verschie-
denen Seiten, aber in gleicher Distanz von der Geraden ¢ = 0O;
kennt man also die zu einem Kegelschnitt des Biischels 290)
Inverse, so ist der dem Kegelschnitt entsprechende Strahl
in gleicher Distanz wie diese auf der entgegengesetzten Seite
von ¢ zu ziehen. Da alle den Kegelschnitten des Biischels in-
versen Geraden zu g — O parallel laufen, bedarf es zur Con-
struction einer derselben nur der Kenntniss eines einzigen Punk-
tes, d. h. man braucht nur zu irgend einem Punkte des betreffen-
den Kegelschnittes den inversen aufzusuchen.

Diese Uberlegungen fiihren zu einer Construction der reellen
Asymptote, wenn man noch folgenden Satz aus der Theorie der
Curven dritter Ordnung ! zu Hilfe nimmt. Wenn eine Curve
dritter Ordnung durch einen Strahlenbtischel mit dem Mittelpunkt
m und einen Kegelschnittsbiischel erzeugt wird, so entspricht
der Kegelschnitt, welcher durch m geht, jenem Strahl, welcher
die Curve dritter Ordnung in 2 beriihrt. Da im vorliegenden
Falle der Punkt m im Unendlichen liegt, so wird dem Kegel-
schnitt, welcher durch diesen Punkt geht, die reelle Asymptote
entsprechen. Die Inverse zu diesem Kegelschnitt muss nach den

! Durége, C. 3. Ord. p. 139.
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friiher gemachten Bemerkungen durch den zu m inversen Punkt
hindurchgehen. Man zieht also parallel zu ¢ =0 durch die Ecken
des Fundamentaldreieckes Gerade und sucht hiezu in der frither
angegebenen Weise die entsprechenden, welche sich im verlang-
ten Punkte C; schneiden. Auch hier braucht man nur eine dieser
Geraden zu ziehen, da ja der gesuchte Punkt im Umkreis des
Fundamentaldreieckes liegen muss, der alle inversen Punkte der
unendlich fernen Geraden enthilt. Zieht man also durch den so
construirten Punkt die zu g — O Parallele und auf der anderen
Seite von ¢ die dazu conjugirte, so ist die letztere der dem betref-
fenden Kegelschnitt entsprechende Strahl, d. h. die reelle
Asymptote.

Die Coordinaten des Punktes €, sind die reciproken Werthe
der Coordinaten des unendlich fernen Punktes der Geraden g —0.
Letztere sind, da sie den Gleichungen:

6, &+ 0,6 +30;6 =0
A&+ BE + €, =0
geniigen miissen, proportional den Grossen:
Cs,— Boy , A6,—Cos,, Bo,—Ag,,
die Coordinaten des Punktes C, also proportional zu:

1 1 1 )
Co,—Bs;’ Aa,—Cs; ' Bs —Aa,

30)

Dieser Punkt C, ist zugleich der Durchschnittspunkt (C) der
imagindren Asymptoten.
Die imaginiiren Asymptoten sind ndmlich die Tangenten in
den Curvenpunkten, fiir welche ¢/ =0, ¢} = O ist.
Aus Gleichung 27) folgt die fiir die Aufstellung der Tan-
gentengleichung nothwendige Grosse:
oF  9s, og s 9¢,

88, 9% T oveg, T T 0w

und fiir den vorliegenden Fall einfacher:

OF 35 by
A A

Auf diese Art resultirt speciell der Ausdruck:
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/ P P .
O = (A5 Bey o O (8 0, 0)+ (A + BEG + s, =
'l P - 3o .
= A(o, 8+ 018 o )+ Bloy i Eny 0, 8]+

(. 22 = <) AY
+ (0,87 + (0,84 0,£])]
und mit Ritcksicht auf die Gleichung:

oF

2y = &8 (Br—Cn)

S
=0,

Die Gleichung einer der imaginiiren Asymptoten ist also:
&2 &%) (Boy—Co,)&, + (641 (Co,—Aoy)E, +
+(§"—£4%) (do,—Ba;)E;, =0

eine Gleichung, welche durch die Ausdriicke 30) erfiillt wird, ob
nun & die Coordinaten des einen oder des anderen der imaginiren
Kreispunkte bezeichnen. Der Punkt C, ist daher der reelle Durch-
schnitt der imaginiren Asymptoten. Ev liegt, wie unmittelbar
ersichtlich, gleichfalls auf der Curve.

Die Construction der Curve unterliegt nun keinem Anstand
mehr. Wir wollen nur noch auf einige mehr oder weniger
interessante Beziehungen derselben zu der frither untersuchten
Parabel hinweisen, die in vortheilhafter Weise zur Verein-
fachung der Construction beniitzt werden konnen.

Die neuen Coordinaten des Brennpunktes der genannten
Parabel erhélt man durch Anwendung der Transformationsformeln
die wieder aus 12) und 20) folgen:

2 2 z2 2 2, .2
3 :_\/04—{—& @ -{—\/g +¢ X, +\/£,+0 Ty
1 é‘ 1 7 2 g
é—gzi,"@—\/ €x2+\/€, — @y
- .r/ g

2y 2
—\/£+ﬂ Ty

¢

1

]
) B B
53:¥(L’1+\/' garz
S n

und ergeben sich mit Riicksicht auf 14), 19), 21) und 22) pro-
portional zu:
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Dic Verbindungslinie dieses Punktes mit dem Doppelpunkt,
& =& =&, der Curve besitzt demnach die Gleichung:

@__fz_)g (i__g>f (2_6_1> 0
<0 glat\g— ¢/t —g)a=¢

A(Ba,—-Cs,) & + B(C5,—As,) &, + C(A5,—Bs,) &, = 0.

oder:

Aus der letzten Gleichungsform ist ersichtlich, dass der
Punkt (€) in derselben Geraden liegt.

Die Verbindungslinie des Doppelpunktes mit irgend einem
Punkt der Curve dritter Ordnung steht, wie nachgewiesen wurde,
senkrecht auf einer Tangente der Parabel, welche durch den-
selben Punkt hindurchgeht. Die Verbindungslinie des Brenn-
punktes der Parabel mit dem Doppelpunkt muss daher senk-
recht auf jener Tangente stehen, welche durch den Punkt € an
die Parabel gezogen werden kann, der Punkt C ist also gleich-
zeitig der Fusspunkt des Perpendikels aus dem Brennpunkt auf
eine Tangente. Dieser Fusspunkt liegt aber bekanntlich auf der
Scheiteltangente, und da diese parallel zur Leitlinie verlduft, ist
diese Tangente die durch den Punkt C gehende Parallele zur
reellen Asymptote.

Da die Punkte € und « in zwei Parallelen liegen, die von
¢ =0 entgegengesetzt gleiche Abstinde besitzen, muss diese
Gerade die Strecke Ce im Halbirungspunkte (0) treffen (s. Fig. 4).
Mithin ist 0C = 0D = Ox, die Punkte C, D, « liegen auf einem
Kreise mit dem Durchmesser Ca und der Winkel CD« ist als
Winkel im Halbkreis ein Rechter, ein Ergebniss, wodurch die
Construction des Punktes « sich wesentlich vereinfacht.

Eine nihere Betrachtung der Gleichung 27) gibt iiber eine
andere interessante Entstehungsart der Curve dritter Ordnung
Aufschluss. Die Gleichung geht durch Inversion in sich selbst
iiber. Hieraus folgt, dass fiir jeden Curvenpunkt auch der inverse
in derselben Curve liegt. Er liegt aber auch in der conjugirten
Geraden zu jener, welche parallel zu ¢ durch den urspriinglich
angenommenen Punkt geht, denn soll der zu einem Punkt der
Geraden g+ ¢, =0 inverse Punkt in der conjugirten Geraden
liegen, so miissen seine Coordinaten & die Gleichung
¢'—2 ¢, = 0 erfiillen. Da aber die £ proportional zu denProducten
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& & sind, geht die letzte Gleichung durch diese Substitution in
s—»X s, = 0 tiber, die im Vereine mit g + % g, = 0 ausdriickt,
dass alle Punkte der Cwrve dritter Ordnung dieser Bedingung
gentigen. Zwei inverse Punkte konnen aber als Brennpunkte
eines Kegelschnittes aufgefasst werden, welcher die Seiten des
Fundamentaldreieckes beriibrt. Der Halbirungspunkt der Ver-
bindungslinie beider Brennpunkte liegt nach dem frither Gesagten
auf der Geraden g — 0.

Die Curve dritter Ordnung ist mithin der geometrische Ort

der Brennpunkte von Kegelschnitten, welche drei gegebene
Gerade beriihren und deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen.
Der Ort der Mittelpunkte von Kegelschnitten, welche vier feste
terade beriihren, ist die Gerade, welche die Mittelpunkte der
Diagonalen ihres Vierseits verbindet. ! Umgekehrt beriihren alle
Kegelschnitte, welche drei feste Gerade beriihren und deren
Mittelpunkte in einer Geraden liegen, noch eine vierte Gerade.
Es ist ndmlich leicht, eine vierte Gerade so zu bestimmen, dass
die Mittelpunktsgerade die Halbirungspunkte der Diagonalen
des so gebildeten Viereckes enthilt. Ist (s. Fig. D) I IL III das
Fundamentaldreieck, ¢ die Gerade der Kegelschnittsmittelpunkte,
so braucht man nur die Dreiecksseiten zu halbiren, diese Punkte
zu einem neuen Dreieck zusammenzufassen und die Schnitte
1, 2,3 der Seiten desselben mit der Geraden g mit den ent-
sprechenden Eckpunkten I, II, III zu verbinden. Die Schnitt-
punkte M,, M,, M, der Seiten des Fundamentaldreieckes mit
diesen Verbindungslinien liegen auf der gesuchten Geraden (.
Es ist unmittelbar aus der Figur zu ersehen, dass die Diagonalen
des Vierseits I IT M, M, durch diese Gerade halbirt werden.

Die untersuchte Curve ist daher ein specieller Fall der
Brennpunktscurve von Kegelschnitten, welche vier gegebene
Gerade beriihren, und diese letztgenannte Curve wurde bereits
eingehend vom Standpunkte der neueren Geometrie untersucht. ?

Wir beniitzen hievon nur das Ergebniss, welches bereits
Salmon # anfiihrt, nimlich dass die Eckpunkte des Viereckes

Salmon, a. G. . K. p. 265.
H.Schrétter, Math. Aun. BA. V, p. 50; Durége, p. 33; Salmon
a. G. d. K. p. 369.
3 Salmon, a. G. d. K. p. 364.
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und die Schnittpunkte der Gegenseiten auf dieser Curve liegen.
Die frither construirte Gerade ¢ muss daher als Verbindungs-
linie jener Curvenpunkte, in welchen die Seiten des Fundamental-
dreieckes getroffen werden, mit der Geraden 25) identisch sein,
die man zur Construction der Curventangenten in den Eckpunkten
des Fundamentaldreieckes bentitzen kann.

Ein ebener, zur Schwingungsrichtung senkrechter Schnitt
der Isogyrenfliche kann nach den gegebenen Daten construirt
werden, wenn die optischen Constanten des Krystallplidttchens
bekannt sind. Die Isogyren selbst erhilt man durch Schnitte,
die parallel zu dieser Richtung verlanfen. Aus einem Schnitt der
ersten Art lisst sich aber durch lineare Construction ein Schnitt
der zweiten Art ableiten.

Es sei 0, (s. Fig. 6) der Mittelpunkt des Kegels dritter
Ordnung, P ein Punkt seines Schnittes mit der Ebene E. Es
handelt sich nun um die Construction des Punktes P/, in welchem
der Strahl OP die zu E senkrechte Ebene E’ trifft. Der Inbegriff
aller Punkte P’ gibt dann die neue Schnitteurve. Um diese Curve
in die angenommene Zeichenfliche E zu bringen, denkt man sich
die Ebene E’ um die Schnittlinie MV in die Ebene E umgelegt
und zwar so, dass die Punkte D’ und D, in welchen die von 0
auf E und E’ gefillten Perpendikel diese Ebene treffen, auf ver-
schiedene Seiten der Schnittlinie #/V zu liegen kommen. 2’ und D
stehen unter der Voraussetzung 0D = 0D’ nach der Umlegung
gleich weit von dem Punkt L ab, in welchem das von D auf die
Schnittlinie MV gefillte Perpendikel diese schneidet. Aus der
Figur geht hervor, dass der umgelegte Punkt der Senkrechten
angehtrt, die man in @' auf MN in der Ebene E ziehen kann.
Mit Riicksicht auf die Proportion:

OD:P'() = PD: P/

gelangt man zu der in Fig. 7 angegebenen Construction des
Punktes P aus P.

Um also eine beliebige Isogyre fiir eine gegebene Platte zu
construiren, geht man in folgender Weise vor: Die Lage der
Platte in Bezug auf den Krystall ist gegeben, wenn man die
Trassen der drei durch die Elasticitdtsachsen, die von irgend
einem Punkt der einen Begrenzungsfliche ausgehen, gelegten
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Ebenen auf der anderen Grenzfliche kennt. Es sei A, 4, A,
(s. Fig. 8) das von ihnen gebildete Dreieck,! B und § die Schnitt-
punkte der optischen Achsen, ferner JJ' die Richtung, fiir welche
die Isogyre bestimmt werden soll. Zieht man im Abstand p, in
diesem Fall der Plattendicke, von D eine Senkrechte auf JJ, so
ist die neue Linie M N die Schnittlinie jener Ebene, deren Schnitt
mit der betreffenden Fliche dritter Ordnung die zu iibertragende
Curve liefert. Zuerst construirt man die den Punkten 4,, 4,, 4,,
R, § entsprechenden Punkte 4}, 4}, A}, R/, §' und fiir diese nach
den gemachten Angaben die betreffende Curve. In Fig. 8 be-
deutet P den Brennpunkt der Parabel, s die Scheiteltangente der-
selben und 4 die reelle Asymptote der Curve dritter Ordnung
sammt ihrem Schnittpunkt « mit der Curve, € den reellen Durch-
schnitt der imaginiren Asymptoten. Die Figur zeigt die Con-
struction der Punkte K und Fnach der einen, H und ¢ nach der
anderen Methode.

Es ist ersichtlich, dass die durch denlunkt D' parallel mit MN
gezogene Gerade bei der Ubertragung in die Ebene E zur
unendlich entfernten Geraden wird. Die drei in dieser Geraden
liegenden Curvenpunkte, also der Doppelpunkt D’ und der Punkt
F, werden die unendlich fernen Punkte der neuen Curve und die
Tangenten in ihmen die Asymptoten. Alle Isogyren sind daher
Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt im Unendlichen
und dem entsprechend mit zwei parallelen Asymptoten. Je nach-
dem nun der dritte Schnittpunkt der durch D’ parallel mit MN
gezogenen Geraden die Curve in der Schlinge oder ausserhalb
derselben trifft, liegt der Wendepunkt der iibertragenen Curve
entweder zwischen den parallelen Asymptoten oder ausserhalb
derselben, so dass man entweder die eine oder die andere der
typischen Formen der Curven dritter Ordnung mit einem Doppel-
punkt im Unendlichen erhiilt. ?

1 Falls das Schnittdreieck von vornherein gegeben ist, bekommt
man den Abstand seiner Ebene vom Coordinatenursprung als zweite Ka-
thete eines rechtwinkeligen Dreieckes (s. Fig. 1) mit der Hypothenuse 04,
und einer Kathete 4,D. Die Linge 04, erhiilt man, indem man itber 44,
einen Halbkreis beschreibt und den Schnittpunkt desselben mit der Hohe
A3 1T mit 4, verbindet.

Salmon, h. eb. C. p. 216.
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Je zwei sich entsprechende Linien beider Ebenen schneiden
sich in der Axe MN. Um daher die einer Geraden entsprechende
zu ziehen, verbindet man ihren Schnittpunkt mit der Geraden
D' F mit dem Punkt L und zieht durch den Schnittpunkt der zu
ibertragenden Geraden mit MN die Parallele zu dieser Ver-
bindungslinie. Auf diese Weise wurden die Asymptoten der neuen
Cwrve K’ (¢, ¢,, t;) construirt, als Ubertragungen der Tangenten
in den Punkten D’ (welche zugleich Parabeltangenten und als
solche leicht zu construiren sind) und F. Der untere Zweig der
Curve K besitzt in seinem weiteren Verlauf einen Wendepunkt;
ein dritter Curvenzweig fillt nach links ausserhalb der Zeichen-
fliche.

Die angegebenen Constructionen versagen ihren Dienst,
wenn die Isogyre fiir eine Schwingungsrichtung bestimmt werden
soll, welche parallel zu einer der urspriinglichen Coordinaten-
ebenen verlduft. In diesem IFall zerfdllt aber die Fliche dritter
Ordnung in eine Ebene und eine Fliche zweiter Ordnung, deren
Schnitt mit der Krystallplatte unmittelbar ohne Schwierigkeit
construirt werden kann.

Es sei z. B. £ = 0. Die Gleichung der Isogyrenfliche wird
demnach:

@ | —dnla*+ (Bny—C&)(Cy—nz)] = 0,
zerfillt also in die Gleichungen:
x=0; Anlx*+(Clx—Bny)(¢ly—nz) = 0.

Zwischen den Richtungscosinussené, v, ¢ und den Richtungs-
cosinussen «, 3, v der Begrenzungsfiichen der Platte, besteht die
Relation: fn + 9¢ = 0, mit deren Hilfe die zweite Gleichung die
Form:

(CBz + Byy)(y + vz) = Apya®

gewinnt. Die Isogyre ist der Schnitt dieser Fliche mit der
Ebene:
ox + By + 9z = p.
Die Gleichung dieser Curve in trimetrischen Coordinaten,

bezogen auf die Trassen der Coordinatenebenen als Fundamental-
linien, erhilt man durch die Substitution der Werthe:
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g2 By s @, «fy s, x, afy sy,
R v — Saty , %P7 S53%
b )’
p - p B P
in der Form:

(B?/ 8,y + C% 843 ) (S0, +3524) = % sia?

Fir s,o, + sy, =0 muss } = O sein, das heisst, die
Gerade s,@, + s,z; = 0, welche parallel zu 2, = O durch die
Ecke #, = x; = O hindurchgeht, tangirt im Schnittpunkt mit der
Geraden #; = 0, also im Unendlichen, die Curve, d. h. sie ist
cine Asymptote derselben. Die Curve zweiter Ordnung ist mithin
eine Hyperbel. Ebenso beriihrt die Gerade:

P 2
h:Biszx2+ C%s3x3 =0

p

die Curve dort, wo sie #; = O schneidet. Fiir ¢, = 0 als Glei-
chung der unendlich fernen Geraden wird:

8,y + 8323 = ¢,— 8%y,

durch welche Substitution die Curvengleichung iibergeht in:

8@ Y o 24
g =" (Aélswl + B7lszx2 + C—ﬁ $5%5)
% “« ° 7
oder:
s,&
g h = L1y
A k')

und die Gerade ¢ — O ist wieder jene, welche durch den Hohen-
punkt des Fundamentaldreieckes und den Halbirungspunkt 7'
von RS, in welchen Punkten die optischen Achsen die Ebene
tretfen, hindurchgeht. Fiir ¢, =0 muss ¢ = 0 sein, d. h. die
zweite Asymptote der Hyperbel ist parallel zu dieser Geraden.
Die Gerade & verbindet den Punkt ¢ = 0, #, = O mit dem Eck-
Dunkt 2, = 0, &, = 0 des Fundamentaldreieckes.

Der Berithrungspunkt einer Hyperbeltangente halbirt das
zwischen den Asymptoten liegende Stiick derselben, ein Satz, der
zur Construction der zweiten Asymptote fiihrt, deren Richtung ja
bekannt ist. In Fig. 9 wurde die Isogyre 1 in dicser Weise
construirt. Die eine der gestrichelten Linien ist die Gerade g,



552  pitsch. Tver die Isogyrenfliche der doppeltbrech. Krystalle,

die zweite die Tangente im Schnittpunkte derselben mit ey
Curve. 1" und 17 sind die Asymptoten der Hyperbel, welche,
nachdem noch der Punkt £ bekannt ist, construirt werden kany,

Fig. 9 zeigt sechs Isogyren, welche nach den angegebeney
Regeln fiir ein Topaspléttchen construirt wurden, dessen Begrey.
zungsflichen gleiche Neigung gegen die drei Elasticititsachsen
besitzen. Der Winkel der optischen Achsen wurde zu 56° 58"
angenommen, wie er Strahlen von der Wellenlinge der Frayy-
hofer’schen Linie D entspricht. Ein Krystall mit grossem Achsen-
winkel wurde gew#hlt, da sich fiir einen solchen die Construc-
tionen selbst bei einem kleineren Massstab der Zeichnung mit
gentigender Genaunigkeit durchfiihren lassen, was bei der An-
nahme eines kleinen Achsenwinkels nicht der Fall wire. Die
Schwingungsrichtungen, fir welche die Isogyren gelten, sind
parallel den Seiten und Hohen des Fundamentaldreieckes. Die
ersteren lieferten als Isogyren die Hyperbeln 1, 2, 3 und die
entsprechenden, ebenso bezeichneten Geraden, die anderen die
Curven dritter Ordnung 4, 5, 6, von welchen bei keiner der
dritte Curvenzweig dargestellt werden konnte. Die zu einer Curve
gehdrigen Asymptoten wurden mit der gleichen Zahl wie diese
bezeichnet, nur wurden die Ziffern mit Accenten versehen, so
dass z. B. die zur Curve b gehorigen Asymptoten die Geraden
5/, ’5//7 B sind

Die genannten Curven stellen die Isogyren in der Gestalt
dar, in welcher sie vor der Brechung erscheinen wiirden. Um
iiber ihre Gestalt nach der Brechung ins Klare zu kommen,
geniigt es nach Lommel, ! die Dimensionen der Curve um das
p-fache zu vergrossern, wenn man mit g einen geeignet zu
wiithlenden, mittleren Brechungscoéfficienten- des Krystalls he-
zeichnet.

1 Lommel, Wied. Ann. 18
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