
Über die Divisoren der ganzen Zahlen,
Von dem c. M. L eop o ld  G eg'enbauer.

Ich habe unlängst einigeTheoreme über diejenigen Divisoreu 
der ganzen Zahlen mitgetheilt, welche durch kein Quadrat 
(ausser 1) theilbar sind („Asymptotische Gesetze der Zahlen­
theorie.“ Denkschriften der k. Akademie der Wissenschaften, 
mathematisch-naturwissenschaftliche Classe, 50. Band, I. A b te i­
lung, p. 36 ff.). In den folgenden Zeilen sollen zunächst einige 
allgemeinere Sätze, welche sich auf jene Divisoren der ganzen 
Zahlen, die rte Potenzen und durch keine (<rr)te Potenz (ausser 1) 
theilbar sind,beziehen und in denen die eben erwähnten Theoreme 
als specielle Fälle enthalten sind, abgeleitet und sodann einige 
Sätze über die Anzahl jener Divisoren einer Zahl, welche nach 
einem geraden Modul vorgeschriebenen Zahlen congruent sind, 
aufgestellt werden.

Bezeichnet man die Summe der Äten Potenzen derjenigen 
Theiler einer Zahl n, welche rte Potenzen und durch keine (<jr)te 
Potenz (ausser 1) theilbar sind, mit rr)/.ia (n)} so ist, da bekanntlich 
jjL„(m) gleich Null ist, wenn m durch eine ffte Potenz (ausser 1) 
theilbar ist, sonst aber den Werth + 1  besitzt:

wo die Summation über alle Divisoren cl,. von n zu erstrecken 
ist, deren complementärer Divisor eine rte Potenz ist.

Die Formel 1) zeigt, dass folgende Gleichung besteht:

1 )
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Über die Divisoren der ganzen Zahlen.

Es ist:

= [ \ /  jT

V
x=i

: = [vM
_ ^  l n

also nach 1):

°)

x = n  x =  [\/\

/^, Tr, h a (a'0 —
x -= l x — 1

Schreibt man in der bekannten Relation:

a w  =  y

für n :
■2/?J

, multiplicirt mit yk und summirt bezüglich y

t f n ], so erhält man:

v a
y= 1

4)

n
^  (xy)'\

x, y— 1

oder, weil:

ist:

-  V
~  Zu

ylH * )

= [n/V]
V a
y=1

601
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602 G e g e n b a u e r .

aus welcher Formel für k — 0 die specielle von Herrn B u g a j e f  
und mir aufgestellte Gleichung:

- V n

y -
n

folgt.

n :

Schreibt man in dieser speciellen Formel für r : ar und für 

, multiplicirt sodann mit f>.j(x) und summirt bezüglich x

von 1 bis [s^n  ] , so erhält inan:

» -K f c r J -U f c ]

l/=l, X = 1

oder wegen 3):

V n

(y°x)r
^ (x )  =  V j (x')

* Wn

X
x = l

O a r ^ ) LZ )= Tj

welche Relation man unter Berücksichtigung der Formel:

X  = 1

in die folgende verwandeln kann:

x = n  = [ \ / « .

5)

Man hat daher das Theorem:
Die ganzen Zahlen von 1 bis n besitzen eben so viele Divi­

soren, welche rte Potenzen und durch keine (ar)te Potenz (ausser 1) 
theilbar sind, als die Summe der Anzahlen derjenigen Zahlen 
beträgt, welche durch keine (<?r)te Potenz (ausser 1) theilbar 
und beziehungsweise nicht grösser, als
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Über die Divisoren der ganzen Zahlen. 6 0 3

- | v

sind.
Aus der Gleichung- 3) ergibt sich die Relation:

x rk

(0 ^  ex <  1 ),
c = [

welche wegen der bekannten Formel:
2 =  00

V  p.(.r) _  {(»)
Z j a?*

in die folgende übergeht:

6) Z  A1 ( r ( Ä + l )  >  1 )
X=1

wo:

ist.
Aus der letzten Gleichung leitet man leicht folgende Rela­

tionen ab:

{(.<*+1» + <&*t  (r 4 > i)
1 1 / , _ !  C(c7»’ä)

£(ffr(/c-+-l))rc r

oder einfacher, wenn auch weniger genau:

1
lAi I <  g- ( 1 +  r j (rk >  ! )

Il

IA, | <  +  log n +  C +  -  ( r i = l )
1 11 ^((7(r+l)) n v '

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. X C I. Bil. II . Abth . 39
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■604 G e g e n b a u e r .

‘(£ =  0, r >  1)

Die eben abgeleiteten Relationen liefern sofort die Glei­
chungen :

X=7l

> r , . _ M ( V )

7) n £(ar(k-i-l))

z=n

8j lim„, _  2r(2,r(i+l) + l)((r(i+l))
oo  —  

11 ( 2 ^ + i ) ^ + 1 )

Tr> — 2 A + l,

x ~ l  ___ T { 2 o r k  - + - 1 ) 5 , -h

10) limB=oe>-

n ~  (2tt)2'-^ -1 )r (2rk + 1  )B7rb

x = n

/ ® (^0
r(2<j;,(Ä -4-1) +1)5,. (A+i)

(2ff)^-(*+i)(»-i)r(2r (Ä + 1) + 1)5,, (A + l

Bezeichnet man mit r „ ( r c )  die Summe der A'ten Potenzen 
derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl n, welche rte Potenzen 
und mindestens durch eine (ar)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, 
so ergeben sich aus den letzten Gleichungen die folgenden Rela­
tionen :

^1 * r ,  — i-, a (X)
11) lim?1=0o — ------------- =  <(r(i +  l)) ll -  * J

X=?l

^  ? r ,  - b , 2a ( j V )

18) lim_  = L _ --------- { (K* + 1)) jl -  g p M ± l ) (
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Tr, —2A+1, a(jß)

Über die Divisoren der ganzen Zahlen.

x= n

605

13) lim„=c

Z  *2''’ ~k’
14) lim?l=00 — ----------------

_  (2 iifkrBkr L 2Y (2okr+ l) (
2T(2Är+l) \ (2n ) ^ B akr f

_  (2-)2'W )JB,(/,+1) 2r(2dr(Ä +  l) +  l)|
“  2r(2r(Ä +  l) +  l) ( ( 2 ^ ) ^ + ^ +]) j

Man kann die aufgestellten Formeln auch auf dem folgenden 
Wege ableiten.

Schreibt man in der Gleichung:

Z N X rk —  P/,,,.(w)

f ü r  n : , multiplicirt sodann mit y*kr\J.(y) und summirt bezüg­

lich y von 1 bis [ y ^ ] ,  so erhält man:

* -N n ]  . *~[</n]'* = W n]

y .  )  y°rkK v ) = y ,
x=l, ?/=l 

x=l\/n
-  V
“ Zu

a =  l

{xy*Yk [>.($)

X' *'* CC * ( v i

oder wegen der Gleichung:
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welche Gleichung sich nach Formel 3) in die folgende ver­
wandelt:

15)
x=̂ n

x =  1

y = (̂/n]

'>•,*,« 0*0 =  ^  P*,r 
'/=! y y°’’kKy)'

Den speciellen Fall a — 2, r — 1 dieser Formel habe ich 
schon früher a. a. 0 . mitgetheilt.

Verbindet man die Relation 15) mit den von mir mitgetheil- 
ten Gleichungen:

P_,, ,(m) =  m£(r(k + 1)) +  ^ \ y ^ T  +  £'£(rÄ)

{rk >  1 ; 0 <  | s |, | s! | <  1)

P—/!ir(ni) — w?C(r + l )  +  £C(r + l )  +  £/^ °g  m +  C-4- —

(rk — 1; Orsg | £ |, | e'| <  1)
i

P - k, r (m) =  ml(r) +  e(£(r) + 1  )mr
(k =  0, r >  1; 0 ^  | s |, | s' | <  1)

so erhält man ebenfalls die oben aufgestellten Formeln.
Die Relation 15) gestattet aber auch den bisher noch nicht 

behandelten Fall r — 1, k — 0 zu erledigen. Setzt man in der­
selben nämlich r — 1, k 0, so verwandelt sie sich in:

,c=n V ~  [ \ /  n J
i6 ) ri, « ,„ (* )=  y i <p

X = 1  .'/=!

Nun ist bekanntlich:

Ky)-

m
w o: 

ist.

W(m) =  m(logwi+2 C— 1) -f- £ \ /

i £ I <  4

Die Gleichung 16) verwandelt sich daher in:
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Über die Divisoren der ganzen Zahlen. 607

oder:

Zu
x = l

17) y  Ty,o,*(x) _  ^-y- jlogw +  2 C 1 +  - ^ J  + A 2

wo:

log x
* = Z “

A, =  — n\(2 C—
■ V L

V  Ky) V
r  ^r a, “i v=  1

= [\/«] + l

//= oo ?/ ~ [ \/ )i ]

+  2 £ — 1 -4-

5# (y )
7 /= l

( 0 ^  | |, 4> e'i <  1)

ist. Aus der letzten Gleichung ergibt sich für a >  2 die Beziehung:

| A2[ < rcg{logrc +  2 C+£{a)(2C— l ) } + \ / n(c (i-J  +  2 log2 +  4

während für a — 2, wie schon Herr M ertens gefunden hat:

ist.

Az l<  H r lo&w +  5 +  3 £ + 2 1 oS' 2 ) v  w+ 2

Aus der Gleichung 17) ergeben sich daher die Relationen:
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608 G egen  bau er.

X=7l

y  Tl,0, 2<r(#)
20) limw=00 — ------------- =

n
_  2r(2ff+ 1) Jj -| 4ar(2cr+l)^25|
-  "'(2 r 8 n + 2 C ~ 1 +  -  (2 ny * B — \

X=7l

y  î, o, 2» (a?)

21) limw=oo

X=?l+7)

22) lim,.„=00“ '  ^  =  j lo g « + 2 C +  g  J L

l im ,,„ =00 —  =  0 ,  l i m , „ =00^ - ^  =  0 }
11 0

x=n+mt)

^  Ti,0> <,(#)
23) | log» +  2 C S - ^

X=w4-T)

y  Tl,0, 2o(#)
24) lim7)|n=00i= !i=2dl_---------

2r ( 2g +  1) L 4gr(2g +  l )g 2qj
( 2 t t ) ^ ct j 6 + 2 C +  (2 „y*B ' [

/  | f l ,  0, 2„(i»)

25)  
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Über die Divisoren der ganzen Zahlen. 609

«=?!■+7) x’=[ne]

^  ̂  0, a(p̂ ) ̂  '  ̂ "l, 0, a(a?)
26) lim^ w=QO -= ” ~Ti+' ------------=  limw=00 -  X=1 --------

Z'fi [ne \

a= w + Y ) .u =  [ne]
S~y V'i
/ , ^ ,0 ,^ )  2^ TJ|0>B(a?)

27) = 2 ± L -----------=  «=‘
2v> jnej

x — 10s— 1

y  T i ,  o ,  o ( a ? )  —  ^  T j ,  0 ,  a ( # )

28) lims=00 t=110*— 10*

=  ^ ) { slo®1 0 + ^ + 2 C - 1 + |y !
B = 1 0 S —  1

"̂ 1, 0, o(*̂ 0 ^  ̂  0, ct(*̂ ')
29) lims=< 2=1

105— IO5- 1

=  i1- < f e } l sIos'l o + ! T 12+2C- 1! - #
x=10* i=10s—1

/  ■], 0, - i jx )  —  y  Tl, -J x )

s°) — w = M —  =
_ 2r (2 s+ l) j log-10 4jr(2<r +  l ) g .,t
~  (27zf°B, \ l o g l J +  9  + Z  ' 1 +  (2 n y - B .  i

z=10Ä *=10s—1

V  f l , 0, » • (* ) ---- y  ?1,0, 2o (■£)

31> lim— - — i r a ä —  =

= I '- t S S ? I  K » - T -

Von clen in den abgeleiteten Formeln enthaltenen arithmeti­
schen Theoremen mögen die folgenden erwähnt werden:

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



610 G e g e n b a u e r.

Die Summe der reciproken &ten Potenzen derjenigen Divi­
soren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen und durch keine 
(<rr)te Potenz (ausser 1) theilhar sind, beträgt im Mittel:

Die Summe der reciproken Ä-ten Potenzen derjenigen Divi­
soren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen und durch keine 
(2c;r)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im Mittel:

Die Summe der reciproken (2Je— l)ten Potenzen derjenigen 
Divisoren einer ganzen Zahl, welche ?-te Potenzen und durch 
keine (or)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im Mittel:

r(2ark+T)B,./,
(2ny r « ' - i )r(2 rk + l)B 3rk

Die Summe der reciproken yfcten Potenzen derjenigen Divi­
soren einer ganzen Zahl, welche (2r)te Potenzen und durch keine 
(2<rr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im Mittel:

r (2 ffr(Ä +  l )  + 1)5,.(,+1) 
( 2 ^ ^ + D ( - i ) r ( 2 r ( A - + 1) + 1 ) 5 , , (*+1)-

Die Summe der reciproken &ten Potenzen deijenigen Divi­
soren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen und mindestens 
durch eine (ar)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im Mittel:

Die Summe der reciproken Äten Potenzen derjenigen Divi­
soren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen und mindestens 
durch eine (2or)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im 
Mittel:

C (r(*+ 1)) 
£(<jr(Ä:+l))’

2V{2ar(k + 1 )  + 1 )  C(r(k + 1 ))
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Über die Divisoren der ganzen Zahlen. 611

Die Summe der reciproken (2k— l)ten Potenzen derjenigen 
Divisoren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen und mindestens 
durch eine (<rr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im 
Mittel:

(2fr)2̂ _  L 2r(2or*+l)(
2r(2rÄ* +  l )  ( \'

Die Summe der reciproken /cten Potenzen derjenigen Divi­
soren einer ganzen Zahl, welche ( 2r )te  Potenzen und mindestens
durch eine ( 2 ar)te  Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im
Mittel:

(2^)2,(/+1) Br{k+^ j 2V{2ar{k+ 1 ) + 1 )  j

2r(2r(A + 1) +1) ( (2n y ^ ) B , t.{k+i)

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 
rte Potenzen und durch keine (<?r)te Potenz (ausser 1 )  theilbar 
sind, beträgt für r > l  im Mittel:

£0)
CC®»-)'

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 
-rte Potenzen und durch keine (2<rr)te Potenz (ausser 1) theilbar 
sind, beträgt für r > l  im Mittel:

2F(2ffr+l)£(r)
{2rcy-Ba>. •

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 
(2r)te Potenzen und durch keine (2ar)te Potenz (ausser 1) theilbar 
sind, beträgt im Mittel:

2 r  (2or+l)B ,.
(2 n f ’V -V r (2 r + l)B ar'

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 
rte Potenzen und mindestens durch eine (ar)te Potenz (ausser 1) 
theilbar sind, beträgt für r > l  im Mittel:

■ ^ ( 1  —
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Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen.Zahl, welche 
rte Potenzen und mindestens durch eine (2<xr)te Potenz (ausser 1) 
theilbar sind, beträgt für r >  1 im Mittel:

ffr ) ( l _  2T (2«r+ l)|
A >\ ( 2 - p 'ß , ,  ) ’

Die Anzahl deijenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 
(2r)te Potenzen und mindestens durch eine (2 < x r ) t e  Potenz (ausser 1) 
theilbar sind, beträgt im Mittel;

(2n)2rBr ) 2r(2<rr+l)

61 2  G e g e n b a u e r .

2r(2r+l) l (2n)2arBai. )'

15Jede ganze Zahl hat im Mittel — quadratische Divisoren,TT
welche durch keine vierte Potenz (ausser 1) theilbar sind.

315Jede ganze Zahl hat im Mittel . quadratische Divisoren,2tt
welche durch keine sechste Potenz (ausser 1) theilbar sind.

1505Jede ganze Zahl hat im Mittel — g— quadratische Divisoren,

welche durch keine achte Potenz (ausser 1) theilbar sind.

Jede ganze Zahl hat im Mittel quadratische Divisoren,

welche durch keine zehnte Potenz (ausser 1) theilbar sind.
105

Jede ganze Zahl hat im Mittel —t-  biquadratische Divisoren,
7T

welche durch keine achte Potenz (ausser 1) theilbar sind.
i i . , 14189175 , . „ . ,Jede ganze Zahl hat im Mittel » go 8 biquadratische1006 71

Divisoren, welche durch keine zwölfte Potenz (ausser 1) theil­
bar sind.

Ist:

lim.,, « = oo —-— — 0" n

lim,,, n = oo =  0
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so besitzt jede ganze Zahl in dem Intervalle n— V/ +  1 . .n + v  im 
Mittel:

Über die Divisoren der ganzen Zahlen. 613

{ l o g n + 2 C + ? | } J _
(<0h (<0

Divisoren, welche durch keine ote Potenz (ausser 1) theilbar sind, 
und:

l - ^ : ) ( l o g » + 2 C 0 -  <7g”
£ (ff)/ £(*)*

Divisoren, welche mindestens einen Primfactor in der <yten oder 
einer höheren Potenz enthalten.

Ist:

lim-q n = oo — —  — 0 1 n

lim,, n = oo Ŝ L — 0
r ,

so besitzt jede ganze Zahl in dem Intervalle n— >5 +  1. . .w+v? im 
Mittel ebenso viele Divisoren, welche durch keine (mindestens 
eine) ate Potenz theilbar sind, als jede ganze Zahl in dem Inter­
valle 1. . . [ne].

Ist:

lim,) n = oo —-— : -  0
1 n

V  \ /  n  Alirü-T], n = oo — 0

so besitzt jede ganze Zahl in dem Intervalle n— v? +  l . . n+r, im 
Mittel:

2r(2cr+l) f logn + 2 c+  4®r(20-)-l)&,
(2 V ° (2K 'f'B .

Divisoren, welche durch keine (2o)te Potenz (ausser 1) theilbar 
sind, und:

2r(2.+ l ) V  8oft.HK2.-H)}»
1 (2 t i fB .  1 8 (2 n f ’Bi

Divisoren, welche mindestens einen Primfactor in der (2u)ten oder 
einer höheren Potenz enthalten.
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61 4 Gee-e n ba u er.

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel:

1 /  , 1A log 10 <rg,s log 10h--- ^ ------ h26— 1 +  u
C O ) 9 CO)

Divisoren, welche durch keine <jte Potenz (ausser 1) theilbar sind, 
und:

CO)
s log’ 10-4- lü^ ) -4-2(7— 1

C0)s
Divisoren, welche mindestens einen Primfactor in der aten oder 
einer höheren Potenz enthalten.

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel:

2F^ + 1 ) U g l O +  ^ + 2 (7 -1  +  4^ + 1 ) ^9 (2 k)*°B0

Divisoren, welche durch keine (2a)te Potenz (ausser 1) theilbar 
sind, und:

l _ ö ± 3 ) ) f s lo g l0 +  ]̂ °  -4-2(7— i^ W ( 2 * + i ) j >
9 (2xy°Bl

Divisoren, welche mindestens einen Primfactor in der (2<r)ten oder 
einer höheren Potenz enthalten.

Man hat ferner:

V ( - D l/
a —1

w o:

ist, wenn: 

ist.

X—ln»=[\/ 71 ] r.C-

= z < - » b
x = l

x =  [ \/ n ]

+  y  R,

-4-

11
X — [> /» ]# ■  ( [\ A ])

Rr(z) — a 

z =  +  «  (mod. 2 r) 

Aus dieser Gleichung folgt:

£ ( - d
F r ]

X = [\/ n  ) rx’ 1
= » y ( - x>

Fr]
+  X

J X  
x=  1
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Über die Divisoren der ganzen Zahlen. 61 5

wo:

x = [\ /n  J fX_ l l  n ]
a 3 =  - V ( _ i  +

ist.

—  [\/n]R r([\/n])

( 0 ^ £ ,< 1 )

Nun ist aber

1 , \ 2 V  . (2A— 1 >32) —  log (l + x m)  H------> cotang — —
m m t—i 2 m

>.=i

x — cos
(arctang ■

2m

(21— 1 )n 
m

(21---1)7Tsin ----------—
+

n (2X— l)7r / __
m

x -

x z .̂3 OQ̂  ̂ Cß̂ + 2 fitn + :!
—  X  -\----- —----- 1------^------h  . . -\-------------------------------3---------------------? r ------------------K

2 6 m m + 1 m -\-2 m +  o

+ +2m 2 m + l 2m +2 2m+ 3

-j— 1X'
3 m 3tw+1

und daher hat man auch:

F S
V ( - 1 )

log 2 n
+V V* 2^ (r— 2A +  1) cotang +  \

).=] )
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616 G e g  e 11 b a u e r.

33) lim„ = 0 0
n

log_2 +

Den speciellen Fall r — 6 dieser Formel habe ich schon 
früher a. a. 0. mitgetheilt.

[— 1Da (— 1)L r J den Werth + 1  hat, wenn x  einer der Zahlen 
1, 2, 3,4, . , r  nach dem Modul 2r congruent ist, und in allen
anderen Fällen gleich — 1 ist, so ist der Zähler des auf der linken 
Seite der letzten Gleichung stehenden Bruches die Differenz aus 
der Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n, 
welche eine der Formen 2rju.4-l, 2r/x+2, ., 2r/m+r besitzen,
und der Anzahl der übrigen Divisoren.

Man hat daher die Theoreme:
Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 

nach dem Modul 2r einer der Zahlen 1, 2, 3, congruent
sind, Ubertrifft die Anzahl der übrigen Theiler im Mittel um:

so hat jede ganze Zahl im Intervalle n— vj +  1. . .ii-hy im Mittel:

Ist:

lim
n
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Divisoren, welche nach dem Modul 2r einer der Zahlen 1, 2, 3, 
. . r congrnent sind, und:

Über die Divisoren der ganzen Zahlen 617

■ i ^log n +  2 C— ^  (»’— 2 X+ 1 )  cotang
x=i

Divisoren, welche eine der Formen 2[xr} 2 /j .r + r + l , 2jm.r+r+2, 
., 2[xr+2r— 1 besitzen.

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel:

1 (  i m  orr i log 10 log 2 y f s  log 10 +  2 C— 1 +  —^ ------1-----”-----h

+ ( ’■— 2 i + i ) °ota“ s
>.=i

Divisoren, welche nach dem Modul 2r einer der Zahlen 1, 2, 3, 
. . r congruent sind, und:

log 1 0 + 2  C— 1 +  l0g l °  l08’ 2
2 V 9 r

>.=r-
71 V /  1 \ 4. (2X— D r

“  (r — 2Ä +  1) cotang 2r ~~
X=i

Divisoren, welche eine der Formen 2\xr, 2 y .r + r + l } 2 {j.r+ r+ 2 , 
2txr+2r— 1 besitzen.
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618 G e g e n b a u e r .

wo:

ist.
A, =

\ /  8w +  l  +  l

Berücksichtigt man die Formel 32), so kann man diese 
Gleichung sofort in folgender Weise schreiben:

- F f 1]
v

\=>

2a?— 1
x=  1

wo, wie man leicht findet:

) - i
4 r

. A I <  ffi ’ + l )  (2w+ 1 )  4-4 ^  o (2 r + l )
8m +  1—3

ist.
Es ist also:

A,

rre+l-|

2 x — 1
34) lim„=c

\=r
n  V  .  ( 2 A — 1 ) / t

=  4 r  Z - i  C o t a n S  4 ^

X=1

Den speciellen Fall r — 3 dieser Formel habe ich schon 
früher a. a. 0. mitgetheilt.

[— 1Da (— l)  r den Werth + 1  hat, wenn 2x— 1 eine der 
Formen 4r[x+ l, 4r/j.+3, 4r/j.+5, . ., 4ry .+ 2r— 1 besitzt, in
allen anderen Fällen aber gleich — 1 ist, so ist der Zähler des 
auf der linken Seite der letzten Gleichung befindlichen Bruches 
die Differenz aus der Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen 
Zahlen von 1 bis n, welche eine der Formen 4rju.+l, 4rju.+3, 
4?tj(.+5, ., 4rii.-\-2r— 1 besitzen, und der Anzahl der übrigen
ungeraden Divisoren.

Man hat daher die arithmetischen Theoreme:

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer Zahl, welche eine der 
Formen 4r/ji +  l, 4rp +  3, 4rju+5, 4r/x+2r— 1 besitzen,
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Über clie D ivisoren der ganzen Zahlen. 61 9

iibertrifft clie Anzahl der übrigen ungeraden Divisoren im Mittel
um:

7t V  (21 — 1)7T
4̂ 7 2-, CQtang’ 4r '

>.=i

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer Zahl, welche eine 
der Formen 4r(a + 2 , 4rp.+4, 4ry.+  6, ., 4ry.+2r  besitzen,
Iibertrifft die Anzahl der übrigen geraden Divisoren im Mittel um:

log 2 \ . [21— 1)tt
- I r  +  X f ) ,  (>— 2X + 1) cotang

Ist:

2r 4rz jL-i 4r>-i

lim ^ 11 — o11111 7), n =  o o  —  ^'0

so hat jede Zahl in dem Intervalle n— v? +  l . . rc+v? im Mittel:

~  ^log n + 2 C +  log 2 +  ^  cotang
X = l

Divisoren, welche nach dem Modul 4r einer der Zahlen 1, 3, 5, 
2r— 1 congruent sind, und:

-J  (log- n + 2 C +  log 2 -  ~  U  cotang
) .= l

Divisoren, welche eine der Formen 4r(u + 2 r + l ,  4?ta+ 2?’+ 3 7 
..  ., 4rju+4r— 1 besitzen.

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel:
>.=/■

1 1A ™ „ iog'10 * V  . (2X—1)tts log 1 0 + 2C— 1 +  log 2h-----^ ------— 4 ~
>.=i

Divisoren, welche nach dem Modul 4r einer der Zahlen 1, 3, 5, 
., 2r— 1 congruent sind, und:

Sitzb. d. matnem.-naturw. Cl. X C 1. Bd. I I . Abth. 40
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>.=/•

6 2 0  G eg-eubauer.

i -  (s Iog l0 + 2C- 1  +  log 2 +  £  cota“ g - ^ 4^ -
).= 1

Divisoren, welche eine der Formen 4r\j.-k-2r+l, 4rju+2r+3, 
. . ., 4r/j.+4r— 1 besitzen.

Ist:

lim y]. n = oo — 0

so hat jede ganze Zahl in dem Intervalle n—v? +  l .  . .n + y  im 
Mittel:

i - ( l o g  n + 2  C +  ^  -  log 2 +

+ ir* Z  (r- 2X+!) cotanS (2?i 7.1),r-)
X=1

Divisoren, welche nach dem Modul 4r einer der Zahlen 2, 4, 6, 
2r congruent sind, während die Anzahl der übrigen geraden 

Divisoren:

4 -(log  n + 2 C — log 2 l0g’ 2
4 V ö 2 r

!L_ £  (,— 2X + l)  cotang
4v ).=l

beträgt.

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel:

i  (s log 10+20—1 — log 2 +  +  ^  +

) . = r

TZ
+ Z  (’ — 2X +  ! )  cota“ g (2>4,.1);C-|

l - l
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Über die Divisoren der ganzen Zahlen. 621

Divisoren, welche nach dem Modul 4r einer der Zahlen 2, 4, 6, 
. . . ,  2r congruent sind, während die Anzahl der übrigen geraden 
Divisoren:

i ( .  log 1 0 + 2 ( 7 - 1 -  log 2 +  ^  _

-  -5 3 - Z  ( * ' - 2X+ ! )  eotanS
X = l  1

beträgt.

40=i=
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