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Uber eine Formel der Determinantentheorie.

VYon F. Mertens.

1.

Es sei © eine ganze Function der m.n Elemente
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gy Uoy - o - oy

(1)

2 Wy U2+ Qyimy

welche in Bezug auf die Elemente

@) gy tlygy lggye + o

homogen und vom Grade m,, in Bezug auf die Elemente

3) Qo) lapyUagys + Lo

homogen und vom Grade m, u. s. w., in Bezug auf die Elemente
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gesetzt, wo sich das erste Summenzeichen auf alle Werthe
1,2,...m der k reihenden Elemente «,f,...¢ bezieht, unter
dem zweiten dagegen «,, ..:¢ alle Permutationen der Zahlen
1,2,...n zu durchlaufen haben und das Vorzeichen - sich, wie
bei der Bildung einer Determinante, nach der jeweiligen Classe
der betreffenden Permutation richtet. Nennt man jeden Ausdruck
von der Form

0<19'> 90 + ¢ %6 +. .4a 96
e =gy oy e A gyt 5—
p ' 3a11, 2 Bagp nr da,,u)
eine Polare von O, die Polare einer Polare von @, d. h. einen
Ausdruck von der Form

ol 3.0 1;) a.@@’;) a.@(f;}')
(] <29> <q> =y ‘—3a1q + g _Bagq R _—Bamq

eine mehrfache Polare u. s. w. und bezeichnet allgemein mit I (©)
ein aus einer endlichen Anzahl von Gliedern, deren jedes eine
mit einem Zahlenfactor versehene mehrfache Polare von © ist,
bestehendes Polynom, mit II®) (0) dagegen ein eben solches
Polynom, wenn alle seine Glieder Polaren von Ausdriicken sind,
welche in Bezug auf die Elemente (4) vom Grade k sind, so lisst
sich © identisch auf die Form

5) 0 =110(6),
wenn m << n, und
(6) =MO(0) + Zdy,...p Vrp...s(0),

wenn m=n, bringen; das Summenzeichen bezieht sich auf alle
der Grosse der Stellenzeiger nach geordneten Combinationen
n'er Classe Ap. . .p der Zahlen 1,2, ...m und O, bezeichnet einen
Ausdruck von der Form
1
1 - ﬁ 0+ H(®>)

M eine ganz positive Zahl.

I. Es seien, um die Formeln (5), (6) zu beweisen, A,p., .. s,<
k verschiedene Zahlen der Reihe 1,2...n und S, ... die Summe
aller Ausdriicke von der Form
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@ e (2)(2) () ()

wo «f3...¢ irgend eine Combination A—1ter Classe der Stellen-
zeiger Ai. . . . o ohne Wiederholung bezeichnet. Man hat dann

(8) Mm:0 =8 .« +(—1)10 (Hv- . 'd>.

Ap. ..ot

Der Ausdruck (7) zerfillt ndmlich, wenn die geforderten
Differentiationen ausgefiihrt werden, in

—rre(])
+1r0() + —apo )+ r—1po(T)
+we ()

+(_1)h®<aﬁ...s‘r>

raf ...z
und es kommt demnach der Ausdruck OC) in 8,..., mit dem

Coéfficienten
(k—1> <lc—1) k_1> 1
1 )7\ 2 /)7 < 3 ) T

jeder Ausdruck von der Form Ci ' :), wenn £>2 und die

Anzahl p—1 der Stellenzeiger «,f3,...¢ (ausser r) < k—1 ist,
mit dem Coéfficienten

= (17 (57) =] =0

und der Ausdruck @ C{'; ' :) mit dem Coéfficienten (— 1)* vor;
tiberdies ist

T 00 00 00
(9) ®<T>_(tltm—kugrmﬂ---.+dm-¢'a—a;_mf®
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wegen der Homogeneitédt von © in Bezug auf die Elemente
<, Uogy « v« Uyye
Bezeichnet nun pg . s irgend eine Permutation der Zahlen

1,2,. .nund Ax...r einen k-gliedrigen Cykel derselben, so hat
man, wenn k=1, nach (8):

(10) m.®=TL(0) + (— 1)1 0 <)\}x .. .X)

L. T

und man darf annehmen, dass = der grosste unter den Stellen-
zeigern des Cykels ist. Aber auch fiir einen eingliedrigen Cykel
r gilt diese Gleichung, wenn man II (0) = O setzt und erwigt,

dass nach (9)
m.6=0 (’)
7.

ist. Besteht die Permutation pg. .s aus mehrals einem Cykel und
bezeichnet 'p’. . .7' einen zweiten mit &’ Stellenzeigern, so wende
man die Formel (10) auf den Cykel A’/ .7" und den Ausdruck

(—1)y—10 G; i) =m.0—11(0)
an; es wird dann, da letzterer in Bezug auf
“I’t’; a21’; o

von demselben Grade wie © ist und ein Aggregat von Polaren
desselben wieder die Form II(0) hat:

V=t P--ul)_ TV <;L A 7)

Setzt man diesen Ausdruck in (10) ein, so wird
) e o A .R’)
e O — R e s .
=10t @)+ (=1 © (7\‘1;.. R 7N T 4
So kann fortgefahren werden, bis alle Cykeln der Permutation
Pq- . .s erschopft sind, und man erhilt allgemein:

nqg. S
Ay  ome o=HE)+(—1pe (Pl %)

wo g die Anzahl der Cykeln der Permutation pg...s — die ein-
gliedrigen mitgerechnet — und r.  die grossten in den einzelnen
Cykeln enthaltenen Stellenzeiger bezeichnen.
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Summirt man alle Gleichungen (11), welche den verschie-
denen Permutationen pg. .s entsprechen, so ergibt sich

1 .0 =1I(6 —1)— (7) 7 - s>
12) M Q)+ Z(—1)*70 19. )
wo M die Summe der Producte m..  bezeichnet. Es ist aber
L (Pq- s) . 07 0
© (1 2...n) =l ey an
und daher
g (PO s>_v ] 9 @
(=10 <12. ) a'ﬂ"'sﬁaalﬁaﬁg...aaen'

Ist nun m < =, so verschwinden alle Determinanten 4,3 . .
identisch, weil unter den Stellenzeigern o,(. gleiche vor-
kommen miissen, und man hat

g (P9 %)

2(=1p~e <1 2. .n) =0.

Ist dagegen m=mn, so braucht das Summenzeichen nur auf die-
jenigen Zahlensysteme of3 . bezogen zu werden, welche aus
allen moglichen Permutationen der einzelnen der Grosse der
Stellenzeiger nach geordneten Combinationen Ap.. .p nt" Classe
(ohne Wiederholung) der Zahlen 1,2, . ..m bestehen; bilden aber
af. ¢ eine Permutation der Combination Ap.. .p, so hat man

-Aot[-)...s = i-A)qJ.. )

wo das Vorzeichen der Classe der Permutation «3. .e ent-
spricht, und derjenige Bestandtheil der Summe, welcher sich auf
alle Permutationen von Ap.. .p bezieht, ist

"0

=4, 2t
ket aaalaaﬁg. . .3(15,,

= A?,p-. “p V'Ap.. . (9),
so dass, tiber alle Combinationen Ap.. . .p erstreckt,

) q . 8
S(—— 1\)"—9@ <21 g. .7l> = zAlp..- P V)\y,...p(@)
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wird. Dividirt man noch die Gleichung (12) durch die Zahl 3,
welche nicht — O sein kann, wenn m, > 0, da ja M=m, ist, wie
aus der auf die cyklische Permutation 23.. 21 bezogenen
Gleichung (11) hervorgeht, so hat man

(13) 0 =11(0),
wenn m << 7, und

o 1
(14) ("):I[(@)'FZA)[J{;VIIJ:)(WI@);

wenn m=mn.
II. Um eine Polare eines Ausdrucks von der Form

Vip..p <('D>

zu bilden, geniigt es, die dazu fithrende Operation unter dem
Zeichen y an @ zu vollziehen, d. h. es ist

15 @ (1"): . <<1> 4 >
( 0) V).p....p( ) P V..o <]}>
Greift man nimlich aus dem Ausdrucke

. . (3;’) )
AL <q) (p >> =2+ 8, 9a,5 . . . 9a,;

Jje zwei Glieder
wlf) el
P p

T 0y .0as, .

'

N T T B

heraus, welche zwei nur durch die Vertauschung von p und p’
sich unterscheidenden Permutationen. ..p. .p" ..,...p...p.
entsprechen, so ist, weil diese Glieder entgegengesetzte Vor-
zeichen haben

YR (1’) 9 @ (f’)
-+ P = 4 =
T gy .. By . e 00y 0y,
= (+ EEXO) — oo ><p’>
T 0y e Oty e e 05y 8as, ../ \p )’

woraus die Gleichung (15) folgt.
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Aus dieser Gleichung ergibt sich ferner:
(16) [Edi.. V... ()] 6,) -

’

— 3 A)‘!‘L.”P (l;) )'leﬂ..p((D)+EA)~5’-"'{" (V)up((b)) (‘2) =

_ ")
=3 A).}L...pV7.u-~-F<(D (p) ’
da identisch
fl).y_...o(fj) :O
AP
ist.

III. Der Ausdruck II (0) in (14) besteht aus lauter Gliedern

von del‘ FOl‘Ill
_p (.[

und der Herleitung zufolge ist immer wenigstens p’<<p. Es kann
auch noch ¢'<<¢ sein. Es seien in der Zahlenreihe p,¢,. .¢

» Y r
die ersten aufeinander folgenden Stellenzeiger, fiir welche
P<py<g..-r<r

ist. Das Glied G kann dann als Polare des Ausdrucks
(17) (D:c(-)<p><q> <’>

YY) r
aufgefasst werden. Ist nun fiir jedes Glied & der Ausdruck ® vom
Grade 0 in Bezug auf die Elemente (4), so hat man die Formel
(6). Ist dagegen fiir ein Glied & der Ausdruck noch nicht vom

Grade O in Bezug auf ¢, as,. . . @,n, 50 kann man auf denselben
die Formel (14) anwenden. Es wird dann

(18) (l):[[(@)+2A).p....pv‘/‘y..-.p <]% (D)

und es ist klar, dass jedes Glied von IT(0) in dieser Formel

die Gestalt
G =0 (p) <q) <,) <s>
p/Ng r/\s
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hat, wo neben
P<pg<qg...7"<r

wenigstens auch noch s'<s ist. Aus (18) folgt hierauf nach (16)

1
(19) G:II(®)+EA>\,L...9V),F...,><_,WG>~

Ersetzt man in der Gleichung (14) dasGlied & durch den Aus-
druck (19) und verfdhrt mit allen &hnlichen Gliedern ebenso, so
ergibt sich

1
0 =II(0)+ EAXH,‘.P'VAH...F(% 0+ T G+ )
Diese Gleichung ldsst sich, wenn sie noch nicht die Form (6)
hat, ebenso wie (14) behandeln und es ist klar, dass man zu einer
Gleichung von der Form (6) gelangen muss, wenn man das
beschriebene Verfahren hinreichend oft wiederholt. Nach A-maliger
Wiederholung gelangt man nimlich entweder schon zu einer
Gleichung von der gewiinschten Form, oder aber doch zu einer

Gleichung von der Form

1
(')=H(@)+2Alu-..me-.-p (%@—I—Tin—i— );

in welcher jedes Glied von II(©) als Polare eines Ausdrucks &
von der Form (17) auftritt, in welchem die Anzahl der Stellen-
zeiger p,q, ..r wenigstens £ betrigt. Sind nun p,,p,, Vo
beziehungsweise die Gradzahlen von ® in Bezug auf die Elemente

(2), (8),...(4), so ist
P+ 2p, . A np,=m + 2m, +

e, —(p—p)— (g— ) —. -— (=),
und da

p—p +q—q¢+ . +r—rz=k,
so wird

1
Uy = - (my + 2m, + + nm, —k).

Bei hinreichend grossem £ muss daher v, =0 werden.
Dieselben Schliisse fithren von (13) zu (D).
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Bezeichnen
My Qs . - iy

oy (o« o Qo

{l':nl (2o« « Uy
m.n beliebige Elemente und 4’,..., die Determinante
Stwys. . O

s0 kann man, wenn m=n und m,>1, die Formel (6) auf den
Ausdruck

b A;\p.. .ep V)‘p.. .0 (@1)
anwenden und erhilt

S o0 Vpe. . (0) =1 (Z Ay o V..., (0,))
+EZ A oo (B o Vo0 (8))]
=24y o Vip..o [ (O)]
+E A5 oA Vo Vrpan o (0)),

1
wo ©, wieder die Form %7 © +I1(©) hat. Setzt man dann

QL= 11 Qo =13 + + . Uy =
so wird
Zdry Voo (0) =2y, V.., [IIM O]
+ X A)~P>‘ oep Al'ﬂ.'. o' Voo op Vg, o uip! (92))
woraus nach (6)

0 =II° (®> + EAlu---lep-- . -.O(H(l) (91))
+ E-A)\y....lr, A)x'yL'...p’V)\p,...p Vitpro ! ((-)2)

folgt. So kann fortgefahren werden, bis die Gradzahlm, erschopft
ist, und es ergibt sich allgemein

(20) O=I(0)+Z4),. ., Vap..., (W (0,)) +
-+ EA)\;J.. . .p-A).’u.’. ..o’ V-(g BRI V) UL LI (@4’”71)7
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wo
1
P

@mn:

0 +I1(0).

Fiir n—2 findet man diese Formel bei Clebsch (Theorie
der binairen algebraischen Formen).

3.

Die Formel (20) lasst sich auf die Bestimmung der all-
gemeinen Gestalt eines ganzen Ausdrucks © der Coéfficienten
von m linearen Formen

Y —=ay 2+ o, v, + + dy, Xy

9 yz = (t21 éL'l + “22 "l’.2 -+ -+ s, X,
(21)

ynz: Un1 ‘7"1 + .2 xg e e T

der Verdnderlichen @, x,, . ., anwenden, welcher letztere nicht
enthilt und einer Identitit von der Form

(22) Oz, =QY+ QY +
geniigt, wo 0, (0, ganze Polynome der Verinderlichen
Xy, @y, - -« ¥, und der Coéfficienten von y,,y,,... und ¥,Y",.

Producte von & gleichen oder verschiedenen Factoren bezeichnen,
deren jeder eine der Formen (21) ist. Diese Anwendung beruht
auf der Eigenschaft von @, dass jede ein- oder mehrfache Polare
von @, welche in Bezug auf die Elemente

(23) @iny@any +  + G
den Grad % nicht erreicht, identisch verschwindet.
Einerseits geniigt ndmlich jede Polare <];’ ), in welcher

p'<<p, einer Identitdt von derselben Form wie 0. Aus (22) folgt

=) rroft) r-
p P p

+Q.Y<I;>+Q/ Y’<g/>+
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es ist aber
(1">— . (51’2, 2 e 22, )
pl T T \ey, T by, ! Y. "
Y
=@, 52,

und da (22), nach @, differenziirt, die Identitit
90 )
0=Y %0 +Y 0 o

au’b'p/ 3371,/ Bdf,,r

LY
or

p!

+  +0 +0

gibt, so wird

PN (P BQ) <,/P'_, 30’>,,
()<p>..z,,__<Q <]J>_w1’ 52, Y+ (0 \Z)> &, 5 Y+.

Andererseits muss jeder der Identitit (22) geniigende Aus-
druck ©, welcher in Bezug auf die Elemente (23) den Grad &
nicht erreicht, identisch verschwinden. Setzt man, unter #,,¢,,. . . ¢,
beliebige Elemente verstanden, in(22) #, = lund firi =1,2,. .m

Uiy =t — U Ty — A3 Ty — . — lip—1Tp—1y

wodurch O in 0° iibergehen moge, so erscheint 0° als Polynom,

dessen simmtliche Glieder in Bezug auf #,,f,,.. ¢, wenigstens
ktn Grades sind, und muss daher identisch verschwinden. Setxt
man dann =X, = =X = 0, b= ny by = lUany+ - b1y = Uy,

wodarch 0° wieder in O iibergeht, so ergibt sich ® =0.

Wenn aber jede Polare von ©, welche in Bezug auf
die Elemente (23) den Grad % nicht erreicht, identisch ver-
schwindet, so haben die einzelnen Bestandtheile von ©, welche
sowohl in Bezug auf die Elemente (2) als in Bezug auf die Ele-
mente (3) u. s. w. homogen, aber in Bezug auf eine oder mehrere
der genannten Elementengruppen verschiedenen Grades sind,
dieselbe Eigenschaft. Es sei B einer dieser Bestandtheile, welcher
in Bezug auf die Elemente (23) den Grad & —1 iibersteigt —
andere, welche diese Eigenschaft nicht haben, kommen nicht in
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Betracht, da sie identisch verschwinden. Man hat dann, da alle
Ausdriicke
I1°(B), 110)(B), 11— (B)

identisch verschwinden, nach (20)
B= EA).[.L. “p A).'[;.’. Ll Vopeeip Vitpeiip? « (B/.:)
und es erscheint somit B in der Gestalt

B=4.P+4.P+

wo 4,4, ... ganze Polynome der Co&fficienten der Formen (21)
und P, P, Producte von k-Determinanten ate" Ordnung der
nimlichen Formen bezeichnen.

Da dasselbe von allen Bestandtheilen B von © gilt, so hat
man auch

(24) O—=A.P+A4.P+..
Wire m <<n, so fithren dieselben Schliisse zu der Gleichung
(25) 0 =0.
4.

Jede Invariante © der m linearen Formen (21) geniigt einer
Identitiit von der Gestalt (22). Es gehe allgemein y, durch die
Substitution

xp:sllLX1+€2p.X2+ +E,,,an {J-: 1,2,. R 7
in
ypl Xl + yp‘z Xz -+ + ypnxn
iiber, wo also
ypq =) E:ql -+ )2 g.g‘.’ + -+ Apn Eqn;
und © in &, wenn allgemein a,, durch y,, ersetzt wird. Man hat
dann, wenn
z iéﬂ 522 . gnn - E
gesetzt wird,

26)

D)
I
Inf
)
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Wendet man diese Identitit auf die Substitution

(27) 2, =X, +4X, x,=X,+2X,
Xp—1=— Xn-l -+ Zp—1 Xn Ly — zn,xn

an und setzt
A%+ Upa %o + + %, = 4L,
so wird
2,0=0

und © ein Polynom, in welchem die Elemente 2,7, . .z, nur in
den Ausdriicken

(28) Z,%,. .Z,

vorkommen und welches daher nur aus Gliedern bestehen kann,
die wenigstens » der genannten Ausdriicke als Factoren enthalten.
© muss sonach, wenn m =n, nach (24) die Gestalt

AP+ A .P +...

haben und es ist klar, dass 4,4’,. constante Factoren sind.
Aus der Identitit (26) folgt ndmlich, wenn man den Grad beider
Seiten in Bezug auf die Substitutionscoéfficienten & ,,&,,,...£,,
in Betracht zieht, dass ® vom Grade ».r in Bezug auf die Coéffi-
cienten von y,,y,, .. Sein muss, wenn es nicht etwa identisch
verschwindet.

Jede Invariante 7 linearer Formen von n Verdnderlichen
ldsst sich daher, wenn m=n, als homogene Function der Deter-
minanten nt** Ordnung dieser Formen darstellen. — Weniger als
n lineare Formen mit » Veriinderlichen besitzen keine In-
variante (25).

Bezeichnet © (x,,,, .x,)eine Covariante der Formen (21),
welche in Bezug auf @,,x,, ..x, vom Grade p ist und der
Identitt

29) BN, X)=EOE X 4+, Xpb oo+ £ Xy )

geniigt, wo O(X,,...) aus O (=, . ..) hervorgeht, wenn allgemein
¢y, durch y,, und @; durch X; ersetzt wird, so ergibt sich, wenu
man die Identitdt (29) auf die Substitution (27) anwendet
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(30) 2,0 (X, + 2, X5, X, + 2, Xy - - . 2,X,) =0 Xp,Xe, - Xo)

und man schliesst, wie oben, dass © (X, X,,...) aus lauter Glie-
dern bestehen muss, welche wenigstens » von den Ausdriicken
(28) als Factoren enthalten. Diese Eigenschaft geht nicht verloren,
wenn

X]) Xz} . Xn—-l) X.n
durch

an’l;'l _z1 Dy znwz'—zg Ly v o B 12185, Ty
ersetzt werden, und es hat sonach
-
2, O(@, @y . Bn)

dieselbe Eigenschaft. Hieraus folgt, wenn » =0 und m=n,
nach (24)

O (@), @y, . ) =P. A2y, 2y, . . @n) + P A (2}, 25,...2,)+..

Az, @y, . .. 2n), sind, wie aus der Betrachtung der Grad-
zahlen von © (z, x,,. . .a,)hervorgeht, ganze Polynome p'*" Grades
sowohl in Bezug auf @,,a,,...x, als auch a,;,a,,. ..., Setzt
man diesen Ausdruck in die Identitét (30) ein, so ergibt sich nach
Forthebung von z,
O(X, +2, X0 X; +2, Xy + 2, X)) = P. A (X, X, .. X,)

+ P A(X,X,,. - X,)+

Die Gleichsetzung der Glieder, welche Xi, enthalten, gibt dann
0 (2,2, . +2n) =P.C+PC+

e b _
woC, C',... dieCoéfficienten von X, in 4 (X, Xpe 0 A (X, Xp5000) e
bezeichnen. Da aber A(X,,X,,. .),... Functionen von

Gy~ - 1,24,

Uy oy - (g1, 2,

sind, so haben C,(C’, ... die Form

C=V (2,2 --2.)+ 7
C'=V 2,2y .- 2.)+ ¢

. mathem.-naturw. Cl. XCI, Bd. IT. Abth. 41
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wo P, ganze homogene Functionen u'» Grades von
Z,Zyy ... 2y bezeichnen, deren Coéfficienten die Elemente
@409y - - -ty Dicht mehr enthalten, y,x, ... dagegen in Bezug
auf 2,,%,, .. .2, den Grad p. nicht erreichen. Man hat daher auch

O (@), @y, - - Tn) =P YpYay -+ Yn) + P AV Yy Ysy -« - Ym) + -

Jede Covariante m linearer Formen mit » Verinderlichen
erscheint sonach, wenn m== und ihr Exponent » >0 ist, als
ganzes homogenes Polynom dieser Formen und ihrer Deter-
minanten n**” Ordnung. — Wenn m<cn, so gibt es keine Co-
variante, flir welehe » > 0 wire. — Wenn » =0, so erscheint jede
Covariante, wie sich leicht zeigen lidsst, als homogenes Polynom
YO ¥,,%s) - - - Yur

Die vorstehenden Sitze wurden zuerst von Clebsch
(Crelle-Borrhardt’s Journal, Bd. 59) gegeben.
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