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Zur Theorie der elliptischen Functionen.

Von F. Mertens.

Die in den Reihenentwicklungen der elliptischen Functionen
auftretende Grosse ¢ ldsst sich, wie Herr Weierstrass gezeigt
hat!, in eine nach ganzen positiven Potenzen des Quadrats k?
des Moduls fortschreitende Reihe entwickeln, welche fiir alle
Werthe von 4* mit die Einheit nicht iibersteigendem absoluten
Betrage convergirt. Ieh will hier auf denselben Gegenstand,
welcher mich zur Zeit des Erscheinens des ersten Bandes von
Jacobi’s Werken beschiiftigt hat, nur zurtickkommen, um zu
zeigen, wie man die erwihnte Reihe unmittelbar aus dem Theo-
rema IT Art. 37 der Fundamenta nova erhilt.

Setzt man k* — ¢

t2<1 1 ¢, 136 1356 ) _
ots 191612468 ) =

:%(1—\/1—;‘)“:T< 1
TP = A0 AP T A )

80 muss, wenn es eine nach ganzen positiven Potenzen von ¢ fort-
schreitende Reihe R(¥) fiir ¢ gibt, dieselbe nach dem obgenannten
Satze der Fundamenta der Identitét

R*(¢) = R(T) 2)
gentigen. Diese Functionalgleichung bestimmt aber auch die Reihe
R(t) vollstindig, wenn man verlangt, dass letztere die Gestalt

R(6) = ajt + at* + agt® + .

1 Sitzungsberichte der k. preuss. Akademie der Wissenschaften zu
Berlin 1888.
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haben und ¢, nicht — O sein soll [die der obigen Identitit ge-
niigenden Reihen, welche mit einer hoheren als der ersten Potenz
von ¢ anfangen, sind einfach Potenzen von R(¥)]. Es ist indessen

bequemer den Logarithmus von —* ( ) zu bestimmen.
Zu diesem Ende werde
1.3.5...2n—1 1
2'ﬁ TS =b, n=1,2,3,..
byt + byt + byt + ... = (f)

gesetzt, wo,

eine Reihe
f(&) = Cit+ Ct* + C;t2 +

bestimmt, welche der Identitit
21(6) = (1) + ¢(2) 3

geniigt. Die Gleichsetzung der Coéfficienten derselben Potenzen
von ¢ auf beiden Seiten ergibt, unter v die grosste in !/,» ent-
haltene ganze Zahl verstanden, die Gleichungen:

20, = b,
20, = 4" ¢,+b,
20, = A €+,

4)
2C, = A €, + 4" €+,
20, =4V ¢,+4Y ¢+ .. +4YC,+b,
mit deren Hilfe die unbekannten Coéfficienten C,, C,,... nach

und pach bis zu jedem gewiinschten Stellenzeiger berechnet
werden konnen. Es erbellt unmittelbar, dass diese Coéfficienten

alle positiv ausfallen, da ja é,, b,,. und alle Zahlen A:f’) nach
1) positiv sind. Insbesondere wird

1 13 23

63 *
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Die Addition der Gleichungen 4) ergibt, wenn man
Cit+ Ct* . . +Ctr = f(¢)
byt 4 byt + . 4 b, t" = pn(f)

) %2 (p)  g2p1=m e (P) 41 __ g5 (P)
A2pt +A2p+1t +- '+An =9, (©)

setzt und beachtet, dass die Reihen fiir 7, 7%. .. noch fiir £ =1

convergiren, weil ja die Reihe fur \/1—¢ diese Eigenschaft hat,
und die Summe 1 haben, dass ferner ¢(1) = 716, dass also

0,(1) <116 W (1) <1
ist:
21:(1) = pu(D+ G () + GUIM) +. +CWI (D)
<116 +£,(1) <116 + £, (1).

Hieraus folgt:
frn(1)<<116 5)

und da in Folge dessen jeder Coéfficient €, unter /16 liegt, so
convergirt die Reihe f(¢) fiir jeden Werth von ¢, dessen absoluter
Betrag <1 ist. Man kann indessen beweisen, dass f(f) auch
noch fiir £ = 1 convergirt. Hiezu geniigt der Nachweis, dass die
Summe

F(n) =0+ Cn+2+.- .+Cs,

wo s irgend eine ganze positive iiber # liegende Zahl bezeichnet,
von gewiinschter Kleinheit wird, wenn » fiber eine anzugebende
Grenze hinaus liegt.

Zun#chst 1dsst sich darthun, dass allgemein

ist. Man hat namlich

o [” 11 ] 2ds
Tmi) L(1—a)tr (14t | 1+22—t
0

und demzufolge, wenn man z = \/.; setzt und den Coéfficienten
von ¢* nimmt:
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A(”) [(1+z\/x> (1——1\/.7:) ] do 6)
1—1\/x +z\/x 1+ )t
Ersetzt man die beiden Bestandtheile des zu integrirenden
Elementes durch ihre absoluten Betrige, so wird

w_1 [ 2d
» " 2n) (142t
0

nr’
Aus 4) schliesst man dann

1 b, < 1<l16 1.3...2n—1>

1
Cn<2—7m(01+02+-..+0\.)+'§ 9 +——24.2n

1
<.
n
Addirt man ferner die aus der letzten der Gleichungen 4)
fiir die Stellenzeiger n+1, »+2,. .s hervorgehenden Glei-
chungen, so ergibt sich

2F(n)=BYC, +BYC,+. +BYC, +
+0 BT+, 8T W+ + B0 (1)

+bn+1+bn+2 +~--+bs',
WO

(r) ﬂ) (»)
BP =4 + 4%, +. .+ 4P,

und o die grosste in !/, s enthaltene ganze Zahl bezeichnet.
Hieraus folgt, da

BY <1 w¥ <1 0,_<i
.

boy, < 4 [ On+ 2r—3 20+ 21'—1]

1.3. 1-3
24, 2u+2—2 2.4...2n+2r
und somit

1.3. 2n—1 4
o1 +bpao+. . +0bs <4 —
+ +e 2-4 \/2n
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1st: OF (n) < B + L po 4. 1 pm
2 m
4
+ Cm+1+0m+2+- . -+C + Ry —
\/2n
1 1 4
< F(m)+BY + 5 B® .. 4+ —B"W 4 ——
2 m \/gn

wo m < v; da iiberdies nach 6)

po < 2,,@[ [(EaNO .

und der absolute Betrag des Ausdruckes

e R e

G:m o v

nicht grosser als &p \/a: ist, so hat man
l+a

B(?) « @ - dz
J v ar e
1.3. .2n———1 4p

2.4...2n \/Qn

Boy Lpoy 4 Lpm o M
2 m \/2n

und demzufolge
4(m+1)

\Ven

2 F(n) < F(m) + 7

Setzt man nun

80 wird
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und man schliesst aus der Ungleichung 7), wenn man beide
Seiten mit 2*—1 multiplicirt

2 p(2e) < 21 p(28 ) 4 3;{2
-oder
3 3\/2
2F(2¢) + \/ )+ 2}/1

Hieraus ergibt sich, wenn man A = 1, 2,...u setzt,

2R (2¢) + 3;{2 < F(2)+3\/2

und da F(2) < 116—C,—C, =116 — glst

F(2) < 5,

wo
_ 45
c=116 +3\/2 — g7-

Wenn daher p eine Zahl von vorgeschriebener Kleinheit ist,
80 hat man
F(n) <2,
wenn

n> 2%
genommen wird.
Die Richtigkeit der Gleichung (3) fiir alle Werthe von ¢,
deren absoluter Betrag die Einheit nicht iibersteigt, ist eine un-
mittelbare Folge der Convergenz der Reihe f(1), vorausgesetzt,

dass die Wurzel \/T—¢ mit positivem reellen Bestandtheile aus-
gezogen wird, wie es die Reihenentwickelung fiir 7" erheischt.

Setzt man
i () —
16 e = R(t)
so hat die Reihe R(¢) ebenfalls durchwegs positive Cosfficienten,

convergirt fiir dieselben Werthe von # wie f(¥) und gentigt der
Gleichung (2). Man erhélt daher flir alle Werthe von %?, deren
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absoluter Betrag die Einheit nicht iibersteigt, mit Ausnahme der
Einheit selbst, einen Werth von ¢ durch die Gleichung

¢ = B(F?).

Fiir die Coéfficienten «,, «,,... von R(f) erhilt man aus
der Identitéit

30 1) = 1+ (1) 0 (L2 (182Y0

die Ungleichung
1

R T
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