Uber die Steiner’sehen Mittelpunktscurven

(I. Mittheilung)
von
Karl Bobek in Prag.
(Mit 2 Textfiguren.)

(Vorgelegt in der Sitzung am 6. December 1888.)

In der umfangreichen Abhandlung: ,Uber solche alge-
braische Curven, welche einen Mittelpunkt haben,?
hat Steiner viele Sitze ohne Beweis hingestellt und zahlreiche
Fragen an dieselben gekniipft. So viel mir bekannt ist, wurden
bis jetzt weder die ersten vollstindig bewiesen, noch die letzten
beantwortet. Herr Giissfeldt hat in einer Arbeit? die Sitze von
Steiner, die sich an die Curven dritter Ordnung anschliessen,
bewiesen, Hiebei ging er, wie am Schlusse der Arbeit erwihnt
wird, auf die von Steiner in §. 15, IV, auf S. 538 gegebene
Construction des Beriihrungspunktes der Enveloppe &° auf einer
ihrer Tangente © nicht ein. Aber auch die Construction des
Berithrungspunktes der Enveloppe S¢ auf einer ihrer Tangenten,
wie sie Steiner in § 15, IT, 7, auf S. 534 angibt, wurde nicht
bewiesen.

Ich will im Folgenden die S#tze der oben genannten
Abhandlung beweisen, soweit dies nicht Steiner selbst
that, oder mit Hilfe der daselbst gegebenen Andeutungen dies
leicht geschehen kann. In der vorliegenden Mittheilung werden
die von Steiner in § 17 und §. 20 auf Curven vierter Ordnung

1 Crelle, Journal fiir Mathematik, 47.Bd., S. 7—105, oder: Gesammelte
Werke II. Bd., S. 508—596. Die Citate im Texte beziehen sich immer auf
letztere.
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beziiglichen S#tze bewiesen und alle daselbst aufgestellten
Fragen beantwortet. Aus der Fragestellung von Steiner ist
ersichtlich, dass er die richtige Antwort vermuthete, und dass er
wohl nur aus Mangel an einem Beweise dem Satze die Form der
Frage gab. Da nun, wie aus Folgendem ersichtlich, die Beweise
auf analytischem Wege Husserst einfach sind, so muss man wohl
annehmen, dass Steiner die Sitze nicht auf diesem Wege fand.

Bevor ich zu den Curven vierter Ordnung iibergehe, will ich
noch die beiden oben erwihnten Constructionen des Bertihrungs-
punktes der Enveloppe auf ihrer Tangente beweisen.

I. Construction des Berithrungspunktes der &° und S° aunf
ihren Tangenten.

1. Ist C3? eine ebene Curve dritter Ordnung ohne Doppel-
punkt, so ist die Enveloppe der Geraden &, welche die Bertihrungs-
punkte g, a, paralleler Tangenten 9 und %, von C? mit einander
verbinden, eine Curve neunter Classe &°. Sind nun ' und A} zwei
andere parallele Tangenten von €3, so dass %', %/ in den Punkten
o/ und qf beriihren, die auf C* den Punkten a und o, benachbart
sind, so ist die Tangente o’a} = &' der Tangente aq, = & benach-
bart, und ihr Schnittpunkt hat zur Grenzlage den Beriihrungs-
punkt von & auf &. Errichtet man nun in a, a,, o/, o] die Nor-
malen R, N,, N, N! von C* und schneiden einander N, N in m,
sowie %, N, in m,; so ist klar, dass mm, durch den Schnittpunkt
von &, & geht. Da m, m, zur Grenzlage die Kriimmungsmittel-
punkte der C? fiir a und g, haben, so folgt:

Der Bertihrungspunkt 8 jeder beliebigen Sehne
aa, =& mit ihrer Ortscurve &° ist einfach dadurch
bestimmt, dass er mit den beiden Krimmungsmittel-
punkten, etwa m und m,, der Basis C®in dem Endpunkte
a und g, der Sehne in einer Geradenliegt, so dass die
Gerade mm, allemal die Sehne ag, im verlangten Be-
rithrungspunkte 3 schneidet (Steiner §. 15, IV, S. 538).

Es moge bemerkt werden, dass vorstehende Construction
des Berithrungspunktes 3 der Enveloppe der Sehnen &, welche
die Beriithrungspunkte paralleler Tangenten mit einander ver-
binden, fiir eine Basis beliebiger Ordnung gilt.
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2. Zur Bestimmung des Beriihrungspunktes einer Tangente
von S% moge folgende Construction vorausgeschickt werden:

Hat man zwei Strahlenpaare 44,, BB, einer Involution J,
zweiten Grades in p, die einander harmonisch trennen, so kann
manzujedem Strahl € denindieserInvolution entsprechenden C, in
nachstehender Weisebestimmen : Manziehe Fig. 1 durcheinen will-
kiirlichen Punkt ¢ von B eine Parallele zu B,, welche von 4 und 4,

B, P

Fig. 1.

in den Punkten a, a, geschnitten wird, so dass ¢ die Mitte von ae,
ist. Trigt man nun cc, = pe von ¢ aus auf B ab, so dass ¢ die
Mitte von pe, wird, und zieht durch ¢, die Parallele € zu C, welche
4 und 4, in p, respective p, schneidet, so treffen einander die
Geraden ap, und «,p in einem Punkte », der mit p verbunden den
Strahl C, gibt, der C in der Involution J, entspricht.

Denn beschreibt € den Strahlenbiischel (p), so durchlauft »
einen Kegelschnitt K2, der durch p, «, ¢, und durch 4 auf B geht

1 .. . —
(so dass cd = 5 ist), in @, a, die Geraden ¢,;a und ¢, a, beriihrt.

Daher wird der Strahlenbiischel, welcher » aus p projicirt, zum
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Strahlenbtischel, den € beschreibt, projectivisch, denn der Biischel
a(r) = a(yp,) ist zu beiden projectivisch. Hiebei entsprechen ein-
ander die Strahlen B, und B, sowie 4, und 4, und letztere, wie
man leicht erkennt, involutorisch, mithin bilden € und C, ein
Paar der durch 44, und BB, bestimmten Involution.

Zieht man durch ¢ die Parallele zu C, so schneidet dieselbe
A und 4, in den Mitten ¢ und ¢, der Strecken pp und pp,, so
dass man, sowie ¢ und ¢, gegeben sind, die Punkte p, p, erhilt,
wenn man die Strecke pg, respective p, ¢,,iiber ¢, respective ¢,
hinaus auf 4 oder 4, abtrigt.

Die Curve S? wird von denjenigen Geraden der Ebene einer
Curve dritter Ordnung C3 eingehiillt, welche €3 in drei Punkten
aca, so schneiden, dass ¢ die Mitte von ««, ist. Die Classe ergibt
sich einfach durch folgende Betrachtung. Zieht man durch einen
willkiirlichen Punkt ¢ der Ebene von C?® Gerade, welche €% in
den Punkten a, a,, a, treffen und bestimmt auf jeder Geraden die
Mitten der drei Strecken aa,, aa,, a,a,, so ist der Ort dieser
Punkte eine Curve sechster Ordnung ¢% welche ¢ zum dreifachen
Punkte besitzt, dessen Tangenten diejenigen drei Sehnen von €3
sind, die in ¢ halbirt werden. Die ¢° hat ferner in den drei Punkten
a, B, v, in welchen €3 von der unendlich fernen Geraden G,
ihrer Ebene geschnitten wird, Doppelpunkte, und schneidet C3
auch in den 6 Beriihrungspunkten der Tangenten von C? aus ¢.

Da von den 18 Schnittpunkten der ¢ mit C? die doppelt
gezihlte G in a, B, y ihrer sechs, die Polare 4* von ¢ in Bezug auf
(Ribrer auchsechsenthiilt, soliegendieletztensechsauchauf einem
Kegelschnitte C? und sind so gelegene Punkte ¢, dass t¢ die €3
noch in zwei Punkten «, &, schneidet, so dass ¢ die Mitte von ae,
ist. Diesechs Geraden¢csind diesechs durch ¢gehenden Tangenten
von §¢.

Ist G eine beliebige Gerade der Ebene und zieht man durch
ihre Punkte ¢ die drei Sehnen S, der €% welche in ¢ halbirt
werden, so hiillen diese S; eine Curve sechster Classe G° ein,
welehe G zur dreifachen Tangente hat und in den Mitten der drei
Strecken dieselbe berithrt, welche die drei Schnittpunkte von &
mit €3 bestimmen.

Ist ¢ ein willkiirlicher Punkt der Ebene, so werden die
sechsTangentenvon G welchedurch¢gehen, diesechs Punkte auf
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bestimmen, in welchen #% die & schneidet. Hieraus folgt: Ist ¢
ein Punkt von G° so wird die zugehorige ¢ die Gerade & in dem
Punkte beriihren, in welchen & die Tangente des Punktes ¢ von
G® schneidet; und umgekehrt ist ¢ die Tangente von ¢, so ist ¢
ein Punkt der Enveloppe G dessen Tangente die Gerade ist,
welche ¢ mit dem Beriihrungspunkte von G verbindet. Sei nun S,
eine Tangente von S%, so
dass diese Gerade also C3
in den Punkten ace, trifft,
wobei ¢ die Mitte von aa,
ist, und lassen wirden Punkt¢ 1
die Gerade S, durchlaufen.

Dann werden die zugehori-

gen % stets durch ¢ gehen

und derjenige Punkt s, wel-

chem eine s® zugehort, die

in ¢ die €3 beriibrt, wird
offenbarein Punktder S sein. Fig. 2.

Die Curven ¢® haben nun in ¢ Tangenten, welche einen
Biischel bilden, der projectivisch ist zu der von ¢ auf S, durch-
laufenen Punktreibe. Und zwar entsprechen den drei Punkten ¢,
a, a, die Geraden cp, %,, %, wenn %, parallel zu 4, und 9 parallel
zu 4 durch ¢ gezogen wird und p der Schnittpunkt der Tangenten
4, A4 von C¥®in ¢ und a; ist. (Vgl. hiezu die Entwicklung der
I1. Mittheilung §. 2. 1)

Denn ist #,, der Punkt ¢, dann werden die Strahlen durch
too zu einander parallel und der, welcher durch den benachbarten
Punkt o’ von a zu S, parallel geht, enthélt auch den benachbarten
Punkt o] zu e, und die Mitte ¢’ von o'a] liefert daher mit ¢ ver-
bunden eine Gerade, welche durch den Schnittpunkt p der Ge-
raden aa’ und a,a], d. h. der Tangenten 4, 4, in « und ¢, geht.
Es ist also pc — B Tangente von 5.

Riickt ¢ ina,, so wird der benachbarte Punkt o’ mit a, ver-
bunden eine Mitte ¢/ von a,a’ liefern, so dass c¢’ parallel zu ad
oder zur Tangente 4 wird. Die Curve ¢° zerfillt fiir den Punkt a,,
wie man leicht erkennt, in eine o2, welche die Mitten der Strecken
a,a und a,a, enthilt, wenn a, a, die Schnittpunkte einer beliebig
durch @, gehenden Geraden mit €32 sind; und eine a}%, welche
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die Mitte der Strecke a«, trigt. af berihrt C? in ¢, und ist zu C?
dhnlich und dhnlich liegend mit «, als Ahnlichkeitscentrum. Sie
schneidet C3 ausser auf G, und in ¢, noch in 4 Punkten ¢, welche
mit ¢, verbunden 4 Taungenten von S liefern. Die «{® hat in «,
einen Doppelpunkt und schneidet €3 ausser auf G, noch in
4 Punkten, die paarweise auf zwei Strahlen durch «, liegen,
welcher Punkt die Mitte der Sehnen wird. Diese 2 Tangenten
von S sind gleichzeitig auch Tangenten von /3 in «,.

Analog wird die Tangente in ¢ der dem Punkte « ent-
sprechen «® welche ebenfalls zerfillt, zu 4, parallel sein.

Denkt man sich nun aus p die Punktreihe, welche ¢ durch-
lauft, projicirt und gleichzeitig durch p zu den Tangenten & der
zugehorigen ¢ im Punkte ¢ die Parallele ¢’ durch p gezogen, so
erhilt man in p eine Strahleninvolution, gebildet von den Strahlen
pt und G’ denn die Strahlen 4, 4, von p entsprechen einander
involutorisch. Bezeichnetman die durch p zu §, gezogene Parallele
mit B,, so entspricht ihr, da sie den Punkt £, projicirt, die Gerade
B = pc, wie wir sahen, und daher entspricht dem Punkte ¢ als
Tangente der ¢® die Gerade §, selbst, was auch daraus klar ist,
da c® aus einer ¢® und ¢’® besteht und ¢ die S, zur Tan-
gente hat.

Auf diese Art kann nun zu jedem Punkte ¢ von S, die Tan-
gente von 8 in ¢ construirt werden. Man braucht nur zu p¢ den
entsprechenden Strahl &, der durch 4, 4, und B, B, bestimmten
Involution zu construiren, und zu diesem durch ¢ die Parallele &
zu ziehen, so ist letztere Tangente von ¢8. Ist umgekehrt die
Tangente & von ¢ gegeben, so ziehe man durch p die zu ihr
Parallele G/, und suche in der Involution den entsprechenden
Strahl G/, dieser schneidet S, im Punkte ¢, dessen ¢¢ die G zur
Tangente hat.

Nimmt man speciell die Tangente C der Curve €3 in ¢ an,
so ergibt sich als Punkt s, dessen s® die C, also auch C3in ¢
beriihrt, wie oben bemerkt, einPunkt von §%, und wird der Strahl
C{ der Involution, die durch 44,, BB, bestimmt ist, welcher dem
Strahl C’ entspricht, der zu € parallel durch p geht, in der Art
construirt, wie oben Fig. 1 angegeben wurde, so folgt:

,Der Berithrungspunkt s jeder Sehne ace, = S, mit
ihrer Ortscurve S§% wird durch folgende einfache Con-
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struction gefunden. Man lege in ihren Endpunkten a, «,
und inihrer Mitte c an die Basis C® die Tangenten 4, 4,
und C; ihre Schunitte 44,, AC, C4A, mogen beziehlich
p, ¢, ¢, heissen. In 4 und 4, nehme man die Punkte p
und p, so, dass ¢ und ¢, dle Mitten der Strecken pp
und pp smd, ziehe sodann die Geraden ap, und a,p,
nenne ihren Schnitt », so geht pr durch den gesuchten
Berithrungspunkt s der Sehne aa,.“ (§. 15, I, 7, S. 534.)

II. Sitze iiber Curven vierter Ordnung.

§. 1.Die Gleichung der Curve vierter Ordnung und der
inneren Polare fiir einen beliebigen Punkt.

Es sei f(, y) = 0 die Gleichung der Curve vierter Ordnung C*
in irgend welchen Parallelcoordinaten. Der willkiirliche Punkt P
habe die Coordinaten &, », und wir denken uns nun die Gleichung
der Curve auf diesen Punkt als Coordinatenaunfangspunkt trans-
formirt, wobei wir der Einfachheit halber die neuen Coordinaten-
axen den alten parallel laufen lassen. Es wird dann

3 2
£ ) =1 + dele—n) + L =)+ ety
2%
-+ 2,65—8‘(& é’)(y——n)+ f;(y—n)2+. 1)
Setzen wir nun in die Gleichung
zy(—&) = @, 2, (y—n) = x, ... 2)

eln, so dass #, = 0 die Gleichung der Geraden G, der Ebene
wird, und bezeichnen mit «} eine in x,, 2, homogene Form
nten Grades

ay = ayx + (1) a2 @y + () 4@y P+ L,

50 schreibt sich die Gleichung der Curve C* in der Form:
C* = di+bizl+ il ! rd ol ext =0, ..3)
wobei der Punkt P der Punkt #, = 0 x, — 0 ist. Die Coéfficienten

a;, b, ¢;, d;, e sind respective von den Graden
0, 1, 2, 3, 4 inden £, v, wie aus 1) ersichtlich.
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Denkt man sich nun von P aus die Punkte ¢ der C* projicirt
und auf jedem Strahl Pa den Punkt @, so gewihlt, dass P die
Mitte von aa, ist, so wird, wihrend a die C* durchlauft, a, eine C*
durchlaufen, deren Gleichung offenbar

P 3 2.2 P
C* = dt—Viw +clati—d.ai+eay = 0

sein wird. Die C* und C} schneiden einander auf #, =0, d.h.
auf der unendlich fernen Geraden der Ebene und iiberdies in
12 Punkten, die auf einer Curve dritter Ordnung J? liegen. Die
Gleichung der J2 ergibt sich durch Subtraction der Gleichungen
fir C* und €} in der Form

JP= Bt d,at )

J 3 heisst die innere Polare des Punktes P und geht durch P,
hat die Gerade
B=d,=0 ...D)
zur Wendetangente.
Die dussere (kubische) Polare 4* des Punktes P in Bezug
auf C* hat die Gleichung

A3 = b3+-2c2 v+ Bdxt +dexy = O ...6)

woraus ersichtlich, dass sie #; = 0 oder G in denselben Punkten
schneidet wie J2.

Die konische Polare 4* von P in Bezug auf C® hat die
Gleichung

A* = 2+ 3d,x;+6exl = 0 ()
und die gerade Polare 4! die Gleichung
A' = d,+4ex; = 0. ... 8)

Aus 8) ist ersichtlich, dass 4' und die Wendetangente 28
einander auf #; = O schneiden, d. h. die Wendetangente ®
der inneren Polare des Punktes P ist parallel zur
geraden Polaren desselben Punktes in Bezug auf C%

§. 2. Die Gleichung der Curve P

Soll die innere Polare J3 zerfallen, in eine Doppelsehne S,
welche zwei Paare aa,, bb, von C* trigt, deren Mitte P ist, und
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in einen Kegelschnitt J?, welcher die C* in 8 Punkten schneidet,
die paarweise auf Strahlen durch P liegen, so muss offenbar

b2 =0 den Factor d,=0

enthalten. Eliminirt man daher x,, #, aus

b3 = bya}+3b,a%w, +3 b xi+ bl = 0
und
d,= dyx, +dx, =0,

so erhilt man als Resultat die Bedingung
PV = byd>—8b,d2d,+3b,d,d?—bds =0  ...9)

dafiir, dass J® in §, und J* zerfillt. Da b; in & » vom ersten,
d; vom dritten Grade sind, so stellt P! = O die Gleichung einer
Curve zehnten Grades P fiir den Punkt P(£, ») dar, fiir welchen
die innere Polare zerfillt. Wie man aus 9) erkennt, hat P! in
den Schnittpunkten der Curven

dy,=20 d=0

dreifache Punkte. Danun d, — O die kubische Polare des Punktes
2, =0 2, = 0 und d, = O die des Punktes x; = 0, = 0 ist, so
sind die 9 Schnittpunkte der beiden Curven dritter Ordnung die
9 Pole der Geraden G, in Bezug auf C* oder P! hat die 9 Pole
P, der Geraden G, in Bezug auf C* zu dreifachen
Punkten (§. 17, S. b41).

Durch jeden der Punkte P, gehen drei Doppelsehnen S, S;,
S}, deren Mitte P, ist. Denn ist 43 die kubische Polare von P, in
Bezug auf C* und schneidet sie G, in den Punkten ¢, tho, #50;
50 sind Pytoo, Pytho, P;t5, drei solche Gerade, welche C* in je
einem Quadrupel schneiden, dessen Punkte paarweise von P,
gleich weit abstehen. Dies folgt unmittelbar daraus, dass der
Punkt P, sowohl zur kubischen Polare von ¢, als zur dritten
Polare von ¢, in Bezug auf das Punktquadrupel gehort. Denn ist

Pt = pobi+4p, 15+ 6P, +4p 5 +p 8 =0

die Gleichung des Punktquadrupels, in welchem P,t., die C*
schneidet, und sind ¢, £ auf diesem Strahl so gewihlt, dass
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& — 0 der Punkt P, und &§ = O der Punkt ¢, ist, so folgt, nach-
dem die erste Polare des Punktes ¢, die Gleichung

Py} 3pyniny +3pgnmi+pyny =0

hat und dureh », = O befriedigt werden soll, dass p, — O sein
muss. Die dritte Polare des Punktes ¢, hat aber die Gleichung

Py +pyn, =0

und da sie sich anf n, = O reduciren muss, so muss p, = O sein,
d.h. es ist

Pt = pofi+6pEiEs+pé,
und mithin sind die durch pf = 0 dargestellten 4 Punkte durch
die Punkte £ — O und &, — O harmonisch getrennt.

Weiss man, dass ein Punktepaar des Quadrupels p¢ = O die
Punkte & —0 und £, = 0 harmonisch trennt und dass die kubische
Polare des einen Punktes & — O den anderen enthilt, so trennt
auch das zweite Paar die Punkte § — O und & — O harmonisch.
Denn sind «,, «,; —«,, «, die Werthe von £, & fiir das erste
Punktpaar, so folgt, da p¢ = O sein muss, dass

P1oy +pyey =0
ist, nachdem die « nicht verschwinden konnen. Aus der zweiten
Bedingung folgt dann p, = O, also aus der letzteren nothwendig
p; = 0. Hiemit ist der Steiner’sche Satz bewiesen:

»Es gibt im Ganzen nur 9 solche Pole,die P, heissen
sollen, fiir welche die innere Polare J%in drei Doppel-
sehnen §, zerfillt, und zwar sind dieselben zugleich

die der Geraden G, in Bezug auf dieBasis entsprechen-
den 9 Pole.“ (§. 17, S. 541.)

§.3. Die Enveloppe §3.

Die Wendetangente ¥ der inneren Polare des Punktes P
hatte die Gleichung 5)

dyx, +dx, = 0.
Fiithrt man in dieselbe # und y ein und macht auch in d
und &, die Abhiingigkeit von &, » ersichtlich, so ist ihre Gleichung

(@—E) dy(En)+(y—n)d,(§n) = O -+ 10}



Steiner’sche Mittelpunktscurven. 15

bei variablem z, y und festem & ». Denkt man sich nun den
willkiirlichen Punkt 7, dessen Coordinaten x, y seien fest, so
stellt 10) bei variablem & » den Ort des Punktes P dar, dessen
innere Polare J?¥ ihre Wendetangente 8 durch 7 sendet. Wie 10)
zeigt, ist dieser Ort eine Curve vierter Ordnung 7% welche durch
die Schnittpunkte der beiden Curven dritter Ordnung

dy(€n) =0 d(én) =0 ...11)

hindurchgeht, d. h. durch die 9 Punkte P,.
Die T* wird projectivisch erzeugt durch den Schnitt des
Strahlenbiischels

(—&)—A(y—n) =0 ...12)
mit dem Curvenbiischel dritter Ordnung
Ad,(&n)+d (§n) = 0. ...13)

Da die Curve 13) fiir ein bestimmtes 2 die Polare in Bezug
auf C* desjenigen Punktes von G, ist, welcher auf dem Strahle
12) liegt, so ersieht man die Richtigkeit des folgendes Satzes:

Bewegt man einen Strahl um den Punkt 7 und schneidet
denselben durch die kubische Polare seines unendlich fernen
Punktes in Bezug auf C* so ist der Ort der Schnittpunkte P eine
Curve vierter Ordnung 7% welche G, in denselben Punkten
o, B, 7, ¢ schneidet, wie C* und welche der Ort derjenigen
Punkte ist, deren innere Polaren J?® ihre Wendetangente 2B
dureh 7T senden. Jede durch 7T gehende Gerade ist also fiir drei
innere Polaren Wendetangente.

T* schneidet die P!° ausser in den P, und auf G, daher
nur noch in 9 Punkten P, oder durch 7' gehen 9 Doppelsehnen S,.
Die Enveloppe der S, ist daher von der neunten Classe.
Dasie auf P¥ eindeutig bezogen ist, so hat sie dasselbe
Geschlecht, wie P nimlich 9, und ihre Ordnung ist
daher 34 (§. 17, S. 543).

Die projectivische Erzeugung der 7' folgt auch aus der in §. 1.
gemachten Bemerkung, dass 2 zur geraden Polare A' des
Punktes P parallel ist.

Riickt der Punkt T auf C* so beriihrt 7% die C* daselbst.
‘Geben wir fiir das Folgende dem Punkte 7' von C* die festen
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Coordinaten (&, v), so wird die in der Gleichung 3) aufgestellte
Gleichung der C* iibergehen in

C* = at+bix,+cai+d.al =0 ...14)

nachdem e (§7) = O ist.

Die Curve 7%, der Ort der Punkte P, deren Wendetangenten 28
der inneren Polaren durch 7' gehen, wird nun erzeugt durch den
Strahlenbiischel

z—ie, =0
und den zu demselben projectivischen Polarenbiischel

act  3ct

dw, oz, =0,
daher ist
4 s
T = Z% @z, + % x, = 4al+30z,+2ciri+d, 2} =0 ...15)
1 2

die Gleichung der 7'* bei variablem =, y.
Wie aus 14) und 15) folgt, beriihren einander C* und 7T*
in T und schneiden einander auf G, in 4 Punkten.
Da
4C*—T* = [b3+2ciw,+-3d, 23| vy = A%, ...16)

ist, so ersieht man, was auch sonst klar ist, dass die 12 Schnitt-
punkte von C* und 7% die nicht auf G, (; = 0) liegen, auf der
kubischen Polare 4% des Punktes 7' liegen.

Wir betrachten noch eine dritte Curve vierter Ordnung M4,
die folgendermassen definirt sei. Jeder Strahl durch 7" schneidet
C* in drei Punkten «, a,, a,, die Mitte jeder Strecke Ta, Ta,, Ta,
liegt auf der Curve vierter Ordnung M*.

Die Gleichung der M* ergibt sich aus 14), wenn wir fiir «,, z,
einfach 2z, 22, einfithren in der Form:

M* = 8ai+4bix,+2c 0t +d,. 2} = 0. ...17)

M* geht auch durch 7 und osculirt daselbst die Curve T'%
denn aus 17) und 15) folgt:

M:—T*= 4o;+bix,.
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Ausdem in § 2 bewiesenen Satze tiber die Lage eines Qua-
drupels von Punkten, das zu den Polaren eines Punktes eine
bestimmte Beziehung hat, ergibt sich nun sofort, dass die Schnitt-
punkte von M* und 7'*, welche weder auf G, noch in T liegen,
auf P! liegen mtissen. Da nun 7'* und M* auf G, vier, in T aber
drei Schnittpunkte gemeinschaftlich haben, so bleiben nur noch
9 Punkte P iibrig, die auf P!° liegen, und die mit 7' verbunden
die 9 durch 7 gehenden Tangenten von S liefern.

Die 9 Punkte P liegen offenbar auf einer Curve dritter Ord-
nung P3, die in T die T* sowohl als M* osculirt.

Aus 17) und 15) folgt:

2T —M* = (203 +2ctx,+d, o} @,
so dass die Gleichung der P2 sich in der Form:

P3=20+2cx;+d,x} ...18)
ergibt.

Dem Punkte T gehoren nun 9 Punkte @, von C* zu, welche
auf den 9 Tangenten der S liegen, die durch 7' gehen, so dass
die Mitte von Tu, einer der 9 Schnittpunkte von P3 mit M* und 7'*
ist, der nicht in 7 fillt. Diese 9 Punkte «, liegen daher auch auf
einer Curve dritter Ordnung «? und ihre Gleichung folgt aus der
fir P3, wenn %5"1 und %w, an Stelle »,, «, eingefiihrt wird,
in der Form:

@ = B3+ 2cia,+2d,a7. ...19)
Aus 14) und 19) folgt:
2C*—adlr, = 2ai+ b, ...20)
und aus 14) und 18)
C*—Px, = a;—bia,—cta, ..21)

und hiemit die Richtigkeit des Satzes von Steiner:
gLiegt der Punktin der Basis C* seibst, er heisse ¢,
so ist er ein Endpunkt von jeder der 9 §,, und alsdann
liegen die ihm zugehdrigen anderen 9 Endpunkte g, in
einer Curve dritten Grades a3, welche die Basis in «
Sitzb, d. mathem.-naturw. Cl. XCVIII, Bd. Abth. II. a. 2
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dreipunktig berithrt;! und ebenso liegen die Mitten P
der 9 S, in einer anderen Curve dritten Grades, P3
welche die Basis im Punkte ¢ zweipunktig bertihrt. Ist
insbesondere der Punkt @ ein Wendepunkt der Basis,
so ist er dasselbe auch von jeder der beiden Curven «?
und P3 Und ist « einer der 32 Schnittpunkte P? der
Curven P! und C* deren Tangente die C* in zwei
Punkten b, b, schneidet, so dass die Mitte von b6, der
Bertihrungspunkt P° ist, so wird die Basis in ihm von
der Curve «® vierpunktig und von der Curve P? drei-
punktig bertihrt, so dass diese beiden Curven einander
daselbst auch dreipunktig bertihren.” (§. 17, S. 543)

Der letzte Theil des Satzes folgt ohne Weiteres aus den oben
abgeleiteten Gleichungen der P3 und «3, wenn man in dieselbe
die Bedingung einfiihrt, dass T’ ein Wendepunkt von C* oder ein
Punkt P° ist. Ist T ein Wendepunkt, so muss

“/Ci = (lx Oy
sein, wobei y von x,, #, unabhingig und ¢, in den «,, «, linear
ist. Ist aber 7 einer der Punkte P°, so muss
B.b2=b.d,,
wo 8 von &, x, unabhiingig und 4 quadratisch in z,, =, ist.

§ 4. Das System der Kegelschnitte J2

Jeder Tangente S, von S} entspricht ein bestimmter Kegel-
schnitt J?, der mit §, zusammen die innere Polare des Mittel-
punktes P der Doppelsehne S, bildet.

Von diesen Kegelschnitten J* gehen siebenund-
zwanzig durch jeden im endlichen gelegenen Punkt.
Man kann dies fiir die auf C* gelegenen Punkte mit Hilfe der
Curve M* leicht zeigen. Es folgt aber ganz ebenso fiir jeden
Punkt 7" derEbene. Die Gleichung der innerenPolare des Punktes P,
dessen Coordinaten (£, n) sind, ist bei variablem @, y nach 4):

J3(@y,&n) = (2—E)3by(&,7) + 3 (2 —&)2 (y—n)b,(& ) +
+3(@—8) (y—)*0,(§m) +([y—n)*b5(§,m)+ ... 22)
+(@—€)dy(§n)+{y—mn)d,(§,7) =0

1 Soll heissen: dreipunktig schneidet oder zweipunktig beriihrt.
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Geben wir nun dem Punkte 7" die festen Coordinaten w, y,
und lassen wir in J3(xy, £n) die Coordinaten &, » unbestimmt,
so stellt J3(xy, &) = O die Gleichung einer Curve vierter Ord-
nung ¥* dar, von der Eigenschaft, dass jeder ihrer Punkte eine
innere Polare besitzt, die durch T geht. Wie aus der Form der
Gleichung von T* ersichtlich ist, geht T* durch die vier Schnitt-
punkte e, 3, v, & von C*mit G, schneidet daselbst also auch P1°.

Von den 36 iibrigen Schnittpunkten von T* mit P! gehoren
9 den 95, an, welche durch 7' gehen, und die 27 letzten sind die
Mittelpunkte von 27 Kegelschnitten J?, die durch T gehen.

In dem System der J? tritt die unendlich ferne Gerade G,
doppelt gezihlt, zehnmal als J? auf, némlich als derjenige J?
welcher den zehn Schnittpunkten von P10 mit G, zugehort. Diese
Schnittpunkte sind e, B, 9, ¢ und nach §. 2 die drei Paare z, z,;
Y, Y, %, %, welche je zwei Paare von den vier Punkten «, 3, v, 0
harmoniseh trennen (§. 17, S. 542). Da némlich diese zehn Punkte
Mittelpunkte ihrer inneren Polare J? sein miissen, so kann diese
nur aus (Goo)* bestehen. Hiebei gehoren zu den sechs Punkten
z, 2,9, Y,; %% Sehnen S,, die auch auf G, fallen, den vier
Punkten «, 3, y, ¢ aber gehoren als S, die Tangenten von C*in
diesen Punkten zu, also die Asymptoten 4, von C*.

Durch jeden Punkt ¢, von G, gehen auch nur mehr sieben
Kegelschnitte J2, indem die 10 Kegelschnitte (Go)* jeder doppelt
durch ¢o, geht. Die 7 durch ¢, gehenden J? deren Mittelpunkte
im Endlichen auf P1° liegen, kann man so erhalten. Es sei D
die gerade Polare von ¢, in Bezug auf C* welche G in dem
Punkte D, schneiden moge. Dann gehen alle 4usseren (kubischen)
Polaren der Punkte von D durch #,. Die Polare D?,, welche
dem Punkte D, entspricht, mége D in den Punkten P, P/, P”
schneiden, dann sind nach dem Satze in §. 2 die drei Geraden
tooP, toP!, too P" drei durch ¢, gehende Tangenten von 3 und
die Mitten dieser drei Doppelsehnen S, = ¢, P, §; = toP/,
S = teoP" sind eben die Punkte P, P/, P". Da G sechsfache
Tangente von S? ist, (¢, ,; ¥, ¥, ; % %, sind die Beriihrungspunkte,
wie man aus der Construction der drei Tangenten §,, S;, S, ersieht)
so gehen auch durch ¢, nicht mehr als drei Tangenten von §3.

Das Tripel P, P/, P” liegt natiirlich auf P 1° und bildet, wie
ersichtlich, eine lineare Specialschaar von Gruppen zu drei

9%
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Punkten, wenn ¢, die G, durchlaaft. Die Geraden D hiillen
dann eine Curve D3 dritter Classe vierter Ordnung ein.

Halten wir nun D fest und beachten, dass D die P!° ausser
in P, P/, P” noch in 7 weiteren Punkten @ trifft, so miissen die
7 &dusseren kubischen Polaren dieser Punkte auch durch ¢,
gehen. Da aber die innere Polare eines Punktes die G, in dem-
selben Punkte schneidet, wie die #ussere (kubische) Polare, so
miissen die inneren Polaren J2 der 7 Punkte Q von D, die auf P'°
liegen, durch ¢, gehen, und da die J* in S, und J* zerfallen, §,
aber nicht durch ¢,, gehen kann, so miissen die sieben J* durch
{oo gehen.

Die Schnittpunkte der Doppelsehnen S, mit G, stehen daher
mit den Schnittpunkten von G, mit dem der S, zugehorigen J*
in einer algebraischen Correspondenz (6, 7), die 13 Coincidenz-
punkte j besitzt, welche die Eigenschaft haben, dass die durch
sie gehenden S, Asymptoten des zugehdrigen J* sind.

Hiemit ist die Frage von Steiner §. 17, S. b47: |, Wie viel
in J* und S, zerfallende innere Polaren gibt es, bei
welchen S, Asymptote von J?ist?“, dahin zu beantworten:
Es gibt dreizehn solcher zerfallender Polaren.

Die oben erwihnte Enveloppe D? schneidet die P! in
40 Punkten P, unter denen die Mittelpunkte der eben erwéihnten
13 besonderer J? vorkommen miissen. Denn D? als Ortscurve
aufgefasst, ist der Ort der Pole P,, deren dussere (kubische) Polare
43 die G, beriihren, also auch der Punkte, deren inneren Polare
P3 die G, in zwei zusammenfallenden Punkten schneiden.

Ist D, die gerade Polare eines der 13 Punkte j, der j, heissen
moge, und P, derjenige von den drei auf D, gelegenen Punkten
eines Tripels der P10 dessen dussere Polare in j, die G, beriihrt,
80 ist P, ein Punkt von D2 und D, seine Tangente. Und umgekehrt
ist P, ein Schnittpunkt von P!° und D3 so dass die das Tripel
P., P;, P/ (welches zu P, gehort) tragende Gerade D, Tangente
von D?in P, ist, so gehort zu P, eine in S, und J? zerfallende
innere Polare, fiir welche S, Asymptote von J# ist.

Ist also P, einerder 27 anderen Schnittpunkte von D3und P, so
sei die Tangente von D2 im Punkte P, die Gerade D,, wihrend die
Gerade D,, die das zu P, gehorende Tripel trigt, in einem anderen
Punkte B, die D?® beriihrt. Da nun die dussere Polare 4% eines
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solchen Punktes P,, als auf D3 gelegen, die G in dem Pol ; von
D, in Bezug auf C* beriihrt, die J3 aber in S, und J* zerfillt,
nachdem P, auf P liegt, so muss J* die G, beriihren im Punkte :.
Es kann ndmlich nicht §, den J? in ¢ schneiden, denn S, geht
durch den auf G, liegenden Pol von D, in Bezug auf C*, der von
dem Pol i von D,, in welchem J? beriihren muss, verschieden ist.

Da nun jeder Kegelschnitt, der seinen Mittelpunkt im End-
lichen hat und die G, beriihrt, in zwei parallele Gerade zerfallen
muss, 80 ist die von Steiner in § 17 auf S. 547 gestellte Frage:
»Wie viele innere Polaren gibt es, welche in drei Ge-
rade §,, J und J, zerfallen?¥, dahin zu beantworten, dass
es siebenundzwanzig solcher inneren Polaren gibt, die
in eine Doppelsehne S, und zwei zu einander parallele
Gerade J und J, zerfallen.

8. 5. Die Curve £33,

In einer Anmerkung zu §. 17, S. 547 stellt Steiner folgende
Frage: ,In welcher Curve " liegen alle die Doppel-
punkte der in S, und J*? zerfallenden inneren Polaren
J3? Ist der Gradexponent n etwa gleich der Zahl der-
jenigen Pole P,, welche zu Durchmessern D, gehoren?%
P, heisst zum Durchmesser D, gehorig, wenn die durch P,
gehende S, durch den auf G, liegenden Pol j, von D, in Bezug
auf die Basis C* geht; so dass also, wenn der Schnittpunkt P,
von P! und D? zum Durchmesser D, gehort, welcher D2 in P,
beriihrt, der Pol, den S, enthilt, einer der 13 Punkte j ist.

Nach dem, was iiber das System der J? im vorhergehenden
Paragraph gesagt wurde, lassen sich diese Fragen leicht beant-
worten. Zu jeder Tangente S, von S) gehort ein bestimmtey
Kegelschnitt J?, der denselben Mittelpunkt P hat wie ,, und mit
dieser Doppelsehne die /2 bildet, welche zu P gehort. Und umge-
kehrt zn jedem J*? gehort eine ganz bestimmte Doppelsehne S,,
welche mit J* die J3 fiir den Mittelpunkt des Kegelschnittes dar-
stellt. Die Kegelschnitte J*? sind auf diese Art den Sehnen S,
in vollkommen eindeutiger Weise zugeordnet und je ein Paar
zugeordneter S* und J* schneiden einander in einem Punkte-
paar, welches auf der Curve £ von Steiner liegt. Hieraus folgt,
dass das Erzeugniss die Ordnung 1-27+2-9 = 45 hat, da die
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Kegelschnitte J? ein System vom Index 27 und die Doppel-
sehnen §, ein solches vom Index 9 bilden.

Zu diesem Erzeugnisse zihlt aber Go, zwolffach. Denn die
den sechs Punkten =, #,, v, y,, 2,2, von P! auf G, zugehdrigen
Sehnen fallen mit dem ganzen ihnen entsprechenden J? zusammen,
so dass in jedem Punkte von G, 12 Schnittpunkte von S, mit
ihren zugehorigen J*? liegen. Der iibrig bleibende Theil ist eine
Curve 33ter Ordnung £ und ist der eigentliche Ort der Doppel-
punkte der J3.

Die zehn Schnittpunkte von P1° mit G, sind Doppelpunkte
von £, Denn sei G eine beliebige Gerade, so schneiden die S,
und die zugehorigen J? auf G eine Correspondenzen (18, 27) aus,
von welcher stets 12 Coincidenzpunkte auf G, liegen, die
tibrigen 33 auf £33, Legt man nun & durch einen der 6 Punkte
x, z, Y, Y1y %, 2y, 50 fallen noch zwei weitere Coincidenzen auf &
in diese Punkte, indem eine der drei durch die Punkte von G,
gehenden Doppelsehnen S, auf G, fillt und sich mit dem ihr
entsprechenden J? deckt. Legt man aber G durch einen der vier
auf C* gelegenen Punkte «, 3, , 0, so schneidet in demselben
die zugehtrige Doppelsehne 4, den entsprechenden J* = (G)*
in zwei zusammenfallenden Punkten, so dass dieser Punkt zwei
Coincidenzen enthilt.

Die noch tibrigen 13 Schnittpunkte von £°% mit G, sind die
oben gefundenen 13 Punkte j. Da in einem solchen Punkte j die
Doppelsehne S, den zugehorigen Kegelschnitt J? beriihrt, so zéhlt
der Punkt j als zwei Coincidenzen auf der Geraden §,, d. h. S,
ist Tangente von 3% in dem Punkte j.

Die Frage, welche Steiner in der citirten Anmerkung noch
stellt: ,Und sind die diesen Polen P, zugehdrigen Doppel-
sehnen §, zugleich Asymptoten der Curve £33?¢ ist also
im bejahenden Sinne zu beantworten.

Die Richtigkeit des ferneren Zusatzes von Steiner: ,Diese
unbekannte Curve £1* hat iibrigens die 9 Punkte P,
gleichfalls zu dreifachen Punkten, wie die Curve P!%¢
lisst sich aus Folgendem ersehen:

Hat man zwischen den Punkten 7, 7" einer Geraden & eine
Correspondenz, und es fallen in einen Punkt P von den ihm ent-
sprechenden Punkten in der einen Beziehung «, in der anderen 3
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in P zuriick, so z#hlt P als « oder 8 Coincidenzen, je nachdem
a=<f oder B <« ist.

Legen wir nun & durch P;, so werden die Doppelsehnen S,
und die zugehorigen J* auf ihr eine Correspondenz (18, 27)
ausschneiden, indem jedem Punkte 7 die 18 Schnittpunkte 7"
zugewiesen sind, in welchen die 9.J* die & schueiden, welche
den 9., zugeordnet sind, die durch 7" gehen, und jedem Punkte 7"
die 27 Punkte 7, in welchen die 27.S, die G schneiden, welche
den 27 durch 77 gehenden J*? zugehdren. Fillt nun 7 in P,, so
gehen durch P, nur noch 6.,, deren Mitten P nicht in P, liegen,
denn die in §.3 benutzte Curve T'* hat, wie ihre Gleichung 10)
zeigt, in P, einen Doppelpunkt, schneidet daher P'* ausser auf Goo
nur noch in 6 Punkten P, die nicht in den 9P, liegen. Daher
entsprechen dem Punkte P, nur noch 2.6 — 12 Punkte 77, oder
es fallen 6 der entsprechenden Punkte 77 auf 7. Fillt aber T
auf Py, so gehen noch 24 Kegelschnitte J? durch P,, deren Mittel-
punkt von P, verschieden sind. Denn die in §. 3 benutzte Curve T*
erhilt, wie ihre Glleichung 22) zeigt, in P, einen Doppelpunkt,
schneidet daher P1° ausser auf G, nur noch in 30 Punkten, von
denen 6 den 68, zugehoren, die oben gefunden wurden, und 24
gehoren daher solchen Kegelschnitten J? als Mittelpunkte an,
die durch P, gehen, und deren 24 zugeordnete Sehnen S, die &
in den 24 Punkten 7 schneiden, die P, entsprechen. Es fallen
daher 3 von den 27 dem T’ entsprechenden Punkten 7' in 77
zuriick. In P, liegen also bloss drei Coincidenzen der Correspon-
denz (18, 27), d. h. P, ist dreifacher Punkt von 032

§. 6. Die derinneren Polaren J% associirte Curve R3
Die in 3) aunfgestellte Gleichung der C* in der Form
C* = ai+ biai+ bial+d ai+ea ...23)
fitr den Punkt P mit den Coordinaten (&, ») und der inneren Polare
J? desselben Punktes P in Bezug auf C*
J? = bi+d. 2k ... 24)

lassen erkennen, was auch sonst klar ist, dass sich C* und J3 in
12 Punkten « schneiden, die paarweise auf 6 durch P gehenden
Strahlen liegen. Seien s¥ =0, i =1, 2, 6 die Gleickhungen
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dieser sechs Strahlen S, so ist das Product IIsY eine Form
sechsten Grades in =, und =,, die gleich Null gesetzt eine Curve
sechsten Grades darstellt, die durch den Schnitt von J3 und C*
geht und letztere Curve noch in 12 Punkten o« schneidet, (jeder
Strahl s¥ = 0 in einem Paar) die auf einer zweiten Curve dritter
Ordnung R? liegen miissen, welche die zu J3 associirte heissen
soll. Die Gleichung der R?3 lisst sich leicht aufstellen.

Da R? und J® zusammen eine Curve sechsten Grades bilden
und Ts¥ = 0 durch den vollstindigen Schnitt jener Curve mit
der Basis C* geht, so muss eine Identitit von der Form:

sY = g*C*—J3R?
bestehen, ! wobei 0* eine quadratische Function der Coordinaten
bedeutet. Setzt man nun
6% = 02+ 0,2, + O}
R} = ritria,+r.ad+4ra;

mit unbestimmten Coéfficienten 6, und »; in die obige Identitit
ein, so dass also dieselbe die Form:

s = [02+ 0,2, + 0] [0+ b3 @, + 2ol +d 2} + ey —

— [0} +d )[R ri, ol rad)
annimmt, so kann man aus den Bedingungen, dass rechts die
Coéfficienten von x,, %, «3, «}, o}, «§ identisch verschwinden
miissen, die 6, und », leicht bestimmen und erhélt dann dieIdentitét:
s = [d) i+ b3z, -+ i, + d 2+ eat] —

— b3+ d. 2t [Ed,—ebi+ (d)*wy+ed. 2} ...2D)
aus welcher ersichtlich, dass die Curve dritter Ordnung
R} = cld,—eb3+(d,)’x;+ed,al =0 ... 26)

durch die 12 Punkte « geht, in welchen die Sehnen § die C* noch
schneiden, ausser in den 12 Punkten a, die auf J3 liegen.

1 Vergl. Nother, ,Uber den Fundamentalsatz der Theorie der alge-
braischen Functionen“, Mathematische Annalen, 30. Bd., S. 410, sowie
auch 6. Bd., S. 351.
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Aus 26) erkennt man ohne Weiteres die Richtigkeit des
folgenden Satzes von Steiner:

,Die 12 Punkte « liegen allemal in einer Curve
dritten Grades, etwa R3 welche auch durch den Pol P
geht, ihn zum Wendepunkt, und zwar in demselben mit
der Polare J® die Wendetangente ¥ gemein hat, so
dass also beide Curven einander daselbst dreipunktig
beriithren, und dass folglich ihre iibrigen 6 gemein-
schaftlichen Punkte, etwa 6¢,in irgend einem Kegel-
schnitte Q% liegen.“ (§ 20, II, S. 558.)

Da aus 24) und 26)

eJ3+R3 = d [c2+d,x;+2ex]]
folgt, so ist:
0*= ci+d.xy+2ex; = 0 ...27)
die Gleichung des Kegelschnittes (%, der durch die Punkte 6¢
geht, Die Polare des Punktes P in Bezug auf Q* ist die gerade
Polare A! von P in Bezug auf C*.

Dieser Kegelschnitt 0* geht auch durch die 6 Schnittpunkte
von J? mit der dusseren Polare 43 die nicht auf G, liegen, denn
aus der Gleichung 4) und 6) auf Seite [12] 8 folgt:

A3—T3 = 2x,[c,+d xy+2ex}) = 22,07, ...28)

so dass also 4% J3 und R¥ durch dieselben 6¢4 gehen.

Hiemit ist die Frage von Steiner: ,Ob nicht die von
jedem Pol P abhingigen drei Curven, ndmlich die
beiden Polaren 43 J%und die Curve R%alle durch die-
selben 6 Punkte ¢ gehen, welche in einem Kegel-
schnitte 0*liegen?“ im bejahenden Sinne beantwortet.

Die harmonische Polare des Wendepunktes P fiir-die Curve
J3 ist die unendlich ferne Gerade G, auf welcher sich J3
mit der #usseren Polare 43 desselben Punktes P schneidet. Die
harmonische Polare von P in Bezug auf die associirte Curve R3
hat die Gleichung

H=d,+2er, = 0. ... 29)

Aus der Gleichung 6) fiir die #ussere Polare 4% und der
Gleichung 26) fir R? folgt:

e+ R3= [d .+ 2ex,|[ci+d.xy+ 2ea}) = H. Q% ...30)
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d. h. die dussere Polare 4% und die Curve R3 schneiden einander
ausser auf Q% noch auf der harmonischen Polare H des Punktes P
fiir R3; so:

sDass in projectivischer Hinsicht die beiden
Curven J% und R®sich gegen die Polare 4° (sowie auch
gegen die Basis C* vollig gleich verhalten, so dass
sieihre scheinbar verschiedene Rolle durchProjection
(wobei H ins Unendliche kommt) vertauschen oder
ginzlich verlieren und gegen 4® und C* eine villig
gleiche Stellung einnehmen kdnnen.* (§. 20, II, S. 559.)

Steiner wirft daselbst ferner die Frage auf: ,Welche
Beziehung die zweite Polare A4* des nidmlichen Poles
in Bezug auf die Basis zu dem Kegelschnitte Q* habe?¢

Aus der Gleichung 7), Seite 12 fiir die zweite Polare

A*= ¢ +3d,x;+6ext = 0
und aus Gleichung 27) folgt:
A*— Q* = 2[d,+2ex;)xy = 2H. x,, ...31)

d. h. 4* und Q* schneiden einander auf G, und H, den
harmonischen Polaren von P in Bezug auf J3 und RS2

Da die dritte Polare 4! des Punktes P in Bezug
auf die Basis die Gleichung

A'=d,+4ex; = 0 ...32)

hat, so folgt, dass sie mit H sowohl, als auch mit der
Wendetangente 3 von J? und R®im Punkte P parallel
ist. Gleichzeitig zeigen die Gleichungen 29) und 32), dass 4!
vom Punkte P doppelt so weit absteht als H, dass also
H in der Mitte zwischen % und 4! zu diesen parallel
lauft.

Hiemit sind die von Steiner im §. 20, IT, S. 559 gestellten
Fragen beantwortet.

Frage: ,Ist nicht die den Curven J3 und R?® ge-
meinsame Wendetangente 3 im Pole P mit den dem
letzteren entsprechenden vorgenannten Geraden H
und 4 parallel? und wenn es so ist, wie verhalten sich
dann die Abstinde der drei Geraden H, A'und 28 von
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einander? Liegt etwa I in der Mitte zwischen den
beiden anderen, so dass alsdann die vier Geraden
HBA'Go, harmoniseh sind?¢

Nach dem Obigen liegt nicht 8 in der Mitte zwischen A4*
und H, sondern H in der Mitte zwischen B und 4% so
dass WHA'G,, harmonisch sind. Dies folgt auch daraus,
dass P der Pol von 4! in Bezug auf 4% und Q? ist, welche Kegel-
schnitte einander auf H und 6, schneiden.

Liegt P auf der Basis C* so dass also e—o ist, so iiber-
geht R? in

R}= d [ci+d,x;),

also zerfiillt B® in die Tangente der Basis und einen Kegelschnitt
R*= ci+d,x,, ...33)
welcher die Basis C* in P dreipunktig schneidet, denn es ist
C*—R*2 = a;+bix,,

da e = O vorausgesetzt wird.

Der Kegelschnitt R* schneidet die zweite Polare 4% von P
in Bezug auf die Basis zweipupktig in P und auf G, denn
es ist

R*—A* = 2d,x,.

Die Curve R3? zerfillt aber noch immer sobald J3? zerfillt,

d. h. sowie P auf P! liegt, denn es ist dann

d, ein Factor von &2,

und aus 26) ersieht man dann, dass R® den Factor d, enthilt.
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