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Uber einen neuen topologischen Process und die Ent-
stehungshedingungen einfacher Verbindungen und
Knoten in gewissen geschlossenen Fléchen

yon
Dr. Friedrich Dingeldey in Darmstadt.

(Mit 5 Tafeln.)

Bekanntlich? lassen sich alle Gebilde, welche ein ringformig
geschlossener untordirter oder um ein beliebiges ganzes Viel-
faches von 180° tordirter rechteckiger Streifen liefert, sobald
man denselben lings seiner Mittellinie parallel zu seinen Rindern
vollstindig zerschneidet, nach Einfiihrung von vier Hilfsbegriffen:
positive und negative Verbindung ater Art, positiver und negativer
Knoten ater Art, vollstindig und einfach durch die zwei nach-
stehenden Sitze topologisch pricisiren:

I. Enthielt der geschlossene Streifen vor Ausfithrung des
Mittelschnittes eine Gesammttorsion um irgend ein gerades
Vielfaches von 180° in positivem oder negativem Sinne, also
etwa um 2« X 180°, wobei « eine beliebige positive ganze Zahl
bedeutet, so liefert jener Schnitt zwei ringformig geschlossene
Streifen, welche gleichsinnig mit den urspriinglich vorhandenen
Torsionen mit einander in einer positiven oder negativen
Verbindung ater Art stehen und je dieselbe Gesammttorsion
wie der urspriingliche Streifen besitzen.

1 8. h. die Abhandlung von Herrn Prof. Simony: ,Uber eine Reihe
neuer Thatsachen aus dem Gebiete der Topologie, Mathematische Annalen‘
Bd. XIX, 8. 110, sowie die dritte Auflage der Brochure desselben Autors:
»Gemeinfassliche, leicht controlirbare Losung der Aufgabe: ,In ein ring-
formig geschlossenes Band einen Knoten zu machen‘ und verwandter merk-
wiirdiger Probleme® (Wien, Gerold & Comp., 1881).
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II. Enthielt der geschlossene Streifen vor Ausfiihrung des
Mittelschnittes eine Gesammttorsion um irgend ein ungerades
Vielfaches von 180° in positivem oder negativem Sinne, also
etwa um + (2a+1) X 180°, so liefert jener Schnitt einen ein-
zigen ringformig geschlossenen Streifen mit einem lings des-
selben verschiebbaren Knoten ater Art, welcher positiv oder
negativ ist in Ubereinstimmung mit dem Sinne der in dem Bande
urspriinglich vorhandenen Torsionen; auch die Gesammttorsion
des neu erzeugten Streifens ist stets gleichsinnig mit jener des
urspriinglichen, ihr absoluter Betrag jedoch auf 4(a+1) X 180°
gestiegen,

Dieselben Hilfshegriffe geniigen nun auch, um zwei andere
Gruppen topologischer Gebilde vollstindig und einfach zu be-
schreiben, welche nach Vornahme einer gewissen, in §. 1 niher
zu betrachtenden Operation aus ringformig geschlossenen tordirten
oder untordirten Streifen erzeugbar sind. Es wird sich zugleich
das Resultat ergeben, dass hiebei die Art des entstehenden
Gebildes, d. h. die durch ihre Windungszahlen charakterisirte
Art der Verbindung oder des Knotens, villig unabhéingig davon
ist, ob der geschlossene Streifen urspriinglich irgend welche
Torsionen enthielt oder untordirt war. Die Art des entstehenden
Gebildes hingt vielmehr lediglich von der Anzahl gewisser Ver-
drehungen ab, die dem geschlossenen Streifen ertheilt werden.
Dabei ist noch zu beachten, dass man in den Fillen, in welchen
sich zwei ringformig geschlossene Streifen ergeben, durch
gewisse Lingsdrehungen die in dem einen Ringe enthaltenen
Torsionen um eine beliebige Anzahl vermehren oder vermindern
kann, wibrend alsdann aber gleichzeitig in dem anderen Ringe
eben so viele Torsionen von entgegengesetztem Sinne auftreten.
Auch die einzelnen Umfiinge der zwei Ringe konnen verschieden
sein, nur der gesammte Umfang beider Ringe bleibt, so lange
man mit geschlossenen Streifen von urspriinglich gleicher Liinge
operirt, stets constant (§. 2).

In §. 3 wird gezeigt, in welcher Weise sich auch graphisch
die in §. 1 erhaltenen Resultate begrilnden lassen.

Eine weitere Erzeugungsweise einfacher Verbindungen und
Knoten, die auf den ersten Blick von der soeben erwihnten ver-
schieden zu sein scheint, sich aber als dquivalent mit ihr erweist,
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wird in §. 4 betrachtet; dieselbe fithrte mich nnmittelbar zu einem
neuen topologischen Process und zu einer aus demselben
hervorgehenden neuen Erzeugungungsweise einer spe-
ciellen Seriec sogenannter Knotenverbindungen, wie
sie Herr Simony bei unverdrehten Ringen von kreisformigem
Querschnitte durch einen, den Ring bis zur Mittellinie durch-
setzenden, lings der letzteren in sich selbst zuriickkehrenden
Schnitt erhielt.!

In §. 5 werden einige Beispiele zu den in den vorhergehenden
Paragraphen erwihnten Erzeugungsweisen gegeben.

In einem zweiten Abschnitte der vorliegenden Arbeit
betrachte ich die Erzeugung einfacher Verbindungen und Knoten
bei geschlossenen Flichen, die aus beliebig vielen tordirten oder
untordirten Streifen derart zusammengesetzt sind, dass die Mittel-
linien der einzelnen Streifen gerade so in zwei Punkten zusammen-
laufen, wie etwa die Meridiane einer Kugel in den beiden Polen,
Ein lings den Mittellinien simmtlicher Streifen in sich selbst
guriicklaufender Schnitt liefert alsdann mitunter sehr verwickelte
Gebilde, welche zunéchst fiir den Fall von drei, mit beliebigen
Torsionen behafteten Streifen von Herrn J. L. Schuster ein-
gehend untersucht und nach ihren Grundtypen oder topologischen
Gattungsbegriffen classificirt worden sind.? Ich gebe nun diejeni-
gen Fille an, in welchen bei einer aus beliebig vielen Streifen
zusammengesetzten Fliche durch jenen Mittelschnitt einfache
Verbindungen und Knotenirgend welcher Art entstehen
(§§. 6—8). Hiebei soll durch das Attribut ,einfach“ nicht nur
angedeutet werden, dass ich die Erzeungung mehrfacher Ver-
bindungen und Knoten? unberiicksichtigt lasse, sondern ich will

1 8. h. die Abhandlung von Herrn Simony: ,Uber eine Reihe neuer
mathematischer Erfahrungssiitze“ (Sitzungsber. d. kais. Akad. der Wissen-
schaften in Wien, Bd. LXXXV, Abth. II, 1882, S. 910 ff., oder auch Math
Annalen, Bd. XXIV, 8. 235 t.).

2 8. h. die Abhandlung von Herrn Schuster; ,Uber jene Gebilde,
welche geschlossenen, aus drei tordirten Streifen hergestellten Flichen
durch gewisse Schnitte entspringen (Sitzungber. d. kais. Akad. d, Wissen-
schaften in Wien, Bd. XCVIL, Abth.II, 1888, S.217—246).

3 Hinsichtlich der Gattungsbegriffe ,k-fache Verbindung¥, ,k-facher
Knoten“ vergl. Herrn Simony's Abhandlung: ,Uber jene Gebilde, welche
aus kreuzformigen Flichen durch paarweise Vereinigung ihrer Enden und

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCVIIL. Bd. Abth. IL a. 6
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damit auch sagen, dass in dem sich ergebenden Gebilde nur
eine Verbindung, respective ein Knoten, natiirlich beliebiger
Art, auftreten soll.

In §. 9 wird gezeigt, in welcher Weise man die in §. 7 und
8. 8 erhaltenen Resultate wenigstens in den einfacheren Fillen
leicht graphiseh begriinden kann.

Schliesslich erwihne ich noch zwei Erzeugungsweisen, welche
tiberhaupt dieselben Gebilde liefern, wie jene lings ihrer Mittel-
linie durchschnittenen Streifen einer aus beliebig vielen Streifen
zusammengesetzten Fliche. Die eine dieser Erzeugungsweisen
verdanke ich einer giitigen brieflichen Mittheilung von Herrn
Prof. Simony, die andere riihrt von Herrn Schuster her und ist
in dessen ,topologischer Radwelle“ realisirt (§. 10).

Erster Abschnitt.

Uber neue Erzeugungsweisen topologischer Gebilde,
insbesondere Verbindungen und Knoten, in ringférmig
geschlossenen Streifen.

§. 1.
Transfoermation eines rechteckigen Streifens in ein ringférmig
geschlossenes Band.

Enthélt ein ringférmig geschlossener Streifen eine beliebige
Anzahl Torsionen, so liefert ein in der Mittellinie des Streifens
in sich selbst zuriicklaufender L#ngsschnitt ein Gebilde, fiir
welches die in der Einleitung zu vorliegender Arbeit unter I.
und IL angefiihrten Sitze gelten. Das durch den Schnitt erhaltene
Gebilde hingt also hier lediglich von der Anzahl derjenigen
Torsionen ab, die der geschlossene Streifen vor Ausfiihrung des
Schnittes enthielt. Threr Art.nach gleiche Gebilde kann man nun
auch durch eine andere Operation erhalten, die zum Theil in
gewissen Verdrehungen besteht, welche mit dem geschlos-
senen Streifen vorgenommen werden. Bei dieser Operation
erweist sich aber die Art des entstehenden Gebildes als génz-
lich unabh#éngig von den in dem geschlossenen Streifen

gewisse in sich selbst zuriickkehrende Schnitte entstehen (Sitzungsber.
d. kais. Akad. d. Wissensch. in Wien, Bd. LXXXIV, Abth. II, 1881, S. 255f.,
oder auch Math. Annalen, Bd. XIX, S. 119f)).
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urspriinglich vorhandenen Torsionen; die letzteren treten vielmehr
nur additiv zu denjenigen Torsionen hinzu, welche die Anwendung
dieser neuen Operation auf einen untordirten geschlossenen
Streifen in diesem hervorrufen wiirde. Hingegen wird sich zeigen,
dass diese Art genau in derselben Weise nur von der Anzahl
jener, sofort niher zu beschreibenden Verdrehungen abhingt,
wie sie bei den durch die Sitze I. und II. definirten Gebilden von
der Anzahl derjenigen Torsionen abhingig ist, welche der ge-
schlossene Streifen urspriinglich enthielt.

Um dies nachzuweisen und um zugleich die neue Operation
abzuleiten, gehe ich zunichst aus von einem rechteckigen Papier-
streifen; wird das eine Ende desselben in beliebiger Weise tordirt
und mit dem anderen Ende vereinigt, so gelten fiir den auf solche
Weise ringformig geschlossenen Streifen die beiden Sitze I.
und II. Aber diese Sitze gelten offenbar aueh dann noch, wenn
man aus dem Streifen, bevor man ihn tordirt und seine beiden
Enden zusammenheftet, ein beliebig gestaltetes Flichenstlick F
(Fig. 1, Taf. I) herausschneidet, das nur nicht so gross sein darf,
dass es in den Umriss 4 C B D eingreift; ich kann auch die
beiden Seitentheile ¢ und D nach oben, respective unten aus-
dehnen, so dass ich ein geschlossenes Oval 4 C B D erhalte,
welches auf seiner Unterlage flach aufliegt (Fig. 2).
Wenn ich alsdann ein Streifentheilchen B nach einer Verdrehung
um beliebige Vielfache von 180° mit einem nicht an B anstossen-
den Streifentheilchen 4 (am bequemsten natiirlich mit ejnem
Theilchen, das recht weit von B entfernt liegt) etwa durch zwei
Nadeln vereinige, die senkrecht zur Richtung der Tangente in 4
gesteckt sind, und dann zwischen den beiden Nadeln die Breite
des Streifens quer durchschneide, so weist das so entstehende
Gebilde offenbar gleichfalls diejenigen Verbindungen oder Knoten
auf, welche die beiden Sitze I. und II. fiir den gewohnlichen
ringformig geschlossenen Streifen fordern. Es ist bei der Ver-
drehung des Streifentheilchens B natiirlich darauf zu
achten, dass diese Drehung so stattfindet, wie es
gemiss der Entstehung der Figur 2 aus Figur 1 (Taf. I)
geschehen muss, also nicht um die Mittellinie mn der
Begrenzung des geschlossenen Ovals als Axe, sondern
um eine Gerade rs als Axe, die in der Ebene des Ovals

g
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liegt und in B senkrecht zur Mittellinie verlduft, oder
kiirzer ausgedriickt: um die Verbindungslinie 4B als
Axe. (Wirde man um die Mittellinie drehen, so erhielte man
natiirlich stets zwei getrennte, um entgegensetzte Vielfache von
180° verdrehte Ringe.)

Und nun der letzste Schritt! Ob der geschlossene Streifen
vor seiner Verdrehung flach aufliegt, wie in Fig. 2, oder ob seine
Begrenzung aufrecht stehend ist, wie in Fig. 3 (Taf. I, ist gleich-
giltig: die Sitze I. und II. gelten ebensowohl fiir Fig. 2 wie fiir
Fig. 3. Das Gebilde, von dem ich aber im letzteren Falle aus-
gehe, stellt einen ringformig geschlossenen untordirten Streifen
dar. Wenn ich bei ihm ein Theilchen B einem anderen A entgegen-
biege, um beliebige Vielfache von 180° auf die soeben ange-
gebene Art und Weise verdrehe, mit 4 vereinige und dann die
Vereinigungsstelle 4 = B quer durchschneide, so besitzt das als-
dann entstehende Gebilde wiederum dieselben Verbindungen oder
Knoten, welche die Sitze 1. und IL fordern. Die Drehung, welche
vor dem Vereinigen der beiden Streifentheilchen stattfindet, will
ich, hauptsichlich im Hinblick auf ihre Aquivalenz mit einer in
§. 4 zu schildernden Drehung, als Rotation bezeichnen.

Was die Breite des durch die soeben beschriebene Operation
aus dem ringformig geschlossenen Streifen entstandenen Gebildes
betrifft, so ist dieselbe natiirlich unverindert geblieben, da kein
Lingsschnitt, sondern nur ein einfacher Querschnitt gefiihrt
wurde.

Aus gleichem Grunde ist auch die gesammte Linge des
erzeugten Gebildes dieselbe wie die des geschlossenen Streifens,
freilich nur vom rein topologischen Standpunkte be-
trachtet: in Wirklichkeit hat sie sich nm das kleine Stiickchen
verringert, das fiir die beiden Nadeln oder die zusammenheftende
Materie nothig ist und das daher als beliebig klein ange-
sprochen werden darf.

Endlich ist die Thatsache, dass bei dieser Rotation kein
Schnitt lings der Mittellinie des ringformig geschlossenen Streifens
gefiihrt wird, die Ursache des Umstandes,dass dieArt des erzeug-
ten Gebildes ganz unabhingig davon ist, ob dieser
Streifen mit Torsionen behaftet war oder nicht. Waren
Torsionen vorhanden, so setzt sich die Gesammttorsion des neu
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erzeugten Gebildes aus ihmen und aus denjenigen Torsionen
additiv zusammen, welche durch die Rotation entstehen. Fand
eine Rotation statt um ungerade Vielfache von 180°, etwa um
=+ (2r+1) x180°, und bezeichnet +« den Betrag der in dem
ringformig geschlossenen Streifen urspriinglich vorhandenen Tor-
sionen, so wird daher der Betrag der Gesammttorsion des durch
die Rotation erzeugten Gebildes gleich

+4(r4+1)x180°4a X 180°

Im Falle einer Rotation um gerade Vielfache von 180°,
etwa um =27 180°, wird jener Betrag gleich

47X 180° 4 a X 180°;

in diesem Falle, in welchem nach Satz I. zwei Ringe entstehen,
verstehe ich unter Gesammttorsion natiirlich die Summe der in
den beiden Ringen enthaltenen Torsionen.

Ich habe bisher nur gesagt, dass die beiden Theilchen 4
und B des geschlossenen Streifens nach Vornahme jener Drehung
mit einander vereinigt werden miissen, habe aber noch nicht
festgesetzt, welche Seiten der beiden Theilchen hiebei auf ein-
ander gelegt werden sollen. Die Art dieser Vereinigung ist aber
in dem Falle, in welchem zwei Ringe entstehen, wo also eine
Rotation um gerade Vielfache von 180° stattfand, von Einfluss
auf die einzelnen Torsionen dieser Ringe; ich sage auf die ein-
zelnen Torsionen: die Gesammttorsion, d. h. die Summe der
in beiden Ringen enthaltenen Torsionen, wird durch die Ver-
einigungsweise nicht alterirt, denn nachdem jene Rotation voll-
zogen, konnen neue Torsionen in dem Streifen mnicht auftreten,
wie auch die beiden Theilchen 4 und B vereinigt werden mogen,
da der Streifen ringformig geschlossen ist. Daher brauche ich
hinsiehtlich der Art der Vereinigung nur den Fall zu beriick-
sichtigen, dass eine Rotation um gerade Vielfache von 180°
stattfand; drehe ich um ungerade Vielfache, so entsteht ja nach
Fiihrung des Querschnittes iiberhaupt nur ein einziger Ring, eine
Vertheilung der Torsion auf zwei Bestandtheile des erzeugten
Gebildes kann alsdann nicht stattfinden.

Die Vereinigung der zwei gegeniiber liegenden Theilchen
A und B eines ringférmig geschlossenen Streifens ldsst sich nun
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auf vier verschiedene Arten vornehmen, wie ich an dem ein-
fachen Beispiele eines untordirten Streifens zeigen will, da im
allgemeinen Falle die Sache sich ganz ebenso verhilt. Jeder
Art entspricht eine eigene Vertheilung der in dem Streifen durch
die Rotation hervorgerufenen Torsionen auf die beiden durch die
Vereinigung entstandenen Bezirke. Es werde durch Fig. 4 (Taf. I)
der flach in die Ebene niedergelegte ringférmig geschlossene
Streifen dargestellt; alsdann ist sofort klar, dass folgende Mog-
lichkeiten vorhanden sind:

1. Die beiden oberen Seiten von 4 und B werden aneinander
geheftet;

2. die beiden unteren Seiten von 4 und B werden aneinander
geheftet;

3. die obere Seite von B wird unmittelbar unter die untere
Seite von 4 gelegt;

4. die untere Seite von B kommt unmittelbar auf die obere
Seite von 4 zu liegen.

In allen vier Fillen entstehen durch die Vereinigung zwei
ringformige Bezirke, von denen der dem Beschaner abgewandte
mit R,, der andere mit R, bezeichnet werden mége. Man sieht
nun sofort ein, dass in den Fillen 1. und 2. weder im Ringe R,,
noch im Ringe R, eine Anderung in der Anzahl der in Folge der
Rotation bereits vorhandenen Torsionen eintreten kann. Diese
Vereinigungsweisen will ich desshalb als ,regulire“ bezeichnen.
Bei einer Vereinigung im Sinne des Falles 3. tritt jedoch im Ringe
R, eine positive, in R, eine negative Torsion auf, und im Falle 4.
ist es gerade umgekehrt. Diese beiden Vereinigungsweisen will
ich als ,irregulire“ bezeichnen.

Fand also eine Rotation statt im Betrage von ¢t = +2r X 180°,
so enthilt bei reguldrer Vereinigung jeder Ring ¢ Torsionen; bei
irreguldrer Vereinigung ist der Torsionscoéfficient =, des Ringes
R, gleich ¢ +1, der von R, ist #, — ¢—1 oder umgekehrt.

Enthielt der ringformig geschlossene Streifen schon von
Hause aus etwa « Torsionen in positivem oder negativem Sinne,
s0 verdient der Fall einer Rotation um gerade Vielfache von
180°, also um ¢ = =2, 180°, auch noch insofern eine besondere
Erwdhnung, als hier hinsichtlich der Vertheilung jener urspriing-
lichen Torsionen auf die beiden bei der Rotation entstehenden
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Ringe a +1 verschiedene Moglichkeiten vorliegen. Man kann
némlich vor der Vereinigung der beiden Streifentheilchen 4 und B
eine beliebige Anzahl «, der urspriinglich vorhandenen « Tor-
sionen etwa in den Theil des geschlossenen Streifens schieben,
der spiter den Ring R, bildet; die tibrigen @, — «¢—«, Torsionen
befinden sich alsdann in dem Ringe R,. Da «, alle Werthe von O
bis @ durchlaufen kann, so ergeben sich in der That a +1 Mog-
lichkeiten. Mit Beriicksichtigung des Sinnes der in dem ringférmig
geschlossenen Streifen urspriinglich vorhandenen Torsionen erhilt
man alsdann fiir die Torsionscoéfficienten -, und x, der beiden
Ringe R, und R, folgende Werthe:
Bei regulédrer Vereinigung ist:

r=tta, x,=tta,

beiirregulidrer Vereinigung ist
dem Falle 3. entsprechend:

ry=t+1+t+a, x,=t—1x+a,
dem Falle 4. entsprechend:
v, =t—1+a, x,—t+1+4a,.

Die Gesammttorsion ist aber stets gleich 2¢~+«, wie auch
schon oben (8. 85) bemerkt wurde.

Schliesslich wire noch zu erwéhnen, dass die beiden Ringe
nur dann von gleicher Grosse sind, wenn jene Theilchen 4 und B
des geschlossenen Streifens so liegen, dass sie denselben in zwei
gleiche Theile theilen. Besitzen aber 4 und B eine solche Lage,
dass sie auf dem geschlossenen Streifen Theile von verschiedener
Grosse markiren, so bildet der kleinere Theil des Streifens einen
kleineren Ring, der grossere Theil einen grosseren Ring. Es ist
dies ganz natiirlich, muss aber der Vollstindigkeit halber erwihnt
werden.

Ebenso ist selbstverstindlich, dass durch wiederholte Vor-
nahme der oben beschriebenen Rotation nicht nur jeder geschlos-
sene Streifen mit beliebig vielen, von einander isolirten Knoten
beliebiger Art versehen werden kann, sondern man kann auch
eine ganze Kette von Ringen herstellen, in denen sich Knoten
befinden.
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8. 2.

Langsdrehungen des ringformig geschlossenen Streifens.

Die Torsionscoéfficienten der zwei bei einer Rotation um
gerade Vielfache von 180° entstehenden Ringe lassen sich auch
noch insofern #ndern, als es moglich ist, die in dem einen Ringe
enthaltenen Torsionen um eine beliebige Anzahl zu vermehren,
wiahrend dann aber gleichzeitig in dem anderen Ringe ebenso
viele Torsionen von entgegengesetztem Sinne auftreten.

Ertheilt man nimlich vor Vereinigung der beiden Streifen-
theilchen 4 und B (Fig. 4, Taf. I) dem Stiicke BC des geschlos-
senen Streifens eine Torsion um die Mittellinie — eine
Lingsdrehung — im Betrage —+7X180° (wie dies im Falle
der positiven Torsionen der Pfeil p bei B andeuten mag), so
bedingt diese Drehung von BC um —+7X180° ein gleichzeitiges
Auftreten einer Torsion um =7 180° in dem itbrigen Theile
des geschlossenen Streifens, da ein solcher Streifen keine neuen
Drehungen acquiriren kann. Je nachdem man also die Stelle B
im einen oder anderen Sinne um die Mittellinie des Streifens
l-mal verdreht, erhiilt der Ring R, einen Zuwachs seiner Torsions-
zahl um —-7x180°, wihrend sich gleichzeitig die Torsionen
von R, um 3=/X 180° dndern.

In dem allgemeinen Falle, dass der geschlossene Streifen
von Hause aus « positive oder negative Torsionen enthielt
und Rotationen im Betrage ¢ X 180° = +27<180°, sowie Lings-
drehungen im Betrage —4-1Xx180° statifanden, ergeben sich
daher fiir die Torsionscoéfficienten -, und @, der beiden Ringe
R, und R, im Anschlusse an die Formeln in §. 1 folgende Werthe:

Beireguldrer Vereinigung ist:

v, =tta-+!l, z,=t+a,7FI,

bei irregulirer Vereinigung ist
dem Falle 3. entsprechend:

v, =t+1+ta+1, x=t—14aeFI
dem Falle 4. entsprechend:

v, —=t—1-+ta +1, x,=t+1+a L
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Die Gesammttorsion ist wieder stets gleich 2¢+a,+a, =
=2t+a.

8. 3.

Graphische Darstellung.

Auch auf graphischem Wege lassen sich die in §. 1
erhaltenen Resultate, soweit sie sich nicht auf die Torsions-
coéfficienten, sondern nur auf die Art des erzeugten Gebildes
beziehen, leicht demonstriren, wie es Taf. I fiir die einfachsten
Fille zeigt. Es ist leicht einzusehen, dass z. B. Rotationen um
positive Vielfache von 180° so darzustellen sind, wie es der Pfeil
in Fig. 7 andeutet: die linke untere Hilfte des geschlossenen
Streifens ist z. B. im Falle einer positiven Torsion um 1x180°
vor dem Zusammenheften der zwei gegeniiberliegenden Streifen-
theile einfach iiber die rechte Hilfte zu legen (vergl. Fig. 9), bei
mehrfachen positiven Torsionen in dem eingeschlagenen Sinne
fortgesetzt um die rechte Hélfte zu schlingen; bei negativen
Torsionen findet Analoges statt mit der rechten unteren Hilfte
des Streifens.

Fig. 8 stellt den Fall dar, dass keine Rotation stattfand;
man sieht sofort, dass beim Durchschneiden der durch den
Strich m angedeuteten Vereinigungsstelle zwei isolirte Ringe
entstehen. Fig. 9 reprisentirt den Fall einer positiven Rotation
um 1) 180°; wird die Vereinigungssteile durchschnitten und die
ganze Figur im Sinne des Uhrzeigers um 90° in ihrer Ebene
gedreht, so entsteht offenbar durch eine kleine Deformation
Fig. 10, also ein einziges geschlossenes Band.! Die Figuren 11
und 12 reprisentiren den Fall einer negativen Rotation um
1Xx180°. Fig. 13 stellt eine positive Rotation um 23180°
schematisch dar; Fig. 14 ist mit Fig. 13 Hquivalent, wie eine
Trennung der Vereinigungsstelle und Drehung von Fig. 13 um

1 Man beachte hier die Ubereinstimmung der Figuren 10, 12, 14, 17, 20
mit den entsprechenden Figuren 4, 6, 10, 16, 24 in der dritten Auflage der
Brochure des Herrn Simony: ,Gemeinfassliche, leicht controlirbare Losung
der Aufgabe: In ein ringformig geschlossenes Band einen Knoten zu
machen‘ und verwandter merkwiirdiger Probleme® (Wien, Gerold & Comp.,
1881).
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90° im Sinne des Uhrzeigers sofort ergibt. Man erhilt also im
Falle f = +2x180° in der That zwei Ringe in positiver Ver-
bindung erster Art. Analoges wie von Fig. 13 gilt von Fig. 15,
nur erfolgte bei Fig. 15 die Rotation um 23X 180° in negativem
Sinne, so dass hier die Verbindung erster Art als negativ anzu-
sehen ist. Fig. 16 reprisentirt die positive Rotation um 3 180°;
diese Figur ist mit Fig. 17 dquivalent und ergibt daher! einen
positiven Knoten erster Art, wihrend, wie ebenfalls leicht ersicht-
lich, Fig. 18 dem negativen Knoten erster Art entspricht. Fig. 19
reprisentirt die positive Rotation um 4 180°; es ist dann wieder
Fig. 20 mit Fig. 19 iHquivalent und ergibt daher der Fall
t = +4x180° in der That zwei Ringe in einer positiven Ver-
bindung zweiter Art, wihrend Fig. 21, der Rotation = —4x 180°
entsprechend, zwei Ringe in negativer Verbindung zweiter Art
liefern wiirde. U. s. w.

8. 4.
Ein neuer topologischer Process.

Alle Verbindungen und Knoten, welche sich durch die in
den vorhergehenden Paragraphen besprochene Operation her-
stellen lassen, kann man auch in anderer Weise, aber wiederum
von einem ringformig geschlossenen Streifen ausgehend, erzeugen,
und zwar folgendermassen:

Man nehme einen ringférmig geschlossenen, der Einfachheit
halber untordirten Streifen und lege ihn so zusammen, wie es
Fig. b (Taf. I) zeigt, so dass man also, von oben betrachtend, nur
die obere Seite der einen Hiilfte der beiden iibereinander gelegten
Hilften des Streifens sieht. Man denke sich ferner in der Mitte M
eine zur Zeichenebene senkrechte Drehaxe befindlich und drehe
nun die obere Hilfte des Streifens im Sinne der Bewegung des
Uhrzeigers um diese Axe, wie dies Fig. 6 (Taf. I) andeutet. Nach-
dem diese Rotation unter bestdndigem Festhalten der beiden in M/
iibereinander liegenden Streifentheilchen um ¢ 180° erfolgt ist,
vereinige man die beiden in M befindlichen Theilchen in der-
selben Weise, wie dies frither in §. 1 nach Vollzug der Rotationen
geschah, Fithrt man nun wieder durch die Vereinigungsstelle einen

1 8. die Anmerkung auf der vorhergehenden Seite.
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Querschnitt, so ergeben sich in dem Bande genau dieselben
positiven Verbindungen und Knoten, die wir in § 1 bei einer
positiven Rotation um ¢ 180° erhielten. Dreht man die obere
Hilfte des Streifens in dem der Bewegung des Uhrzeigers ent-
gegengesetzten Sinne, so erhdlt man die negativen Verbin-
dungen und Knoten, Ebenso findet Ubereinstimmung mit den friiher
angegebenen Werthen der Torsionscoéfficienten statt, auch wenn
der geschlossene Streifen urspriinglich schon Torsionen enthielt
und vor der Vereinigung der beiden Theilechen noch Liéngs-
drehungen erfolgten: es gelten dieselben Formeln, welche wir in
§. 1 und 2 fur die Torsionscoéfficienten im Falle der regulidren
Vereinigung aufgestellt haben.

Dass diese Ubereinstimmung stattfindet, ist sehr leicht
erklirlich. Wiirden wir ndmlich den soeben beschriebenen Process
graphisch darstellen, so wiirden sich durch eine einfache Defor-
mation genau die Figuren der Tafel II ergeben; und auch aus
dem Umstande folgt schon die Ubereinstimmung, dass auch hier
um die Verbindungslinie der zwei iibereinander gelegten Theil-
chen als Axe gedreht wird, wie dies frilher bei der Rotation
geschah; wo gleichfalls diese Verbindungslinie als Drehaxe
diente.

Es wirft sich nun unmittelbar die Frage auf: Was fiir Gebilde
entstehen, wenn man die obere Hilfte des geschlossenen Streifens
nicht um Vielfache von 180°, sondern um ungerade Vielfache
von 90° im Sinne des Uhrzeigers drebt, in M beide Hilften kreuz-
weise zusammenheftet und nun einen die Mittellinie des ganzen
Streifens durchsetzenden, in sich selbst zuriickkehrenden Lings-
schnitt fiihrt? Ferner kann man fragen, was fiir Gebilde bei dieser
Rotation um ungerade Vielfache von 90° entstehen, wenn der
Streifen schon von Hause aus irgend welche Torsionen enthielt, wo-
bei noch zu beachten ist, dass diese urspriinglich vorhandenen Tor-
sionen auch auf die zwei durch das Zusammenheften entstehenden
Bezirke beliebig vertheilt und iiberdies dem geschlossenen Streifen
vor dem Zusammenheften noch solche Lingsdrehungen ertheilt
werden konnen, wie wir schon in § 2 betrachteten. Kurz, es
erdffnet sich hier eine ganze Fiille weiterer Fragen. Ich habe in
dieser Hinsicht bereits einige Resultate erhalten, die ich spiter
gelegentlich zu publiciren gedenke. Hier sei nur bemerkt, dass
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sich im Falle einer Rotation um 13X 90° natiirlich nur solche
Gebilde ergeben konnen, wie Herr Simony aus kreuzformigen
Fldchen durch paarweise Vereinigung zweier benachbarten
Enden (geschlossenen Flichen erster Classe) und einen
in sich selbst zurtickkehrenden Lingsschnitt durch die Mittellinie
erhielt!; denn die zu diesem Schnitte fertige Fldche ist eben
im Falle einer Rotation um 13 90° eine Fliche erster Classe.
Dreht man jedoch nicht einmal um 90°, sondern eine
beliebige ungerade Anzahl mal, so liefert jener Lings-
schnitt im Allgemeinen complicirtere Gebilde, und zwar
hiufig diejenigen Gebilde, welche Herr Simony bei der Unter-
suchung jener Erscheinungen erhielt, welche bei einem unver-
drehten, biegsamen Ringe von kreisformigem Querschnitte auf-
treten, wenn man einen, den Ring bis zur Mittellinie durch-
setzenden, lings der letzteren in sich selbst zuriickkehrenden
Schnitt durch denselben fiihrt.? Herr Simony bezeichnet die
hiebei auftretenden topologischen Gattungsbegriffe als Knoten-
verbindungen. Ausgehend von einem untordirten geschlossenen
Streifen und ohne Hinzuftigung von Léngsdrehungen erhielt ich
nun beispielsweise bei Rotationen ¢ um ungerade Vielfache von
90° im Sinne der Bewegung des Uhrzeigers nachstehende Serie
von Knotenverbindungen:
Es lieferte:

t = 1 ein knotenfreies Gebilde,

¢t = 3 eine Knotenverbindung vom Typus [(+)?Z],
t— bH [("‘)ﬂ’
t= 1 [(+)(+)3],
t—= 9 [(+)3],
t=11 [(4+).(+)3);

1 8. h. die Abhandlung von Herrn Simony: ,Uber jene Gebilde,
welche aus kreuzférmigen Flichen durch paarweise Vereinigung ihrer
Enden und gewisse in sich selbst zuriickkehrende Schnitte entstehen®
(Sitzungsber. d. kais. Akad. d. Wissensch. in Wien, Bd. LXXXIV, Abth. II,
1881, S. 237, oder auch Math. Annalen, Bd. XIX, 8. 111).

2 8. h. Herrn Simony’s Abhandlung: ,Uber eine Reihe neuer
mathematischer Erfahrungssiitze¥ (Sitzungsber. d. kais. Akad. d. Wissensch,
in Wien, Bd. LXXXV, Abth. IT, 1882, S, 907—928, oder auch Math, Annalen,
Bd. XXIV, S. 253 fI.).
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und dies sind merkwiirdiger Weise von Fall zu Fall genau die-
selben Gebilde, welche Herr Simony bei Ringen von kreis-
formigem Querschnitte erhielt, wenn die Axendrehung des
schneidenden Instrumentes bei Vollendung des Schnittes —¢ x 360°
betriigt, und die um die Mittellinie des betreffenden Ringes er-
folgende Drehung des Schnittes in vier Umldufen vollendet wird.?
Allgemein wiirde sich fiir ¢ = 4%-+p im Falle ; =1 eine Knoten-
verbindung vom Typus [(+)}], im Falle p =3 eine solche vom
Typus [(+)u(+)3+:1] ergeben. * Erfolgt die Rotation um ungerade
Vielfache von 90° in dem der Bewegung des Uhrzeigers ent-
gegengesetzten Sinne, so entstehen die entsprechenden Knoten-
verbindungen von negativem Typus.

8. b.
Beispiele.

Es sei mir gestattet, einige Beispiele zu den in den vorher-
gehenden Paragraphen betrachteten topologischen Processen zu
geben.

Enthilt ein ringformig geschlossenes Band vier negative
Torsionen, so kann dasselbe mittelst einer positiven Rotation um
1%180° in ein untordirtes geschlossenes Band verwandelt
werden. Nach §. 1 ist ndmlich die Torsionszahl = des bei einer
Rotation um = (2r+ 1)Xx180° entstehenden Gebildes gleich
—+4(r+1)—a, wenn das Band vor der Rotation schon « negative
Torsionen enthielt; in unserem Falle ist nun die Rotation
t=+(2r+1) =1, mithin »=0, ferner «=4, also wird
v —=4—4 =0.

Hitte das geschlossene Band urspriinglich acht negative
Torsionen enthalten, so wiirde eine positive Rotation um 3 180°
ein untordirtes Band mit einem positiven Knoten erster Art liefern,
denn alsdann wire ¢= +(2r+1)=3, mithin » =1 und
r=4.2—8=0.

Man erhilt zwei untordirte Ringe in positiver Verbindung
zweiter Art, wenn bei reguldrer Vereinigung fiir t = +4 (r = +2)

1 Ibid. 8. 917.
2 Thid. S. 921.
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sich im Falle einer Rotation um 1X90° natiirlich nur solche
Gebilde ergeben konnen, wie Herr Simony aus kreuzformigen
Flichen durch paarweise Vereinigung zweier benachbarten
Enden (geschlossenen Flichen erster Classe) und einen
in sich selbst zuriickkehrenden Lingsschnitt durch die Mittellinie
erhielt!; denn die zu diesem Schnitte fertige Fliche ist eben
im Falle einer Rotation um 1 90° eine Fliche erster Classe.
Dreht man jedoch nicht einmal um 90°, sondern eine
beliebige ungerade Anzahl mal, so liefert jener Lings-
schnittim Allgemeinen complicirtere Gebilde, und zwar
héiufig diejenigen Gebilde, welche Herr Simony bei der Unter-
suchung jener Erscheinungen erhielt, welche bei einem unver-
drehten, biegsamen Ringe von kreisformigem Querschnitte auf-
treten, wenn man einen, den Ring bis zur Mittellinie durch-
setzenden, lings der letzteren in sich selbst zuriickkehrenden
Schnitt dureh denselben fiithrt.? Herr Simony bezeichnet die
hiebei auftretenden topologischen Gattungshegriffe als Knoten-
verbindungen. Ausgehend von einem untordirten geschlossenen
Streifen und ohne Hinzufiigung von Léngsdrehungen erhielt ich
nun beispielsweise bei Rotationen ¢ um ungerade Vielfache von
90° im Sinne der Bewegung des Uhrzeigers nachstehende Serie
von Knotenverbindungen:
Es lieferte:

t = 1 ein knotenfreies Gebilde,
t = 3 eine Knotenverbindung vom Typus [(+)?],
[

t=5 ()1,
t= 1 [(+)(+ D3],
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1 8. h. die Abhandlung von Herrn Simony: ,Uber jene Gebilde,
welche aus kreuzformigen Flichen durch paarweise Vercinigung ihrer
Enden und gewisse in sich selbst zuriickkehrende Schnitte entstehen
(Sitzungsber. d. kais. Akad. d. Wissensch. in Wien, Bd. LXXXIV, Abth. IT,
1881, S. 237, oder auch Math. Annalen, Bd. XIX, S. 111).

2 8. h. Herrn Simony’s Abhandlung: ,Uber eine Reihe neuer
mathematischer Erfahrungssitze“ (Sitzungsber. d. kais. Akad. d. Wissensch.
in Wien, Bd. LXXXV, Abth. II, 1882, 8. 907—928, oder auch Math, Annalen,
Bd. XXIV, S. 253 ff.).
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und dies sind merkwiirdiger Weise von Fall zu Fall genau die-
selben Gebilde, welche Herr Simony bei Ringen von kreis-
formigem Querschnitte erhielt, wenn die Axendrehung des
schneidenden Instrumentes bei Vollendung des Sehnittes —# < 360°
betriigt, und die um die Mittellinie des betreffenden Ringes er-
folgende Drehung des Schnittes in vier Umldufen vollendet wird.!
Allgemein wiirde sich fiir £ = 4/%+p im Falle p =1 eine Knoten-
verbindung vom Typus [(+)3], im Falle p =3 eine solche vom
Typus [(+)u(+)i+1] ergeben. * Erfolgt die Rotation um ungerade
Vielfache von 90° in dem der Bewegung des Uhrzeigers ent-
gegengesetzten Sinne, so entstehen die entsprechenden Knoten-
verbindungen von negativem Typus.

8. 5.

Beispiele.

Es sei mir gestattet, einige Beispiele zu den in den vorher-
gehenden Paragraphen betrachteten topologischen Processen zu
geben.

Enthilt ein ringformig geschlossenes Band vier negative
Torsionen, so kann dasselbe mittelst einer positiven Rotation um
1%x180° in ein untordirtes geschlossenes Band verwandelt
werden. Nach §. 1 ist niimlich die Torsionszahl x des bei einer
Rotation um —=(27+ 1)x180° entstehenden Gebildes gleich
=+4(r+1)—a, wenn das Band vor der Rotation schon « negative
Torsionen enthielt; in unserem Falle ist nun die Rotation
t=+(2r+1) =1, mithin » =0, ferner «=4, also wird
*=4—4=0.

Hitte das geschlossene Band urspriinglich acht negative
Torsionen enthalten, so wiirde eine positive Rotation um 3 180°
ein untordirtes Band mit einem positiven Knoten erster Art liefern,
denn alsdann wire ¢ = +(2r+1)=238, mithin »=1 und
v =4.2—8=0.

Man erhdlt zwei untordirte Ringe in positiver Verbindung
zweiter Art, wenn bei regulirer Vereinigung fiir t = +4 (r = +2)

1 Thid. 8. 917.
2 Tbid. 8. 921.
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die Werthe x, — t+a, +[, ¥, = ¢+a,—! verschwinden (§. 2).
Aus den Gleichungen 0 = 4+a, +! und 0 = 44a,—! folgt als-
dann a,+a, = —8, d. h. das Band muss urspriinglich acht
negative Torsionen enthalten. Den Gleichungen «, +! — —4 und
a,—! = —4 kann nun in mehrfacher Weise geniigt werden; gibt
man némlich z.B. ¢, einen der Werthe —8, —7, —6,—b,—4,—3,
—2, —1, 0, so sind die entsprechenden Werthe von a,: 0, —1,
—2, —3, —4, —b5, —6, —7, —8 und die von i: +4, +3, +2,
+1,0, —1, —2, —3, —4.

Ausgehend von zwei ringformig geschlossenen Streifen,
deren einer eine negative, der andere eine positive Torsion um
1x180° enthilt, kann man unter Anwendung genau gleicher
Operationen auf beide Streifen im ersten einen positiven Knoten
erster Art, im zweiten einen solchen zweiter Art erzeugen. Da
man ndmlich mit Hilfe einer positiven Rotation um 1 180° die
Torsionszahl um vier positive Einheiten vermehren kann, so
besitzt nach Vollzug dieser Operation der eine Streifen drei, der
andere fiinf positive Torsionen; wird nun in beiden Fillen ein
Langsschnitt durch die Mittellinie des Streifens gefiihrt, so ergibt
sich nach dem Satze IL. (Einleitung) ein positiver Knoten erster,
respective zweiter Art,

Dieses Resultat ist in dem folgenden Satze als specieller
Fall enthalten : Erzeugt man in einem um irgend ein ungerades
Vielfaches —+(2«¢+1) von 180° tordirten, ringformig ge-
schlossenen Streifen durch Rotation um = (2k+1)x 180°
einen Knoten vom Typus (+);, so bleibt die Torsionszahl un-
gerade, so dass die Ausfiilrung eines Lingsschnittes nun-
mehr eine primire Knotenverschlingung Oter Ordnung !
liefert.

Noch will ich bemerken, dass man in dem soeben betrach-
teten allgemeinen Falle zwei isolirte Knoten, némlich einen vom
Typus (=), und einen vom Typus (-£); erhalten wiirde, wenn
man zuerst den Lingsschnitt und hierauf die Rotation ausfiihrte.

1 Vergl. iiber diesen topologischen Gattungsbegriff Herrn Simony’s
Abhandlung: ,Uber den Zusammenhang gewisser topologischer Thatsachen
mit neuen Siitzen der hoheren Arithmetik und dessen theoretische Bedeu-
tung® (Sitzungsber. d. kais. Akad. d. Wissensch. in Wien, Bd. XCVI,
II. Abth,, 1887, S. ©02).
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Zweiter Abschnitt.

Uber Erzeugungsweisen einfacher Verbindungen und

Knoten in geschlossenen Fldchen, welche in gewisser

Weise aus beliebig vielen tordirten Streifen herge-
stellt sind.

§. 6.

Definitionen und Bezeichnungen.

Verfertigt man nach dem Muster der schematischen Fig. 22
(Taf. III) eine Fliche, welche aus beliebig vielen, etwa u, Streifen
T, T,, T, zusammengesetzt ist, deren Mittellinien oa,, oa,,

oa, simmtlich in einem und demselben Punkte o zusammen-
laufen, so lisst sich aus dieser Fliche mit «-bandférmigen Fort-
sitzen eine geschlossene Fliche in einfachster Weise dadurch
herstellen, dass man auch alle noch freien Enden «,, a,, .a,
jener u-Fortsitze in einem und demselben Punkte o’ insge-
sammt vereinigt, wie Fig. 23 (Taf. III) andeutet. Bevor wir
diese Vereinigung ausfiihren, wollen wir noch jedem Streifen
beliebige Torsionen um irgend welche ganze Vielfache von 180°
ertheilen, und zwar mag 4 ¢ die Torsionszahl des Streifens T;
bedeuten, so dass also -, eine beliebige ganze Zahl ist, deren
Vorzeichen von dem Sinne der Drehung abhingt. Diese Drehung
werde als positiv oder negativ definirt, je nachdem dieselbe
im Sinne der Pfeile p (Fig. 23) oder im entgegengesetzten Sinne
vorgenommen worden ist. Die auf solche Weise erhaltene ge-
schlossene Fliche will ich im Folgenden als geschlossene
Fliche bezeichnen, welche aus u-Streifen hergestellt
ist. Ein liings den Mittellinien simmtlicher Streifen in sich selbst
zuriicklaufender Schnitt « 0a,a,0a,a.0. . . a, liefert alsdann neue
geschlossene Flichen, weleche mit F, F, F, bezeichnet
werden mogen, wenn sie sich hinsichtlich ihres Inhalts zu der
urspriinglichen Fliche respective wie 1 zu «, oder wie 2zu w,. .,
oder wie u zu u verhalten. Die jeweilige Gesammtverdrehung
einer solchen Fliche F; werde durch ;X 180° bezeichnet, wobei
sich der Torsionscoéfficient a; als lineare Function der Torsions-
coéfficienten ¢, ¢,, ¢, ergeben wird.



96 F. Dingeldey,

In den beiden niichsten Paragraphen gebe ich nun diejenigen
Torsionen an, welche den einzelnen Fortsitzen ertheilt werden
miissen, um durch jenen lings der Mittellinie gefiihrten Schnitt
einfache Verbindungen oder Knoten zu erhalten.

8. 7.

Erzeugung einfacher Verbindungen.

Wenn wir fragen, welche Torsionen den einzelnen Streifen
einer aus beliebig vielen Streifen hergestellten geschlossenen
Fliche zu ertheilen sind, um durch Fiihrung des Mittelschnittes
zwei Flichen zu erhalten, die mit einander in einer posi-
tiven oder negativen Verbindung irgend welcher Art
stehen, so ist zuerst die Vorfrage zu erledigen, wie man die
Torsionen zu wihlen hat, um iiberhaupt gerade zwei Flichen zu
erhalten. Hieriiber geben nun diejenigen Sitze Auskunft, welche
von Herrn Schuster fiir eine Classification aller jener Fldchen-
systeme angegeben worden sind, welche bei geschlossenen, aus
beliebig vielen tordirten Streifen hergestellten Flichen in Be-
tracht kommen. ! Hiernach erhélt man durch Fihrung des Mittel-
schnittes zwei Flidchen in den folgenden zwei Fillen:

1. Wenn bei einer aus beliebig vielen tordirten
Streifen hergestellten Fliche zwei Torsionscoé&fficienten
gerade, alle iibrigen ungerade Zahlen sind;

2. wenn bei einer aus einer geraden Anzahl tordirter
Streifen hergestellten Fliche simmtliche Torsionsco#&ffi-
cienten ungerade Zahlen sind.

Die Resultate meiner Experimente behufs Erzeugung ein-
facher Verbindungen sind nun folgende:

A. Flichen, die aus beliebig vielen (u-)tordirten Strei-
fen hergestellt sind.

1. Zwei beliebige Streifen 77, und 7} besitzen respective
die Torsionscoéfficienten ¢, =0, # = 2k, die tibrigen »—2

1 8. h. die Abhandlung von Herrn Schuster: ,Uber jene Gebilde,
welche geschlossenen, aus drei tordirten Streifen hergestellten Flichen
durch gewisse Schnitte entspringen® (Sitzungsber, d. kais. Akad. d. Wissen-
schaften in Wien, Bd. XCVII, Abth. II, 1888, 8. 241 f.).
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Torsionscoéfficienten sind, bei beliebiger Vertheilung auf die «—2
Streifen, theils 4-1, theils —1, sind also nur ihrem absoluten
Werthe nach gleich 1.

Befinden sich zwischen 7% und 7% im einen Theile des
ganzen Cyclus p, im anderen ¢-Streifen, so dass also p+¢+2 —=u,
so erhilt man nach Fiihrung des Mittelschnittes eine Fliche
F,4+. und eine F,,, in einer Verbindung kter Art, welche positiv
oder negativ ist in Ubereinstimmung mit dem Vorzeichen der
Zabhl #; fiir die Art der Verbindung ist es daher gleichgiltig,
wie viele Torsionen gleich +-1, wie viele gleich —1 sind, indem
diese Art nur von dem geradzahligen Torsionscoéfficienten
#, = =2k abhingt. Wohl aber sind die in den beidenresultirenden
Flichen F,,; und F,;, enthaltenen Torsionen durch die Anzahl
der positiven und negativen Torsionscoéfficienten vom Werthe |1
bestimmt,! und zwar in folgender Weise: Sind p’ jener p-Torsionen
gleich +1, p” gleich —1, analog ¢’ der ¢-Torsionen gleich +1,
q" gleich —1, so besitzen die Torsionscoéfficienten der beiden
Fliachen die Werthe:

Tpt1 = tu+4(p'—p"), Tg1 = b+4(g'—¢").

Die Thatsache, dass die Art der Verbindung von der
Anzahl der Torsionen, welche ihrem Werthe nach
einerseits gleich +1, anderseits gleich —1 sind,
vollig unabhingig ist, wird auch fernerhin stets dann
wiederkehren, wenn nicht alle Torsionen gleich |1|sind, sondern
zwei derselben ausgezeichnete Werthe besitzen; nur der Fall,
dass simmtliche Torsionen gleich |1| sind, wird von dieser
Regel abweichen. Analoges findet auch statt bei der Erzeugung
von Knoten, Ich werde diese Thatsache hei der weiteren Auf-
zihlung der Fille, in denen Verbindungen oder Knoten ent-
stehen, nicht mehr besonders hervorheben, wohl aber kann die
in § 9 behandelte graphische Darstellung auch dafiir eine
Erklirung abgeben, wesshalb gerade der Unterschied p'—p”,
respective ¢'—¢” zwischen der Anzahl positiver und negativer
Torsionen vom Werthe |1] in den Werthen der Torsionscoéfficienten
@,41, respective x4, auftritt,

1 Der absolute Werth einer beliebigen Zahl n werde, wie¢ gewdhnlich,
durch |n] bezeichnet

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCVIIL Bd. Abth. II. a. 7
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Weitere Fille, in denen Verbindungen entstehen, sind:

B. Flichen, die aus einer geraden Anzahl von Streifen
hergestellt sind, « = 2n.

2. Zwei beliebige Streifen 7}, und 7} besitzen die Torsions-
coéfficienten ¢, = =4-2h, ¢, = -2k, die 2n—2 iibrigen Torsionen
betragen zur einen Hilfte je 41 180°, zur anderen Hilfte je
—1x180°, und zwar bei beliebiger Vertheilung der n-—1
positiven und der n—1 mnegativen Torsionen auf die 2n—2

Streifen. Man erhilt, bei gleicher Bezeichnungsweise wie unter 1,
a1t

eine F,;, und eine F,., in Verbindung von der Art

>

=% . “ | 3
welche positiv oder negativ ist in Ubereinstimmung mit dem

Vorzeichen von #,4¢,. Die Torsionscoéfficienten sind:

Tpy1 = b+t +4 (p'—p"), @ = h+ti+4(f—¢")

Hierbei ist

pl+ql :pll+qll — n___l, 2)I+q/+pll+qll+2 — 271.

3. Zwei beliebige Streifen 7, und T} besitzen die Torsions-
coéfficienten ¢, — =4-(2h+1), #, = +(2k+1), die 2n—2 tibrigen
Torsionen betragen, wiederum bei beliebiger Vertheilung, zur
einen Hilfte je +1X180°, zur anderen Hilfte je —1180°
Man erhillt zwei gleiche Flichen F, in Verbindung von der Art
b+t
~ 5
wieder tiberein mit dem Vorzeichen von #,-4-#.. Der Torsions-
coéfficient ist fiir beide Flichen gleich #,+-¢,.

4. Simmtliche Streifen besitzen den Torsionscoéfficienten |1
und zwar seien p’ dieser Torsionen gleich +1X180°, p” =2n—p’
gleich —1 180° Man erhiilt zwei gleiche Flichen F, in einer

auch hier stimmt das Vorzeichen dieser Verbindung

1l
Verbindung von der Art '% oder, was dasselbe ist, von der

Art {n—p'| oder |p"—n|; diese Verbindung ist positiv oder
negativ in Ubereinstimmung mit dem Vorzeichen von p”—p/, das
heisst je nachdem die Anzahl der negativen oder die der posi-
tiven Torsionen iiberwiegt. Der Torsionscoéfficient ist fiir beide
Tlachen gleich p/—p”.

Es folgt nun noch ein singuldrer Fall:

5a. Zwei beliebige Streifen 7, und 7T} besitzen den Torsions-
coéfficienten ¢, — #, — +2, alle tibrigen 22—2 Torsionen betragen



Topologischer Process. 99

bei beliebiger Vertheilung |1|X180°, so zwar, dass die Anzahl
der Torsionen vom Betrage —1 X 180° die Anzall der Torsionen
vom Betrage 41X 180° um zw ei Einheiten tibertrifft. Man erhilt
eine Fliche F,,; und eine F, ., in negativer Verbindung zweiter
Art; die Torsionscoéfficienten sind:
Tpp1=4+4(p'—p"), @1 =4+4(¢—¢")
Hiebei ist
pl+ ql+2 :pl/+ qll’ Pl_'_ ‘],+P”+ q”:27l—2,
also
p’+q’:n—2, p”+ q”:n.

5b6. Es ist ¢, =, =—2, alle iibrigen 2rn—2 Torsionen
betragen bei beliebiger Vertheilung (1;<180°, so zwar, dass die
Anzahl der hierunter befindlichen positiven Torsionen die Anzahl
der negativen um zwei Einheiten iibertrifft. Man erhilt eine
Flache F,,, und eine F,;, in positiver Verbindung zweiter Art
mit den Torsionscoéfficienten

Tpp1 = —4+4(p'—p"), Tpp=—4+4((— ),
wobei
p/+ ql:p//+q//+2) P +g+p"+ ¢ =2—2,
also
pHg=mp'+q =n—2.
C. Flichen, die aus einer ungeraden Anzahl von
Streifen hergestellt sind, «=2n-1.

6a. Zwei beliebige Streifen 75, und 7', besitzen die Tor-
sionscoéfficienten ¢, — +2h, #, = +2, alle iibrigen 2n—1 Tor-
sionen betragen bei beliebiger Vertheilung |1/ 180°, jedoch so,
dass die Anzahl der hierunter befindlichen negativen Torsionen
die Anzahl der positiven um eine Einheit tibertrifft. Man erhilt
eine Fliche F,,, und eine F,;, in positiver Verbindung (A—1)ter
Art mit den Torsionscoéfficienten

Ty =24 2+4 (P "), ppa=2h+2+4((— ),
wobei

pHg+1=p"+¢", P+ g +p"+ ¢+ 2=2n+1],
also
pP+q¢d=n—1, p"+¢" =n

6b6. Es ist t,=—2h, ,=—2, alle iibrigen 2n—1 Tor-

gionen sind gleich |1/x180°, jedoch so, dass die Anzahl der
7
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hierunter befindlichen positiven Torsionen die der negativen um
eine Einheit iibertrifft: Eine Fliche F,, in negativer Verbindung
(h—1)ter Art mit einer F,;

Ty = —2h—2 4 4(P—p), Tpa=—2h—2+4(7—("),
wobei
pl+q!___pll+qll+ 1’ pl+ ql+pll+qll+2:?n+1,
also pl+ q/: 2, P”+ qII:n_]"
6¢. Es ist t,=+2h, t,—=—2, alle tibrigen 2n—1 Tor-
sionen sind gleich |1/X180°, jedoch so, dass die Anzahl der
hierunter befindlichen positiven Torsionen die der negativen um
eine Einheit tibertrifft: Eine Fldche F,, in positiver Verbindung
(h+1)ter Art mit einer F,;
Tpp1=2h—2+4(p'—p"), @py1=2h—2+4(¢'—q"),
wobei
Pl+ q/:pll+ qll+1’ pl+ ql+pll+qll+ 2:2”—{-1,
also
pP+q9 =n p'+ ¢ =n—1.
6d. Es ist ¢,=—2h, #,—=+2, alle iibrigen 2r—1 Tor-
sionen sind gleich |1]X180°, jedoch so, dass die Anzahl der
hierunter befindlichen negativen Torsionen die der positiven um
eine Einheit iibertrifft: Eine Fliche F,,, in negativer Verbindung
(h-+1)ter Art mit einer F,,;

By = —2h 42+ 4(p'—p"), @11 = —2h-+2+4(¢'—("),
wobei
P+ +1=p'+¢" p'+q¢+p"+¢"+2=2n+1,
also
p'+¢ =n—1, p'+q¢"=n.

§. 8.
Erzeugung einfacher Knoten.

Fragen wir nach den Torsionen, welche den einzelnen
Streifen einer aus beliebig vielen Streifen hergestellten geschlos-
senen Fliche zu ertheilen sind, um durch Fithrung des Mittel-
schnittes eine einzige Fliche mit einem einfachen Knoten
irgend welcher Art zu erhalten, so ist wieder zuerst die Vor-
frage zu erledigen, unter welchen Bedingungen man gerade eine
einzige Fliche erhilt. Der schon oben benutzte Satz von Herrn
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Schuster beantwortet uns diese Frage dahin, dass man in den
folgenden zwei Fillen durch Fithrung des Mittelschnittes nur
eine Fliche erhilt:

1. wenn bei einer aus beliebig vielen tordirten Strei-
fen hergestellten Fliche ein Torsionscoé&fficient eine
gerade Zahl ist, wihrend alle ibrigen ungerade sind;

2. wenn bei einer aus einer ungeraden Anzahl tordirter
Streifen hergestellten Fliche sdimmtliche Torsionscoé&f-
ficienten ungerade Zahlen sind.

Die Resultate meiner Experimente behufs Erzeugung ein-
facher Knoten sind nun folgende:

A. Flichen, die aus beliebig vielen («) tordirten Streifen
hergestellt sind.

1. Zwei beliebige Streifen T, und T, besitzen die Torsions-
coéfficienten ¢, = 0, £, = =+ (2k+1), die tibrigen «—2 Torsions-
coéfficienten sind, bei willkiirlicher Vertheilung auf die «—2
Streifen, theils +1, theils —1, sind also nur ihrem absoluten
Werthe nach gleich 1. Man erhiilt nach Fithrung des Mittel-
schnittes eine Fliche F, mit einem Knoten kter Art, welcher
positiv oder negativ ist in Ubereinstimmung mit dem Vorzeichen
von ¢,. Der Torsionscoéfficient der Fliche ist

@, = 2(6=1) + 4 (p'—p",
wobei p’ die Anzahl der positiven, p” die der negativen Torsionen
um | 1| 180° bedeutet und das Vorzeichen von 1 mit demjenigen
von ¢, gleichsinnig ist.

Noch michte ich mir erlauben einen Satz mitzutheilen iiber
die Erzeugung mehrerer Knoten in Flichen, die aus beliebig
vielen Streifen hergestellt sind; zwar geht dieser Satz, strenge
genommen, fiber die Grenzen dieser Abhandlung hinaus, darf
aber doch vielleicht hier eine Stelle finden. Derselbe lautet:

Sind die Torsionszahlen ¢, f,, t. einer aus u Streifen
zusammengesetzten geschlossenen Fliche mit Ausnahme eines
einzigen: ¢, ungerade, so liefert die Ausfiihrung eines ldings der
Mittellinien simmtlicher Streifen in sich selbst zurtickkehrenden
Schnittes fiir ¢, — O eine einzige geschlossene Fliche F, mit der
Torsionszahl
@, =2(t,+1)+2(t,=1)+... +2(t—1z=1) +

+2(t gt l) + . +2(t,=1)
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und »—1 isolirten und beliebig vertauschbaren ein-
fachen Knoten, wobei jeder ungeraden Torsionszahl # (i = 1,
2, r—1,r+41,  u) ein gleichsinniger Knoten mit der Win-

dungszahl %{}t,-]——l} entspricht und in dem Ausdrucke fiir den

Torsionscoéfficienten «, das Vorzeichen von 1 stets mit jenem
des zugehorigen ¢ iibereinstimmt.

Die ©—1 Knoten lassen sich auch nebeneinander mit einer
gemeinsamen Basis anordnen, so dass sie eine Knotenreihe
bilden, deren Glieder mit einander vertauschbar sind. Fig. 24
(Taf. III) stellt eine solche aus vier Gliedern bestehende Knoten-
reihe dar. Von den Knotenverbindungen unterscheiden sich diese
Reihen dadurch, dass bei ersteren die einzelnen Glieder der Ver-
bindung unvertauschbar sind, weil die einzelnen Knotenwindungen
von den Schlusstheilen aller nachfolgenden Knoten durchsetzt
werden; die Knoten einer Knotenreihe lassen sich jedoch in
beliebiger Weise umordnen.

B. Flichen, die aus einer geraden Anzahl von Streifen
hergestellt sind, « = 2=.

2. Zwei beliebige Streifen 7, und 7} besitzen die Torsions-
coéfficienten ¢, = +2h, = +(2k+1), die 2n—2 iibrigen
Torsionen betragen bei beliebiger Vertheilung zur einen Hilfte
je +1x180°, zur anderen Hilfte je —1x180° Man erhilt eine
Fliche F, mit einem Knoten von der Windungszahl |4=h-=£|,
wobei die Vorzeichen von A und % gleichsinnig sind mit denjenigen
von #,, respective #; dieser Knoten ist positiv oder negativ in
ﬁbereinstimmung mit dem Vorzeichen von = 2 —%. Der Torsions-
coéfficient der Fliche ist

x, = 2(ta+t,+1),
wobei ==1 mit ¢, gleichsinnig ist.

C. Flichen, die aus einer ungeraden Anzahl von Strei-
fen hergestellt sind, » = 2n+1.

3. Simmtliche Streifen besitzen den Torsionscoéfficienten
|1], und zwar seien p’ dieser Torsionen gleich +1180°,
p" = 2n+1—p’ gleich —1x180° Man erhilt eine Fliche F,
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mif einem Knoten von der Windungszahl & =

VI
____l]’ ?))I 1oder,

]

|u—2p'|—1

was dasselbe ist, von der Windungszahl oder

/Y
|_2p_§1[_1; dieser Knoten ist positiv, wenn die Anzahl der

negativen Torsionen die der positiven um mehr als eine Einheit
iibertrifft, d. h. fir p”—p’>1, er ist negativ, wenn die Anzahl
der positiven Torsionen die der negativen um mehr als eine
Einheit tibertrifft, d. h. fir p’—p”>1, man erhilt eine knoten-
freie Flidche, wenn die Differenz zwischen der Anzahl positiver
und negativer Torsionen gleich 1 ist, d. h. fiir | p’—p”| = 1. Der
Torsionscoéfficient der Fliche ist seinem absoluten Zahlenwerthe
nach gleich 4%, und zwar ist derselbe positiv, wenn der Knoten
negativ ist, und umgekehrt.

Auch hier tritt wieder ein singuldrer Fall auf:

4 a. Zwei beliebige Streifen 7', und 77, besitzen den Torsions-
coéfficienten #, — #, — +3, alle iibrigen 2»—1 Torsionen be-
tragen bei beliebiger Vertheilung {1]Xx180°, jedoeh so, dass die
Anzahl der hierunter befindlichen negativen Torsionen die der
positiven um eine Einheit iibertrifft. Man erhiilt eine Fliche F,
mit einem negativen Knoten erster Art und dem Torsions-
coéfficienten z, — +4.

4b. Es ist ¢, = t, — —3, alle tibrigen 22—1 Torsionen
betragen bei beliebiger Vertheilung |1 180°, jedoch so, dass
die Anzahl der hierunter befindlichen positiven Torsionen die der
negativen um eine Einheit iibertrifft. Man erhilt eine Fliache F,
mit einem positiven Knoten erster Art und dem Torsionsco&ffi-
cienten z, = —4.

Sa. Zwei beliebige Streifen 7 und T, besitzen die Torsions-
coéfficienten ¢, = +(2h+1), 4, = +2, alle tibrigen 22—1 Tor-
sionen betragen bei beliebiger Vertheilung |1]X 180°, jedoch so,
dass die Anzahl der hierunter befindlichen negativen Torsionen
die der positiven um eine Einheit tibertrifft. Man erhilt eine
Fliche F, mit einem positiven Knoten (A—1)ter Art und dem
Torsionscoéfficienten o, = 4 (h+1).

5b. Es ist t, = —(2h+1), &, = —2, alle tibrigen 22—1
Torsionen sind gleich |1]x 180°, jedoch so, dass die Anzahl der
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hierunter befindlichen positiven Torsionen die der negativen nm
eine Einheit tibertrifft: Eine Fldche F, mit einem negativen Knoten
(h—1)ter Art; @, = —4(h+1).

S5c¢. Es ist 4, = +(2h+1), ¢, = —2, alle iibrigen 2n—1
Torsionen sind gleich |1]|Xx 180°, jedoch so, dass die Anzahl der
hierunter befindlichen positiven Torsionen die der negativen um
eine Einheit iibertrifft: Eine Fliche F, mit einem positiven Knoten
(h+1)ter Art; @, = 4(h+1).

5d. Es ist t, = —(2h+1), t, = +2, alle iibrigen 2n—1
Torsionen sind gleich |1|X180°, jedoch so, dass die Anzahl der
hierunter befindlichen negativen Torsionen die der positiven um
eine Einheit tibertrifft : Eine Fliche F, mit einem negativen Knoten
(h+1)ter Art; @, = — 4(h+1).

Vergleicht man die Fille, in denen Verbindungen entstehen,
mit den Fillen, welche Knoten liefern, so zeigt sich eine gewisse
Correspondenz hinsichtlich der mehr oder minder grossen Allge-
meinheit der Torsionscoéfficienten der einzelnen Streifen.

Wie leicht zu sehen, entsprechen sich die Fille:

1. bei Verbindungen und 1. bei Knoten,

2. und 3. bei Verbindungen und 2. bei Knoten,

4. bei Verbindungen und 3. bei Knoten,

5. 4. ,
6' ”» 5' ”» ”»
8. 9.

Graphische Darstellung.

Die in den zwei vorhergehenden Paragraphen erbaltenen
Resultate lassen sich, mit Ausnahme der auf die Torsionsco&ffi-
‘cienten beziiglichen Resultate, auch leicht graphisch darstellen,
indem man an eine schematische Darstellung ankniipft, welche
von Herrn Schuster gegeben ist gelegentlich seiner Unter-
suchung der Flichengruppen, welche entstehen, wenn man
bei einer geschlossenen Fliche, die aus beliebig vielen tordirten
Streifen hergestellt ist, den Mittelschnitt fiihrt.! Einige Beispiele
mogen diese Darstellungsweise erlidutern.

Ist z. B. die Anzahl « der Streifen gleich 3 und sind die
einzelnen Torsionscoéfficienten ¢, — ¢, = ¢, = —1, so haben wir

1 8. h. die berveits citirte Abhandlung von Herrn Schuster, S.237f.
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den durch Fig. 25 (Taf. III) dargestellten Fall; riickt man nun
die Windungen der einzelnen Torsionen niher zusammen, so ent-
steht Fig, 26 (Taf III), und diese ist offenbar #quivalent mit
Fig. 27 (Taf. IV), liefert also einen positiven Knoten erster
Art in Ubereinstimmung mit §. 8, 3.

Der Fall w = 3, ¢, = t, = +3, t;, = —1 wird durch Fig. 23
dargestellt; diese Figur ldsst sich leicht in Fig. 29 iiberfiihren,
woraus sich unmittelbar der negative Knoten erster Art
Fig. 30 ergibt, indem man den Streifentheil AB riickwirts, den
Theil €D aufwirts in die Hohe klappt (§. 8, 4.).

Der Fall u—=4, ¢{,=+4, {,=0, t,=¢ = +1 wird
durch Fig. 31 dargestellt, ergibt also, wie unmittelbar ersichtlich,
eine Fliche F, in positiver Verbindung zweiter Art mit
einer Fliche F, (§. 7, 1.).

Die iibrigen Figuren bediirfen kaum weiterer Erlduterung.
Fig. 32 repréisentirt den Fall u =4, ¢, =, ={ =1¢ = +1,
ihre Aquivalenz mit Fig. 33 (Taf. V) zeigt, dass man zwei
Flichen F, in negativer Verbindung zweiter Art erhilt
(§- 7, 4.). Fig. 34 reprisentirt den Fall u = 5, ¢, =¢, =t, = ¢, =
= ¢, = +1, liefert also, da sie mit Fig. 35 dquivalent ist, einen
negativen Knoten zweiter Art (§ 8, 3.).

Ubrigens wird durch diese graphische Darstellung klar,
weshalb beim Vorhandensein positiver und negativer Torsionen
um |1|Xx180° gerade die Differenz zwischen der Anzahl beider
Torsionsarten auf den Werth des Torsionscoéfficienten der sich
ergebenden Fliche von Einfluss ist (vergl. §. 7, 4). Es heben
sich nidmlich je eine positive und eine negative Torsion gegen-
seitig auf, so dass nur noch jene Differenz Einfluss iiben kann.

§. 10.

Herrn Simony’s neue Erzeugungsweise topologischer Gebilde und
Herrn Schuster’s topologische Radwelle.

Wir hatten bisher angenommen, dass die einzelnen Streifen
einer aus beliebig vielen Streifen zusammengesetzten Fliche ins-
gesammt von einem und demselben Punkte oder von einer kreis-
formigen Basis (vergl. Fig. 22, Taf. III) ausgehen und in einem
anderen Punkte oder einem anderen kreisférmigen Flidchenstiicke
wieder zusammenlaufen, Fiir die Gestalt der durch den Mittel-
schnitt erzeugten Gebilde ist es nun offenbar ganz nebenséchlich,
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ob jene Flichenstiicke kreisformig sind oder nicht. Statt die
Rénder zweier Kreisflichen zu verbinden, konnen die einzelnen
Streifen auch zwei beliebige gerade oder krumme Linien mitein-
ander verbinden, ja sie konnen auch simmtlich in eine und die-
selbe Ebene niedergelegt werden. Im letzteren Falle ergibt sich
eine Erzeugungsweise, die mir Herr Simony mittheilte. Wir
wiirden hienach beim Vorhandensein von drei, respective vier
Streifen etwa solche Flidchen erhalten, wie durch die Figuren 36,
respective 37 (Taf. V) dargestellt werden, falls alle Streifen noch
frei vonTorsionen sind. Will man die Streifen tordiren, so schneide
man dieselben an den schraffirten Stellen quer durch, drehe die
rechts befindlichen Theile bei positiver Torsion im Sinne des
Pfeiles p, bei negativer Torsion im entgegengesetzten Sinne und
vereinige dann wieder beide Streifentheile. Die punktirte Linie
moge den Mittelschnitt andeuten. Die betreffenden Flichen kann
man sich leicht in folgender Weise herstellen: Man lege ein
Papierquadrat (Fig. 38) lings seiner Mittelsenkrechten ¢’ und b ¢’
zusammen, wie Fig. 39 zeigt, und schneide die schraffirten Stiicke
weg. Es entfaltet sich alsdann Fig. 39 zu Fig. 36 und stellt eine
geschlossene, ebene, aus drei Streifen gebildete Fliche dar. Will
man eine Flidche mit vier Streifen herstellen, so sind schraffirte
Stiicke wegzuschneiden, wie Fig. 40 zeigt, und analog ist weiter
zu schreiten, wenn man Fléichen mit einer noch grosseren Anzahl
Streifen erhalten will.

Wie Herr Schuster gezeigt hat, lassen sich alle Gebilde,
welche dem Mittelschnitte einer aus beliebig vielen tordirten
Streifen hergestellten geschlossenen Fliche entspringen, auch
mit Hilfe der von ihm erfundenen ,topologischen Radwelle?
erzeugen. Ich muss dies der Vollstindigkeit halber besonders
erwihnen und fiige nur noch hinzu, dass mir der genannte Apparat
bei meinen Untersuchungen vorziigliche Dienste geleistet hat.

1 Niheres hieriiber findet man in der oben citirten Arbeit von Herrn
Schuster, S. 244 ff.




F. Dingeldey: Topologischer Process.

Taf, 1.

Fig 1
%//WW,W///W/WMW////WW
z I

/MWM/WMWMWMWWWWJWM

M

4

Fig4

Wi

Fig 5

Autor de]

Lith. Anst. J.Barth, Wien. Fiinfhas.

Sitzungsberichte d. kais. Akad. d. Wiss. math.-naturw, Classe XCVIII, Abth, II, a. 1889.



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database
Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der
Wissenschaften mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1889
Band/Volume: 98_2a
Autor(en)/Author(s): Dingeldey Friedrich

Artikel/Article: Uber einen neuen topologischen Process und die
Entstehungsbedingungen einfacher Verbindungen und Knoten in
gewissen geschlossenen Flachen 79-106


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=34795
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=176813

