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Zur Theorie der Doppelintegrale expliciter irratio-
naler Functionen

von

Otto Biermann in Prag.

(Vorgelegt in der Sitzung am 17. Jdnner 1889.)

Herr Nother hat schon im IL Bande der Mathematischen
Annalen die allgemeine Form der verschiedenen ,Gattungen*
mehrfacher Integrale algebraischer Functionen mehrerer Ver-
dnderlicher besprochen. Trotzdem vollfiihre ich in Folgendem die
Herstellung der Doppelintegrale erster Gattung f [f(e,,x,,y) dx, dx,,
wo y durch die Gleichung y*— R(2,, #,) = 0 an die unabhingigen
Variabeln gekniipft ist. Ich gewinne die Form nach einer ausfiihr-
lichen analytischen Darstellung der algebraischen Function y
in der Umgebung irgend einer Stelle des durch die Gleichung
gegebenen Gtebildes und halte mich hiebei darum lange auf, weil
mir eine Hhnliche analytische Discussion einer algebraischen
Funection von hoherer als der ersten Stufe nicht bekannt ist.

Die erste Frage fiir die Doppelintegrale erster Gattung ist
die nach ihren Perioden. Ich beschreibe im zweiten Paragraphen
den Vorgang, auf Grund dessen man die Perioden ableiten kann,
um schliesslich die Zahl derselben namhaft zu machen und halte
mich dabei an die Arbeit von Herrn Fuchs iiber die einfachen

f (@, y)dy
B(z,y)

Integrale mit einem verdnderlichen Parameter a.

8. 1.

Es sei das irreductible algebraische Gebilde zweiter Stufe

im Gebiete dreier Grossen zur Behandlung vorgelegt, welches
durch die Gleichung bestimmt ist:

9o G &P 420, (&, &)+, (€, §) =0,
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wo die ganzen rationalen Functionen g, ¢,, g, keinen gemein-
samen Theiler besitzen.

Wir vollfiihren zuniichst eine eindeutig umkehrbare Trans-
formation des Gebildes in ein der Form nach einfacheres Gebilde.
Setzt man

2 — £+A2£2+A3 T — %+B2€2+Ba
t Cl£1+02£2+03 ’ T 01€1+CZEZ+03

und unterwirft die Substitutionsco&fficienten der Bedingung, dass

Al A2 A3
B, B, B|=25
01 02 03

von Null verschieden sei, so entspricht nicht allein jedem Werthe-
paare (&, &,) ein Werthsystem (z,, #;,), sondern auch umgekebhrt
jedem Werthepaare (z,,#,) ein bestimmtes Werthsystem (£, &,)

1
§ = A ((0332_ C,B,) v, — (C3B, —B,C,) x, -+ (4, B, —~ A3B2))

; —1
& = N ((0331_0133)'%'1_(03‘41”C1A3)‘”2+ (A1B3_A3Bl))?

wo mit A der Ausdruck:
(B,C,— B,C,) 2, —(4,C,—A4,C,) @, + (4, B,-— 4, B,)
bezeichnet ist, der durch £ und &, daigestellt, gleich
(CE+CE+C)
71 setzen ist,
Substituirt man die Ausdriicke fiir £ und &, in der Diserimi-
nante der vorgelegten Gleichung:
915 — 9% 9(608) = 0(6,6)
oder, wenn diese einen quadratischen Theiler %*(£, &) bat, in
dem Factor von © ohne einen solchen Theiler — er heisse D{£,,£,)
— 80 entsteht ein Ausdruck der Form
P(z,,2,)
AIEz,,xz)

)

Wwo n die Ordnung von D (4, &,) anzeigt.
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Ist » gerade, und zwar gleich 2m, so setze man
y* = P(x, a,),
dann wird

_ o \/D (@) o Yo +4,

= (CE+CE+C)" — (CE+CE+C) E(E,E)’

also eine rationale Function von &, &,, », und umgekehrt » eine
rationale Function von z,, @,, y:

Ist # = 2m+1, so setze man
Y: = Pz, 2,). A(@y, @,)

und man ersieht auch hier die Formeln, durchwelche das urspriing-
liche Gebilde in das durch die einfachere Gleichung

Y= R(‘”U x,)
definirte transformirt wird, wo R(a,,®,) eine ganze Function
gerader Ordnung ohne quadratischen Theiler £*(z, #,) ist.

Die Untersuchung des Gebildes y* = RC»+1 (x|, ;) kann
man mit Hilfe einer Substitution

o s B St W By, + By + By

& By ) 2 — LYY ) +n
V1% + 9,0, + 93 7171+ 2% 3

/] —
I =
auf die eines Gebildes y* — R®»+%(x,, ,) zuriickfiihren, aber
umgekehrt kann man durch eine bloss lineare Substitution fiir
@, #, von dem Gebilde y'* = R+ (2], x}) zu einem Gebilde
y* = R (2 2,) nur dann iibergehen, wenn m =2 ist, weil
andernfalls die aeht willkiirlichen Constanten der Substitution
nicht hinreichen, alle Glieder (2m+ 2)ter Dimension des Zahlers
des transformirten Ausdruckes B+ (x|, 2) zum Verschwinden
zu bringen.

In gewissen einfachen Fillen eines Gebildes y* = R(z,, x,)
kann man durch eine rationale Transformation

2= R,(£,8), x =R (5 &)

jede rationale Function von @y, ¥, Y in eine rationale Funection
von &, £, umwandeln.
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Ist zunéchst
R (2, @) = tgg+ayq@; +ty,,,
so geniigt zu diesem Zwecke eine Substitution

—_ 2
oo+ g @y + gy Ty, = &,
boy+by @y, =&,
wo die Coéfficienten b,,, b,, einzig und allein der Bedingung
unterworfen sind, dass

0 bg— 049 gy

nicht Null ist.
Ist andrerseits
Ry, @,) = (g + )21 + g, 2,) (agg + ajy &, + gy ;)

und hierin «,, «f, — e, a}, von Null verschieden, so setze man den
einen Factor gleich &%, den andern &}. Verschwindet aber der
genannte Ausdruck, so erreicht man durch die Substitution

— g2
oo+ tyo @y + g @y = &Y,
bio® +by %y = &,

WO |a;o0y, — ty,b,o| > O ist, dass die rationale Function von
x,, #,,y in eine solche von &, &, und

17 52
/ / &
« [vd 0|2
a —a o) 4 “o1 é-z
00 0o, @ 1
- ‘01 0t

iibergeht. Setzt man jetzt noch

so erhélt man eine rationale Function von & und &, .
Ist aber

_ ) 2 2
B (@), @,) = tgg+ 015 @) + gy @y + o @]+, 8,2y + 1, T,
und die Determinante
| 2ay, a; g
ty 2ay, gy,

| ay @y 2ay
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nicht Null, so kénnte man versuchen, durch die Substitutionen

\/R (®), ,) = \/@+“uw1€1 2y, By8 Aoy 2,65+

oty By 6y g T oy @y,

Bro@y + Byo®y = Boo+Boréi +Bos b

einem Werthepaar (&, &) nur ein Paar von Werthen x, , ent-
sprechen zu lassen; doch hiezu reicht die Anzahl der willkiirlichen
Constanten nicht aus, und das geht umsoweniger an, wenn die
algebraische Beziehung zwischen @, «,, y, § und &, durch eine
andere ersetzt wird, in der a,, #, und £, §, in htheren Potenzen
auftreten.

Wir schliessen daher in Folgendem bei Untersuchung des
durch eine Gleichung

F(y,z,2,) = y*—R(2,2,) = 0

bestimmten Gebildes zweiter Stufe nur den Fall aus, wo die
ganze rationale Function R(x,,a,) von der ersten Ordnung oder
in das Product zweier linearer Factoren zerlegbar ist. Ausserdem
habe R(x,,,) keinen rationalen Theiler #%(z,, 4,). Im Ubrigen
soll B(a,,#,) von beliebiger Ordnung und nur irreductibel sein,
denn im Falle einer reductiblen Funection R(z,,) kann man die
Untersuchung des Gebildes in mehrere Theile sondern.

Nun soll das Gebilde in der Umgebung jeder seiner Stellen
durch Potenzreihen in zwei Hilfsgrossen dargestellt werden. Tst
¥ =a, v,=a, y=0b=\R(q,a,) eine einfache Stelle,
und bildet man:

=072 (=) = (r,—a) (52 ) + (=) () + -

1 L[(OR (@, —ay,)" <B"R>
+?<“1_“') <3x’l’>+"'+ n! 9

22
0 xy
oder

_ 1 x,—a [OR (y—a,) (OB %
_b{1+R(a1,a2)( ' l<3_5;>+—2_1—2<3x2>+ )}

so kann man y in ecine Reibe nach positiven Potenzen von
x —a, =t, v,—a, —t, entwickeln. Versteht man unter p (¢, ¢,)
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eine nach positiven ganzen Potenzen von #, und ¢, fortschreitende
Reilie ohne constantes Gled, aber im Allgemeinen mit Gliedern
erster Dimension, so ist die Form der Entwicklung durch

Yy = b(l"‘}’(tutz))

gegeben.
Fiihrt man statt ¢, und ¢, convergente Potenzreihen in neuen

Variablen r, und r, ein:
t=p,(vp 72) 5 ty = 0 (717) s
so wird auch y—»b durch eine fiir -, = r, == 0 verschwindende
Potenzreihe in 7, und r, dargestellt.
Jeder Stelle (r,, 7,) aus dem Convergenzbereich beider

Reihen p, und p, gehort nicht allein eine Stelle (#,,#,) zu, sondern
es gilt auch die Umkehrung, sofern nur

ap, oy, Op; Op, _ 0(py, by)

0r, O, or,  ¥(ey, 7y
fir -, = 7, = 0 von Null verschieden ist; unter dieser Bedingung
kann man die Reihen umkehren.

Ist (@, a,) eine Nullstelle von R(z,, 2,), so kann man den
Weierstrass’schen Satz von der Zerlegung einer in der Form
einer gewshnlichen Potenzreihe dargestellten Function F(u, v),
die mit den Variabeln w, v verschwindet, in das Product zweier
Reihen p(u, v) und P (u, v) beniitzen. !

Beginnt die Entwicklung von F(u, 0) mit dem Gliede

1 ( 9 IF ) wm — Cum’

__" 0
m! \ou 0

80 ist B (0, 0) =1 und p(w,v) hat die Gestalt

Clumw=t.p,(v)4+.  +pu(v)).
Hiebei ist
1
pp(v) = — m (s 85—t 9, (0) - - - 8, pu 1 (v))
(r=12 m)

1 Mit P(u, v) ist im Gegensatze zu p(u, v) eine Reihe bezeichnet, die
e constantes Gilied besitzt.
Sitzber. d. mathem.-naturw. Cl, XCVIII. Bd. Abth. IL a. 23
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wo s; aus den Coéfficienten der Entwicklungen:

<F(“’ ‘1)3(% f‘)(u ”>> Z GO\)( )u”‘l ¢=12..)

x=0

in folgender Weise zusammengesetzt ist:

(oo}
& = ! Z G,(,Z))\_ZCU).

r=1

G _i(v) ist eine fir v — o verschwindende Potenzreihe,
welche das Glied niedrigster Dimension v enthilt, sofern

F(u, 0)— F(u, v) = v’ B, (%, v)

zu selzen ist und P, («, 0) nicht verschwindet.

Die Anwendung dieses Satzes wird wegen der Umstéindlich-
keit bei der Rechnung mit Schwierigkeiten verbunden sein, so
dass wir zum Zwecke der analytischen Darstellung des Gebildes
eine andere Entwicklungsform fiir R(x, «,) herstellen, aus der
man leicht weitere Schliisse ziehen kann.

Bezeichnet man o, — «, = &, #,—a, = §, und liisst R(z,, x,)
in der Umgebung seiner Nullstelle («,, a,) die Schreibweise zu:

Z Wy b1 ES

Bo b2
wo die Summe iiber alle aus den Werthereihen p,, p, = 0,1;...2
zu bildenden Combinationen p, n, auszudehnen ist, in denen
g+ = p und =< ist, und denkt man durch eine homogene
lineare Substitution solche Variabeln &, €, eingefiihrt, dass eine
der Grossen

ay, . oder a,,

oder beide von Null verschieden sind, so kann man R(z, @,)
auch die Form geben:

, P P\ P
« ,o<£“+£!'~*1 -+ o+ ——”)—"
- 1 i Po P, @y, o
oder

i o )2

o, p
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wo
Po - a|.|.o+ap.+l,0 €1+ PECEN +an,o ‘;Ciz_“

+€2 (ap.,l +. . +an—1, 1 g;L—P‘EJh)

+€él—u(al-’~rn_}‘) )
P)\ = 62)\ (ay.—)\,)\"' .. +ap——l, n—pth 6{'_”) = 52)‘91(52)

und demnach

ACY, (é)*‘ yu(%)) P,
Y=y, &F <1+E1 2 +. .+ : 5 m

ist. Q,, Q) findet man aus P, und P, durch Vertauschung von £
und &,, .5 und ag,.
Bringt man P, auf die Form

ﬂim(1+po<s,, &)

und setzt zundchst p. — 1, so kann man y in eine gewthnliche
Potenzreihe zweier Hilfsvariabeln ¢, und ¢, entwickeln, wenn man

apo &y = Pi(tp ) éﬁ =50, k)
setzt und hier §, durch p? theilbar ist, d. h. der Quotient 52 selbst

l
durch eine Potenzreihe darstellbar ist.

Es sei also
& =it )B4, 1)

dann erhilt man fiir y die Darstellungsform:
y = Cpy(t,, ) (1+p(t, 1))
wo € =1 ist, wenn 2132 (ti, £,) kein constantes Glied hat.
Der Ausdluck y 1%% hatin der Umgebung der Stelle (,,a,)
die Gestalt:

26100 ) o ey

o c( +p(t, tz))

23%
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Die Functionaldeterminante von p, und 8, darf an der Stelle
(¢, t,) = (0,0) nicht verschwinden, sonst wiirden einer Stelle
(@, z,) aus der Umgebung von (a,, a,) mehr als zwei Werthe-
paare (f,,%,) und dann mehr als zwei Werthe y zugehoren, was
nicht moglich ist.

Ist (a,,a,) einDoppelpunkt des zu der Gleichung B (x,,,) =0
gehorenden Gebildes, und nennt man die zwei von einander ver-
schiedenen Wurzeln der Gleichung:

(@) + G (3] - 22)=0
z; (1 = 1, 2), bestimmt dann zwei Grossen «; und B; derart, dass
a;—2: B =1
ist, so erhilt man durch die Substitutionen:
§ = (—w+alD)Ep, & = (—1+pE0)E0,

y* = &2 {EM e 4 £ ayy (3, —2) + (§% &)+
oder
Y= EPED eyt g () + G -

wo (£, £()), das Aggregat von Gliedern vter Dimension bezeichnet
und ¢,, ¢, Constante sind.

Istz, =2, = — 2“;’ =z und wihlt man « und 3 derart, dass
20

a—zf =1

ist, so fithrt die Substitution:

= (—etad0)ED, & = (—1+BE0)EP
auf
P = 80 0 e (50, 6+

und in der Klammer ist das einzige Glied, welches keine Potenz
von £ als Factor enthdlt a,,.£0?

Nach diesen Umbildungen erscheint die urspriingliche Glei-
chung in einer Form, wo die Anwendung der fritheren Lehren
zum Zwecke der Entwicklung wieder moglich ist.
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Man setze im Falle des einfachen Doppelpunktes der Curve
Rz, x,) =0
£( )C‘ - pl()(tUtZ)? g(t) = p (l)(tl’ tz) sB )(tl’ tz)
und erhilt

3
— %tl’_tz) (1 -l—P(i) (tu tz))

3wy, z,)
{
dow dv, € At ty) a, dt,

y Cp(i) (8, ) (1499 (t,, tz))

o 3(wy,,)
At 1,

kehrpunkt, so fithre man ein
§0c = pi(t,ty), &0 = pi(t: 1) By (fyty)
dann ergibt sich fiir y die Darstellungsform:

den Factor p*(¢,,¢,) hat. Ist aber («,, a,) ein Riick-

— % pi(¢,,t,) (1+p (tnfz»

(@), )
0 (tU t2)
In gleicher Weise wird man das gegebene Gebilde zu
besprechen haben, wenn die Stelle («,, «,) eine mehr als zwei-
elementige des irreductiblen Gebildes B =0 ist. Falls z. B. (a,, @,)
eine drejelementige Stelle ist und die Gleichung

( (_5-1)3 o <§_1>2 p (i) g\ _
“30\ & * gy \& * tgo \&; + agy) 0

die dreifache Wurzel %: z besitzt, filhrt eine Substitution wie
2 »
friherzu der erwiinschten Form vony. <dx‘—yd%>
(t;yt,) = (0,0) nicht mehr endlich bleiben.
Wenn bei einer Transformation der beschriebenen Art, die
zu einer k-fachen Wurzel #, der Gleichung

ay, 0 (i, >—O

und

hat den Factor p3(t,t,).

wird an der Stelle
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gehort, in

R(z,, ) = (EM)" RW(EW, £W)

ein Glied ¢(§®)*+! nicht vorkommt, so hat man fiir £M, £ neue
Variabeln in der fritheren Weise einzufithren und wegen der
Irreductibilitit von R(x,,,), die sich auf R®(§W, EM) iiber-
trigt, wird man nach einer endlichen Anzahl von Transformationen
zu einem Ausdrucke:

Rz, 2,) = (EP)(Ep)p, (Ep0)pe R0 (£, i)

gelangen, wo R ein Glied ¢, £+ enthilt.

Beschriinken wir uns auf den Fall derjenigen Curven B =0,
die im Endlichen keine mehr als zweielementigen Stellen haben,
so ist die Discussion beendet, bei der unter Anderem auch hervor-
dz, dxz,

ging, dass hochstens an mehr als zweielementigen Stellen

von R(z,x,) unendlich werden kann.

Nun ist das zweistufige Gebilde auch in der Umgebung der
Stellen (a,, a,) = (a,, ), (o, @,), (o0, o0) zu untersuchen.

Steht zunichst die Beschaffenheit des Gebildes in der
Umgebung der Stelle (oo, oo) in Frage, so schreiben wir die
ganze Function nter Ordnung R(w,,,), die auch 2} enthalte,
indess @, nur in der mten Potenz vorkomme, in der Form

1 1
iy R, <—; —> = ziay By(§,5,).

Ty Ty
Dann ist (€, &) = (0,0) eine m-fache Nullstelle von R,
denn wenn
’R(x17x2) - A00+(A10"‘v1 +A01.’L‘2>+ e +(Am,0-’1?‘7b+ ces +A0,,,,a¢"2‘
&) (Appr,0 @0+ o+ A @)+ ..
F+ & (A 0 8T e A Gy T
ist, wird
By(68%) = (uo&f'+ o+ Aumm €D+ -
+ETHET (A G Ay §) + Ay 6106
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Setzen wir voraus, dass die Gleichung

Ez\m An——m m
2= R —1=0
An,o ((gl) -+ An,o )

m gleiche Wurzeln z besitze und vollfithren wir die Substitution

§ = (—2+ad)§y, &§=(—1+pEHE,

wo
a—pz=1
ist, so wird
Ry (6, &) = & By (61, &),

wo R, das einzige von ¢ freie Glied 4, o™ enthilt und ein Glied
ct! vorkommen mige.
Man hat dann die Beziehungen

’ . 26—6,

e E“‘ 551 .
- LAGIEY)
VT (e adly
und R} (&1, &) besitzt die Form:

1 =2
5;06_'_&"1/7»_‘4”0 .

= ﬁgl—“é‘z'

Setzt man nun

1
o = p;(tu tz)7 6{ = szi(tu {z) p§ (tufz>)
so erhilt y die Gestalt

Cc(l'*‘p(tn tz))
, 0y (b )
und weil
-2 0 (S;BU pz)
(@, @) 0(t),t,)

3(t1,t2) o pg(tl,tz)(—z+a5$lp§)2(—1+ﬁ5.]31p§)2
ist, nimmt dm‘q—f% in der Umgebung der Stelle (o0, o0) die

Form an:

0
P (foty) 3(?; l:zz)) dt, dt,

c'(1 +p(t, tz))
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Diese Formel leitete ich zum Zwecke der Vergleichung der
Ergebnisse mit denjenigen von H. Notherin den Mathemalischen
Annalen, Band II, ab.

Ich will in Folgendem iiber die Beschaffenheit des Gebildes

R(Z;“ .77'2'2) = 0 die Annahme machen, dass sowohl 2, = oo als
auch x, = oo m, beziehungsweise n endliche und verschiedene
x, oder #; Werthe entsprechen. Dann darf in B(z,,) das Glied
in @77 nicht fehlen und bei der Anordnung

R(z,2,) = apfy(x)+- . +ful®)
= @} o(@) + - - - Hgu(23)

miissen f, (::-1), 9o (;,Lz) verschiedene Nullstellen haben.

Kommt R(x,,,) die verlangte Beschaffenheit nicht zu, so
setze man unter («,, «,) eine Stelle verstehend, an welcher
R(2,, x,) nicht verschwindet,

ey _ Gy
a,1_al+é—, a,z__a2+?
1 22

und man erhilt
R, 5)
2 12 =2
y - sln g;n

Sind hier » und m gerade, so betrachte man statt des
Gebildes y* = R(w,, #,) das durch die Gleichung

w* = R/, é‘2)
bestimmte und beachte die Beziehung

v
y="a
Falls aber m oder n oder beide Exponenten ungerade sind,
fithre man

P =&R(§,8), & B'(§,4), §EBR(6,5)
ein, dann ist

o i n L
¥y= n m4+1? a4l m? a4l m4l
2L 2 2 £2 2 £ 2
€8, §7& £°6
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Denkt man jedesmal iiber die willkiirlichen Coéfficienten
a,, ty, &y, % S0 verfiigt, dass in

RI(§,8) = &)+ - +faé)
= &1g0(&)+ - +95(%;)

f1(&) und gg(&,) von einander verschiedene Nullstellen besitzen
und unter diesen & — 0, § — O nicht vorkommt, so gelten fiir
die nunmehr zu betrachtenden zweistufigen Gebilde betreffs der
unendlich fernen Stelle die obigen Voraussetzungen.

Man kann bei der beschriebenen Transformation die will-
Kkiirlichen Constanten stets auch so wéhlen, dass bei Untersuchung
der singuldren Stellen der jetzt reductiblen Gebilde

€1R/(E-1:€2> =0, ng,@ngz) =0, 517523’(51;52) =0

die Reduetibilitdt nicht den Fall mit sich bringt, wo das einstufige
Gebilde in der Umgebung der singuldren Stellen nicht so trans-
formirt werden kann, dass eine erste Potenz einer der cingefiihrten
Variabeln auftritt.

Wir sind also stets in der Lage, die genannte Voraussetzung
iiber das Gebilde y* = R(x,, x,) ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit einzufiihren, wollen aber in der Folge wieder festsetzen,
dass R(wx,, x,) irreductibel sei.

Sind (e, al), (@, af) die singuliren Stellen des
Gebildes R(x,,x,) = O derart, dass das Gebilde in der Umgebung
von (a{, af’) durch Reihen

z—a) =", xy—af) = tB(6)

dargestellt wird — wo $(0) auch Null sein kann — so ist das
Geschlecht von E(x,,,) = 0 durch den Ausdruck

f=5 2 (1 —1)— (m—1)

v=1

gegeben. Falls aber alle Verzweigungsstellen einfache sind und
das Grebilde & Doppel- und » Riickkehrpunkte als mehrelementige
Stellen besitat, ist

k=m(m—1)—2d—2r
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und jedes n, = 2, also
= % (m—1)(m—2)— (d+r).

Setzen wir der Einfachheit halber voraus, dass der Curve
B =0 nur Doppel- und Riickkehrpunkte zugehdren, so konnen
wir jetzt fiir das endlich bleibende Doppelintegral

fff(w—le)dxida:z

bestimmte Angaben machen.
Betreffs der eben genannten Punkte hat man f(2,, #,) keiner
Bedingung zu unterwerfen.
Bezeichnet man die Wurzeln von
f(@)=0 mit 2z =, alm

9o(@,) =0 @y = aff), af?

so ist in der Umgebung von (oo, a,) oder (a, o)

¥*= Rz, @) =
—x‘Ri<11"”2>—”7{(%)%+@;{)(az a2)+...},
— e (o) g § () ) (2P| L
y=aghy (o) §<a ) o “’*(a<xi>)z+ }

Setzt man dann

1
9 vt 1 o
( R, ) la,_.:ﬁ(tutz)) a"z—agu)—pi(tutz)%z(tutz)
1

o

m— 1 V) —
(832\) lgzpﬁ(ti,tz), x1“““(1)—pi(tvtz)sﬁi(t?tz)y
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so folgt
(C (1+y't,, 'fz)) oder ¢ (1 +y" (4, tz))
oR, 3R,
( Pt (s 0) p3 (%)
o) o)
Z'q Zy
und
,,__. \4317 S'Bz)
d i, (t )5 A dt, dt,
y R, \2—2
G, (—1‘) (1 +p/(t,, tz))
oder

2p7=2(t,, t,) a((?;z» S'Bi)> dt,dt,

OR, \it
Cz( 1 ) 1+, £,))
"(?)
An den iibrigen Stellen des Typus (oo, «,) oder (a,, oo), fiir
die (Ri (i ) w2>) , B, <wl, i) nicht verschwindet, setze man
z Ly

bei ungeradem » = 2v+1
1
R, (0, a)) @, = 7 B =1,
1

bei geradem n — 2v
1

R,(0,ay) 2, = 7 Ty,—a, = t,,

bei ungeradem m — 2u-+1
vy—a,=1t, Ry(a,0)x, = ?
2
und bei geradem m = 2p.

1
o—a=1t, By, 0)z,= %,
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Dann geht fiir y der Reihe nach die Form hervor:
1+p(f, ) L+p(ty)

R‘/ 0 a. t2‘1+17 2v—1
0 w) Rl ? (07“2)'t1'

1+p(4, 6) 1+p (4, 1)
Ri(a,, 0)¢2e+17 %t
(e, 0) ¢ BT (4,0).8

und M wird von der Gestalt:
’ 2/—8
—2Ry—1(0, @) t2—2dt,dt, —R? (0,a,) )% dt dt,
1-+p(8t,) ’ L+p(4, %)
E
—92Rp—1(a,, 0)t2—2dt,dt, —R,? (a,0)tp—2dt,dt,
T+p(t, 6) ’ L+p(t, %)

Zufolge der vorausgesetzten Beschaffenheit von R (x,, a,)
erhalten wir in der Umgebung der Stelle (z,,#,) = (o0, 00) die
Schreibweise

y: = a”arR (i i)
172770 3717 "’“'z

und hier ist £y(0,0) = A4, » von Null verschieden.
Wenn » und m ungerade sind, fithre man ein

-Anm

1 ,
=pi(t,6), 7 = Pt ) B4, b)
2

und setze fest, dass p, durch p,, oder p, durch p, theilbar ist,
dann wird

y= r'zt;(l +p (4, tz))
P (G, &) PR () 6)

4pP 2, &) p3P 2 (8, ) a(iufz}) dt,dt,

dz dz,

y n7n(]-+p(1; 2)

Ahnlich gehe man in den iibrigen Fillen vor,
Sehen wir nun nach, wann ein Doppelintegral

J‘J‘ F(xl’ w2’ y) dxldx27
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wo F eine rationale Function bezeichne, fiberall endlich sein
kann, so geht hervor, dass F der Quotient einer ganzen Funection
f(z,®,) und y sein muss, und zwar darf, wenn = = 2v+1,
m = 2p+1 ist, in f(x,,x,) 2, in nicht hoherer als der (v—1)ten,
@, in nicht hoherer als der (n—1)ten Potenz vorkommen, und
die Ordnung kann bis
m4+n—4

5

pHv—2=

ansteigen.
Nun enthilt

f(@, %) = po@)@ '+ +o.a (@)
=d@)ay . ()
noch pv Constante und an diese braucht man keine weiteren
FForderungen zu kniipfen, denn unser nunmehriges Doppelintegral
:—1 p—-1
ff‘ i [\Zy, Tp)l .’L‘z)da, dz,
\/R (‘7’1 ’ xz)

wird offenbar auch an den Nullstellen der Typen (oo, a{) und
(@, o0) endlich bleiben.

In den iibrigen Fillen wird es ebenso leicht sein, die Form
der endlich bleibenden Doppelintegrale festzustellen. Auch dann
boten sich keine erheblichen Schwierigkeiten, wenn die zu dem
Gebilde hoherer Art:

y* = R(z, 2,)

gehorenden Doppelintegrale ,erster Gattung“ zu suchen wiren.

§ 2.

Stellen wir nun die Aufgabe, Perioden unserer Doppelintegrale
zu finden, so gedenken wir einerseits des Vorganges, den M.
Poincaré! zur Bestimmung der Perioden von Doppelintegralen
rationaler gebrochener Functionen einfiihrte und bemerken, dass
uns derselbe hier ganz aussichtslos erscheint, denn er besteht in
folgender zusammengesetzten Aufgabe:

1 Acta mathematica, Bd. 9.
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Ist
@ =& +in, @, =& +in,,

und erhilt man eine besondere singulire Fliche in der vierfach
ausgedehnten unendlichen Mannigfaltigkeit (£, 7, &, v,) durch
das Nullsetzen des imaginiiren und reellen Theiles eines algebrai-
schen Ausdruckes P(x,,,), so fithre man fiir &, %, &, », Func-
tionen ¢,, ¢,, ¢, v, neuer reeller Variabeln 4, j1, v ein und integrire
innerhalb des Raumes (2, u, v) iiber eine Fliche, welche die der
singuldren Fliche innerhalb (2, u, v) entsprechende singulire
Curve umschliesst.

Hier bei den endlich bleibenden Doppelintegralen expliciter
irrationaler Functionen fehlen zuniichst die singuliren Flichen,
und es ist nicht zu ersehen, iiber welche Flichen die Integration
zu erstrecken ist, damit man Perioden erhilt.

Wir wenden uns zu einem anderen Mittel, das in der Be-
(@ y)dy
VE@,y)
mit einem Parameter x liegt. Sehen wir diese Perioden w als
Functionen des Parameters x an, und suchen die Cyclen der viel-
deutigen Function «(«), so wird das Integral

Jo(x)dz

lings eines solchen Cyclus eine Periode des Doppelintegrales

trachtung der Perioden eines einfachen Integrales f

[ e

sein (man vergl. die Notiz von M. Picard in den Comptes rendus
vom 25, Februar 1886, S. 410).

Wir haben vor Allem  als Function des Parameters zu
untersuchen. !

Wir fithren folgende Bezeichnungen ein: Das Gebilde
R(x,y) = 0 sei von der Ordnung 2m-+2n+2 und besitze das
Glied a?mt1qy+i. die

2n(2n+1)—2(d+r) =N=2p

1 Siehe Fuchs, Crelle’s Journal, Bd. 71.
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Verzweigungsstellen seien

r =, ay,
die d Doppelpunkte
X = %y, Gy, ca
und
T = Qy, gy Agm4-1

die Werthe, die y — oo zugehoren, endlich
Yy =0y by, bont1

die y-Werthe, welche 2 = oo entsprechen.
Geben wir x jetzt einen von den genannten Werthen ver-
schiedenen Werth 2, so gehen aus der Gleichung

2n+1
R(2®, y)=0
2n-+1 verschiedene y-Werthe

b, O, )

hervor, die nebst y = oo Verzweigungspunkte des iiberall end-
lichen Integrales

m—1

ff(w ©, yl)dy

sind, wenn nunmehr R(x, y) = 2* gesetzt wird und 2 den Werth
von \/R(x 9, y) anzeigt.

Velzelchnet man in der Riemann’schen Fliche Y© 2z
Querschnitte, so ergeben sich zugehorig 2z Perioden w, (2©).

Fithrt man « von 2 zu einem anderen Werthe a2, ohne
dabei durch einc der frither ausgeschlossenen Stellen zu gehen,
so erhilt man aus den Werthen 5@ — stetig lings bestimmter
Wege B© fortschreitend — Werthe 4@, und jeder nicht auf einer
Curve B© liegenden Stelle y gehort ein = Werth zu, der wieder
in einen bestimmten anderen tibergeht.

Dem Werthe 2 entsprechend, bilde man wieder eine Rie-
mann’sche Fliche Y®. In stetig einander folgenden y-Punkten
derselben folgen die z-Werthe stetig, ausser dann, wenn die Punkte
durch Verzweigungsschnitte oder eine Curve B© getrennt werden,
Bei dem Uberschreiten derselben gehen die »-Werthe in die ent-
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gegengesetzten iiber; daher bestehen nun die Verzweigungs-
schnitte innerbalb ¥® aus denen von Y© und den Curven B®

Die Querschnitte gehen in andere continuirlich tiber und die
zugehorigen Perioden seien w,(x®). Jede der 2z Perioden gibt
im Vereine mit allen auf so entsprechenden Querschnitten in den
verschiedenen Flichen zu bestimmenden Perioden eine Function
von x. Jede Periode ist in der Umgebung jeder endlichen, oben
nicht ausgeschlossenen Stelle reguldren Verhaltens. Lisst man @
aber von x©® aus einen Umlauf um eine Verzweigungsstelle x — «
oder eine Stelle « vollfihren, so werden die Werthe 5, )
gruppenweise cyklisch in einander iibergehen. Die Perioden in
der aus Y entstehendenFliche werden darnach als ganze ganz-
zahlige lineare Functionen derer in Y erscheinen, d. h. die
Perioden haben als Functionen von « die Eigenschaft, nach einem
Umlaufe von 2 um eine Stelle ¢ in homogene lineare ganzzahlige
Functionen der urspriinglichen Werthe iiberzugehen.

Zum Zwecke der niheren Beurtheilung des Verhaltens der
Perioden betrachten wir mit H. Fuchs das Product der Diffe-
renzen der Wurzeln y — b9, bg) der Gleichung R(2,y) =0

P =10 —0") = 0 —y— (60 —)
= Sy (B — ) (00— (B,

wo die Coéfficienten ¢ positive oder negative ganze Zahlen sind
und zy, %, s, Zahlen der Reihe 0,1, 2, 2n sind, deren
Summen in jedem Glied 2(2n~+1) ist, und bilden:

(0)— 1), .. H©0) __qy)%n
P.o(@%) =—2Xe,,.,..0 f GP—y)... (=) T F(@®, y)dy

o1
(@) | ] =)’
vw=1
wo die Integrale iiber einen Querschnitt innerhalb Y® zu
erstrecken sind.

Da die Integrale im Endlichen durchaus endlich bleiben,
auch wenn mehrere der Grossen b zusammenfallen, so wird w(z)
selbst an den singuldren Stellen « und « solchen Verhaltens, dass
in deren Umgebung P.w(2) nicht unendlich wird.

P =1(b,—y—(b,—y)) ist, als Function von & betrachtet,
an den reguldren Stellen x selbst reguldr; an den Stellen «, wo



Doppelintegrale. 361

zwei y-Werthe gleichwerden und sich verzweigen, verschwindet P
und ldsst sich als Function von @ in der Form

(0—a)* B (o]0

entwickeln, folglich ist an diesen Stellen

lim ((@—a)? o ()

eine endliche von Null verschiedene Grosse.
In der Umgebung der Stellen von « gilt diese Eigenschaft
bereits von
lim (x—a)w ().
rx=u%
Lasser wir o in eine Stelle a riicken, so entspricht diesem
Werthe ein y = co und in der Umgebung von (2 =q, y = o) wird:

1 ) '<BR) / oR 1 )
—_— ll+1 — a2a1Y( [P 1 _ w2
R(x,y)= R( y) y % . (2 a)+(a<i>)y+. S
Yy
und desshalb:

(R(w’ 3/)) - sy27l+1 V—aill\)i_*- (2 li—1>’ ( B-n+1)f’+1\' 2:%—4—1}
et

Vg

———

=

g 8

Nennt man die # = q entsprechendeny-Werthe ansser y =

. ro’u 182: ﬁ?n
und bildet:
- , [ T\R
=z Corgyty oo tan (Igl _y) . ( 207 y)@l <?>

£
e 27 Han
= 2 EXo:Y.l «oefan y?l(‘.’n+1)—27_0 <%‘ i 1) (ﬁ ' — 1)

P=

s0 wird
2n

\'/."
r yn(2n+1)—27.,—1 l_[ (% . 1) i f <ﬂ, %) (ly

Poy—=—_x& . . V=1

( n-}-lP 1

Vi) e )
o \

Sitzb, 4. mathem.-naturw. Cl. XCVIIL. Bd. Abth, IL a.
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Weil », von O bis 2» wachsen kann, wird die rechte Seite
unendlich werden kénnen fiir y = oo, wie y**+1). Indem aber

%: (x—a)P(z|a) zu setzen ist, wird

1?. w. (m_a>n(2n+l)

an der Stelle # — a endlich bleiben und zufolge der Beschaffenheit
von P als Function von z, w(x) an der Stelle a reguliiren Ver-
haltens sein.

Wir haben endlich noch @ = oo zu setzen, wobei y die
(2n+1) endlichen und verschiedenen Werthe &, bopyy an-
nimmt.

Wir schreiben

1 ) 1
R(wy) = 2™+ R, (?’ y)) f(@,y) = xm—lf(?: y)
und sehen, dass

1
%o 10 (b,—y—(b,—y))
1
in der Umgebung von y = 4 regulér ist, und darum wird #?w ()
in der Umgebung von @ = oo reguliren Verhaltens, o (a) also

von der Form
1
&) s(5)
z) B\z

Aus den hier entwickelten Eigenschaften der 2» Perioden
schliesst man, dass dieselben einer linearen Differentialgleichung
2nter Ordnung geniigen, deren Coéfficienten rationale Fune-
tionen sind:

d2m ey P2n—1 d2n—1y 4 4 PO w =0
dx.'_’n P‘Jn da’ﬂn—l ) P2n - !

und zwar ist
P, . -F(p—l)l'(‘r)
Pu T 4

}

wo
b(#) = (v—a,) (r—ay) (@—a,) (x—ay)

N+d=p
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ist und F,_y);(#) eine ganze rationale Function bedeutet, deren
Grad hochstens der (p—1)ite ist.

Die siimmtlichen Wurzeln der zu den singuldren Stellen «
und « gehorenden determinirenden Fundamentalgleichung sind
rationale Zahlen.

Wenn man im besonderen Falle die zu den singuliiren Stellen
gehorenden Fundamentalsysteme von Integralen des Naheren
bestimmt, kann man dann auch die Cyclen fiir das allgemeine
Integral (z) finden und lings den Wegen [ w(a)da bestimmen,
um die Perioden des endlich bleibenden Doppelintegrales zu
ermitteln,

Die Zahl der von einander unabhingigen Cyclen betriigt
fiir die einzelne Periode w,(x) N, folglich gibt es (2p)* Perioden
fiir das Doppelintegral.

24%
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