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Zur Theorie der Netze und Configurationen

von

Konrad Zindler in Graz.

L

Mobius beweist im barycentrischen Caleiil §. 205 mit Hilfe
seiner analytischen Geometrie folgenden Satz: ,Sind 4, B, C, D
vier in einer Ebene gegebene Punkte, von denen keine drei in
einer Geraden liegen, und ist P irgend ein fiinfter gegebener Punkt
der Ebene, so kann man durch fortgesetzte Verbindung der vier
ersteren durch gerade Linien zu einem Punkte gelangen, der mit
dem fiinften P entweder zusammenfillt oder von ihm um einen
Abstand entfernt ist, der kleiner ist, als jeder gegebene“. Nicht
wesentlich verschieden davon ist folgende Formulirung: ,Wenn
eine beliebig kleine feste Strecke p vorgegeben ist, ferner ein
beliebig grosses endliches Stiick einer Ebene, und in derselben
vier Punkte, von denen keine drei in einer Geraden liegen, so
lisst sich bloss durch fortgesetzte geradlinige Verbindung der
vier Punkte und der sich jeweilig ergebenden neuen Durch-
schnittspunkte ein Netz von Geraden und deren Schnittpunkten
construiren, welches jenes beliebig gewihlte endliche Stiick der
Ebene so dicht iiberdeckt, dass nirgends in demselben ein Kreis
mit dem Radius ; gezogen werden kann, in welchem nicht
mindestens ein Schnittpunkt des Netzes liegen wiirde“. Dieser
Satz ist an sich beachtenswerth und wird von Mobius auch zu
wichtigen Folgerungen in der Theorie der Collineation ver-
wendet; es wird daher nicht ohne Interesse sein, einen einfachen
und elementaren synthetischen Beweis desselben mitzutheilen:

Der Gedankengang des Beweises ist folgender: Zuniichst
wird bewiesen: ,Von drei gegebenen Punkten einer Geraden
ausgehend, kann man bloss durch lineale Construction auf jeder
Seite der Geraden zu einem vierten Punkte der Geraden gelangen,
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welcher von einem der drei gegebenen weiter als ein beliebig
weit gegebener Punkt entfernt ist.“ )

Mit Hilfe dieses Satzes lisst sich beweisen: , Wenn irgendwo
auf einer Geraden drei Punkte und eine beliebige Strecke My
gegeben sind, so lisst sich, von den drei Punkten ausgehend,
bloss durch lineale Construction ein vierter Punkt der Geraden
finden, welcher innerhalb MN liegt.“ .0

Hierauf wird bewiesen werden: ,,Wenn in einer Ebene vier
Punkte gegeben sind, von denen keine drei in einer Geraden
liegen, so ldsst sich durch fortgesetzte Verbindung der vier
Punkte durch Gerade in jedem der gegebenen Punkte als Scheitel
ein beliebig dichtes Strahlenbiischel construiren, d. h. ein solches,
in welchem die Winkel, welehe je zwei aufeinander folgende
Strahlen bilden, alle kleiner sind, als ein beliebig klein vorge-
gebener Winkel.“ ... 1)

Dieser Satz fithrt dann unmittelbar auf den Mobius’schen.

Beweis des Satzes I:

Es seien 4, B, C die gegebenen Punkte, und zwar C der-
jenige, welcher durch die beiden anderen vom unendlich fernen
Punkte der Geraden getrennt ist; 0 sei der Halbirungspunkt der
Strecke 4B, dieRichtung OC die positive. Dann kann bekanntlich
der von C durch 4 und B getrennte vierte harmonische Punkt D,
rein lineal construirt werden; und zwar sei

4C
TB— %
dann ist
AB 1
BD, ~

wenn in gleicher Weise D, zu den Punkten 4, B, D, der vierte
von B getrennte harmonische Punkt ist, ferner D, (von D, ge-
trennt) zu 4, D,, D,, allgemein D, (von D,_, getrennt) zu 4, D, .,
D,_; so ist

AD, w9
DI‘DZ ’
ADy
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Man denke sich nun dieses Verfahren bis zu cinem Punkte D,
fortgesetzt, so dass O <l a«—pn =1; dann werden alle Punkte
D, D,, D, von O aus in der positiven Richtung der Geraden
liegen; wenn jedoch a—n, zum ersten Mal =<1 geworden ist,
unterbreche man dieses Verfahren und beginne eine zweite Gruppe
von Operationen, indem man den von A durch D,_, und D,
getrennten vierten harmonischen Punkt D, ., aufsucht, ferner
Dy y2y Dipys,y D,, als vierte von A getrennte harmonische
Punkte beziehungsweise zu 4, D, 1, D, 4, D, s, D, ; 4,
D, 1, D,. Und zwar sei a—n, = 3, also 0 < S=1: dann ist

*4Dn,—1 _
D,_,D, "
'AD711+1 —
Db, "
A-Dn,+2 02
D_nﬁ-‘anl =2 @
AD”? — Ona—n
0.0, =7

(Hankel, Proj. Geom. 1. Abschn,, §. 1.)
Man setze nun diese Gruppe von Operationen so lange fort,

2

bis es zum ersten Mal eintritt, dass das Verhiltniss i

e Ly

>1

ist; dadurch sei n, definirt.

Die Punkte D, 11, Dy 4o, D,, liegen alle innerhalb der
Strecke D, _; D,,. Mit dem Werthe 2%~ — «,, mit 4, D,,, D,
verfahre man nun ganz so, wie frither mit «, 4, C, B:

Man construire so lange die in der Richtung OC iiber D,
hinausliegenden vierten harmonischen Punkte, bis 0 < ot;—n, =
= B, =1, wodurch =, definirt ist, und die Punkte D, ,, D, o,

D, erhalten werden; hierauf suche man durch eine vierte
Gruppe von Operationen die Punkte D, 4, D, ys, D,, geradeso
aus 4, D,_;, D,,, wie frither in der zweiten Gruppe von Opera-
tionen D, ., D, s D,, aus A, D,_4, D,,, u.s. f. Durch die
1,3, 5, 2v+-1. Gruppe solcher Operationen gelangt man
immer zu Punkten, die alle in der Richtung OC iiber die bereits
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vorhandenen hinausliegen, durch die 2., 4, 6., 2v. Gruppe zu
Punkten, welche innerhalb der letzten beiden in der vorangehenden
Gruppe erhaltenen liegen. Es ist leicht zu sehen, dass im un-
giinstigsten Falle, wenn nimlich «, welches durch die drei vor-
gegebenen Punkte bestimmt ist, eine ganze Zahl ist, der Schluss-
punkt jeder Gruppe mit ungerader Ordnungszahl doppelt so weit
von A absteht, wie der Schlusspunkt der vorhergehenden Gruppe
mit ungerader Ordnungszahl (in diesem Falle besteht jede Gruppe
von Operationen mit Ausnahme der ersten aus einer einzigen
Construction); sonst mehr als doppelt so weit. Wie weit also auch
auf dem Halbstrahl OC ein Punkt P vorgegeben sein mag, man
wird immer durch eine endliche Anzahl von Constructionen vierter
harmonischer Punkte zu einem Punkte P’ ebenfalls auf der posi-
tiven Seite der Geraden gelangen konnen, welcher von 4 weiter
absteht, als P. Da man dasselbe Verfahren auf der anderen Seite
der Geraden einsehlagen kann, so folgt daraus der Satz I.

Beweis des Satzes II:

Zufolge I kann die Strecke MN = d stets innerhalb zweier
Punkte E, F liegend betrachtet wertlen, welche aus den drei
gegebenen durch lineale Construction erhalten werden kénnen.

Denkt man sich EF in 2" gleiche Theile getheilt, wobei v
durch

bestimmt ist, so fillt mindestens ein Theilungspunkt auvf die
Strecke MN (einschliesslich der Grenzen). Liegt der Halbirungs-
punkt Q von EF innerhalb MN, so kann man zu E, F und einem
zufolge I hinreicliend weit wihlbaren Punkte einen vierten har-
monischen Punkt & beliebig nahe an Q und folglich innerhalb MN
finden. Liegt aber @ ausserhalb MN, so sei M der von Q ent-
ferntere Endpunkt der Strecke MN. Dann kann man innerhall
MQ cinen solchen Punkt & finden, der also entweder innerhalb
MN oder innerhalb NQ liegt. Im letzteren Falle hat man dadurch

MN in eine Strecke eingeschlossen, welche kleiner als %Fl ist

nnd deren Endpunkte ebenfalls aus den drei urspriinglich gege-
benen Punkten rein lineal erhalten werden konnen.
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Denkt man sich daher diese Strecke in nur 2°—' gleiche
Theile getheilt, so wird trotzdem jetzt umsomehr mindestens ein
Theilungspunkt auf MN fallen. Dieses Verfahren setze man fort;
es wird spitestens nach v-—1-maliger Anwendung eintreten
miissen, dass der Halbirungspunkt der kleinsten Strecke, welche
MN einschliesst, und deren Endpunkte aus den drei gegebenen
durch Construction vierter harmonischer Punkte erhaltbar sind,
innerhalb oder auf die Grenzpunkte von MN fillt, ein Fall, der
bereits erledigt ist. Es gilt daher der Satz II.

Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass die Theilungs-
punkte, welche allerdings mit dem Lineal allein nicht construirt
werden konnten, zur Construction eines innerhalb MY liegenden
Punktes nicht nothwendig sind, sondern nur dem Existenzbeweise
dienen.

Beweis des Satzes III:

Auf jede Gerade ¢ eines aus den vier gegebenen Punkten
hervorgehenden Netzes sind die Sdtze I und II anwendbar, auch
wenn die weitere Beschrinkung hinzutritt, dass zur Construction
nur Verbindungsgerade beniitzt werden diirfen; denn wenn 4, B, C
irgend drei Schnittpunkte des Netzes auf der Geraden ¢ sind, so
geht durch jeden derselben ausser ¢ mindestens noch eine zweite
Gerade des Netzes, und wenn man den von € getrennten vierten
harmonischen Punkt mittelst eines vollstindigen Vierseits con-
struiren soll, so kann man die durch C gehende Gerade als Dia-
gonale, die durch A und B gehenden als zwei Seiten des Vierseits
wihlen, wodurch dieses bereits vollkommen bestimmt ist, und
daher bei der Construction eines vierten harmonischen Punktes
keine Gerade gezogen zu werden braucht, die nicht Verbindungs-
gerade schon vorhandener Schnittpunkte des Netzes wire. Lis
folgt also aus IT: , Wenn irgend eine Strecke d beliebig klein vor-
gegeben ist, ferner auf irgend einer Geraden ¢ cines aus den vier
gegebenen Punkten hervorgehenden Netzes eine Strecke ST
beliebig gross, so kann durch Fortsetzung des Netzes unter den
bekannten Bedingungen die Strecke S7' so dicht mit Schnitt-
punkten des Netzes besetzt werden, dass nirgends in derselben
sich die Strecke d hineinlegen lLisst, ohne dass mindestens ein
Sehnittpunkt innerhalb 4 fiele.* T
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Es sei nun R ein beliebiger Schnittpunkt des Netzes, so wiil]e
man eine durch B gehende Gerade « und zwei nicht durch g
gehende Gerade & und ¢ des Netzes so, dass im Dreieck ABC,
welches sie bilden, R auf der endlichen Strecke BC liegt. Zu-
folge II' konnen die Seiten AB und AC des Dreieckes beliebig
dicht mit Schnittpunkten des Netzes besetzt werden, durch deren
Verbindung mit R man wegen der festen endlichen Entfernung
des Punktes R von 6 und ¢ in R ein ebenfalls beliebig dichtes
Strahlenbiischel erhalten kann, womit ITI bewiesen ist.

Der Satz III in Verbindung mit II liefert den M&bius’-
schen Satz:

Denn ist p die beliebig klein vorgegebene Entfernung, inner-
halb welcher vom fiinften gegebenen Punkte P aus (Mobius,
a. a. 0. §. 205) mindestens ein Schnittpunkt des Netzes liegen
soll, so kann man zunichst in einem Schnittpunkte R des Netzes
ein Strahlenbiischel so dicht construiren, dass mindestens ein
Strahl s desselben in den von den beiden Tangenten begrenzten
Winkelraum fillt, welche von B an den in P mit p geschlagenen
Kreis gezogen werden konnen. Auf s konnen nun vermdoge II
Schnittpunkte gefunden werden, welche in die vom Kreise auf s
abgeschnittene Sehne, somit innerhalb des Kreises fallen, womit
der Mobius’sche Satz iiber Netze in der Ebene bewiesen ist.

Es hat keine Schwierigkeit, diesen synthetischen Beweis
zu erweitern auf den analogen Satz iiber ,Netze im Raume“
(M6bius, Barye. Caleiil, §. 214): ,Sind 4, B, C, D, E fint
gegebene Punkte, von denen keinc vier in einer Ebene liegen,
und ist P ein gegebener sechster, so kann man durch fortgesetzte
Verbindung der fiinf ersteren mit Ebenen einen Punkt finden, der
mit dem sechsten entweder zusammenfillt oder von ihm um einen
Abstand entfernt liegt, der kleiner ist, als jeder gegebene.“ Das
Wesentliche dieses Satzes ldsst sich auch so formuliren: , Wenn
eine beliebig kleine Strecke p vorgegeben ist, ferner fiinf Punkte
im Raume, von denen keine vier in einer Ebene liegen, und ein
beliebig grosses endliches Stiick des Raumes abgegrenzt ist, so
lisst sich von.den fiinf Punkten ausgehend durch fortgesetzte
Verbindung je dreier Punkte durch Ebenen ein Netz von Ebenen
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und deren Schnittgeraden und Schnittpunkten so dicht construiren,
dass nirgends im beliebig gewihlten endlichen Stiicke des Raumes
eine Kugel vom Radius p hineingelegt werden kann, innerhalb
welcher nicht mindestens ein Schnittpunkt des Netzes ldge.“
Von der Richtigkeit dieses Satzes kann man sich auf Grund des
entsprechenden Satzes iiber ebene Netze z. B. folgendermassen
tiberzeugen: Irgend eine Ebene E, welche durch drei der fiinf
gegebenen Punkte gelegt wird, wird von der Verbindungsgeraden
der beiden iibrigen Punkte (welche auch Schnittgerade von im
Netze zuldssigen Ebenen ist) in einem Punkte geschnitten, welcher
in Verbindung mit den drei ersteren Punkten ausreicht, in einem
endlichen Stiicke der Ebene E ein beliebig dichtes Netz N zu
construiren. Man nehme nun einen ausserhalb E liegendenPunkt S
hinzu und denke sich jedesmal, wenn in der Ebene E zwischen
zwel Punkten M und M’ eine Verbindungsgerade gezogen wurde,
diese Construetion ersetzt durch Legung einer Ebene durch A/,
M’ und S. Man erhdlt dadurch im Strahlenbiindel S ein Netz,
welches die Ebene E im Netze N schneidet und welches von fiinf
gegebenen Punkten aus bloss durch Verbindung je dreier Punkte
mit Ebenen hervorgegangen ist. Jedem Strahlenbiischel S’ in
der Ebene E entspricht ein Ebenenbiischel mit der Achse S’
Da aber diese Achse gegen die Ebene E einen bestimmten end-
lichen Neigungswinkel hat, so kann das Ebenenbiischel zugleich
mit dem Strahlenbiischel ebenfalls beliebig dicht gemacht werden.
Es gilt also der Satz: ,In einem aus fiinf Punkten hervorgehenden
rdumlichen Netze kann in jeder Schnittgeraden des Netzes als
Achse durch entsprechende Fortsetzung desselben unter den
bekannten Bedingungen ein beliebig dichtes Ebenenbiischel con-
struirt werden.“ Es kann also so dicht construirt werden, dass,
wo auch im abgegrenzten Raume sich eine Kugel mit dem Radius p
befinden moge, die Kugel von mindestens einer Ebene « des
Biischels in einem Kreise & geschnitten wird. In der Ebene «
kann nun vermoge des Satzes iiber ebene Netze ein Netz con.
struirt werden, von welchem Schnittpunkte innerhalb %, daher
auch innerhalb der Kugel liegen. Da dieses Netz aber auch als
Schnitt eines den Bedingungen geniigenden riumlichen Netzes
erhalten werden kann, so ist hiemit der Satz iiber Netze im
Raume bewiesen.
Sitzb. d. mathem. -naturw. Cl. Bd. XCVIIL. Abth. IT. a. 33
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Bei Construction der Netze sind unendlich ferne Punkte alg
gleichwerthig mit endlichen zu betrachten, sonst konnte z. B,
wenn die vier Ausgangspunkte eines ebenen Netzes die Eck-
punkte eines Parallelogrammes bilden, kein Netz construirt
werden, ein Fall, der aber auech von Msbius nicht ausge-
nommen wird.

IL

Reye definirt (Acta math. I, p. 94) eine ebene Configuration
als ein System von » Punkten und n Geraden in solcher Lage,
dass jede der » Geraden 7 von den » Punkten enthdlt und durch
jeden der » Punkte ¢ von den n Geraden gehen. Kantor (,Uber
die Conf. (3, 3) mit den Indices etc.“ Wiener Sitzungsber. math.-
naturw. CL, Bd. 84, II. Abth.) erweitert den Begriff der ebenen
Configuration dahin, dass jedes System von p Punkten und
¢ Geraden so genannt wird, welches die Eigenschaft hat, dass
durch jeden der p Punkte y von den ¢ Geraden gehen und auf
jeder der ¢ Geraden = von den p Punkten liegen.

In der Geometrie vielfach auftretende Systeme von Punkten
und Geraden (z. B. das aus sechs Punkten oder Tangenten eines
ebenen Kegelschnittes hervorgehende, oder Systeme, die sich
aus dem aus vier Punkten einer Ebene hervorgehenden Netze
heraunsheben lassen) geben Veranlassung zu noch einer Erweiterung
des Begriffes einer ebenen Configuration, indem man die Bedin-
gung aufgibt, dass die Zahlen = und ¢ fiir alle Geraden und
Punkte des Systems dieselben sein miissen. Wenn man ferner
den Fall, dass durch einen Punkt nicht mebr als zwei Gerade
gehen oder dass auf einer Geraden nicht mehr als zwei Punkte
eines Systems liegen, als trivial betrachtet und keine solchen
Geraden und Punkte in eine Configuration aufnimmt, erhélt man
die Definition: Ein System von g Geraden und p Punkten
in einer Ebene soll dann eine ebene Configuration
heissen, wenn durch jeden der p Punkte mehr alszwei
der g Geraden gehen und aufjeder der ¢ Geraden mehr
als zwei der p Punkte liegen.!

1 Danach kann man so entscheiden, ob in einem gegebencn Systeme
von Punkten und Geraden eine Configuration enthalten ist oder nicht: Man
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Die Punkte und Geraden lassen sich nun nach der Anzahl
der Geraden und Punkte, welche mit ihnen incident sind, ein-
theilen: Eine Configuration moge p = p,+p,+ .-+ p; Punkte
md ¢ = ¢,+¢,+  +¢: Gerade enthalten, und zwar mogen
vorkommen:

p, Punkte, durch deren jeden y, von den g Geraden gehen

Pe 72
P T
ferner:

¢, Gerade, auf deren jeder =, von den p Punkten liegen

/P T

g )

wobei alle Zahlen v, unter einander verschieden sind, ebenso
die T .

Sind die Zablen m und ¢ fiir die ganze Configuration die-
selben, ist also # =11 =1, so soll die Configuration gleich-
méssig heissen, andernfalls ungleichméssig.

Die allgemeine Bedingung, welche die Zahlen p g n 9y fiir
gleichméssige Configurationen erfiillen miissen (Kantor a. a. 0.),
ist auf folgende Weise leicht einzusehen: Wiirde man p.y als die
Anzahl der Geraden der Configuration ansetzen, so hitte man
dabei jede m-mal gezihlt, nimlich bei jedem der » Punkte, die
auf ihr liegen. Es ist also p.y = ¢.#. Ganz analog lisst sich fiir
die Zahlen p,, ¢, 7., m einer ungleichmissigen Configuration
eine allgemeine Bedingung ableiten: Wiirde man nimlich ver-
suchen, die Anzahl der Geraden der Configuration dadurch abzu-
zihlen, dass man die Zahlen addirt, welche angeben, wie viele

lasse aus dem Systeme alle Punkte und Gerade fort, welche mit nicht mehr
als zwei beziehungsweise Geraden und Punkten incident sind. Mit dem
iibrig bleibenden Systeme verfahre man ebenso u.s.w., so lange als moglich.
Das System enthilt eine Configuration oder nicht, je nachdem am Schlusse
iiberhaupt noch etwas iibrig bleibt oder nicht. *

33%
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P2

durch jeden einzelnen Punkt gehen, also Z Px-. als die Anzahl

der Geraden ansetzen, so hitte man dabexi j(lade Gerade der ersten
Gruppe =, -mal gezihlt, nimlich jedesmal, wenn einer der
7, Punkte genommen wurde, durch welche sie geht; ¢, Gerade
wiren m,-mal geziihlt worden u. s. w. Also gilt fiir die un-
gleichmissigen Configurationen:

k !
Z}"}.-‘YV. = Z_(/)‘-nk-

=1 r=1

Beispiel: Wenn auf einer Geraden G, vier Punkte ABCD
liegen, auf einer anderen G/ vier Punkte 4’ B’ C’ IV, so dass das
Doppelverhéltniss (4, B, C,D) = (4/, B/, €, D'), so liegen bekannt-
lich die sechs Schuittpunkte P,, welche man erhilt, wenn man
irgend zwei Paare entsprechender Punkte kreuzweise verbindet,
z. B. A mit B’ und 4’ mit B auf einer Geraden G,. Man erhilt
eine aus den p, — 8 urspriinglichen Punkten P,, den p, =6
Punkten P,, den g, — 2 Geraden G,, den g, = 12 Verbindungs-
geraden G, und der Geraden G, bestehende Configuration, deren
zugehorige ¢ und « folgende Tabelle darstellt. In den Zerlegungen
der 7y und = bedeuten die oberen Zeiger die Gruppen der Geraden,
beziehungsweise Punkte, aus welchen die betreffenden Geraden
oder Punkte genommen sind. So bedeutet z. B. die Gleichung
7 = 7,+79: = 1+38, dass die y, Geraden, welche durch jeden
Punkt P, gehen, sich aus den Gruppen der &, und &, zusammen-
setzen, und zwar kommen vor eine Gerade G, und drei Gerade G,;
n, = 4 =« bedeutet, dass sémmtliche x, Punkte, welche auf
einer G, liegen, der Gruppe der P, angehoren.

py=8n=4=v+9*=1+38|g,=2 |r,=4=r1]
P, =06y, =3=72+7=2+1]|g,=12 ﬂ2:3:ﬂé+ﬂ§:2+1
gy =1 |m,=6=r}
| .
Es bestitigt sich:

PiliF Doty = G171+ 957y +gs7s = 00.
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Es ist klar, dass bei allen derartigen Configurationen eine
Zahl > zugleich mit #? von Null verschieden oder gleich Null sein
muss. Es ist also die Anza,hl o der Zahlen 7 -, welche von Null
verschieden sind, gleich der der Zahlen =, welehe von Null ver-
schieden sind (hier beiderseits « — 4). Hebt man irgend zwei
solche Zahlen 7 und #7 heraus, sowie die zugehorigen p und ¢, ,
so gehen durch jeden P, %! Gerade G,, und auf jeder G, liegen
= Punkte P,. Die Zahlen p_ g, 7"~} miissen also die Relation
p 7 = g, =} erfiillen. Durch Addition dieser « Gleichungen erhilt
man die schon unabhiingig hievon gefundene Gleichung

Zl)“/ —VJ)“)

r=1

Am Beispiel macht man die Beobachtung, dass fiir simmt-
liche p, Punkte einer Gruppe die zugehorige Zabl ¢, eine fiir
alle Punkte P, der Gruppe constante Zerlegung in die Zahlen
+* zuldisst; ebenso sind die Zerlegungen der =7 fiir alle g, Geraden
G, dieselben. Dass dies keine nothwendige Eigenschaft der
ungleichméssigen Configurationen ist, soll zuniichst ein Beispiel
klar machen:

Fin einem ebenen Kegelschnitte eingeschriebenes vollstiin-
diges Viereck mit den sechs Seiten &,, das vollstindige Vier-
seit mit den sechs Eckpunkten P,, dessen vier Seiten Tangenten
in den vier Eckpunkten des vollstdndigen Vierecks sind, bilden
mit demjenigen Polardreieck, welches zugleich Diagonaldreieck
des vollstindigen Vierecks und Diagonaldreiseit des vollstindigen
Vierseits ist, eine aus 13 Punkten und 13 Geraden bestehende
Configuration (ef. z. B. Reye, Geom. d. Lage I, 3. Aufl.,, S. 92):

p =6 7 =3 g =86 T, =3
P =1 v, = 4 g =1 r, =4

Die sieben Punkte P,, durch deren jeden vier Gerade gehen,
zerfallen aber hier in zwei Untergruppen von Punkten P,, und P,,,
fiir welche die Zerlegungen der Zahl v, verschieden smd nim-
lich fiir die vier Eckpunkte des vollstindigen Vierecks gilt:
T2 = Yy +7% = 3+1, fiur die Eckpunkte des Polardreiecks
jedoeh: Y2 = Yo +7% = 2+2. Um also zu erkennen, der wie-
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vielten Zerlegung innerhalb einer Gruppe eine Zahl 7 angehort,
wurde ihr ein zweiter unterer Index zugefiigt. Die Tabelle fiir
diese Configuration gestaltet sich jetzt so:

p=6 9 =3=49 g =6 m=3=r}
Py =T =p, +py, = 4+3 Go = 1 = o1 +pp = 4+3.
= 9l +7% = 3+1 . =y +ay =3+1
T = YU =242 | =wynl, =242,

Nun kann man aber, ebenso wie gefragt wurde, welchen
Gruppen die Geraden angehoren, die durch irgend einen Punkt
gehen, und die Antwort durch die ersten oberen Zeiger in der
Zerlegung des zum betreffenden Punkte gehorigen ¢ ausgedriickt
wurde, auch fragen, der wie vielten l/ntergruppe innerhalb
einer Gruppe von Geraden die Geraden angehdren, welche durch
einen Punkt gehen und dies durch zweite obere Zeiger aus-
driicken. Analog im dualen Falle. So gehtren hier von den
7% = 3 Geraden G,, welche durch jeden Punkt P, gehen, zwei
der Gruppe der G,,, welche die g,, = 4 Seiten des vollstdndigen
Vierseits enthélt, eine der Gruppe der G,,, welche die ¢,, = 3
Seiten des Polardreiecks enthilt, an, was durch die Gleichung
72 = 21 +9** = 241 ausgedriickt werden soll. Diese Zerlegung
ist fiir alle sechs Punkte P, dieselbe, ebenso bei den fibrigen
Anzahlen o' ~und n;‘) dieser Configuration. Es bietet sich also
kein Anlass, 11gend eine Untergruppe noch in weitere Grappen
zu zerspalten, sondern zur Vervollstindigung der Tabelle ist nur

noch hinzuzufiigen:

2 .20, .22 2 21, 922
i =i+t =241, @ =a+rP=2+1
2 .2 2 2l
o1 =— Va1 Ty = Ty

'Y 2 22
'722 — Va2 Typ — Tpp

Die fehlenden zweiten unteren Zeiger kann man sich durch
Einser ersetzt denken. Eine solche Configuration, bei welcher
die Zerlegung eines 7y oder =, im Allgemeinen nicht fiir alle
Punkte P, und Geraden 6) derselben Gruppe constant ist, dagegen
die Zerlegung jedes " . und =* o fiir alle Punkte, beziehungs-
weise Geraden, derselben Untelgluppe oder Gluppe zweiter
Ordnung* dieselbe ist, soll ,ungleichméssig von derzweiten
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Stufe“ heissen, gegenftiber den fritheren ,von der ersten
Stufeungleichmissigen® Configurationen. Bei jeder ungleich-
missigen Configuration entspricht eine ganze solche Tabelle den
vier Zahlen p gy~ einer gleichméssigen Configuration als Analogon.

Allgemein: Das im letzten Beispiel beschriebene Verfahren
denke man sich bei irgend einer Configuration so lange fortge-
setzt, bis man auf constante Zerlegungen stdsst. Es besteht darin,
dass man die einer Gruppe r—1. Ordnung angehdrigen Punkte
nach der Art und Weise, wie sich die Geraden, welche durch sie
gehen, auf die Geradengruppen r—1. Ordnung vertheilen, in
Gruppen rter Ordnung theilt, und ebenso die Geraden einer
Gruppe 7—1. Ordnung in Gruppen rter Ordnung theilt, wobei
alle Geraden in eine Gruppe rter Ordnung zusammengefasst
werden, bei welchen die Zusammensetzung der auf ihnen liegen-
den Punkte aus den Gruppen r—1. Ordnung dieselbe ist.

Hierauf verfihrt man mit den eben gewonnenen Gruppen
rter Ordnung ebenso u. s. w., so lange, bis einmal der Fall ein-
tritt, welcher bei aus einer endlichen Anzahl von Punkten und
Geraden bestehenden Configurationen eintreten muss, dass in
keiner Gruppe der eben gebildeten Ordnung weitere Unterschiede
in Bezug auf die Anzahleigenschaften der Zusammensetzung der
mit einem Elemente der betreffenden Gruppe incidenten anders-
artigen Elemente auftritt. Die hiebei auftretenden Anzahlen
lassen sich in der Symbolik so ausdriicken: Es sei p die Zahl
siémmtlicher Punkte und ¢ dic simmtlicher Geraden einer Con-
figuration. Es seien k, Punktgruppen erster Ordnung vorhanden und

ky
P+, die Zahl in der x ten, so dass p = 219‘ , analog g = Z 9.
%=L M=1
zU jeder Zahl p gehdrt eine Zahl vy, o welche angibt, wie viele
Gerade durch _]eden Punkt der = ten Gluppe gehen; analog liegen
x, Punkte auf jeder der g, Geladen G,,. Die 7, Geraden, welche
durch jeden P, gehen, werden im Allgemeinen verschiedenen
Geradengruppen angehoren.

Fiir jeden P, wird sich demnach ¢, in eine Summe von
Posten 71 zerlegen lassen, wobei ein solcher Posten 721 bloss die
Zahl der Geraden aus der 2 ten Gruppe erster Oldnung angibt,
welehe durch den betleffenden P, gehen. Diese Zerlegungen
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konnen aber innerhalb derselben Gruppe erster Ordnung fiir ver.
schiedene Punkte verschieden sein, was Anlass gibt, jede oder
einige Gruppen erster Ordnung in Gruppen zweiter Ordnung zu
theilen. Die Zahl der in einer solchen vorkommenden Punkte werde

B Ay
mit p, ., bezeichnet, so dass p, = Zp, » und p = y Z[h,‘ ,
%=1 %=1 %=1

wobei aber k, selbst fiir verschiedene =, variabel ist, indem es die
Zahl der in der x,ten Gruppe erster Ordnung vorhandenen Gruppen
zweiter Ordnung angibt. Fiir jede Gruppe von p, ,, Punkten P, ,

besteht nun eine einzige Zerlegung v, = y 7:’/:117__:, wobei natiir-
=

lich nicht alle formal in dieser Summe enthaltenen Posten von

Null verschieden zu sein brauchen.

A Y &
Analog g, = Z D und g = S‘ V' D
he=1 >1_1 P —1

Ebenso gehort zu jeder einzelnen Zahl g, , eine fir alle
Geraden der betreffenden Gruppe zweiter Ordnung gemeinsehaft-

ky
liche Zerlegung =, = 2 ax, . Beim niichsten Schritte unter-
M s
%=1

suche man nun, in welcher Weise sich jeder Posten 7 in jeder

. "1 42 . .

Zerlegung aus Posten s ' zusammensetzl, was Anlass zur Einthei-
'y 7 X

lung der Gruppen zwelter Ordnung in Gruppen drltter Ordnung

gibt. Man hat p—Z S‘ ypw,, (/_Z Z é_plwﬂ; zu

%=1 %=1 7,=1 =1 =1 A;=1
z, I
jeder Zahl p . gehort eine Gleichungy, Z 2 vz, wobei

=1 2y=1
%, die Werthe von 1 bis zu demjenigen [, durchlduft, welches
die Zahl der in der 2 ten Geradengruppe erster Ordnung vor-
kommenden Geradengruppen zweiter Ordnung angibt, und
welches fiir verschiedene 2 verschieden sein kann. Analog

Iy Iy
— %y %y
rr)‘l = Z Z ﬂ)') ’ u. 5. w.

%=1 %y=1
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Ist man bis zur Zerlegung in Gruppen »nter Ordnung inclusive
fortgesehritten, so hat man die Gleichungen

&y ky kn
=YY Y.
2 =1 %,= Zn=1
I, h .
—\" \’
9= } Z DA RN
P ] e
=1 ry=1 Jn=1
ol luey
I A NP Y5 VRS Wik
/x,_z_‘ L_J /7,/.,..7,.
hy=1 do=1 Yy =1
ky  ky Eu—y
S QN S
M - L_, dylaehn
#y=1 %= n—y=1

Es trete nun hier der Fall ein, dass in jeder Punktgruppe
nter Ordnung fiir alle Punkte derselben die Geraden, welche
durch sie gehen, sich in gleicher Weise aus den Geradengruppen
wter OQrdnung zusammensetzen und dass zugleich ebenso in jeder
Geradengruppe nter Ordnung fiir alle Geraden derselben die
Punkte, welche auf ihnen liegen, sich in gleicher Weise aus den
Punktgruppen nter Ordnung zusammensetzen, so dass kein Anlass
zur Bildung von Gruppen n+ 1. Ordnung vorliegt. Dann existirt
innerhalb jeder Gruppe nter Ordnung nur eine einzige Zerlegung
der y mit —1 oberen Zeigern in v mit = oberen Zeigern oder
der = mit n—1 oberen Zeigern in solche mit ». Es kommen nur
noch die Gleichungen hinzu:

Taey

o )),, Dy hn
//, Z Z Z LJ ........ %n

K=1la=1 dn—y=1 kn=1
ks bumy  Fm
§ § § § Tr%l 4,._1'/..
,)\ ........ An*
=1 2y Zn—1=1 zp=1

Tritt eine solche Constanz der Zerlegungen innerhalb der
eben gebildeten Gruppen bei der Zahl n ein, so soll eine solche
Configuration ,ungleichmissig von der nmten Stufe¢
heissen,
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ky i
In der Relation y P 7., = y 9,7, welehe fiir alle
) e
#*y=1 A =1
ungleichmissigen Configurationen gilt, ldsst sich, falls die Un-
gleichmissigkeit von der ersten Stufe ist, y, durch g.},x , ebenso
) durch Iay ersetzen; falls aber die UnOIelchmass1gkelt zweiter

Stufe ist, lassen swh dle einzelnen Posten weiter zerlegen, indem
TR A

man links P, y P, wd v, S‘ y 7"‘1}2 einfiihrt, analog

e

T=1 hemt
rechts und die Multlphcatlonen ausfiibrt. Ist die Ungleichmissig-

keit nter Stufe, so kann man successiv fortschreitend die urspriing.
liche Relation als Summe von Producten darstellen, in welchen
nur die Zahlen p, ., oy g, we ke vorkommen. Dass
aber die so tlansfonnnte Glelchung sich m mehrere zerfillen
lidsst, indem man die entsprechenden Producte Py, 7 ’u und
Gy, 0, i einzeln einander gleich setzt, lisst smh ‘auf’ geo-
metllschem Wege einsehen: Es ist klar, dass irgend eine Zall
/;.'I» n, wobei man sich unter »,. .z, . .2, irgend welche
beheblge aber bestimmte numerische Annahmen denken moge,
zugleich mit der entsprechenden Zahl =717« von Null ver-
schieden oder gleich Null ist. Denn 7' ile--haist von Null ver-
schieden, bedeutet: Wenn man die #,te Punktgluppe erster Ord-
nung ins Auge fasst und innerhalb dieser die ,te zweiter Ordnung,

und innerhalb dieser die x,te nter Ordnung, so gehen durch
Jjeden Punkt dieser letzteren Gerade, welche der 2 ten Geraden-
gruppe erster Ordnung angehoren und innerbalb dieser der 2,ten
Gruppe zweiter Ordnung, und innerhalb dieser der A,ten
Gruppe nter Ordnung; dann liegen aber offenbar auch umgekehrt
auf jeder Geraden der Gruppe der G, ..., Punkte aus der Gruppe

der P, .. .,. Fasst man nun zwei solche Zf»mh]en / ok u und 7
heraus und dazu die Zahlen ¢, , und Poiny s0 e1fullen solche
vier Zahlen immer die Relation Ps,... 'y,n’ g T

weil in diesem Falle eine Anzahl von Punkten und Geladen vor-
liegt, so dass durch jeden der Punkte eine bestimmte Anzahl der
Geraden geht und auf jeder der Geraden eine bestimmte Anzabl
der Punkte liegt. Durch Addition s‘ztmmtlichel solcher Gleichungen

erhéilt man die urspriingliche ‘ D7, Z‘/M x

,(,_ A=1
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Die aus sechs Punkten eines Kegelschnittes hervorgehende
Paskal’sche Coufiguration, welche im Ganzen aus 146 Punkten
und 110 Geraden besteht, ist, falls sie vollstindig bekannt ist,
von der dritten Stufe der Ungleichmissigkeit, wie aus folgender
naclh dem Bisherigen verstindlichen Tabelle 7 ersichtlich ist.
Es heisse P, einer der 6 Ausgangspunkte, G, eine der 15 Ver-
bindungslinien derselben, P, einer der 45 Schnittpunkte der
letzteren, G,, eine der 60 Paskal’schen Linien, G,, eine der
20 Salmon-Caylay’schen Geraden, P, einer der 20 Steiner’-
schen Punkte, P, , einer der 60 Kirkmann’schen Punkte, G,
eine der 15 Pliicker’schen Geraden und P,,, einer derjenigen
15 Punkte, durch deren jeden vier Gerade G,, gehen (Salmon-
Fiedler, Analyt. Geom. d. Kegelschn. 3. Aufl., Art. 286 f). Dann
miissen natiirlich auch auf jeder G,, drei solche Punkte P, , liegen

Tabelle T

=6 9,=b= ¢y =1b, 7, =8=n| +a2=2+6
Po=45 9, =6=y,+9:=2+4| 9,=80=yg,, +¢,, =60+20
;=20 9,=T=7:+73=4+3 my=T—=n? +nd +n}
=3+1+3
P=75 y,=4=v: my,=1=nd +n},—=1+6

3 =15, ny;—=4—==n3

B

1K=+ =8 +1
Py=Pygy Py =60+15

Y=Y+ —=3+1

2__.22
! Ta="7s12

4 4
Mgy =Ty,

4 all, 4l2__
Mgy = Mgy +7yp* =343
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Zur Erlduterung: Die fehlenden zweiten und dritten oberen
und unteren Zeiger kann man sich iiberall durch Einser ersetst
denken; es ist aber nicht nothwendig, Gruppen, innerhalb deren
keine Gruppen hoherer Ordnung mehr unterschieden werden, oder
mit anderen Worten, welche als Ganzes zugleich eine Gruppe
néchst hdherer Ordnung bilden, mit weiteren Indices zu versehen,
Im ersten Abschnitte der Tabelle wurde die Bildung der Gruppen
erster und zweiter Ordnung der Kiirze halber zusammengezogen.
Letztere kommen nur rechts, und zwar nur in der Gruppe der G,
vor. Demgemiss treten im nichsten Abschnitte der Tabelle nur
links, und zwar nur bei y mit oberem Zeiger zwei, Zerfillungen
auf, wesshalb auch nur links Gruppen dritter Ordnung auf-
treten konnen und der Raum rechts leer gelassen ist. Endlich
kann ein dritter Abschnitt der Tabelle nur rechts vorkommen

und braucht sich nur mit den n-;f zu befassen. Es ist erfiillt
. N

Z P, V., = )a 9, ™, = 740.
%=1 =1

Man kann die Charakteristik jeder Configuration fHusserlich
so umformen, als ob sie einer Configuration von erster Stufe der
Ungleichméssigkeit angebsren wiirde, wenn man die Bedingung
fallen ldsst, dass die Zahlen v, alle unter einander, und ebenso
die Zablen n, verschieden sein sollen. Numerirt man ndmlich
simmtliche Punktgluppen nter Qrdnung einfach fortlaufend von
1 Dbis » ohne Riicksicht darauf, wie sie sich zu Punktgruppen
n—1. Ordnung zusammensetzen, und ebenso alle Geraden-
gruppen nter Ordnung von 1 bis s, und scien p, und g, die
Zahl der in einer Gruppce vorhandenen Elemente, so hat man

» s ”»

= L;)p, g:Ega; 'yp:Z-y;, n'q:z mh-
=1 a=1 o=1 p=1
Beispielsweise erhilt die Charakteristik der Paskal’schen
‘Configuration folgende Form 7", wenn nun P, G,, P,, P, dieselbe
Bedeutung beibehalten, aber eine Paskal’sche Gerade mit G,,
eine Salmon-Caylay’sche mit G,, eine Pliicker’sche mit G,
ein Kirkm ann’scher Punkt mit P, und einer der fritheren Punkte

P, , mit P, bezeichnet wird.
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p=6 n=5=n 9 =15 =z =8=r/|4n’
=246
p=45 7, =6=y+7; g, =60 n2:7:7r§+1rg+.n-‘2'
=2+4 =3+1+3

’2;3:20 R 7:'y§+‘y:§+'y§ g; =20 rr3:7:7rg+n§+7rg

=3+1+3 =1+3+3
[74:60 74—74’*'74 3+1 .(/4:15 7"424:"2
])5:15 '}'5:4:'}‘5-:

Diese Form ldsst noch leichter elkennen, aus welchen neun

Relationen p,. V= ge. 7 sich die Relation Zpo Y = qu,.,

=1 g=1
durch Addition zusammensetzen lidsst. Von diesen neun Glei-

chungen entsplechen aber nur vier, ndmlich p,y> =g, 72, p,v3
=¢,7 PuYs = ¢, 7k, psvyd = g,7) eigentlichen gleichmissigen
Configurationen, die sich aus del Paskal’schen herausheben
lassen; die fiinf Systeme von Geraden und Punkten, auf welche
sich die iibrigen Gleichungen beziehen, sind, an und fiir sich
betrachtet, trivial, weil nicht beide Zahlen ~ und y = 3 sind. Ist
auch die Form 7" in mancher Beziehung iibersichtlicher, so fiihrt
doch, wenn eine Configuration in allgemeinster Weise dadurch
gegeben ist, dass von jedem Individuum der pPunkte P, P,, ... P,
einzeln angegeben ist, welche Individuen G, G,, G, mit ihm
incident sind und umgekehrt, der systematische Weg, der aus
lauter eindeutigen Processen der Abzihlung besteht, stets auf
eine Charakteristik der Form 7. Man kann die eine Form aus
der anderen ableiten.

Es gibt Configurationen von beliebig hoher Stufe
der Ungleichmissigkeit. Man kann sich auf folgende Weise
eine Configuration von mindestens nter Stufe der Ungleichmissig-
keit verschaffen: Auf jeder von zwei Geraden ¢ und &' nehme
man eine gleiche Anzahl (aber mindestens drei) Punkte an, die
man beiderseits in irgend einer Ordnung numerire. Durch jeden
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dieser Punkte lege man irgend eine Anzahl Gerade, und zwar
dureh die gleich vielten beiderseits gleich viel. Je eine solehe
Annahme von Punkten oder Geraden heisse ein Schritt. Auf den
durch den zweiten Schritt gewonnenen Geraden nehme man in
dritten Schritt wieder Punkte und durch die letzteren im vierten
wieder Gerade an, unc zwar wieder, was die Anzahleigenschaften
betrifft, beiderseits in gleicher Weise w. s. f. immer so, dass keine
der neu angenommenen Elemente mit noch anderen als den durch
den n#chstvorhergehenden Schritt erbaltenen ineident sind, damit
die durch die friitheren Schritte festgesetzten Anzahlen spiter
nicht gestort werden; und immer so, dass die verwendeten
Anzahlen =2 sind. Beliebig spit, beim nten Schritt, kann man
nun die Annahme so treffen, dass die Neuwahl von Punkten
oder Geraden in den beiden aus G und &' hervorgegangenen
Systemen, was die Anzahleigenschaften betrifft, nicht mehr in
gleicher Weise geschieht. Die so gewonnenen Systeme S und §’
sind noch keine Configurationen, weil sie, nach dem Eingangs in
der Anmerkung beschriebenen Processe behandelt, wieder voll-
stindig verschwinden wiirden. Wiirden sie aber in irgend einer
Configuration vorkommen, so wire dieselbe mindestens von der
nten Stufe der Ungleichmissigkeit, denn die Geraden G und &
gehoren in dieselbe Gruppe 1., 2, n—1. Ordnung und erst
in verschiedene Gruppen nter Ordnung. Zunichst kann man jedes
einzelne der beiden Systeme so zu einer Configuration erginzen,
dass die durch die unmittelbare willkiirliche Festlegung gewon-
nenen Anzahlen nicht alterirt werden. Der letzte Schritt habe
z. B. in Legung von Geraden hestanden, die zu je einer gewissen,
fir verschiedene Punkte im Allgemeinen verschiedenen Zahl «
durch einen Punkt M gingen. Man braucht nur eine Configuration,
in welcher ein Punkt vorkommt, durch welchen « Gerade gehen,
so zu legen, dass der betreffende Punkt mit M coincidirt. Das-
selbe thue man mit allen iibrigen, durch den vorletzten Schritt
erhaltenen Punkten M. Solche Configurationen mit beliebigen
Zahlen « stehen zur Verfiigung, z. B. die von Kantor in den
Sitzungsber. d. Wiener Akad. Bd. 80, IL. Abth.,, mitgetheilten,
oder es lassen sich leicht aus dem aus vier Punkten einer Ebene
hervorgehenden Netze solche herausheben, z, B. durch Fortsetzung
einer bekannten Construetion am vollsténdigen Vierseit (Hankel,
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Proj. Geom. I., § 3). Um das frither Erreichte nicht zu storen,
hat man hiebei innerhalb der unendlichen Mannigfaltigkeit von
Lagen einer solehen Configuration nur eine endliche Anzahl von
Incidenzrelationen zu vermeiden. Man hat jetzt nur noch die
peiden aus S und S’ hervorgegangenen Configurationen C und C’
zu einer einzigen zu vereinigen. Man kann aber iitberhaupt zwei
beliebige Configurationen zu einer einzigen * vereinigen, in welcher
gie unverindert als Bestandtheile auftreten, indem man einfach
eine Gerade der einen Configuration mit einem Punkte der anderen
gur Incidenz bringt. Hier wihle man aus € und €’ einen solchen
Punkt und eine solche Gerade, welche nicht bereits in S und S’
enthalten waren.

Da man auf einer Geraden, die in einem aus vier Punkten
einer Ebene hervorgehenden Netze enthalten ist, durch Fortsetzung
des Netzes beliebig viele Punkte erhalten kann und durch einen
Punkt beliebig viele Gerade, so hitte man die Geraden & und &/
sowie alle durch die folgenden Schritte erhaltenen Elemente, was
die Anzahleigenschaften betrifft, auch aus den in einem Netze
vorfindlichen ausw#hlen konnen. Nur die Verbindung von €
und €’ hitte in anderer leicht ersichtlicher Weise geschehen
mitssen, Daraus folgt: Aus dem aus vier Punkten einer
Ebene hervorgehenden Netze lassen sich Configura-
tionen von beliebig hoher Stufe der Ungleichmissig-
keit herausheben. Uberhaupt sieht man, dass alle rein lineal
construirbaren Configurationen (collineare nicht als verschieden
betrachtet) sich aus dem aus vier Punkten einer Ebene hervor-
gehenden Netze herausheben lassen, also z B. auch die von
Kantor a. a. O. mitgetheilten und die aus sechs Punkten eines
ebenen Kegelschnittes hervorgehende.

1 Lin System von Punkten und Geraden in einer Ebene bilde eine
einzige Configuration, soll heissen: Man kann von jedem Configurations-
punkte der Ebene zu jedem anderen gelangen, indem man nur auf Geraden
der Configuration fortschreitet und von einer solchen Geraden zu einer
anderen nur in einem Configurationspunkte iibergeht.
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