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Uber die Steiner'schen Mittelpunktscurven

(I1I. Mittheilung)

von
Karl Bobek in Prag.

(Vorgelegt in der Sitzung am 14. M#rz 1889.)

Die Sitze von Steiner, welche ich in der zweiten Mit-
theilung bewiesen habe, lassen sich in gewisser Richtung fiir die
Curven finfter Ordnung erweitern und fiihren dadurch zur Beant-
wortung der Fragen, welche Steiner in §. 19 stellt, in welchem
er die Curven fiinfter Ordnung speciell behandelt. Die inter-
essanteste Frage ist die, ob der Fall vorkommt, dass die innere
Polare eines Punktes in zwei Kegelschnitte zerfillt, ob dies fiir
einzelne Pole oder fiir die Punkte einer Curve stattfindet. Die
Beantwortung dieser Frage fithrt auf die Bedingung, dass eine
biquadratische Form ein vollstindiges Quadrat wird, ldisst sich
daber nur auf vier Gleichungen zurtickfithren, deren gleichzeitiges
Erfiilltsein nothwendig ist. Diese vier Gleichungen stellen vier
Curven 13ter Ordnung dar, und die Punkte der Ebene, welche auf
allen vier Curven liegen, sind solche Pole, fiir die die innere
Polare in zwel Kegelschnitte zerfillt. Die Form dieser vier
Gleichungen ldsst vermuthen, dass im Allgemeinen solche Punkte
nicht auftreten. Wiirde aber eine ganze Curve als Ort solcher
Pole vorhanden sein, so miisste sie ein Theil aller vier Curven sein.

§. 1. Die Enveloppe S% und Ortscurve Q%

Nach den in der zweiten Mittheilung in §. 4 bewiesenen
Sitzen wird fiir eine Curve Hter Ordnung €3 die Enveloppe der
Doppelsehnen S, eine Curve 45ter Classe S3°, welche in den fiinf
Punkten ¢, von C° je einen zweifachen Selbstberithrungspunkt
hat, dessen drei Zweige daselbst die Asymptote 4, von C3 be-
rithren, S3> hat auch G, zu einer 30-fachen Tangente, sowic



-

Steiner'sche Mittelpunktseurven. 52T

die 120 Doppeltangenten von C° zu Wendetangenten. S3° kann
sonst keine Singularitéiten besitzen, da eine Doppelsehne S, die €3,
ausser in den Punkten ¢, b; o, &, welche Endpunkte der beiden
Sehnen sind, nur mehr in einem Punkte schneidet. Thr Geschlecht
ergibt sich daher gleich 43.22—15.19—5.2.3—120 — 361.
Da 035 dasselbe Geschlecht besitzen muss, indem jeder Tangente
von S3° ein einziger Punkt von ;> entspricht und umgekebrt,
so ergibt sich, dass fiir 03 die Summe der Anzahl Doppelpunkte
and Spitzen —43.22—361 =2585. Da die Mitte der 120 Doppel-
rangenten Spitzen von Q3° sind und die fiinf Punkte ao, je drei-
fache Punkte, so hat @3® noch 450 Doppelpunikte.

Nach §. 1, 8. der zweiten Mittheilung hat €® 135 Tangenten
g% deren Beriihrungspunkte 7% in der Mitte zwischen zwei
Schnittpunkten liegen. Diese Punkte liegen auch auf Q% und
konnen Curven 27ter Ordnung durch dieselben gelegt werden, wie
daselbst bemerkt wurde. Da @3° in den fiinf Punkten ao, drei-
fache Punkte hat und ein Zweig daselbst die Asymptote von C?
beriibrt, so schneidet Q#* die €5 ausser in diesen Punkten ¢
und den 135 Punkten 7'° noch in 70 Punkten R° (I, §. b, 3),
durch welche Curven B der 14ten Ordnung gehen. Da die innere
Polare J* eines solchen Punktes R° einen Doppelpunkt haben
muss, weil R0 auf €5 liegt, und iiberdies die Doppelsehne S},
welehe R zugehdrt, in vier Punkten schneidet, so zerfillt J* in
diec Doppelsehne S und eine J2.

Es gibt also auf €° 70 Punkte R’ deren zugehorige
innere Polare in eine Doppelsehne S) und eine Curve
dritter Ordnung J® zerfidllt. Und da ein Punkt, dessen
innere Polare in dieser Weise zerfiallt, nothwendig auf
C® liegen muss, so sind die 70 Punkte die einzigen,
fir welche ein solches Zerfallen stattfindet. (Frage von
Steiner, §. 19, pag. 555.)

Die 70 Punkte R° liegen auf Curven R!* der 14ten Ordnung.

§. 2. Das System der inneren Polaren einer C°

1. Es sei die Gleichung der Curve fiinfter Ordnung C® in
der Form:

O =G+, + i+ diay e, ai+far), = 0 1)
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angesetzt, wie sie in der ersten Mittheilung fiir die C* angenommen
wurde, so dass @y (@—&) = @, ¥;3(y—n) = x, ist, wobei (¢ 5)
die nicht homogenen Coordinaten des Poles P und (z, ) die
variablen Coordinaten bedeuten. Hiebei sind die Coéfficienten
a, b, ¢, d, e, f von der Ordnung O, 1, 2, 3, 4, b, in (§, ).

Dann ist die Gleichung der inneren Polaren J* des Poles p

JE=bi+diat+fay = 0. .2

Die innere Polare J* hat natiirlich P zum Mittelpunkt, und
die von P an J* gehenden Tangenten sind Doppeltangenten
von J*. Dieselben enthalten paarweise die acht Schnittpunkte der
dusseren Polare P* des Punktes P fiir J%, denn diese zerfillt in
die G, #;, = 0, und einen Kegelschnitt R? dessen Gleichung

PE=d2+2fx, =0 ..3)

aus 2) folgt. Es seien 7, T,, T}, T, die vier durch P gehenden
Doppeltangenten von J*, dann stellt das Product 7, . T, . T}, . T, =0
eine Curve vierter Ordnung dar, welche die J* in denselben
Punkten schneidet, wie der doppelt gezihlte Kegelschnitt 32
also muss eine Identitdt von der Form

[(BEpp—AJ* = T,.T,.T,.T,

bestehen, wobei 2 von &, ,, 2, unabhingig ist. Da rechts ein a,
nicht auftreten kann, indem alle vier Geraden durch den
Punkt P, #, =0, o, =0 gehen, so ergibt sich leicht, dass A=4f
ist, und die ldentitét hat also die Form:
(24 2fw P —Af[bi+diai+fal|=T,.T,. T,. 7, ...4)
Es moge

Ai = Ayxi+44, 280, + 64, 2’ 2t + 4Ag, 2+ A, 2y =0 ... D)

die Gleichung der vier Doppeltangenten T} .7,.T;. T, sein, dann
folgt aus der Identitéit 4), dass

[d2]P—4fbh = A, vt +44, 2}z, + 64,00 + 44,0 2+ A2} . .. 6)

ist, und dass also die Coéfficienten 4, die folgenden Werthe haben
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A4, = d;—4fb,
A, = dyd,—4fb,

1 .
4, = 5 (dod, +2d%)—A4fD, ()

A4, = dyd,—4fb,
A, = di—4fb,
2. Hat die innere Polare J* einen Doppelpunkt Q, der nicht
im Pol P oder auf G, liegt, so muss sie noch einen zweiten @’
haben, so dass die Strecke QQ’ zum Mittelpunkt P hat. Der Ort
solcher Punkte P, deren innere Polaren zwei Doppelpunkte
haben, ist eine Curve P2 der wten Ordnung. Soll P selbst ein
Doppelpunkt sein, so kann P nur auf €° oder G, liegen. Liegt
P im Endlichen, so kann J* auf G, einen Doppelpunkt haben,
und bat ihn stets, wenn die dussere Polare 4* von P die G
bertihrt, denn dann muss J* die G, berithren, aber auch durch P
eine Tangente desselben Punktes senden, da P Mittelpunkt von
J* und G, ein Theil der Husseren Polare von P in Bezug
auf J* ist. Der Ort der Punkte P, deren innere Polaren auf G,
einen Doppelpunkt haben, ist also eine Curve P® der sechsten
Ordnung, ndmlich der Ort der Pole, deren dussere Polaren die G,
bertihren. Ihre Gleichung ergibt sich leicht. Aus 1) folgt, dass

A* = b+ 28wy +-3dias +de,ai+ D fay = 0 )
die Gleichung der iusseren Polare von P ist. Soll sie nun die
Gerade Goo, #; = O beriihren, so muss

by = byt +4b, @ v, + 6D, 2% vy +4by v+ b, = 0 ...9)
eine Doppelwurzel haben. Setzt man daher
i = 2(byb,—4b,b,+307)

..10
J= 6(bobzb4+2bibzb3_bg—bob§_b§bz)) )

80 ist
Pf=3—6j2=0 ...11)

die Bedingung dafiir, dass %= 0 eine Doppelwurzel hat,! also
ist P = 0 die Gleichung des Ortes des Punktes P(&r), dessen

t Vergl. Clebsch-Lindemann, Geometrie, S. 229 und 239 oder
P. Gordan’s Vorlesungen, herausgegeben von Dr. Kerschensteiner,
IL Bd,, 8. 179 und 196.
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innere Polare auf G, #; = 0, einen Doppelpunkt hat. Da gie
b; in (&n) linear sind, so enthilt sie P% in der sechsten Ordnung,

3. Die Curve Pz ergibt sich einfach durch ihre Gleichung,
aus der Bedingung, dass 4% =0 aus 5) eine Doppelwurze]
besitzen muss, indem zwei der durch 5) dargestellten Doppel-
tangenten 7, T,, T;, T, in eine Gerade S fallen, die die zwei
Doppelpunkte trigt.

Setzen wir nun analog:

I=2(4,4,—44,4,+34?) 19
J=6(4,4,4,+24, 4, d,— A— A, L2—A24) )
so ist

P, =1*—6J*=0 ... 13)

die Bedingung dafiir, dass 4% =0 eine Doppelwurzel erhilt. Nun
hat offenbar 4% — 0 fiir f=0 zwei Doppelwurzeln, indem es
sich auf (42)? reducirt (6). Es muss also P, den Factor /2 ent-
halten. Es stellt f=0 eben die €3 in (§7) dar, und liegt P auf €3,
so hat J* in P einen Doppelpunkt. Da die 4, in (&%) vom 6ten Grade
sind, so ist P, vom 36ten Grade und nach Absonderung desFactors
f?bleibt als die Ordnung des gesuchten Ortes P% o — 26. Daher:

Der Ort des Punktes P, dessen innere Polare zwei
Doppelpunkte hat, ist eine Curve P3® der 26ten Ordnung.

Wir wollen nun die Gleichung der P25 aufstellen. Fiihrt man
in 12) die Werthe der 4, aus 7) ein, setat:

A = dyd,—d?

_ - oi B'<2 . 1 > %,
D_B_bod % dd+8b 3(l[+—3—(lc,d2 %, d(l+ %, dy

=2 [64(13—41)3(10(11 +2b, (2d*+dyd,)—4b,d,d, +b,d?)

E=Y sy Y gas (2 2tk dorl2> Bab dd+ 3@,

ET TN 30,
= 6[(b,b,—b%) d2-+2(b,b,—b,b,) dod, +

8[)

(bob,+20,5,—30%) <% di+ —;— (lotl2>+2(bibz—l10b3)(l1 d,

+(bob,—07) d |

..14)
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und entwickelt 7 und J nach Potenzen von 4f, so ergibt sich:

23
I= 5 A*—4fD + 42%
..15)
24 3 2p2 3,35
J= 5 N A DA+ AP E—43f%)
und daher
P, = I3—6J* =f*. P35,
wobei
7
P = 2 Ar[3 D293 (A B)) 410 ...16)

und P3°® = 0 ist die Curve 26ter Ordnung, deren Punkte innere
Polaren mit zwei Doppelpunkten besitzen.

4. Liegt der Punkt P auf der Curve AS, deren Gleichung
A =dyd,—d*=0 ... 17)

ist, so ist aus 3) ersichtlich, dass §8* in zwei zu einander parallele
Gerade zerfillt, d. h. die acht Beriihrungspunkte der vier Doppel-
tangenten T}, T, T,, T,, die durch P gehen, liegen auf zwei zu
einander parallelen Geraden, die zu beiden Seiten von P gleiche
Abstdnde haben.

Die 5.6 = 30 Schnittpunkte S° von A® mit €5 sind solche
Punkte, deren innere Polaren in §° einen Selbstbertihrungspunkt
hat. Denn aus 2) folgt, dass ihre Gleichung

Jt=bi+dial =0

ist, da £ =10, und weil d2 ein vollstindiges Quadrat ist, ist der
Punkt 2, =0, 2, = 0 ein Selbstheriihrungspunkt.

Umgekehrt,soll J*—=0 einen Selbstbertthrungspunkt haben,
80 muss £= 0 und 4% ein vollstindiges Quadrat sein. Es gibt
mithin nur 30 Punkte S° auf €% deren innere Polaren
Selbstberiihrungspunkte haben.

Fir diese 30 Punkte S° wird 4% die vierte Potenz eines
linearen Ausdruckes, und die Relationen 15) zeigen auch, dass
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sowohl die Curve I—= 0 als J= 0 durch diese 30 Punkte §°
gehen, indem fiir sie A = 0 und f'= O ist.
Aus

93

I:%Az—4f1)+4zf2i: 0 ...18)
ist ersichtlich, dass die Curve I'* in den Punkten S§° die ¢
beriihrt, und dass also diese 30 S° doppelt gezihlt alle Schnitt-
punkte von C3und I'* darstellen. Die Curve J'°, deren Gleichung
nach 15)

2 308

J= 3 A3—4 fAD44**E—43f3 =0 ...19)

ist, hat in den Punkten S§° Doppelpunkte. Die Tangenten der
Zweige in denselben sind die Tangenten von /= O und A = 0,
wie aus 19) ersichtlich. Es schneidet daher J'® die €® in
jedem Punkte §° in drei zusammenfallenden Punkten, und daher
stellen die 30 S° dreimal gezihlt alle Schnittpunkte von C€?® mit
J1® dar.

Da in den S° die Curve I'? die C? beriihrt, so beriibrt sie
auch einen der Zweige von J'® schneidet also letztere in jedem
der 30 Punkte S° in drei Punkten. Mithin schneiden einander
I'™ und J*® noch in

12.18—38.30 = 126

Punkten B,, die nicht auf C® liegen.

Diesen 126 Punkten R, gehdren innere Polaren zu,
die zwei Riickkehrpunkte haben, denn da fiir dieselben
I=0 und J=0 ist, so hat 4% = O eine dreifache Wurzel, es
fallen drei der Doppeltangenten 7}, T,, T3, T, in eine Gerade §
zusammen, welche die beiden Spitzen trigt, und nur eine Doppel-
tangente bleibt als solche bestehen.

Die 126 Punkte R, sind fiir P2 Riickkehrpunkte.
Denn es ist

f2. P — [—6J? ...20)

und, da fiir einen Punkt R,, f nicht verschwindet, so ist aus der
Gleichungsform fiir P3¢ ersichtlich, dass der Punkt R, ein Riick-
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kehrpunkt ist, und dass die Tangente von J*® in diesem Punkte
Riickkehrtangente von P26 ist.

Da ferner aus 16) hervorgeht, dass P26 die C® in den
30 Punkten S§° beriihrt, so folgt, dass I'* und J!® die P2¢ nur
in den Punkten §° und R, schneiden.

Fir I'? zihlen die 30 S° sowie die 126 R, doppelt und
es ist auch

2.30+2.126 = 12.26.

Fiir J'® zghlen die 30 S° sowohl, als die 126 R, dreifach
und es folgt:

3.30+3.126 = 18.26.

4. Da P28 die C® in 30 Punkten S° beriihrt, so schneidet sie
die letztere noch in 5.26—2.30 = 70 Punkten R, die offenbar
auf der Curve 14ter Ordnung

RY = 3D*+23A(Ai—E) =0 ...21)

liegen. Fiir diese 70 Punkte R° zerfillt die innere Polare J* in
eine Doppelsehne S, und eine Curve dritter Ordnung J3, welche
die Tangente von C® zur Wendetangente hat.

Soll némlich J* zerfallen, so muss nach 2) jedenfalls £ =0
sein, da wir von dem Zerfallen in G, #; = O, absehen, und es
muss die Form vierten Grades 0% mit der Form zweiten Grades 42
einen Factor gemeinschaftlich haben.

Die Resultante der beiden Formen &% und 42 ist nun
b, 4b, 6b, 4b, b,

4

by 4b, 6b, 4b, b,

d, 2d, d,
B= dy, 2d, d, +22)
dy 2d, d,

d, 2d, d

und nimmt einfach die Form an:

—

3
R—=—R* =D+ —%—A(Ai—E),

w
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woraus die obigen Behauptungen folgen. Diese R'™ ist eine der
Curven 14ter Ordnung, die in §. 1 angegeben wurden, welche die
70 Punkte R° ausschneiden.

‘H. Soll die innere Polare J* in zwei Kegelschnitte zerfallen,
d. h. soll J* vier Doppelpunkte besitzen, die im Endlichen liegen,
so muss offenbar 42 ein vollstindiges Quadrat sein und um-
gekehrt, ist 43 = (S,.S0)? so stellen §; =0 und S =0 die
beiden durch P gehenden Geraden dar, welche jede zweij
symmetrisch zu P liegende Doppelpunkte trigt. J* zerfillt dann
in zwei Kegelschnitte, deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt P
ist, da #; = O ein Theil der Polare von P fiir J* ist.

Die Bedingungen dafiir, dass 4% ein vollstindiges Quadrat
ist, lauten:?

pd, = 4y4,— 4%
p24, = 4, 4,— 4,4,
p6d4, = A,4,+24,4,—34; ... 23)
¢.-24, = A/ A,—A4, 4,
pd, = A, 4,— 4,
wo p ein willkiirlicher Factor ist.

Durch Elimination von p ergeben sich die folgenden
Gleichungen, da 4, nicht verschwindet:

H =34,4,4,—A*4,—243 =0

Hy, =94 42— A24,—24 4, A,—6474, =0
H, =84,4,4,—2A4%4,— A A4, =0

H, = 4, A2—44,=0.

.. 24)

Fiihrt man nun in 24) die Werthe fiir 4; aus 7) ein, so ergibt
sich, dass jede den Factor f enthilt, denn fir £ =0 wird
A4} = (d%)* ein vollstéindiges Quadrat. Setzt man daher

Hi = Ht.f,
so ergibt sich:

1 Dr. P. Gordan’s Vorlesungen, II. Bd., S. 197.



Hy == 16f?[3byb,b, — 02 by—63|—4f[(36,0, —2boby) A%+ (3byh,—66%) dyd, + bob, (2% +dydy)— b3 d, )
+[dyd, (2d>—dyd,) by+d2 (dydy—4d?) b, +3d’ d,b,—d 3 b,
Hy, = 16/2[90,b2—0b20,—20,0,0,—60%b,]—4 f{(902—2b,b,—20,b,) d*— (20,6, +120,b,) dyd,
+(664b,—20%)(dyd, +2d%)— 20,0, d, d,—b2 d2) + [ (4d*+2d,d* dy—d  d%) by—2dyd, (8d}+Ddyd,) b,
+6d%(d*+dyd,) by—2d% d b, —d b, ]
Hy = 16f*[3bybyb,— 202 b,— 0, b,1— 4 £ (300, — b,0,) d2—(4b,b,+b,b,) dyd, +byb, (2d*+d,d,)
A(3byby,—20%) dydy—byb, dF)+ | 2d3d, by — dyd, (4d3 + dydy) by +3d2d, dyb, + d3 dyb—diyd, b, ]
H, = 16f* [lzobf‘;—bf[),}] —4f[02d3—20,b,dyd,—2byb,d, d,—b%d%]
+[d2dib,—2dyd, d%b,—2d%d, d,b,— dyd}b,)
und die Punkte P(&n) der Ebene, welche gleichzeitig auf den vier Curven 13ter Ordnung
H =0 H,=0 H, =0 H, =0
liegen, haben innere Polaren, die aus zwei Kegelschnitten bestehen.

Diese Punkte sind offenbar Doppelpunkte von PZS.

Es scheint, dass i. 4. solche Punkte nicht auftreten. Speciell konnten die vier Curven identisch
werden, dann wiirde diese Curve doppelt gezdhlt die P2 darstellen. Sie konnten auch alle eine Curve
niedrigerer Ordnung enthalten, die dann doppelt zn PZ° ziihlen wiirde. Findet dies nicht statt, so ldsst
sich eine obere Grenze fiir die Anzalhl y solcher Punkte angeben. Da nimlich die vier Curven H; sich in
diesen y-Punkten schneiden, so schneidet die Schaar «H, +SH,+yH, —0 auf H — 0O eine lineare Schaar
von Punktgruppen aus von der Zahl Q — 13.13—y und da die Schaar die Beweglichkeit ¢ — 2 hat, so
ist Q wenigstens gleich 13, also kann y hochstens gleich 13.12 = 156 sein.

‘noAIndspund[eI| oYosIoUIa}g
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