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Uber Raumcurven vierter Ordnung erster Art und
die zugehorigen elliptischen Functionen

von

Georg Pick in Prag.

(Vorgelegt in der Sitzung am 14. M#rz 1889.)

Im Folgenden soll eine moglichst vollstindige Darstellung
der elliptischen Functionen als Covarianten einer Raumecurve
vierter Ordnung gegeben werden. Als Arbeiten, welche einen
verwandten Gegenstand, nimlich dieParameterdarstellung solcher
Raumecurven betreffen, habe ich jene von Westphal (Math.
Ann., Bd. XIIT) und Harnack (Math. Ann., Bd. XV) anzufiihren.
Ich gehe indessen hier auf diese Seite des Problems nicht
ein, sondern behandle vielmehr die umgekehrte Aufgabe: die
elliptischen Funectionen von lings der Curve erstreckten Integralen
durch die Coordinaten der als Integralgrenzen auftretenden
Punkte in endgiltiger Form auszudriicken. Die Methode, welche
zur Erreichung dieses Zweckes fiihrt, war durch Untersuchungen
tiber elliptische Functionen im ternéiren Gebiet! bereits gegeben.
Hingegen war es nothig, eine Anzahl von Sitzen iiber die
Covarianten zweier Flichen zweiter Ordnung neu aufzustellen,
da sich, wie es scheint, ausser der oben erwihnten Abhandlung
von Westphal tiber diesen Gegenstand nichts Wesentliches in
der Literatur vorfindet. Der erste Theil der nachfolgenden Arbeit
ist so freilich ausgedehnter gerathen, als urspriinglich beab-
sichtigt war. Ich hoffe jedoch, dass einige in demselben enthaltene
Entwicklungen ein iiber die hier massgebenden Zwecke hinaus-
reichendes Interesse beanspruchen diirfen, als Beitriige zu einer
invarianten theoretischen Bearbeitung des Biischels quadratischer
quaternirer Formen.

1 Diese Sitzber. Juni 1886 und Juli 1888; Math. Ann., Bd. XXVIIL
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L. Theil.

Von den simultanen Invarianten und Covarianten zweier quaternérer
Formen zweiten Grades.

§. 1. Das System.
Zwei quaternire Formen zweiten Grades f, f/ seien sym-
bolisch durch
f=ad =0 =. T—= WP =0 =.
gegeben; gleichzeitig mogen ihre zugehdrigen Formen
(abeu)?,  (a'cu)?
beziehungsweise durch

ut,  ul

bezeichnet werden.! Dann lassen sich die bekannten Invarianten
und Covarianten folgendermassen symbolisch darstellen:
Invarianten:
A=, A = da? A" = (bdV)?, A" = &, A" = dl%;
Covarianten:
r =1} =abia b, v =1%=abypab,,
A = A} = (ad'rr)a,dyr 2%,

= (abd'd") by carbyClaz o .

Diese Formen,deren Kenntnis wohl auf He sse und Clebsch
zuriickzufiihren ist,* haben, wie kurz resumirt werden mag, fiir
die gegebenen Flichen folgende Bedeutung. Die 4 sind die
Coéfficienten der Gleichung vierten Grades fiir die Parameter der
vier Kegel in dem Biischel f+2f' =0. » =0 bedeutet die Polar-
figur von /=0 in Bezug auf f =0, +/ =0 die von /=0 in
Bezug auf /= 0. Endlich ist A = 0 die Gleichung des gemein-
samen Polartetraéders der Flichen, welches zugleich auch Polar-

1 Vergl. die analoge Bezeichnung im ternéiren Gebiet bei Gordan
(Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, S. 288 ff.) und auch
Westphal, a. a. 0.

2 Hesse, Vorlesungen iiber Raumgeometrie; Clebsch, Uber das
Problem der Normalen ete., Crelle’s Journal Bd. LXII. Die Formen finden
sich simmtlich bei Westphal, a. a. O.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCVIIL. Bd. Abth, IL. o, 35
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tetragder von =0 und »' =0, wie tiberhaupt jeder covarianten
Fliche zweiten Grades ist.

Es soll nun bewiesen werden, dass jede ganze und rationale
simultane Invariante oder Covariante der Grundformen f£, £/ durch
die zehn oben zusammengestellten Formen ganz und rational mit
numerischen Coéfficienten dargestellt werden kann. Zuniichst
lisst sich jede Covariante bekanntlich als Aggregat symbolischer
Producte voraussetzen. Als Factoren treten dabei auf: Erstens
solche von den Formen

Gy bay. . 5 oy ULy .
zweitens Klammerfactoren, wie
(abed), (abed"), (aba't'), (ad'b'c"), (a'b'd'd").
Mit Hilfe der Identitiit
(abed) e,— (abee) d,+ (abde) c,—(acde) b+ (bede) a, = 0

lassen sich nun leicht eine Reihe von Sitzen! aufstellen, welche
zusammen den angekiindigten Nachweis bilden.

1. Finden sich in einem Klammerfactor eines
symbolischen Productes drei Symbole derselben
Grundform vereinigt, so kann stets vorausgesetat
werden, dass dieselben drei Symbole noch in einem
zweiten solchen Factor vereinigt vorkommen. Die Um-
formung, welcher das symbolische Product nsthigenfalls zu unter-
ziehen ist, wird nach einer der beiden folgenden Gleichungen
vorzunehmen sein:

a, i, «, |
1 ¥
(abew)a,b,c, = 5 (abeuw)| b, b, b,
¢, € C
1 Y Yo Ya Yy | | O @ a5 @,
:F(abcu) Z % %y 2, || b b, by b,
b4ty ¢ ¢ C3 €y

1
=gt (yzte);

1 Beim Beweise dieser Siitze ist von je zwei Gleichungen, die durch
Vertauschung der Grundformen in einander iibergehen, immer nur eine
wirklich angefiihrt.
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(abeu)(abvw)c, = % (abeu) {(abvw) e,—(acvw) b, + (bevw) a,}
= % (abeu) {(abew)v,—(abev) w,}

= 3 Uy Wy Vy— 5 Uy Vo Wy .

Zu der ersten dieser Gleichungen ist zu bemerken, dass
y, z, ¢ offenbar von einander verschieden sein miissen, daher
mindestens zwel von diesen Grossenreihen aus Determinanten-
resten bestehen. Mit Beniitzung einer solchen Reihe von Deter-
minantenresten ldsst sich desshalb stets die neue Klammergrisse
(yxte:) aus dieser provisorischen Form in einen Ausdruck zurtick-
verwandeln, der nur aus Factoren der oben aufgeziblten Arten
zusammengesetzt ist.

Nach diesem ersten Satze ist klar, dass Klammerfactoren
von den Formen (abed), (abed’), (ad'b'c’), (a'b'¢'d’) immer, be-
ziehungsweise durch Factoren der Formen a,, ai, a,, o} ersetzt
werden konnen, Als einziger ,echter Klammerfactor verbleibt
dann nur (aba'd’).

2. Producte mit dem symbolischen Factor «, (be-
ziehungsweise al) besitzen den wirklichen Factor 4
(beziehungsweise 4”). Beweis hiefiir ist die Gleichung

uuayt, = (abed)(abeu)d,

= % (abed) {(abew) d,—(abdu) ¢, + (acdu) by—(beduw) a,}

=—A4.u,.

4

3. Producte mit den symbolischen Factoren afaf
(heziehungsweise a,ag) zerfallen in Glieder, welche
einen der wirklichen Factoren 4, 4’ (beziehungsweise
A", A") besitzen. Zum Beweise quadriren wir die Identitiit

(abea")u,~(abeu)a;, = —(bea"u) ag+ (aca’n) bg—(aba'v) ey,
wodurch nach Zusammenziehung gleichwerthiger Posten entsteht:

24" ul—2d} dyuaug = 34. (aba'u)*—6b,c.(aba'v)(aca'u),
35%
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(abeu) (abvw) e, = % (abeu) {(abvw) e,—(acvw) b, + (bevw) a,}
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3 3

Zu der ersten dieser Gleichungen ist zu bemerken, dass
y, %, t offenbar von einander verschieden sein miissen, daher
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=—A.u,.

4

3. Producte mit den symbolischen Factoren « aj
(beziehungsweise a,ay) zerfallen in Glieder, welche
einen der wirklichen Factoren 4, A’ (bezichungsweise
A", A") besitzen. Zum Beweise quadriren wir die Identitéit
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35%
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oder, wenn wir auf das letzte Glied rechts Satz 2 zur Anwendung
bringen und dann ordnen

ayahu g = A’.nﬁ——i— A.(abd'u)*.
Hieraus ergibt sich endlich durch Polarisiren die End-
gleichung

3
apabu, vy = A g ve— <4 (abd'w) (aba'v).

4. Enth#lt ein Product mindestens zwei echte (s.
Satz 1) Klammerfactoren, so kann dasselbe in Glieder
zerlegt werden, welche entweder weniger echte Klam-
merfactoren enthalten als der urspriingliche Aus-
druck, oder den wirklichen Factor 4”7 besitzen. Wir
gehen von dem ungiinstigsten Fall aus, wo die beiden ange-
nommenen Klammerfactoren (aba'd’), (cdc’d") keinen Buchstaben
gemein haben. Ein weiterer, in dem Product nothwendigerweise
vorhandener Factor werde durch b, bezeichnet. Die Identitit

(edc'd") by = (bdc'd")e,—(bec'd") dy+ (bedd") cy—(bede’) d,)

lehyt, dass unter Ausserachtlassung von Gliedern, die nach Satz 1
eine Reduction der Anzahl der Klammerfactoren zulassen, stets
vorausgesetzt werden darf, dass die beiden fraglichen echten
Klammerfactoren einen Buchstaben gemeinsam haben. Nun ist
weiter

(abd' b)) (bedd"ya, = — (abd'V"){(bec'd") ay—(acc'd") b}

?
5 (abad'V!) {—(abe'd’) e,

+(abed")ey—(abec’) dy},

l\.|'—=

woraus hervorgeht, dass die beiden Factoren in der Form (aba't’),
(abc’d’) angenommen werden diirfen. Wir schliessen #hnlich
weiter auf Grund der Relationen:

(abc'd’) by = (abb'd") cv—(abb'c") dy—(bb'c'd") ay+ (ab'c’d") b,
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und

(aba't’)(abl'c)ay = (aba’b’) {(abblc"ya)—(aba'c) by}

= % (wbd'd"y {—(aba'd") c\—(ba'V'c) a,
+ (ad'bc") by} .

Es ergibt sich also in der That nach Abtrennung von
Theilproducten mit weniger Klammerfactoren ein Rest, welcher
den Factor

A" = (aba'b’)?
besitzt.

Die bewiesenen vier Siitze gestatten, simmtliche irredu-
cible Invarianten und Covarianten von £, f// unmittelbar
anzusetzen. Man erhilt gerade die oben zusammen-
gestellten zehn Formen,

§ 2. Invarianten und Covarianten mit Combinanten-
eigenschaft.

Die Formen des aufgestellten Systems sollen nun auf Com-
binantenbildung hin untersucht werden. Zu diesem Zwecke unter-
werfen wir dieselben séimmtlich der Aronhold’schen Operation 6,
welche durch die Gleichung

0
0= Ea"” 8al/z

erkldrt wird, in welcher «; die wirklichen Coéfficienten von f,
al, die von f/ bedeuten.
Zunichst ist

of =f, dof'=0;
und ferner findet man leicht:
04 = 44') 64'= 34", ¢A"= 24", 4" = 4", 64" = 0.
Fiir » erhélt man

or = Bal bl (aba'c") (abb'c)),
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und wenn man hier die im vorigen Paragrapben entwickelten
Reductionsprincipien verwendet, ergibt sich

or — 7"—A”’f—|— _g_ A”fl,

Auf dhnliche Weise erhilt man
or' = % A",

Diese beiden Formeln lassen nun erkennen, dass gegeniiber
der Operation ¢ nicht die Formen », +/ selbst, sondern gewisse
aus ihnen abgeleitete, ein besonders einfaches Verhalten auf-
weisen. Diese mit ¢, o’ zu bezeichnenden abgeleiteten Formen
sind bis auf einen gemeinsamen numerischenFactor auf eindeutige
Weise durch die Bedingungen bestimmt, dass sie ganze rationale,
in Grad und Ordnung beziehungsweise mit r, 7/ tibereinstimmende
Covarianten sein sollen, welche den Relationen

do = ¢/, 0¢’ =0
geniigen. Man findet bei geeigneter Verfiigung tiber den erwihnten

numerischen Factor:

—_— 1 " 1 10/

1 1
N =y
p'=r'+3 A" - ) f
Offenbar ist nun
A = (ad'r)azalryrl
= (ad'o¢") a az0.9%,
woraus mit Riicksicht auf die Eigenschaften von ¢, ¢/
oA =20
hervorgeht.
Es ist klar, dass man in dem System des §. 1 die beiden
Formen 7, »/ ohne Weiteres durch ¢, ¢’ ersetzen darf. Das System

besteht dann aus zehn Formen, welche sich auf vier Gruppen
folgendermassen vertheilen:
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I g A
A A, 4" A ,A’V,(
h's
9 9’5
A.

1)

Die charakteristischen Eigenschaften einer solchen Gruppe
M, M, M. . M®
bestehen in den Gleichungen
OM = kM, éM' = (k—1)M",. 0M® =0

einerseits, andererseits in dem Umstande, dass sich die Glieder
der Gruppe bei Vertauschung der Grundformen f, f/ in umge-
kehrter Reihenfolge reproduciren, Wir werden den folgenden
Erorterungen die etwas allgemeinere Voraussetzung zu Grunde
legen, dass wir dahin gestellt lassen, ob bei Vertauschung von f
und 77 nicht gleichzeitig auch ein Zeichenwechsel simmtlicher
Glieder eintritt. In jedem Falle folgt unmittelbar das Bestehen
der Gleichungen

SM® = kMED, .. oM'= M, 6M = 0,
worin ¢ die durch die Relation

—= 9
0=2 w7
Ba,-k

erkldrte Relation bedeutet.

Es soll nun zunichst untersucht werden, in welche Grosse
M) tibergeht, wenn an Stelle der Grundformen £, /7 die linearen
Verbindungen derselben

&S, nf+nf
substituirt werden. Wir beginnen etwa damit,
M = M(& an+E, alyy 0051, af)

auszuwerthen. Sei p der Grad von M in den ag, p’ derjenige in
den aj;, so ist vorerst zu sehen, dass

p—p’ = k.
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Denn durch k-malige Ausiibung der Operation ¢ geht M in
M® tber, dessen Grade daher beziehungsweise

p—k, o' +k

sind. Diese miissen aber nach der zweiten vorausgesetzten
Eigenschaft, beziehungsweise mit ¢/, p iibereinstimmen.

Somit ist M (& as+&, ah, 0 s+7,al) eine doppeltbinire
Form der Verdinderlichen £ », in den £ vom Grade p, in den y
vom Grade p’. Wir denken uns diese Form in bekannter Weise
nach Potenzen von

(&) = &mp—Emy
entwickelt:

M = D7 (o) + D8 (1) . (Bn) + - - A+ 12g- (§0)°"

Die p,, pe—1,. .p, bedeuten hier binére Formen der &
allein von den Geraden k+2¢/, k+2(p'—1),. .k, und durch die
vorgesetzten D sind Polarisirungen angedeutet. Nun folgt auns
der ersten tiber die M gemachten Voraussetzung

OM(E, an—+E, al, n ag+n,ah)

pX
0 (El g+ 52 az/'l:)

(g @+, @)

= k.M (€ ag+& al, nyan—+n,dy),
oder, was dasselbe ist,

oM BVI

ﬁl— BE /2._-]»1\1,

in dhnlicher Weise erhilt man ferner

oM/ oM/
W ‘f/l -+ '—F 772 pumn (k'_'l) . 1\{”,
=1 2
oM®) M)
oE e

ny, = 0.

Hieraus ergibt sich erstens

0 ) )""‘1 0
<‘01 55—1 +n, 3—52 M =0,
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d. h. es fehlen in der obigen Entwicklung von M alle Glieder bis
auf das letzte, so dass wir setzen konnen:

M = p. (En)r"
Zweitens folgt dann aus dieser Gleichung

W= = . ()P

M® = (En)?’
Setzen wir hier berall
§=1,6=0,72=09,=1,
so werden die linken Seiten dieser Gleichungen der Reibe nach

mit den einzelnen M identisch, wihrend rechts die einzelnen
Coéfficienten der Form p} zu stehen kommen. Es ist demnach

pE = ME+(R)ME1 4. . +MOEL,

Mit Hilfe dieses Resultates ergibt sich nun eine sehr ein-
fache Regel zur Bildung von Combinanten. Es sei A (aa, ¢i)
eine Invariante oder Covariante mit Combinanteneigenschatt,

d. h. es sei
A(’s‘az’k’*‘éz all'k; nla[k""ng a{k) = (Sn)5A<aik, a;(k)-
Dieselbe muss vor allen Dingen durch die Formen unseres
Systems darstellbar sein, also

A(ag, ah) = F(4, 4,. A" [, 5 9, ¢'; A),
wo F eine ganze rationale Function bedeutet. Setzen wir in
dieser Identitdt beiderseits an Stelle der a;, afz, beziehungsweise
&, ag—+&, afy, nyaz—+n,al, so entsteht links
(&n)° A, win),

wihrend die rechte Seite in eine ganze rationale Function ver-
schiedener Polaren der Formen

Af = AL 4T 3L, 64444 E E3 4 A7ER, )

fE:fé-.["'f,gz’ ; 2)

05 = 96 +9'%;
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und der Grossen A, (&) iibergeht. Diesen Ausdruck denken wir
uns nach Potenzen von (£7) entwickelt. Dann miissen offenbar
alle Glieder bis auf jenes mit (&) verschwinden. Der Coéfficient
dieses Gliedes ist von den & und % frei und, wie aus seiner Ent-
stehung unmittelbar hervorgeht, ein Aggregat von simultanen
Invarianten der bindren Formen 2), multiplicirt mit Potenzen der
Griosse A. Mit Riicksicht auf den Umstand, dass nur eine jener
bindren Formen von hoherem als dem ersten Grade ist, kénnen
wir dieses Resultat so aussprechen:

Jede simultane Invariante oder Covariante von
fund f/, welche Combinanteneigenschaft besitzt, ldsst
sich als ganze rationale Function mit numerischen
Coéfficienten folgender Grossen darstellen:

1. Die Form A;

2. Die Formen des Systems der bindren biquadra-
tischen Form 4} mit den beiden Variablenreihen & =/,
L =—fund §=¢/, § = —o.

Umgekehrt ist jedes derartige Aggregat, wenn
es nur gehorig homogen ist, eine Combinante.

§. 3. Von der Operation S.

Es soll jetzt eine Operation untersucht werden,deren Studium
in vieler Beziehung fiir das Verstdndniss des simultanen Systems
von f, f/ tiberhaupt niitzlich ist. Doch beschréinken wir uns hier
darauf, die Wirkung derselben auf die Formen 1) des vorigen
Paragraphen und einige aus diesen zusammengesetzte Grossen
zu ermitteln. Die Operation selbst ist definirt durch die Relation

S
worin ¢z, ¢ die wirklichen Coéfficienten von ¢, ¢’ bedeuten. Es
hat keine Schwierigkeit, mit Hilfe der in §. 1 angegebenen
Reduectionsprincipien die Wirkungen $ auf die Formen 1) zu
beurtheilen. Da es iiberdies niitzlich sein kann, die Resultate zu
kennen, welche die einzelnen Operationen

J— 0 / — ! 0
0 = Esoikm, 6 = ZSD,L Ba{k

liefern, so stelle ich dieselben in der folgenden Tabelle zusammen:
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Form Operation 0 Operation 6’
A 2(4'2—A4") 0
’ 3 Iy 0 1 rqn 2
A oA —4a) 4 (AA"—44)
1 1
A" ,_6_ (3:‘1”2—-21{'[[”'—4411") E_ (3A”2——2A'A”'—AA”)
1 3
AIII Z (Al/Alll__AlA/y) Z. (ANAIH_A/A")
AIY 0 2‘(A"’2—A"A’V)
f ? 0
7 0
1 n 1 r II 1,0
—g(A o—A'p") ?(A —A4'y")
1 Vi% Iyl "y 1 w g
+ zg (A4 —16 4’4" +154"%) + 75 F(AA/Y—A'A")
1 J4 12 LG 1 " A
+ g (A4 -4 A") — g Ad—aary
1 1
? III AH?I) ? (A’/I?_AIV?I)
1 1
— g [ — A" A + g FAAY—4" 4"
1 1
+ 5 (A4 —AA™) + g5 (44" —164'A""—154"")
A 0 0

Um die aus dieser Tabelle zu folgernden Formeln fiir die
Operation
S =040
in tibersichtlicher Weise schreiben zu konnen, fiihren wir fiir die
Formen des vollen Systems von 4% noch folgende, amch sonst
tibliche Abkiirzungen ein:
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(AB)* =i, (4B)*(4C)*(BC)*=j, (AB)*4; B} = HE, ,
(AH)ATHE = T?. ++3)
Es ergibt sich dann zuniichst

p 7 . 5 y £
S4f=HY, Sfe = 95, Spi=ggifey SA=0. .4

Hieraus folgt weiter ohne Schwierigkeit

. . 1 . I/ 1 > 4 4]
Si=—24, Sj :—?12, SHEZ—’B‘"Ag) =T =0. )

8. 4. Vonder zwischen denInvarianten und Covarianten
von f, f/ bestehenden Relation.

Um iiber die zwischen den Formen unseres Systems mog-
licherweise bestehenden Relationen vollstéindigen Aufschluss zu
erhalten, bentitzen wir die bekannte kanonische Darstellung der-
selben. Wir setzen also

JE 25 2 -2

[ = hat+d o+ iy @i+ h @y,

= &+ i+ ai+a,
worauf die tibrigen in §. 1 aufgestellten IFormen folgendermassen
lauten:

= Ah (Al )=l it AL 2
1= 6% A 0h, ATt 0y A g A )

o (1242 1 3202 5 92 2 Y2

= G0‘1‘”1+/‘25"2+>‘33’3+X43’4)

A= 36z @2y, . l | (he—2z)
>k

A = 24048, +5) (08, +&) (8 +&) (A6 +6,).

Aus diesen Gleichungen erkennt man ohne Weiteres, dass
nur eine Relation von der in Rede stehenden Art existirt, und
dass dieselbe gefunden wird, indem man x}, 3, 3, o aus den
ersten vier Gleichungen ausrechnet, und ihre Werthe in den Aus-
druck fiir A? einsetzt. Eine nihere Uberlegung zeigt ferner,
dass sich A*als ganze rationale Function der itbrigen
Grossen ergeben muss. Denn bezeichnet man Kiirze halber
die Function

O"" 11) Q'_ 12) (1—13> O_Rt‘)
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mit @ (), so sind die Nenner, welche sich bei der Ausrechnung

von a%, %, @3, @, ergeben, offenbar beziehungsweise o’'(},), w/(3,),
§ : .

(), @'(%,)- Also ist

22 a2 102 a2 / e / /
wiwy iy o' (d) o' (%) ' () w'(2,)
oder, was auf dasselbe hinauskommt,
A2

eine homogene Function vierten Grades der f, 7, ¢, ¢’ mit Co&ffi-
cienten, welche ganz und rational und itberdies selbstverstindlich
symmetrisch in A, 2,, 2,, 2, ist. Indem man diese Coéfficienten in
bekannter Weise durch die 4, 4/, 4”7, A", A" ausdriickt,? erhilt
man zuletzt die gesuchte Relation von der angekiindigten Be-
schaffenheit.

Zur wirklichen Aufstellung eignet sich jedoch dieses directe
Verfahren wegen seiner Umstindlichkeit kaum, und wir wollen
dasselbe daher modificiren. Machen wir nimlich zunichst die
vorldufige Annahme, dass die Werthe der Coordinaten a die

Gleichungen
=0, /=0

befriedigen, oder, anders ausgesprochen, dass der Punkt auf der
durch diese Gleichungen gegebenen Raumcurve liegt. Unter dieser
Voraussetzung werden die aufzulosenden Gleichungen einfacher

B Mk, Ot ) =7

x4 =0
Y 2 J—
hai+. =0
2 2 o
65, ) =17/,

und die gesammte Rechnung wird leicht ausfithrbar. Die irgebnisse
des vorigen Paragraphen geben dann ein ausreichendes Mittel,
sich von jener beschriinkenden Voraussetzung freizumachen.
Mit Hilfe der oben erwihnten Function w (3), welche nichts
1

anderes ist als ﬂAﬁ: fir § =1, § = —2, erhilt man nach dem

1 Zweifel, ol sich hiebei nicht neuerdings Nenner einstellen, lassen
sich von vornherein leicht beseitigen.
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bekannten Lagrange’schen Verfahren aus den vier letztange-
setzten Gleichungen

’(A,) a1 1
o= @ 6 A

oder
w'(A) @t = % (' A—r).

Da nun aus dem Eingangs dieses Paragraphen angegebenen
Werthe von A sich
A* = 6%/ (A o’ (X) o (0w’ (A,) 2} a2l

ergibt, so hat man offenbar

Az_§4[f4] b=t G=
oder
J— 1 Y
“‘ﬂ(“h)'

Endlich ist nach §. 2 fir f =0, f/=10

+ — Jo—
r=¢ =9,
also auch

= 2%1 (do)* ...0)

Wir wollen jetzt die Annahme f—= 0, /= 0 fallen lassen.
Wir betrachten zu diesem Zwecke die Differenz

1
AP — 2—4 (A(PY&;

von welcher folgende Eigenschaften feststehen: Sie ist eine
ganze rationale Covariante unserer Grundformen, besitzt Com-
binanteneigensehaft und muss sich durch die 4, / und ¢ ganz
und rational darstellen lassen; sie verschwindet ferner fiir f=0,
=0, besitzt also keine Glieder, die von diesen beiden Grossen
frei wiren. Wir setzen dieselbe nach dem Satze des §. 2 an und
denken uns den fraglichen Ausdruck nach der Dimension in den
/ geordnet, so dass wir von Bestandtheilen erster, zweiter, dritter



Raumeurven vierter Ordnung erster Art: 551

und vierter Dimension sprechen kionnen, die dann natiirlich in
den ¢, bezichungsweise von der dritten, zweiten, ersten, nullten
Dimension sind. Jeden einzelnen dieser Bestandtheile denken wir
ferner nach Potenzen von

fe'—t's = (f¢)

entwickelt. Die Coéfficienten der einzelnen so entstehenden
Glieder sind dann Polaren von Formen des Systems von A¢ mit
den Variablenreihen f/,—f; ¢,—¢. Welche Formen in Betracht
kommen, erfahren wir einfach durch Abzéhlung der Grade in den
Coéfficienten und Variablen der Grundformen. Auf solchem Wege
gelangen wir zu dem Ansatz:

1 ; . N . .

A =57 (A9)'+ U, . (Ho)(Hf )+ Uy 1. (Ap)*(Af)*+ Uy . (do)(4f)?
+ U, .. (Ho)(Hf *+ U, .i* (Af)*+ Uy 5. (Hf)*
+U;.5-(fe)"

wo die U numerische Coéfficienten bedeuten. Zur Bestimmung

dieser Coéfficienten unterwerfen wir die erhaltene Gleichung der

Operation S, was leicht mit Hilfe der unter 4) und 5) in §. 3

angegebenen Relationen zu bewerkstelligen ist. Dies liefert eine

ausreichende Menge von Bestimmungsgleichungen und es ergibt
sich schliesslich:

1 | ;
A% — 573 (A(f,;)“-}- 23;4 (H()o)?(ﬂ']‘) + 573 (AS")Z(A/)Z
+ QJ—?,z (4g)(47)*— m (Hy) (Hf)? 7
g (41— galgs B

§ 5. Vergleich mit dem System einer ebenen Curve
dritter Ordnung.

Die tiefgehenden Analogien zwischen dem System einer
ebenen Curve dritter Ordnung und dem Formensystem, von
welchem einige Bildungen hier besprochen worden sind, mogen
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in Kiirze noch angedeutet werden. Gegentiber den Grundformen
1, ' spielen die Covarianten gleicher Ordnung ¢, ¢’ genau dieselbe
Rolle wie die Hesse’sche Form gegeniiber der terndren Grund-
form dritter Ordnung. Unter Anderem spricht sich dies in dem
Vorhandensein einer Identitit aus:

(ap'uv)? = (d'puv)?,
welche das genaue Analogon bildet zu der bekannten Relation
(aow)® = 0

zwischen der terniren Form «2 und ihrer Hesse’schen o1 Ich
fiihre dieselbe hier ausdriicklich an, weil im folgenden Theile
auf sie hinzuweisen sein wird.

Man kann nun fragen, was in unserem Systeme dem syzyge-
tischen Biischel der Curven dritter Ordnung entspricht. Zunschst
bietet sich ein System von oo? Raumcurven

#f+dro =0, Jf'+No’ =0

. ./
mit den beiden Parametern —f'—, %, von der Eigenschaft, dass
A

\

durch jeden Raumpunkt eine Curve hindurchgeht. Fiir viele
Fragen kann diese Curvenschaar als das gesuchte Analogon
gelten; das Studium derselben erfordert, wie leicht ersichtlich,
die getrennte Verwendung der beiden Processe 6, 6’ (siehe §. 3).
In den meisten Fillen indess wird eine Mannigfaltigkeit von nur
ool Raumecurven in Betracht zu ziehen sein, welche in der obigen
Schaar enthalten ist und durch die Gleichungen

wf+2p =0, #f'+2'=0
gegeben ist. Die Curven dieser Schaar erfiillen die Fliche vierter
Ordnung
fo'—f'e =0,
durch deren jeden Punkt eine der Curven hindurchgeht. Fiir
diese Curvenschaar bildet die Operation S das ausreichende
Mittel der Untersuchung.

1 Obige Identitit folgt ohne Weiteres aus der bei Westphal, a. a. O
8. 8, Gleichung 5) angegebenen; daselbst wird auch auf die Analogie mit
der Salmon’schen Identitit hingewiesen.
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II. Theil.

pie elliptischen Transcendenten als Covarianten der Raumcurve
vierter Ordnung.

8. 6. Formeln fiir eingliederige Argumente.

Lings der Raumeurve vierter Ordnung

f:ai:O}

f[=af=0

werde das elliptische Integral erster Gattung

B  (hitdE)
u /dwﬁ _f aa; (a,,ak akah)

hinerstreckt. Das Differential

(hEEdE) U Og—VpUge
azob (wai—apay) — agag(ea'uv)

dwe =

enthélt zwei Reihen willkiirlicher Punktcoordinaten %, &, oder in
der anderen Schreibweise zwei Reibhen willkiirlicher Ebenen-
coordinaten #, v

Die erste zu losende Aufgabe ist die Berechnung von ¢ (u).
Fiir kleine u ist anniherungsweise

1
‘}'u _— ? )
und wenn y nahe bei x liegt,
(hkzy)

U = — .
I / ]
i () ath—ay af)

Somit wird unter dieser Voraussetzung

faz0)(a, al—a,al)} ®
(hkezy)?

yu =

Wir bestimmen nun einen Ausdruck von der Form
P(h, &, 2, 9)
(hkzy)?

folgenden Bedingungen gemiiss:
Sitzb. d. mathem.-naturw. CL. Bd. XCVIIL. Abth. IL a. 36
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1. P(h, k, @, y) ist cine ganze homogene Function zweiten
Grades mit numerischen Coéfficienten von jeder der Variablen-
reihen A, k, 2, y und von den Coéfficienten der Grund-
formen £, f7;

2. P(h, k, #, y) besitzt Covarianten- und Combinanten-
eigenschaft;

3. P(h, k, z, #) = {a, (e, tf—a.a})} 5

Pl k, , y)
(hkzy)?

Durch diese Forderungen ist der fragliche Ausdruck, wie
sogleich gezeigt werden soll, vollkommen bestimmt. Wir werden
nachweisen, dass er nichts Anderes ist als yu.

Zunichst kann man P(k, k, 2, y) auf Grund der Eigen-
schaften 1)und 2)als ein Aggregat mit unbestimmten numerischen
Coéfficienten von gewissen einfacheren Combinanten darstellen;
diese sind Producte zu je zweien von Determinanten der Form

ist von & und % unabhiingig.

ay t, @ G, |

(pg, 7s] =

! ] ! .0
ay

wobei die p, ¢, r, s durch A, k, @, y irgendwie zu ersetzen sind,
mit der einzigen Beschriinkung, welche durch den Grad der
Form P(h, k, z,y) in den einzelnen Coordinatenreihen gesetzt ist.
Nachdem alle jene von den Gliedern dieser Gtestalt unterdriickt
sind, welche in Folge der Lage von @ und y auf der Raumcurve
verschwinden, beh#lt man ein Aggregat von 14 Gliedern. Die
14 numerischen Coéfficienten bestimmen sich durch die Forde-
rungen 3) und 4). Um 4) zu gentigen, hat man nur in der Ent-
wickelung jedes der beiden Ausdriicke

POh—+pk+vae+py, k, z, )
P(h, ph+Me+vae+py, x, y)

nach Potenzen von 1 den Coéfficienten von A! gleich Null zu
setzen. Die Rechnung ergibt, dass hiedurch die Verhiiltnisse
jener 14 Unbekannten bestimmt sind. Der iibrigbleibende Factor
ist dann aus der Forderung 3) zu entnehmen. Man erhiilt so:



12Pih, k, z, y) = [hk, zy]*+[hz, ky|*+[kz, hy|*—|h?, xy|(k?, vy}—{hx, hy)[k, ky)
+2{[h? kx| —[hEk, ha|} .[ky, zy|+2{[K?, hal—[hk, k2)} . (hy, zy)
+2{[h kyl—[hk, hy)} .[kz, zy)+2{[k? hy|—[hk, kyl} .[he, 2y
+10[hz, kx)[hy, ky).

..8)

Um nun zu beweisen, dass in der That

j _ Pk y)
! (fJ d"’ﬁ> = 7 (hkwy?)
beniitzen wir den Umstand, dass in Folge der Covarianten- und Combinanteneigenschaft beider Seiten dieser
Gleichung ihre Richtigkeit bloss an einer passenden Normalform der Raumcurve gepriift sein muss, um allgemein

festzustehen. Als solche Normalform wihlen wir
at =282 —2x,x,+2 9572
o} = w0y +gui—4
< in welclie sich ein allgemeines Formenpaar iiberfilhren lisst, unter der Voraussetzung, dass g, und g; gemiss
% den Relationen (vergl. §. 8)
1 =27.3%¢g,, j=—2'.3%,

bestimmt werden. Denn die Combinanten ¢, j erhalten gerade diese Werthe, wenn man sie an obiger Normalform
ausrechnet.

1y 101870 SUNUPI( T0}0IA TAINOWNEY
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Es wird aber ferner bei Annahme dieser Normalform
ds
\/433—92 S—Ys ’

dCJJE =

wenn zur Abkiirzung

g’ I
&
gesetzt ist. Ist demnach

oo o o]
v :fdwe w :fd"’h
z 4

so wird
% = v Z—: = yw
= 400, ;: = 40~y

x
u :fdwi —w—o.
v

Berechnet man weiter den Ausdruck Mm,_y)

(hkzy)?
gemachten Voraussetzungen, so ergibt sich derselbe in der That
gleich der rechten Seite der bekannten Formel fiir ¢ (w—wv).

Sonach ist allgemein

nach den

P,k 2, y)
7(%; 95 5’3):‘W; ..9)

wenn u, g,, g, die Grossen bedeuten:

u-fdw,

g, = 32 o) ...10)

——— -

gs - 210 34])
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§. 7. Berechnung von a(fdwg>.
Y

Die wirkliche Aufstellung der Formel fiir ¢’z will ich iiber-
gehen. Es gentige, auf die doppelte Moglichkeit der Ableitung
derselben hinzuweisen. Man kann némlich erstens die Uber-
Jegungen des vorigen Paragraphen direct auch fiir y'« durch-
filhren. Oder man findet 9'», indem man die fiir yu aufgestellte
Formel differentiirt. Zu diesem Zwecke hat man von dem
bekannten Cayley-Nother'schen Verfahren! Gebrauch zu
machen, welehes sich fiir unseren Fall folgendermassen aus-
sprechen ldsst. Sind M, N Formen mten Grades der a;, und ist

0w — (hlcé’dS)
a; af (a,,a,—aka,z)

d(N>__ If; ', M, N|
du\M)~  4dm.mM* ’

so wird

worin |f, f/, M, N| die Functionaldeterminante der vier Formen
bedeutet.
Um ou zu berechnen, gehen wir von der bekannten Relation

0*log a(p—1)

soay 1Y)

aus; durch zweimalige Integration folgt

[ [+ to=tagas
— —P)dodd -
o(v—w")o(w—v') = o(v—v)os(w—w')e “* W

Wenn wir unter Annahme eines ginzlich willkiirlichen
Punktes 2 der Curve folgende Substitutionen machen:

x' y'
f{[wE, w _fdwg, v fdwe, w' :f‘l"’«h
z z
3 3
t]o:fdwg, Y :f‘l‘*’b
2z z

1 8. Nother, Ber. d. Erlanger phys.-med. Soc. vom 14. Januar 1834,

—_—
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so verwandelt sich die letzte Gleichung in

z z' 7 Y
a(fdwe)a(/dw;_):—-c(f(lw5>a(f(lw5>
y' y ! y'
- Wr dwer o (th
f f dog dwgr . kkEE)E)

Lassen wir nun o/ mit @, y' mit y zusammenfallen, 80 erhilt
die linke Seite die Gestalt

[« (L

wihrend sich die rechte Seite zunichst unter der unbestimmten
Form 0. oo darstellt, und somit durch einen Grenziibergang aus-
zuwerthen ist. Dies gelingt auf folgende Weise. Es ist

(hkza") (hkyy") (Rk&dE) (RKE'dET)
108 Ghltary? ) iiyay (hkay)(hkya) ff  (hkEE)?

. [RE, k&) 1.[RE', K ]
ff“"’"l RO (772
setzen wir also

Q(hy k, & &) = [RE, kE].[RE, kE"|—P(h, k, &, &),

so wird auch

i = _ “ (hkxy")(hkya')

‘ <fy d"’ﬁ> "(fy d”’f) = _°<£‘l"’ﬁ> “(f do ) (Wl YRy
f f du) dwpr ———212 12 ACTARF)
N NS

Jetzt ist der Exponentialfactor der rechten Seite eine fiir
z' = @, ¥y’ = y endlich bleibende Grosse und die Auswerthung
des algebraischen Theiles ist leicht bewerkstelligt, wenn man
bedenkt, dass fiir solehe 2/, y', welche beziehungsweise z, y
unendlich nahe liegen, die Gleichungen

O\ (hkza')
’ (ﬁd(ﬂs) 7 [ha, k2]

v hkyy))
o i) = — )
<f, : (hy, ky]

gelten.
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Es ergibt sich somit:
Qhy 1y, EY)

. <f2w> [ (hkzy)? . fy fy dwg Q0+ . 11)
v

haz, kx|.[hy, ky)

g2» g5 haben dabei die im vorigen Paragraphen festgestellten
Werthe.

8. 8. Formeln fiir viergliederige Argumente.

Wir wollen jetzt Argumente von der Form

u—‘ f+f f (Zw;

in Betracht ziehen; dabei sollen &', 2", ", " beliebige Punkte
der Curve sein, ¢, o”, o'/, o’ aber vier solche, welche in einer
Ebene liegen. Die Lage dieser Ebene ist nach dem Abel’schen
Theorem gleichgiltig. Wir nehmen dieselbe, um zur Darstellung
der elliptischen Funectionen solcher Argumente zu gelangen, fiir
den Augenblick so an, dass sie durch 2", 2", " hindurchgeht.
Heisst ihr vierter Schnittpunkt ¢/, so erhilt das obige Argument

die Form
U :f‘le'
“/I
Es ist also

i ! _ Pk y)
v [(\/,,‘, o f,lf dwE (hkx’y’)2 ’

Unsere Aufgabe ist also nur, auf der rechten Seite dieser
Gleichung ¢/ wieder durch 2", 2, " auszudriicken. Setzen
Wwir nun

Jl J— Rxll_l_PwH/_l_vxlv

80 bestimmen sich die Verhiltnisse der A, p, v durch die beiden
Bedingungen

=0, af =

So erhalten wir die Werthe der Coordinaten von y'; wir
wollen dieselben oben einsetzen, gleichzeitig aber £, k mit &/, 2"

zusammenfallen lassen. Nach leichten Reductionen ergibt sich so:
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z! z" ' zlV- l __R(.’L", .%‘”, mlll, a;/v)
7 D’+ U’-‘-I- o:’- o fwg | = (.:L"a}".r’”a,‘”)z ,...]3)

worin R folgende Bestimmung hat:

12R = (12, 34]2+[13, 24]2+[14, 23]

—2[13, 14][23, 24]—2[12, 14][32, 34]—2[12, 13][42, 43]...

—2[31, 32][41, 42]—2[21, 23][41, 43]—2[21, 24][31, 34],
wenn abkiirzend
[@®z®, a®r®] = (B, 70]

gesetzt wird. Es verdient bemerkt zu werden, dass zwischen R
und dem im vorigen Paragraphen verwendeten ( die Relation

_R(.Z'l, .’l/‘”, wll/, w/v) — ———Q(-’L'I, .’17”, wll/, ‘,L./v)

besteht, sobald wirklich alle vier Punkte & auf der Curve liegen.

Ich tibergehe nun die entsprechende Formel fiir 4'«, welche
unter Anderem wieder leicht durch Differentiation zu erhalten ist.
Dessgleichen soll die Ableitung einer Formel fiir s« unterbleiben.
In diesen Beziehungen gentigt es, auf die Entwicklungen von
Herrn Klein in § 5 seiner zweiten Abhandlung iiber hyper-
elliptische Sigmafunctionen (Math. Ann., Bd. XXXII) zu ver-
weisen.Die dort niedergelegten Resultate tiberFunctionen beliebig
vielgliederiger Argumente lassen sich — wenigstens fiir ellip-
tische Functionen — ohne jede Schwierigkeit auf das ternire
und quaternire Gebiet iibertragen.

§ 9. Anwendungen der bisher entwickelten Formeln.

Jene Formeln, welche die willkiirlichen Hilfspunkte &, &
enthalten, gestatten Umgestaltungen durch Vornahme gecigneter
Specialisirungen dieser beiden Grossen.! Insbesondere kommt
man zu interessanten Resultaten, indem man &, % in irgendwelcher
Weise mit #, y zusammenfallen ldsst. Auf die betreffenden End-
formeln, welche leicht durch Grenziibergang gefunden werden
konnen, soll indess hier nicht niher eingegangen werden.

1 Vergl. meine oben citirte Note (Diese Ber., Juli 1888) §. 2.

.14)
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Die Formel des vorigen Paragraphen kann als Ausgangs-
punkt fir die Ableitung mehrerer weiterer Formeln dienen, indem
man mehrere der Grossen ', 2”, 2", ¥ zusammenfallen lisst.
Auch hier sind geeignete Grenzbetrachtungen nothig, da die
gesuchten Ausdriicke sich zunichst in unbestimmter Form dar-
bieten.! Es lassen sich jedoch in den meisten Fillen diese Grenz-
betrachtungen umgehen, dadurch, dass man die gewiinschte
Formel unabhingig aufzustellen versucht. Beziiglich der inter-
essantesten von den hieher gehdrigen Anwendungen soll dies im
Folgenden durchgefiihrt werden. Es sollen ndmlich die elliptischen
Functionen des Argumentes

U= 4f{lw5

berechnet werden, unter o einen der 16 Wendeberithrungspunkte
der Raumcurve verstanden.
Zu diesem Zwecke transformiren wir das Differential

dorn — (hkEdE) L

YT adi(wnd—apal)’
indem wir die Hilfspunkte %, & ersetzen durch

h: = gep:, ki = Lol

wo ¢, ¢f* die §. 2 eingefithrten Formen bedeuten. Es ergibt sich

1 pdo'—¢'dy
2 A ’

(le =

wo zur Abkiirzung das Argument £ bei den Formen ¢, ¢/, A weg-
gelassen ist. Setzt man nun fiir A gemiss §. 4 seinen Werth

T
ﬂ (ASO)47

und bezeichnet man ferner ¢f, ¢f* beziehungsweise mit ¢,, —¢,,
80 nimmt das Differential die gewdhnliche bindre Gestalt des
elliptischen Differentials erster Gattung an, ndmlich

-_—
1 Vergl. ebenda & 8. In allen Fillen leistet die §. 5 aufgestellte
ldentitiit Gleiches, wie die Salmon’sche Identitiit a. a. O.
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i

Wir wollen nun gleich eine weitere Normirung zu dem Ende
treffen, dass die Werthe der Invarianten, gebildet fiir das bindire
Differential, mit jenen g,, g, tibereinstimmen, welche in §. 6 als
Invarianten unserer elliptischen Functionen berechnet worden
sind. Nun zeigen aber die Relationen, welche dort entwickelt
sind, ohne Weiteres, dass die Form

1 4

dwg = .- 15)

genau jene ¢,, g, zu Invarianten hat. Desshalb schreiben wir
jetzt statt 15)
_(ede)

VFEQ©Q'

und auf dieses Differential bringen wir nun die bekannten
Formeln, welche fiir das bindre Gebiet gelten, zur Anwendung.
Wir setzen also

2dw W — —F——

_(edt)
VF()

wo ¢ einen der Verzweigungspunkte von \/F () bedeutet. Dann
ist nach Hermite

= u,

7Q2u) = ;1((3
, (%)
1= OVE®D

unter H, T die beiden Covarianten von I’ verstanden, Die untere
Grenze ¢ des Integrals « entspricht, weil fiir dieselbe F(¢), also
auch A verschwindet, einem der Hyperosculationspunkte der
Curve; die obere ¢ sei bestimmt durch

&9+ = 0;

2u = 4/;le.

demgemiiss ist
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Anderseits findet man leicht aus der Definition von F(¢)

1

1 ,
H(e) = g5 52 (AB)"4iBe, T() = g5 55

(4B)*(CB)A}B C}.
Somit ergibt sich

! (4f dog) = — 25 4BV ((;4::)) (By)*

..16)

(4 (i) = — L (4B)(CB)(A49)*(By)(Cp)®
(8 )= — g PR P,

wobei rechter Hand « als Argument der Formen einzusetzen ist.
Diese Gleichungen entsprechen den Hermite’schen Formeln
fiir das bindire und den Brioschi’schen fiir das ternire Gebiet.



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database
Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der Akademie der
Wissenschaften mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse

Jahr/Year: 1889
Band/Volume: 98_2a
Autor(en)/Author(s): Pick Georg

Artikel/Article: Uber Raumcurven vierter Ordnung erster Art und die
zugehdrigen elliptischen Functionen 536-563


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=7341
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=34795
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=176841

