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Wahrscheinlichkeiten im Gebiete der aus den vierten
Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen

von

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

Ich werde in dieser Mittheilung einige Sitze tiber die
Wahrscheinlichkeit des Auftretens gewisser arithmetischer Eigen-
schaften des grossten gemeinschaftlichen Divisors von » aus den
vierten Einheitswurzeln gebildeten ganzen complexen Zahlen
ableiten.

Ist p.— a4 f3i eine aus den vierten Einheitswurzeln gebildete
complexe Zahl und setzt man

()= [t [+ 5] i =) + (83
50 ist
No—p) =5

Die ganze complexe Zahl {u} kann die an p zunichst
liegende ganze complexe Zahl genannt werden. Leitet man nun
aus den zwei gegebenen ganzen complexen Zahlen m und m, die
ganzen complexen Zahlen m,, m. ..., m,, durch die Gleichungs-

kette

m

m—{—m, = m
{m.l} ! *

my
my—{ = rm, = my
my

m,—q

m,_1— { % m, = m,41

v

41*
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ab, so ist
N (m)

—2*/

N(m, ) =

und daher muss man schliesslich durch Fortsetzung dieses be-
kannten Verfahrens, da alle Normen ganze nicht negative Zahlen
sind, zu einer von Null verschiedenen ganzen complexen Zahl
mit kleinster Norm gelangen, welche bekanntlich der grosste
gemeinsame Theiler von m nnd m, ist und mit [m, m, | bezeichnet
werden moge. Ist [m, m,] eine Einheit, so sind die zwei ganzen
complexen Zahlen m und m, theilerfremd. Hat man eine Reihe
von ganzen complexen Zahlen von der Form a—+bi i, 4,. .7,
so ldsst sich in bekannter Weise mit Hilfe des eben erwihnten
Verfahrens ihr grosster gemeinsamer Theiler [z, 4,,. ., 4] ab-
leiten; derselbe soll in den folgenden Zeilen, wie auch alle
anderen auftretenden ganzen complexen Zahlen, stets als im
Gaussischen Sinne primér vorausgesetzt werden.

Der Inbegriff aller im Gaussischen Sinne prim#ren Zahlen
von der Form a+-b¢ ausser der Null, deren Normen nicht grosser
als ¥(n) sind, moge, wie in meinen fritheren Arbeiten, mit ()
die Anzahl der Individuen des Zahlencomplexes (z) mit ()

bezeichnet werden und es soll Z ausdriicken, dass die Summation
z=(n)
beziiglich & iiber alle %(n) Individuen des Complexes (n) aus-
zudehnen ist,
Ist f(«) eine irgendwie definirte Function 4 ein Divisor
der ganzen complexen Zahl & und

D @)= F@),

wo die Summation iiber alle primiiren Theiler von o zu erstrecken
ist, so kann man die Summen

/
Z F(liy, 4,,. - 0)); Z F({iy, iy - -y 3]),
£y bage e, 2, = () By fgyeesty = (1)

wo die Marke am zweiten Summenzeichen anzeigt, dass die
Summation nur iiber alle Combinationen der vten Classe ohne
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Wiederholung der U(») Individuen von (u) zu erstrecken ist,
leicht nach den Functionen f()) ordnen. Beriicksichtigt man
nidmlich, dass die Function /() nur dann auftreten kann, wenn
(¢ tyy- -+, ) ein Vielfaches von A ist, sowie dass der grosste
gemeinsame Theiler der Zahlen 4, 7,,..., 4, nur dann ein Viel-
faches von 2 sein kann, wenn jede von ihnen diese Eigenschaft
besitzt, so erkennt man, dass der Coéfficient von f(2) in der
ersten Summe gleich der Anzahl der Variationen der vten Classe

von o (N@)) V(x)>

ist, wihrend er in der zweiten Summe mit der Anzahl der Com-

Elementen mit Wiederholungen, d.i. gleich 9’ <

binationen der vten Classe von %[( > Elementen ohne Wieder-

N )
Q[( n )
holungen, d. i. mit N(%)/ | iibereinstimmt,
v

Man hat daher die Relationen:

M (i S‘fO)QI< )>

Yy layer ey 2, =(n) =(n)

Y Ry i) = Zf@(( ))

Ty lyye e ny By = (1) h=(n)

Nun ist, wie ich gezeigt habe,!

N0 4 e /NG (e, 1<)

A(m) =

und daher kann man diese Gleichungen auch in folgender Weise
schreiben:

Z F(liy; 4, .-, 4) —<NN(M)> Z j(,—gg,—

Mtgre ey 2y = () k= (n)

%=vy—1

-3 T e e e

= 7l #*=0

1 ,Zur Theorie der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten com-
plexen Zahlen.“ Denkschriften der kais. Akademie der Wissenschaften,
mathem.-naturw. Classe, 50. Bd.
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5 At =5 S O

Tislyye e oyty = () = (n)
¥ (n) c M N'(n)n
+ %(4 o T Vm )— 4),(\]\,)@; 0.
=) v
Da

53 G0 () o)<

r=(n) 2=0
g vl ‘
<N@w) ™ Z(:) D f03+‘<2N w3 Y IO
o = OIMONIE A= (n) N(l)g !
P R e
"= ()
<AN(w)'"® )\;) N(I; )(Av)__ + BN (n)"—* >>T:') N(];?)—l +

1
+H<KEN@n)" =

.
A= (n) \/N()‘) |

"~ /0)
. +GN (n) | > éin)

r=(n)

ist, wo 4, B,. ., G, H, K fiir alle Werthe von # positiv und endlich

sind, so erh#lt man, falls

F)
M@

A= (c0)—()

o=+ By losg N(n) (6,>0)
N(n)w

ist, die Gleichungen

F((i,, z‘z,...,iv])=<M\;En)>v Z 1\{((1?

r=(co

Uy fgueeyty = (1)

ZI F([iu iz; 2 i"]): n;]:]"V(:l') Z N(

Ayt ey 2, = () k=(c0)
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wo

1y < N(n)v *(a, +B, log N(n))+2 N(n)v__

e N(n) g
Q)

A < 5 N(n)v— (o, 4B, log N(n))+Kn'™ 3 AV
1< ;) VIO

ist. Berticksichtigt man, dass nach den fritheren Definitionen
) 1 _ Z F()
)\;o S NOYy )_:;o) NGy T, 4 NOY

und, wie ich a a. O. gezeigt habe,

2, N(x) = 0L,

L= (00)
ist, wo

k=00 1

Z = =£¢0)

=1 1
. AW

h=o0 (—1p rzoo sin o

X_ZI Er—1y — 21 o =L

ist, so kann man diese Gleichungen auch in folgender Form
schreiben:

. 1' __"M R
Z F(liyy - "'D—@C(V)L«; Z‘ Ny e

iy e e ey ty = (1) k= (00)

! L n_ mN@ F()
2 Pl D= E 0 r 2y

By dgyeenyty = ()

Ist nun F(w) gleich 1 oder O, je nachdem « eine vor-
geschriebene Eigenschaft besitzt oder nicht, so stellt

Fli;, 4, .., 1)),

Tyy tyy e ep by, = (1)
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beziehungsweise

Mo Ry iy i)

Ty Ugye v ey dy = (1)

die Anzahl jener beliebig gewihlten, beziehungsweise ungleichen
Zahlensysteme ¢,, 4,,..., 7, dar, deren grossten gemeinschaftlichen
Divisor die durch die Function F(a) charakterisirte Eigenschaft
zukommt. Da nun die Anzahl der Werthsysteme 4, 4,, ., ¢, im

ersten Falle %*(z), im zweiten aber <%[ En)) ist, so driickt der

Quotient
F(iy iy, .., 4))
Uy dage e vy ¥y = (1)
0= 20 () ’
beziehungsweise
/ 3 . 3
F([i, 4. -, 4]
Ty laye eyt =(n)
— Ql 2

9{(12))

s

die Wahrscheinlichkeit W(x) aus, dass der grosste gemeinsame
Divisor von v willkiirlich herausgegriffenen (gleichen oder ver-
schiedenen), beziehungsweise von einander verschiedenen ganzen
complexen Zahlen des Zahlencomplexes (z) die durch die

Function F(«) charakterisirte Eigenschaft besitzt.
Da nun, wie man sofort sieht,

W (n) = <ﬂj\$n)>v +9N (n)"_%

<QI (n)) = <%(n)>v % +0N(n)'~ %

v

ist, wo 9 und ¢ fir keinen Werth von N(x) eine endliche,
leicht angebbare Grenze iiberschreiten konnen, so hat man die
Gleichungen:
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Z F®
NQY

Q — )\Z(OZiLV_ +A2
F@)
N

o= L,

wo
1
|A, | <<AN(n)™" (ay+ B, log N(2))+BN(n)" =

|4,]< A N(n)"5 («,+pB, log N(n))+B,N@n)'" =

ist, aus welchen folgt:
O]
;—(‘ N (7\)
lim Q = lim Q, = W(eo) =2=(=) _

OO
n=0o n=00 g

Man hat daher den Satz:

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame Divisor
von v ganzen complexen aus den vierten Einheitswurzeln ge-
bildeten Zahlen eine bestimmte, durch die Function F(z) charak-

Q)
o) V)

C\‘LV

Aus diesem allgemeinen Satze soll nun eine Reihe von
besonders interessanten speciellen Theoremen abgeleitet werden.

1.Es sei F(x) gleich 1 oder 0, je nachdem N(«) im Intervalle
«...p mit Einschluss der oberen Grenze liegt oder nicht. In
diesem Falle wird

FO)
2, NQY N(R) Z() NQYy

)= (c0) =3 )

z=3
= Z ;V (Z sin d;n)’

z=a+1 dy

terisirte Eigenschaft besitzt, ist gleich

wo die Summation bezliglich d, iiber alle Divisoren der reellen
Zahl & zu erstrecken ist, oder auch:
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=3 sin 2"
LU i 1 E U SR
Ly N L5 @ L [g]v }
a=u gin 27
+ + +..

N 2 (1 1 1]
I B i O g
| x @
Man hat daher die folgenden Sitze:
Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinschaftliche
Divisor von v ganzen complexen Zahlen der Form «-di seiner Norm

nach dem Intervalle «...f mit Ausschluss der unteren Grenze
angehort, ist gleich:

1 1 1
. - —+ o( T + ... 4 T .
BT
x . x a;. /
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Norm des grossten gemein-
samen Divisors von v ganzen complexen Zahlen der Form «-b:

Z sin dum
2
C( VL, @

Die Wahrscheinlichkeit, dass v beliebig herausgegriffene,
aus den vierten Einheitswurzeln gebildete ganze complexe Zahlen

133
Il
Q
w
[
=
8
ol
e

gleich « ist, ist gleich —5———

ein System von theilerfremden Zahlen bilden, ist gleich EI)TV
Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei beliebige primire com-
plexe Zahlen von der Form «--b: theilerfremd sind, betrigt "T6L—2
Beachtet man, dass L, = 0-9159655941. ist, so kann
man den letzten Satz auch in folgender Weise aussprechen:
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Man kann beildnfig 6000 gegen 3031 wetten, dass zwei
willkiirlich herausgegriffene primére complexe Zahlen der Form
a—+0i theilerfremd sind.

Fiir reelle Zahlen gilt bekanntlich der Satz:

Man kann beildufig 61 gegen 39 wetten, dass zwei beliebige
ganze Zahlen relativ prim sind.

Die Verbindung der zwei zuletzt angefiihrten S#tze liefert
das Theorem:

Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei beliebige reelle Zahlen
theilerfremd sind, ist beildufig 9/,,-mal so gross als die Wahr-
scheinlichkeit, dass zwei beliebige primére, aus den vierten
Einheitswurzeln gebildete complexe Zahlen relativ prim sind.

Da die Norm jeder ungeraden zweigliederigen complexen
Primzahl eine reelle Primzahl p von der Form 451 ist, da ferner

8,7 . . .
Z sin "’Tr den Werth 2 besitzt, so hat man die speciellen Sitze:

&

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame Divisor
von v ganzen complexen Zahlen der Form «-0¢ eine ungerade
2 1

B . die
(O, L 7O
C()L, & p

zweigliederige Primzahl ist, betrigt
Summation iiber alle reellen Primzahlen der Form 4s+4-1 auszu-
debnen ist.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame Divisor
von zwei aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten prim#ren
complexen Zahlen eine ungerade zweigliederige Primzahl ist,

o, 12 1
betriigt I, 2 e
P

Man kann beildufig 4 gegen 71 wetten, dass die Norm des
grossten gemeinsamen Divisors von zwei priméren complexen
Zahlen der Form a0 gleich b ist.

Es ist 22 —1—‘-mal so wahrscheinlich, dass der grisste
pl

gemeinsame Divisor von v priméren complexen Zahlen von der
Form «+b: eine ungerade zweigliederige Primzahl ist, als dass
diese Zahlen ein theilerfremdes System bilden.
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2. Es sei F(z) = p. (), wo p. () den Werth 1 besitzt, weny
@ eine complexe Einheit oder durch keine 7te Potenz theilbar ist,
und gleich Null ist, wenn » mindestens durch die rte Poteng
einer complexen Primzahl theilbar ist. Da in diesem Falle, wie
ich a. a. O. gezeigt habe,

o)y BO) _ L,
Lo N L, MO T L

ist, so hat man die Theoreme:

Die Wahrscheinlichkeit,dass der grosste gemeinsame Divisor
von v primiren ganzen complexen Zahlen der Form a+5&: durch
keine rte Potenz theilbar ist, betrigt I L

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame Theiler
von v aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten priméren ganzen
complexen Zahlen durch keine 2rte Potenz theilbar ist, betrigt
2r' (2rv+1)

(27)* B,y Ly, ’

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame Theiler

von zwei primédren ganzen complexen Zahlen der Form a—b: nur

verschiedene Primfactoren enthilt, ist gleich% .
4

Es ist ebenso wahrscheinlich, dass der grosste gemeinsame
Divisor von v primdren ganzen complexen Zahlen der Form a+ bi
durch keine rte Potenz theilbar ist, als dass der grosste gemein-
schaftliche Theiler von # solche Zahlen derselben Form durch
keine vte Potenz theilbar ist.

Es ist ebenso wahrscheinlich, dass »v primére ganze complexe
Zahlen der Form a4 b: theilerfremd sind, als dass der grosste
gemeinschaftliche Divisor von v primédren complexen Zahlen
derselben Form durch keine rte Potenz theilbar ist.

Es ist ebenso wahrscheinlich, dass der grosste gemeinschaft-
liche Divisor von v priméren complexen Zahlen der Form a0/
durch keine rte Potenz theilbar ist, als dass irgend eine Zahl
dieser Form durch keine (rv)te Potenz theilbar ist.

Es ist 22 %ﬁ-mal so wahrscheinlich, dass der grosste
1}

gemeinsame Divisor von »v priméren, aus den vierten Einheits-
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wurzeln gebildeten ganzen complexenZahlen eine ungerade zwei-
gliederige Primzahl ist, als dass der grosste gemeinsame Theiler
von v solchen Zahlen durch keine »te Potenz theilbar ist.

3. Es habe F(z) den Werth 1 oder 0, je nachdem & eine
rte Potenz ist oder nicht. Da in diesem Falle

\ m)—ch
)—(oo A() ()

ist, so erhélt man die Theoreme:

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame Divisor
von v primiren ganzen complexen Zahlen der Form «--4¢ eine
rte Potenz ist, ist gleich —_CE(E:)) 2"

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame Theiler
von v priméren ganzen complexenZahlen derForm a+ bi eine 2rte

(2n)* B, Ly,
2T (2rv+1)¢(v) L, )

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinsame Divisor
von zwei primiren, aus den vierten Einheitswurzeln gebil-
deten ganzen complexen Zahlen eine rte Potenz ist, ist gleich
4 a2 =2 B Lo,
3r@2r+1)L,

Es ist ¢(»v)L,,-mal wahrscheinlicher, dass der grosste ge-
meinsame Theiler von v priméiren ganzen complexen Zahlen der
Form «+b: eine rte Potenz ist, als dass diese Zahlen ein theiler-
fremdes System hilden.
(2 r) " L, B,
2T (2r+1)
gemeinschaftliche Divisor von zwei priméiren, aus den vierten
Einheitswurzeln gebildeten ganzen complexen Zahlen eine ste
Potenz ist, als dass diese zwei Zahlen theilerfremd sind.

Es ist ¢(rsv) L,,,-mal wahrscheinlicher, dass der grosste ge-
meinschaftliche Divisor von »v priméren ganzen complexenZahlen
der Form «+bi eine rte Potenz ist, als dass der grosste gemein-
same Theiler von v solechen Zahlen durch keine rte Potenz
theilbar ist.

4. Es sei F(x) gleich 1 oder 0, je nachdem z aus einer
geraden oder ungeraden Anzahl von gleichen oder verschiedenen

Potenz ist, betriigt

Es ist -mal wahrscheinlicher, dass der grosste
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Primfactoren zusammengesetzt ist. Da in diesem Falle, wie sich

leicht aus meinen a. a. 0. gegebenen Entwickelungen ergibt,
Fo) _ 1 {c(2v>Lg.,

2= (00) N(Dv 2O,

+¢,L, }

ist, so erhilt man die Theoreme:

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinschaftliche
Divisor von v priméiren ganze complexen Zahlen der Form a-4;
aus einer geraden Anzahl von gleichen oder verschiedenen Prim-
factoren zusammengesetzt ist, betrigt

1 { (27)* B, Ly, +1$
PRENCES O K

wihrend die Wahrscheinlichkeit, dass er aus einer ungeraden
Anzahl von Primfactoren besteht, den Werth

1 % ,___@o¥BL }
2 I (2 +1) L)L

besitzt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass der grosste gemeinschaftliche
Divisor von zwei primiiren ganzen complexen Zahlen der Form
a0t aus einer geraden Anzahl von gleichen oder verschiedenen

2
scheinlichkeit, dass er aus einer ungeraden Anzahl von Prim-

Primfactoren besteht be’cr'zig;tl 1+& , wihrend die Wahi-
’ SL2

2
factoren zusammengesetzt ist, gleich i% 1— i‘;s ist.
2 bL:
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