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Zur Theorie der Congruenzen

von

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

Ich werde in den folgenden Zeilen diejenige Congruenz auf-
stellen, welcher alle zwei gegebenen Congruenzen gemeinsamen
Wurzeln, und nur diese geniigen, sodann die Bedingungen fiir
die Existenz einer vorgeschriebenen Anzahl gemeinsamer Wurzeln
zweier Congruenzen ableiten und eine Reihe von Sitzen iiber
specielle symmetrische Functionen der Wurzeln einer Congruenz
angeben, und schliesslich eine zwischen gewissen Binomial-
coéfficienten bestehende Congruenz ermitteln, von welcher Herr
E. Catalan vor einigen Jahren einen speciellen Fall auf einem
wesentlich anderen Wege gefunden hat.

Sind die simmtlichen Wurzeln der Congruenz

(@)= b,z +bx '+ . +b2+b, (mod p) ...1)

wo ¢ () eine ganze ganzzahlige Function von # von nicht hdherem
als dem Grade p—1 ist, in welcher mindestens das constante
Glied zur Primzahl p theilerfremd ist, z,%, .,x, (x=<n) und
hat dieselbe eine Wurzel mit der Congruenz

P (@) = aqp2’ a2’ + a3+ aps (mod. p) ...2)

WO &y, @y, ., @,_3, @, o beliebige ganze Zahlen vorstellen, ge-
meinsam, so muss das Produet

1
—2 -3
R:N(aoxf o T an ey ) 3)
1

durch p theilbar sein.
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Differentiirt man nun B ¢-mal nach ¢, und r-mal nach a,, 80
erhilt man die Gleichung

aa—{-rR

hal —=R.a!7!.
8ag0a]

p—3
y a4t (li XB : XG-H) )‘1 )‘2 o Af’

(e+7= P');
~ —2 p—3
RN e Fl ([(,0 )\],) -+ a, K{ -+ -+ Up—3 AV -+ (tp_g)
1

wo die Summation beziiglich der Grossen A,3,, ., .. iiber
alle verschiedenen Combinationen (s--7)ter Classe der Zahlen
#y%, -»% auszudehnen ist. Besitzt nun die Congruenz 2) die
o+t Wurzeln x,%,, ., %4, s0 sind alle Glieder der auf der
rechten Seite dieser Gleichung stehenden Summe mit Ausnahme
derjenigen, in welchen die Zahlen A,,2,, ., ;. eine Permutation
der ganzen Zahlen x,, %y, ., %s4. 8ind, durch p theilbar und man
hat demnach in diesem Falle die Congruenz

< —3
°t°R _ (%% . #1:) "R
a2 0qT — ottt
00ty p—2 3
| v | (agny  Hayz  + g4+ Up_s)

1

Z Mo LA (mod. p),

My - kg

wo die Summation beziiglich A, 2,, ., A, iber alle verschiedenen
Combinationen ster Classe der ganzen Zahlen x,x,, ., %o4. ZU
erstrecken ist, so dass diese Summe mit der elementaren sym-
metrischen Function oter Dimension f; der zuletzt genannten
ganzen Zahlen tibereinstimmt. Ist die Anzahl der gemeinsamen
Wurzeln der zwei Congruenzen 1) und 2) genau gleich o+, so

sind, wi icht er ie awei Ausdriicke & Bung & B
, Wie man leicht erkennt, die zwei Ausdrticke © “und 2~

oaste oagts
sicher zu p theilerfremd, so dass man in diesem Falle der letzten

Congruenz auch eine der beiden folgenden Formen geben kann:

o‘+1'> TR o°t°R

7'1;‘2"'7':r+r< aagaa}——;fa Bag_i_., (mOd'p))

ag
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ac-l—t )
:f5 B(Lclrfr (mOd' p)

<a+z'> TR
¢ /90ajod;
Die Congruenz (o+r)ten Grades, welcher simmtliche Zahlen

)y %y .y %ap UDA nUr diese gentigen, ist bekanntlich

c(@—n)(@—7) . (@—44:)=0 (mod. p),

wo ¢ zu p theilerfremd ist. Dieselbe ldsst sich nach der letzten
Relation auf folgende symbolische Form bringen:

9 9 \ot=

<ﬁllw———w0> R=0 (mod. p), 4y
in welcher die vte Potenz des Ableitungszeichens die vte Ableitung
vorstellt.

Es ist nun noch die Grésse B durch die Coéfficienten der
beiden vorgelegten Congruenzen ¢ (#)=0 (mod. p) und ¢ (2)=0
(mod. p) auszudriicken. Zu dem Behufe muss zundchst diejenige
Congruenz aufgestcllt werden, der sdmmtliche Wurzeln einer
gegebenen Congruenz und nur diese geniigen. Da siimmtliche
Wurzeln einer Congruenz in Beziehung auf den Primmodul p nur
der Zahlenreihe 1,2, ., p—2, p—1 entnommen sein konnen,
diese Zahlen aber die Congruenz

2?7 —1=0 (mod. p) ...D)

befriedigen, so ist nach 4), falls der Rang des Grissensystems
€ir (52=0,1,2, ., p—2) in Beziehung auf den Primmodul p
genau gleich p—1—p. ist, diejenige Congruenz, der alle unter
einander und von Null verschiedenen Wurzeln von

—2 —3
@’ et 4+ A4e @462 =0 (mod. p)

und nur diese geniigen:

(e iVr=0 @oan, .9

oc, - dc,

r—1
B = H (X774 e P4 A Gy A 0p)

1
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ist. Weil die Congruenz 5) so viele Wurzeln besitzt, als ihr Grad
anzeigt, so ist bekanntlich jede symmetrische Function ihrer
Wurzeln nach dem Modul p der analogen symmetrischen Function
der Wurzeln der Gleichung

2P =1
congruent, und demnach ist

I =

ot (x=0,1,2,...,p—2). (mod.p)

Die Relation 6) verwandelt sich daher in

9 9 \v
—ax——] e, =0 d.p). ...7
(301 ¢ ac0> ‘CH—ZI (Z,K=O,1,2,. : -:}’—2) (mo p) )
Die Congruenz pten Grades, welcher alle p Wurzeln & der
eben erwidhnten Congruenz geniigen, ldsst sich iibrigens, wie
Herr L. Kronecker! gezeigt hat, noch in einer der beiden
folgenden Formen darstellen:

1 c.c c 2" +ec a*
lm 7 Y412 *) cz'_p-i-p—?,’ —p+p—2 i—p4p—1 +.
+c, .x+c, =0 (mod.
Hp—3 cho] G2=0,1,2,...,p—p—2) (wmod. p)
Jo=p.
\ ) .
2_‘ €y @' =0 (mod. ») ...8)
Lh=0 (i=071727 . "7P_(J'_3’p_P‘_2

x=0,1,2,...,p—p—38,p—h—2).

Zur letzten Congruenz gelangt man leicht in folgender Weise.
Jede der Grossen &, geniigt dem folgenden Systeme von Con-
gruenzen:

& e, &+, Hepsbitc =0 (mod. p)
e & e, 8. e abi46, =0 (mod. p)

—2 —3
CP—P-—-? '{;1/7 -+ Cp;p.—l 51)’ -+ .. +c_p—p.—4 €)\ -+ cp—p.—S = 0 (mod- ]))0

1 Uber einige Anwendungen der Modulsysteme auf elementare
algebraische Fragen.“ Journal fiir die reine und angewandte Mathematik
von L. Kronecker und K. Weierstrass, 99. Bd., S. 329 ff.
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Da nach der Voraussetzung der Rang des Systems e,
(42=0,1,2, ., p—2) genau gleich p—1—p ist, so ist die

cf % . ( vt-s (p— - zu
5l 0= 0,1,9,. ., pp®) D T @) W p

theilerfremd, und es lassen sich demnach aus diesem Systeme
von Congruenzen die Potenzen &7, £57°, . & unzweidentig
bestimmen. Ermittelt man die letzte von diesen Grossen, so erhilt
man sofort die Congruenz:

Determinante

T=yp.
|| E6=0 (mod. p),
t=0 (¢=90,1,2,...,p—p—38,p—p—2
2=0,1,2,...,p—p—3, p—7r—2)
welche zeigt, dass die Congruenz 8) durch simmtliche ganze
Zahlen &, und nur durch diese befriedigt wird, da eine Congruenz,
in welcher nicht alle Coéfficienten durch p theilbar sind, nicht
mehr Wurzeln haben kann, als ihr Grad anzeigt.
Setzt man jetzt, was der Allgemeinheit keinen Eintrag thut,
n = p—2, so ist nach dem eben angezogenen Satze R nach dem
Modul p der Resultante eines der béiden Gleichungssysteme

d 9 \»
4’(37>:0, <%$_BTJO> lb[""‘,(z',z=0,1,2,,,_,p_2):O
h=p
Y(2) =0, Z [bige] 2" =0
h=0 (=0,1,2,...,p—pu—38, p—p—2

»=0,1,2, 1P_P'—31p—/l—2)

congruent, und man erhilt daher unter Beriicksichtigung eines
von mir frither abgeleiteten Satzes! das Theorem:

Damit die beiden Congruenzen

a, wp_2+a1 i +apsx+a,_o =0 (mod. p)

boo' " +b, 2" 4 4b, s@+b, =0 (mod.p)
WO @y, @y, -y Gp_3, Uy, by, by, ., bp—3,bp_s ganze Zahlen sind,
¢ unter einander und von Null verschiedene Wurzeln gemein
haben, ist nothwendig und hinreichend, dass die Grosse R, welche
durch eine der Congruenzen

1, Uber Congruenzen.“ Diese Sitzungsber. 95. Bd., 8. 610 ff.
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@y @y, ) My, tp—z, O, 0, 0,
0, a4y, a, Up—sy Up—3, @p_s, O, 0,
0, 0, 4o 5 (tp—5, Up—s, Up—3, Ap—2, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, p—3, ap—2
R= (mod. p)
|b1'+xo’ ’ lbi+7-1| ’ le—le ’ 0, 0, 0, 0, 0, 0
0; | bi-Hnl ) l bi+‘/~, | ’ 07 0
0, 0, |bitsl, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, ‘bl~+1p_1 \’ biﬂp |

(=0,1,2, ..., p—8—p, p—2—p
2:=0,1,2, ..., p—8—p, p—2—p-t7
v=0,1,2, ..., p)

definirt ist, nebst ihren p--1 successiven Ableitungen nach a,_, die ungerade Primzahl p als Factor enthilt,
wihrend die pte Ableitung zu dieser Primzahl theilerfremd ist. Diese p gemeinsamen Wurzeln beider Congruenzen
geniigen der Congruenz

0 9 \®
(—x—ﬁ) B=0 (mod.p).

o,

8G9

‘renequoS8ey '
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Die Bedingungen fiir die Existenz einer bestimmten Anzahl
von gemeinsamen Wurzeln zweier Congruenzen kénnen noch in
anderer Weise formulirt werden. Hat man n#mlich zwei ganze
ganzzahlige Functionen ¢ (2) und ¢ («) von & und bestimmt den
grossten gemeinsamen Theiler y(«) derselben fiir den Prim-
modul p, so muss jede gemeinsame Wurzel der Congruenzen

¢(x) = 2"+ bp_y2" 4. . 4br+0,=0 (mod.p)

P(@) = a2 @, 22" 4. +ax+a, =0 (mod. p)
auch Wurzel der Congruenz y (#) =0 (mod. p) sein und umgekehrt
jede Wurzel der letzten Congruenz auch den beiden ersten ge-
niigen.

Nun ist, wie Herr L. Kronecker a. a. O. gezeigt hat,

le=n—m v=mn

y(x) = Z " Z l).,"wl._'_y_

(¢=0,1,2,...,m—2,m—1

h=0  v=itm »=0,1,2,...,m—1,y—h—1)
oder
! >
¥ (@), w,, w,, Wy—g
weo (X), wyr—w,, WT—W,, ..., Wy oL— Wy_1
(@) =| we(®), wr—w, wxr—w, W1 B =Wy

W39 (), Wy s B— W1, Wy 1 E—Wiy + ) W 4 T—1Wom_3
wo die Grossen w, die Entwicklungscoéfficienten von
(@)
¢ ()
sind und m der Rang des Grossensystems w, in Beziehung auf
den Primmodul p ist. Aus dieser ungemein eleganten Darstellung

des grossten gemeinsamen Theilers von zwei ganzen ganzzahligen
Functionen in Beziehung auf einen Primmodul folgt sofort der Satz:

=wyrz +wr w0 4

Damit die Congruenzen
Z4-byp_ 2" by g2 P 0240, =0 (mod. p)

Uy & 0y g2 . 4@+, =0 (mod. p)



genau p—1—p unter einander und von Null verschiedene gemeinsame Wurzeln besitzen, ist nothwendig und hin-
reichend, dass der Rang des Grossensystems c, e 52=0,1,2, .., p—2), wo

vV="n

Chix =0 (x=>0), ¢, = :E: b,
+ (= 0), ¢, (6=0,1,2, ...,m—2, m—1
v=n—h x=0,1,2,...,m—2,y—n—I1+m+))

wi+x

ist, die Grossen w, die Entwicklungscoé&fficienten von l‘;gﬁg nach steigenden Potenzen von 2~ sind und m
der Rang dieses Grossensystems fiir den Primmodul p vorstellt, in Beziehung auf den Modul p genau
gleich p ist.

Mit Hilfe der Congruenzen 7) und 8) kann man nun unter Berticksichtigung der angezogenen Bemerkung
iiber die symmetrischen Functionen der Wwrzeln einer Congruenz, deren Wurzelanzahl mit dem Grade iiberein-
stimmt, eine Reihe von Sitzen iiber specielle symmetrische Functionen der Wurzeln einer Congruenz ableiten.
Da die beiden genannten Congruenzen dieselben Wurzeln besitzen, so folgt zunichst das Theorem:

Ist der Rang des Zahlensystems a_, (5,2=0,1,2, ..., p—2) in Beziehung auf den Primmodul p genau

gleich n, so bestehen die Congruenzen:

ap—l—n

a,, ! _ fp—1—n a?—l——n’
ae+x‘ a_af—l—n - ( L >’ai+'/.

k% {
L p—n—rh—1
dakda;

(mod-p) 019 n-9n—1
2=0,1,2, ...,0—2 p—h—2
r=0,1,2,...,p—n—2)

099

‘renequedon ‘I



Die bekannten Determinantendarstellungen der Potenzsummen der Wurzeln einer Gleichung mit Hilfe der

Coéfficienten derselben liefern den Satz:
Ist der Rang des Zahlensystems «, , (3,2=0,1,2, ..., p—2) in Beziehung auf den Primmodul p genau
gleich n, so bestehen fiir die Summen o, der pten Potenzen der Wurzeln der Congruenz

"WAZUINIIUOY) J9p SLI0Y],

N N R +a,_o+a,_,=0 (mod p)
falls p <p—1—n ist, die Congruenzen

| @, | | @, | 0, 0, 0

2 1 ai‘l”z ” ‘ ai"‘": I ? ] aH’"u ‘ ’ O) 0

_ 1 \e
%= ( T) S LT O L P L P L 0 (mod. p)
4%,
> a’i—{—xp'l ’ a'i—i—xp'_l ‘ ’ ai—}—xp_z’ ’ az’+xp_3l ’ az‘-{—xl

(t=0,1,2, ..., 2—2, n—1
x=0,1,2, ..., n—2, n+r—1
t=0,1,2, ...,

199



L. Gegenbauer,

662

AHl: nmlt Cou nm J.. NO"x ..sv

§INIM§m|oalmA T v «...nm+:lil~w—§mml<_~§®A M|i v nai«lil_ﬁm Nldﬁm N|.l P il«wﬁmnlnﬁm H|i “:li 1-d 3@13@ v
Fle\e—T-d) [Pl e \e-r-d) Tl OTT&V e Aalﬂlmv ], .8 ANTT&V
0 werd”® s=a"8 78 A I v (i-a"8 37 A g v 3 A g vm
A&woﬁ@ e ﬁ_ :lﬂl&m _x._LS :nal&m ﬂl& _s+.§ slﬁl&@ QIH!& _x+,s§ glﬁ.&m ﬁl._”l&
T 0, 1 0,
0 0 e et §A ) P Q%QA S a)e
_ K4 §lHl&m _ w ﬁl.—l&m §|Hl& _ .§—§Iﬁl&m s«lHl&
'n J0%
u—-1—d e u—g—d 4 e I
0 «O ¢ ‘- T «x T A v
O ‘ +§—§IHIS~® _ +§_§lﬂl&m s&l,—nl&
O
x4
. 'Iﬁ_ﬁll._T&m — ="y
« T -




663

Theorie der Congruenzen.

A:I._HI&? .- Nm Nﬁ NO”.._. m,_nllth: amll: (RSN

__x+.i Covnn NO 0
0 {*Hp| |+
0 R
A& .@oav 0 nO NO
0 ‘0 ‘0
0 ‘o ‘0
0 ‘0 ‘0

L o=>x t—u ‘gt

"1 0=1

‘0 ‘0 ‘0 ‘0 ‘0
:ii N_TT&.I@_ ._Taii‘_a a_TT&ii ©
ety e {7 Bty T (T ey ([T, (u—1-d) |.
0 ﬁ°x+.@a_ ._;+.ﬂ§ «_Nx+.@e «_,x+.~3 ¢
«O AO aoxn_..@% “_:TT.»S “nx._..ﬂa 2
0 0 0 )
(E2) =,
=t I

u—1—d <7 Iy puaiges




L. Gegenbauer,

664

AHlﬁ nmlﬁ Cew »N nm hO”N n.nv .ama..
‘n *np
i \ I Coe & b € ‘. ¢ ¢ ¢
quT»\\a HIRm/QIH &.v 000 0 0 0 0
no men e
G G hn o (— 2872 I (e
00 x4z A v x4z § ¢
0 | LJ\_:.Tawmw 1-d _ +f.iNm 0 0
)3 0,
.O 0 “¢ W“.mﬂzlﬂl&\cmm é v ¢ H“.muﬁlw &QQA T V ¢ x“.%l&%@ 4
_ svrlﬁ &m H[aﬂ :.A!&m Qlﬂl&‘ _ wwﬁl.—l&m
m@m:l«.l Gm —u «%m: e—d Sm —u —szlﬂl&ﬁm —u :Iﬁloﬁm
A&@oﬁb NONOR o e Am v«_x 2 AN vax 3 A 1 vnx|N||§ —d
O ] der-d) TP elum1-d) TP, elug-a) TPl o T
1 1 0, T 0 T
“O «O NO ¢ xN«TINH &dm ﬁln*m.M 3@ QGA .H v aglnw.l QmW».qlmA N v ..&xlﬂﬂ&%@mamA m vm
R o, _se\u-1-d) [P0, e\u-1-d) [V, __elu-1-d
(a8 78 °vg 78378
I ¢ (el T P A é
O O O O x+2 %42 A v x+~ A v
‘ +3_~Tﬂl&m _ +§_§lﬂl&m u— H & _ﬁlﬂl&m §|H IaN N
uﬁ T 0,
- e Y
Y ¢ P u—1—d’ P d ,H
0 0 0 o e m v
_ _ﬁlﬁlam _ +¢‘§IHI&® §|.nlaw
-
.x+¢
. _|IIT|T%,| =g

i T




eI WAV P CIIIADX CID fWIMJTU-TURRW P tqz)g

&
-

Glieder eines vollstindigen Restsystems in Beziehung auf einen Primmodul.

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des Lionnet’schen Congruenzsatzes iber die Potenzsummen der

Die Ausdriicke fiir die Coéfficienten einer Gleichung durch die Potenzsummen der Wurzeln liefern ferner
den Satz:

Ist der Rang des Zahlensystems a,

-+ (i7

»=0,1,2,

gleich #, bezeichnet ferner o, die Summe der pten Potenzen der Wurzeln der Congruenz

so bestehen die Congruenzen

1—n
n

aH_x =

)

_ (=1

et

@iy |

A | @] _

- p—-l—p.—n
0a, da,

—2 —3
a, 2" +ax’ T+

g, 1, 0, 0, 0
2> %15 2, 0, 0
O3 O2) Gy, 3 0
ap.—-l ) Gp.-2; Gy,—3; G;.L—d:, [J'_]-
Ops p—1>  Op—2y OTp—3, %
617 1’ 07 O)
( )’J. ap—l—n a 62’ 617 2) 07
( T+% | (o} g 3

pl

a zz—l—n

Op—1y Op—2; Op—3, Tp—a,
o

#r  du—1y Tu—2; Op—3,

A+, sx+a,_o =0 (mod. p),

., p—2) in Beziehung auf den Primmodul p genau

2 vy n—2, n—

2, oouy n—2, ntp—1)
(mod. p)

(4,x=0,1,2, ...,

n—2,n—1)

"WOZUBNIIWOY) 19P SLI0SY ],

499



Aus einem bekannten Satze des Herrn Liouville ergibt sich ferner das Theorem:
Ist der Rang des Zahlensystems a ., (3, x=0,1,2, ., p—2) in Beziehung auf den Primmodul p genaun
gleich », der des Systems b, (7, x=1, 2, ..., p—2) genau gleich m, besitzen ferner die Congruenzen

—2 —3
ayx? ra e’ + ., w40, ;=0 (mod. p)

boa" P+ bt . by sz 40, =0 (mod. p)

keine gemeinsame Wurzel, und sind endlich ¢ () und ¢ (z) irgend welche ganze ganzzahlige Functionen von x,
deren Grad niedriger als p—1—n, beziehungsweise p—1—m ist, so besteht die Congruenz

5 s ) o] y b@)

) B 3 p—1-m a a r—1—n / - .a B p—~1l—m
(g m— ﬁ) Ka” ‘”—r> o (aT ‘”»’a‘b;> | Bit]

9 3 p—1i—m a P )2)—1—-’m / 3 3 p—1—n
(azyv-_*a?o) | ol KBb T ‘bf+’-l] <§(71 - 37,) | %ot

(4 2=0,1,2, ..., p—2)
wo die Summationen beziiglich A tiber alle unter cinander und von Null verschiedenen Wurzeln #, der ersten
Congruenz, die Summationen beziiglich x aber iiber alle unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln g,
der zweiten Congruenz zu erstrecken sind.

bH—x

999

‘demnequefoy '
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Ein specieller Fall dieses Theorems ist der folgende Satz:
Ist dei Rang des Zahlensystems «, = (H2=0,1,2, .., p—2)
in Beziehung auf den Primmodul p genau gleich », so ist die iiber
alle unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln x, der
Congruenz
tgr’ @’ Aty s +a, s =0 (mod. p)
ausgedehnte Summe

L 3 B p—1—n
o e — O
KBa, % 3{40) |4t I]

durch p theilbar, wenn () eine ganze ganzzahlige Function
von 2 von nicht hoherem als dem Grade p—3—n ist.

Um ein neues Theorem fiir Congruenzwurzeln zu erhalten,
will ich zunichst einige neue Sitze iiber gewisse specielle sym-
metrische Functionen von Gleichungswurzeln herleiten.

Sind z, 2=1, 2, ..., n) die als verschieden vorausgesetzten
Wurzeln der Gleichung nten Grades

—f@ ey, — A (— 1)z (=10 = 0,

50 ist

7 (,x=0,1,2,...,p—2)

—_——1\—1
= (=1 I(""l)
Differentiirt man d1ese Relation naeh f,, so entsteht die
Gleichung
aZx 2 ) ..n—-x—p.— I/(w))w%n—p.—-x
e = (— 1)+ S (2 — — : .
R N O A LA
Summirt man nun in dieser Gleichung beziiglich A von 1
bis % und beriicksichtigt, dass

~
1

n

@ =

1F

1

Il

18t, 80 erhilt man die Relation
A= ol = 2n—x—p—1
=i (a) " i

D e Kk “)Z e Y
4

3



668 L. Gegenbauer,

welche fiir 272 —= x+p in die Catalan’sche Relation?

o)
THCNE

=1
iibergeht. Die Formel 9) zeigt auch, dass fiir 22> p+x die auf
der linken Seite stehende Summe im Allgemeinen von Null ver-
schieden ist, was z. B. sicher der Fall ist, wenn alle Grossen ,
positiv, oder wenn dieselben reell sind und x-+p. ungerade 1st
Aus dieser Gleichung folgen auch die Sitze:

Sind die Wwrzeln #, A =1,2, ..,n) der Gleichung nten
Grades f(x) = O ungleich, so sind die beiden symmetrischen
Functionen

=0

>~
il

n

x2-/.—-1 A=n x24 f”( ’L‘

@ Z @)

x=12,...,0—1)

I [\4

gleichzeitig gleich Null oder von Null verschieden.
Sind die Wurzeln @, A=1,2, ...,7) der Gleichung nten
Grades f(x) = 0 ungleich, so ist die symmetrische Function

IS

n wi“*‘lf”(:ﬁ)

{f' (@)}

(x=1,2, ..., n—1)

[

>~
Il

1
positiv.

Setzt man in 9) f(x) = (w—a,)F(x), so verwandelt sich
diese Gleichung in

2t 2= Pl gy) @t (Qp42—r—p)
{F (@)} {F(0)}?

A=n

’6'2""'1_ A—ph

__(2n+2—4—p)z @), )}

o e 2 () — (y—a,) F @)
@ P )] ’

+

=1

1 Diese Gleichung hat zuerst Herr E. Catalan im Jahre 1877 in seinem
»Rapport sur un Mémoire de M. Emile Ghysens« (Bulletin de Pacadémie
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aus welcher fiir p+x = 2n+2 die specielle Relation

Flz) o 1 o F'(w)
{F(wo) Z (w—=))* {F'(2,)}* Z wy— o) {F (@)}

folgt, wo die Summationen iiber alle Wurzeln 2, der Gleichung
aten Grades F(x) =0 auszudehnen sind. Tst endhch xz, eine
Wurzel der Gleichung F/(x) = 0, so entstehen die speciellen
Formeln

.’12‘2”+1_ .4—p.

@Cn4+2—r—p) 2 TP =

N e e () —2F (@)
- @) 1T @)]?

A=1
r=n 27+1—p—2z
&
—(2n+2—
( ”Z%%W%»
A=n A=n F”(O,')\)

1
2 G n P WG = 2, G FIF )T

Aus den eben aufgestellten Relationen fliessen sofort folgende
Siitze tiber symmetrische Functionen von Congruenzwurzeln:

Ist derRang des Zablensystems «, , (1,2=0,1,2, .., p—2)
in Beziehung auf den Primmodul p genau gleich #, so ist die tiber
alle unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln «, der
Congruenz

»—2 p—3 " —
2" e 2" T+ @+, s =0 (mod. p)

royale des sciences de Belgique, Bruxelles 1877) aus einem geometrischen
Satze des Herrn Liouville erschlossen. Erkam auf dieselbespéter wieder-
holt zuriick und theilte auch verschiedene Anwendungen derselben mit,
vermochte aber nie einen directen Beweis derselben zu liefern. (,, Theoréme
@’algébre« A. e. a. 0. und Nouvelles Annales 1877 p. 335. , Application de
la géométrie 4 I'algébre et & Parithméthique«. Mémoires de la société royale
des sciences de Lige, t. XIII, 1886.)
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ausgedehnte Summe
ot l’( 9 - a_)]’-—l—n . —lll
Z & \o, " * Oa, ”"'[
‘ 3 3 >p—1—9z }/ 3
I8 Ay
% [(Bal o, 0at, Ja"'*"" %

G2=0,1,2, ...,p—9)

durch p theilbar, wenn p+2+22=0 (mod. p) ist.

Ist der Rang des Zahlensystems &, (1,x=0,1,2,...,p—2)
in Beziehung auf den Primmodul p genau gleich », so ist die iiber
alle unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln @, der
Congruenz

3

(%:1717—2—[- ala;l’— —+. +lp 3T,y = 0 (mOdp)
ausgedehnte Summe
2 9 p—1—n "
[(Wa, i 5(70) Copn 1]
Z 3 B p—1—n 7113
)~ _— ———
% [(3&1 o Ba0> \“i—v, ’] }

(¢ #2=0,1,2,..., p—2)

stets durch p theilbar.

Ist der Rang des Zahlensystems &, (42=0,1,2,...,p—2)
in Beziehung auf den Primmodul p genau gleich #, so sind die
iiber alle unter einander und von Null verschiedenen Wurzeln ,
der Congruenz

—2 p—3 —
@’ a2 .. +aps2+a, s =0 (mod. p)

ausgedehnten Summen

p—1—n "
a2p—2n—2—p. 0 r — i) ] a. ’
S‘\ X a (11 A 3 “o i+

TJ 9 9 >p—1—n :‘I }3
i 3 [(% ¥ a_[; I az‘+v.1

(G, 2=0,1,2, ...,p—2)
2p —2n—p—3
T m
P
IS

o) Tnllt

¢ »=0,1,2,...,p—2)
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falls p.+2n+ 2 nicht den Primfactor p enthilt, gleichzeitig durch p
theilbar oder zu dieser Zahl theilerfremd.
Zum Schlusse will ich noch eine Verallgemeinerung der

folgenden von Herrn E. Catalan! mit Hilfe der Entwicklung
1

der Potenz (1+4-z42+ .-+2") ? nach steigenden Potenzen
von z fiir ungerade » abgeleiteten Congruenz

2n 2n—2\
<n> -{-10(\11_1 ): 0 (mod.n+2)

mittheilen.

Da 2z+1 und »+2 keinen anderen gemeinsamen Theiler
besitzen konnen als 3, so folgt aus der unmittelbar ersichtlichen

Relation
(n+2) (2”+2> = 2(2n+1) @’),

n

dass 6(2:>, beziehungsweise 3<2:> durch 42 theilbar ist,

je nachdem n gerade oder ungerade ist. Nun ist

L (2) () BB Do)

und demnach, falls
(B +2)n—2% = 2v(2n—1)+ 6 (n+2) 10)

ist, wo = und ¢ ganze Zahlen bedeuten

A (2:> T <?Zl:12> =
=<(*) +sm+2) (2n—2) <2(';; ?3 o (D),

1 ,Développement d'un radicale.“ Mémoires de la société royale des
sciences de Liége, t. XIIL, p. 287—241. Herr E. Catalan macht an diesem
Orte folgende Bemerkung: ,,Pour le cas de n pair, je n'ai rien trouvé de
Semblable«,
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Da bekanntlich (27:&__12> durch # theilbar ist, so ist nach

dem eben entwickelten Satze die rechte Seite dieser Gleichung
durch n—+2 theilbar, wenn = die Form 6s oder 3s besitzt, je nach-
dem n ungerade oder gerade ist. Man hat daher, weil die Relation
10) nur dann fiir jedes » stattfinden kann, wenn 2 =r—gq, x=5q
ist, das Theorem:

Ist ¢ irgend eine ganze Zahl, r eine Zahl von der Form 6
oder 3s, je nachdem n ungerade oder gerade ist, so besteht fiir
jede ganze positive Zahl » die Congruenz

(r—a) (2:> +50 (i”_‘f) =0 (mod. n+2).

Ist 2z ungerade ¢ = 2, = 3, so entsteht die oben angefiihrte
Catalan’sche Congruenz.
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