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Zur Theorie der Kettenbrüche

von

L eopold Gegenbauer,
c. M. k. A kad.

Ich werde in den folgenden Zeilen einige Sätze über die 
Näherungsnenner und die Coefficienten der Restfunctionen von 
Kettenbruchentwicklnngen ableiten.

Entwickelt man die nach ganzen negativen Potenzen von x  
fortschreitende Function f x(x) in einen Kettenbruch, dessen Theil- 
zähler sämmtlich den Werth — 1 haben, und bezeichnet mit y-,.(x), 

f -«.(%) beziehungsweise den xten Näherungszähler, *ten 
Näherungsnenner und die ate Restfunction dieser Entwicklung, 
so besteht bekanntlich die Beziehung

A+i M  =  fi 0*0  W — ?*(?), • • •1 )

aus welcher folgt:

f i  (x ) =  f*+1M  ?*+i < »  — /* + 2  (?) (?).

Ist nun der Grad von M * ) n* und beginnt die Entwicklung 
Ton/i  (x) nach steigenden Potenzen von x ~ 1 mit x~v-, so ist der 
Grad von <px(x) n%—ju., und es fängt demnach nach der letzten 
Gleichung die Entwicklung von f . ^ i x )  mit x ~ ”x+ 1 an, so dass also

c*+i, » * +1 cx+i,„ x+1+i cx+i iMx +a
M * )  =  +  +  - j z ; * -  +  ■ • ■

ist. Durch die Verbindung dieser Entwicklung mit der Gleichung 1 ) 

ergibt sich, dass die rationale Function , x, , die Entwicklung 

v°n f x(x) bis zu den Gliedern von der Ordnung — (w)+1+w .)
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(ausschliesslich) genau darstellt, und demnach lässt sich die ange­
zogene Gleichung auch in folgender Form schreiben:

f,+i (x) —  <J/X (x)  — f-, (a?) +  ifsx ( x )P (x ) ,

wo P (x)  eine im Allgemeinen nach ganzen negativen Potenzen 
von x  fortschreitende Function ist, in welcher kein Exponent dem 
absoluten Betrage nach unterhalb liegt.

Ist nun ip (x) ein Näherungsnenner, dessen sämmtliche 
Wurzeln a?p. ungleich sind, so ist nach der L ag ra n g e 'sc h e n  
Interpolationsformel

n O )  _ " ' y ' f i M  
~  Z j (x —& J

p. =1

und demnach verwandelt sich die letzte Gleichung in

/ ; + i W =  y  ( * _ » , )  ^  w +

6 7 4  L. G e g e n b a u e r ,

a — 1

oder auch

 ̂ "X ^ (X^-py^X )
M “ ) =  £  + < ? ( * ) + « » ) * ( * ) ,  - 8 )

|j. =  i

wo die ganze Function G(x) durch die Gleichung

G(s) =  - , . ( * )  +  ^
p . = l

definirt ist.
Aus der Gleichung 2) folgt, dass in der Entwicklung der

(a>) *?) (av)Summe > 7-^—7-— - keine Glieder mit negativen Ex-
Z j  {x— x . y y j x ^ )  
p-=i

ponenten auftreten können, deren absoluter B etrag unterhalb der 
kleineren der beiden ganzen Zahlen n ^ + n } — n% und wx+1 liegt.

Ist nun Ar>x, so ist sicher n} -+- n} + 1— nxS^wx+1, und dem­
nach ist:
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2 j  -------- V M --------  ’ ( »  =  0,  1 , 2 ,  2 ;  X > x )  •.  • 6)

Diese Gleichungen habe ich schon früher1 auf einem anderen 
Wege hergeleitet. Setzt man in die Gleichung 2) die aufgestellte 
Reihe für f ŷ { p s )  ein, so ergeben sich, falls

n̂  +  n \ J r x ~  n 'A Wy- + 1 4 “  ß  - t "  1

ist, die Relationen

^  < x+1+c'~1 M  ?x M  _
2 j  k m  ~ Cx+i,nx+i+a‘ (a —o’i ’2’ ' - ’’ß)
•j. =  1

Ans diesen zwei Gleichungssystemen erhellt, was übrigens 
auch in anderer Weise leicht zu zeigen ist, dass das Product 

(&)¥)(&) nach dem Modul ^ }(x) einer ganzen Function

bn)-nv+1 a?’*> ■- w * + 1 +  bn)-n y+1- i  x n)~ n'/-+1~ 1 +  " + bxx + b Q

vom Grade n} — n%+1 congruent ist.

Ist f \(x )  gleich einer rationalen Function -^y-r, deren Nenner
y ( x )

eine ganze Function vom Grade n mit nur ungleichen Wurzeln 
ist, und nimmt man in den eben auseinandergesetzten Ent-

?■> (?)Wicklungen für - ■ den letzten Näherungsbruch der Ketten- 
^  f i x )

bruchentwicklung, also r selbst, so ist die zugehörige Function
[/(?)

P(x) selbstverständlich gleich Null, und man erhält demnach in 
diesem Falle die Relationen:

’v ” K  ’K M  f M  _  0 , „ ln n2 , — 7M —  “  (*=0,1,2,.. .,».,+1- 2)
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y. =  l

[J- =  n

R- = l

o 'M

X (j*

g 'M
a?”x+ 1+“ 1^x(a?„)/’(a7„)

2  JH T )  - C»+1,»»+!+«• (« = 0 ,1,2 . . . )

1 „Über K ettenbrüche.“ D iese  Sitzungsberichte 80. Bd., II. Abth., 
S. 763—775.
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f (  &)Ist endlich speciell f ( x )  =r g'(%), so wird bekanntlich die Kettenbruchentwicklung von  ̂ regulär und 
demnach nx =  ■/., und daher ergeben sich in diesem Falle die Gleichungen

p. =  n

^  M  =  0 (ff =  0,1 , 2 , ,  x - 1 )
l* =  i

\L — n

^  ^V+ “ h  M  =  ^+1, x+a+l • (« =  0, 1,2, . . . )
[ A = l

Nach einer von Herrn F. B r i o s c h i 1 abgeleiteten Formel, von welcher ich unlängst2 einen neuen einfachen 
Beweis mitgetheilt habe, ist

Z
v- = l

_  (— i ) a

*n\

IJnk-n./+1, 

bn)—nx+1—1; 

bn-K-n %+1- 2 ,

a > n { ,

n{X)an\—1J 

“»ij —2 )

0,

«(X) ?lX_ 1  J

0 ,

0 ,

iwMx >

0 ,

0 ,

0 ,

' n x - n x +  1— a , aW«X-et; /■/W //W—a+l? n\—a+2j

,,(>0 „w; “«x—i ? raX
„W _w

?  ̂̂  nx—*

...5)

1 „Sur deux formules relatives ä la thöorie de la döcom position des fractions rationnelles.“ Journal für die reine und ange­
wandte Mathematik von G r e lle ,  50. Bd., S. 339—342.

2 „Über Congruenzen.“ D iese Sitzungsberichte 95. Bd. .II. Abth., S. G10—617.
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w o  d ie  G rö sse n  a d u rch  d ie  G le ic h u n g :

i /  \  (X) n\  , (X) n \ — 1 (X)'Px(x) =  x  x +  an'__t x  A +  . . + a \  Jx  +  a

bestimmt sind, und daher hat man die Sätze:
Sind

ipx(a?) =  a^a?nx +  a^_ ifl?"x -1  +

^  l C-> , ox,nx X.n^+l X,»x+2

a?'.” x lX+* X .«X +1

und yx(a?), beziehungsweise der Ate Näherungsnenner, die Ate Restfunction und der Ate Näherungszähler der 
Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function, so besteht die 
Relation

(  IN «  (X)“ + 1 V *-) an\ Cx+l,nx+1+a

bnx- n x+ 1 , Un\J o , o , 0 , 0

bn\ - nx + l—1 ’ n\~ -1 7
(̂ )

a n (, 0; 0 , 0

K x-n ^ + 1 -  2, r,ß)—2 j
n w  

—1;
(X)

0 , 0

bn-k—ny jr l—a+-l j
„(X)

”X—a+ 17 a n^— a+2j WX— ct-f- 3 j } a n\ —I ?
w

«nx

bnx- n %+1—a, a W ,u n\—&' « W WX—ot+ 17
(X)

«+2; ) —2 j
W

(A>x)

cn
-3
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wo, falls die erwähnte Function nicht rational ist, die ganze Zahl a der Bedingung

0  < ;  et S  n k+1 +  n x— « * + 1— »x— 1 

genügen muss und die Grössen b  ̂ durch die Congruenz

? & )  =  ^ - " * + i a?" iL-nx+1 +  ft«x-»*+i-ia?nx_"x+1_1+ • -Jr b 1a;+b0 (mod.t^a?))

definirt sind.
Sind

^X(V) =  a(nx Xnx -f- a?” x_1  +  . +  x +

. c\, 
m = ~ + ~ ,x nK x n}M x nK+'i

OO

05

und fy ix )  beziehungsweise der Ate Näherungsnenner, die Ate Restfunction und der Ate Näherungszähler der 
Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function, ist ferner

x W  =  ^ - x+ i + t- i ^ + 1 + T _ 1 + ^ + i + t- 2 ^ + 1 + T _ 2 +  • • • +  '7l* +  <7o 

irgend eine ganze Function von x,  so ist
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>fn x+1 '(■ T 1 b>lX 7,x+ 1 ^

fJn-/.+ i+'i—lbn\—nx+\—i ~̂ ~9ny.+\+'t—2bn\~nv.-̂ l‘> an~t—l) UU} , 0 , 0 , 0

. ( / »x+l +T—1^«)—Hx + l ~ 2_^ 5 r” z- | - l+T— 1 - ^ ^ )l-/.-(-l+T—3^ nX~nx + l  a nx— 2j a n} — lj  Cln)J 0 ,  0

(>-) _wn-k—1;
(>•) „PO

l/’lX-,ix+l_ ? + 1 "r  — "f'y^x+l—:1UnX~nx+P U/»\—V u»\—Y+l; u,»x_T+2? "

wo die Grössen b„ durch die Congruenz

t ±

«£ > t+ 1

1*
,™ ) - » x + l H « ,lX—” x + l — !

+ 1 “' +  £V -« x + i-i ® 'cpx(a?) tpx (a?) == 6,»x-n x.. - x *

n\ 1 o, 0 ,
a(X)W'Jl- ? 0 ,

,00 —2; r/X)nx— finl,

rW’r'”X-Y+j: «(X)i un̂ —Y+2?a™n\~'i
r(X)\ - v / /X)Uu\—-y+l; a{l)nX~~'i

-ö 1# + & 0 (mod. ip}(x

definirt sind und in der Summe auf der rechten Seite, falls die in einen Kettenbruch entwickelte Function nicht 
rational ist, 7  nicht grösser als nx sein darf.

. / \ (X) nx , (X) nx—1 , , (X) , (/.)^ x(a?) =  ttn ’ x  X+«,V/-1^  x +  . . . +  a\ \ r + a ()

f  ( \  — _L C>',MX+1 , C)-’nX ^
r'> ( X) ~  V!",+l r «X+ 8t(/ »X/ tv

und y}(#) der Ate Näherungsnenner, die Ate Restfunction und der Ate Näherungszähler der Kettenbruchentwicklung 
einer nach ganzen negativen Potenzen von x  fortschreitenden Function, so ist
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z
H= 1

V =  o

— y  ^x+i, ?*x_|_i+v ®»p+i—8+v 
v =  0

,/p )  A r / (X) 
” p " X - i x + i ?  n X> 0 , 0 , 0 , 0

,/p) 7. , ,.(p) A „ M  
Wn )_ n ./  +  1_ l  - t -  1, flwu n Xj 0 , 0 , 0

( - 1 ? ,,(p)/, /) /} / / ^  
n p ’lX " ” x + l - 2 ‘ " p —1 X ~ ’'x + l  —■*- wp—2 nX“ ” x + l ’ u n x— 2, 1; flw 0 ; 0

« w 8 + 1
n \

, , ( p) a , ,,(p) A . i f l(p) A « W  „
'h ip  Un-^— —o + l - r ' h i p — 1 —wx- |- i—o + 2  “ r  ••• “ > ’^ip  WX—?lx + l>  n \ ~ 8+ 1? a (X)

U n \
(X)

8+2?
(X)

8 + 3 ;  • • • ;  n \ —

„(p)/, , ,,(p) / , , ,/p) A „(X) 
lf7ip Un^— wx_|_j — o I ??p— 1 —wx +  l  — ° +  -*- "" n p—* ” X—Mx + ]7  X ~  * ,lx—

(X)
— 8 + 2 ; ■ •

(X)
• ; — 2; n ) ~

wo die Grössen b  ̂ durch die Congruenz

ij/x(a?) f . ( x )  =  bU)_ ny+1x-lx~n'/'+1+ b ^ n ^ ^ x  ' ~ n'A+1~1 . . . +  b1x + b Q (mod. tyx(x))

definirt sind, n9 —  nx+1H-o — 1 ist und im ersten Theile der Doppelgleichung, falls die in einen Kettenbruch ent­
wickelte Function nicht rational ist, o nicht grösser als n sein darf.

Ist 5 ( x )  eine im reellen Intervalle a. . .b reelle und positive Function, bezeichnet ferner

t /  \  (X) X , (X) X—1 , , (X)^ ( x )  =  ax x  + f \ _ 1x  +  . . . + a \ x -h a (
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Sitzb. 
d. m

athem
.-natunv. 

CI. 
X

C
Y

IH
. B

d. 
A

bth. 
II.

¥■,{&) und gx(jv) — ct^w-hßp beziehungsweise den Xtcu Näherangsnenner, die Xto Restfunction, den Ateu Näherungs-

zähler und den Aten Theilnenner der Kettenbruchentwicklung des Integrales / ——■ dz, und werden die 
Grössen durch die Congruenz J a

bestimmt, ist ferner

* 0*0  = 2X—y.— t — 1

f  S(x)yJoc)'\>y_(x)dz'
%J a

X[J- (*̂ 0 — ®|J-, m OG

( - i r 1
(X) 2X— 2x— x

nt----J.- u r  V- +  .

9  2 X—y.———iP)—■/— 1’

9  2X—v.—t — l^X —■/.—2 9  2 X -x —x—2 ^ X -x — 1>

Ö2X—x— T - l ^ X —y.—z~*~9zk—x— i — 2^X— ‘&~̂ ~9‘i\— x - x — 3^X— •/.— 1>

(mod. ip x ( x ) )  (» X_ x — 1 —  a x + 2 a y. + 3 ax)

t - 2 + > . . + g vx + g Q ( X > x )

- X — 1., und sind endlich

• + «[j., 0

ig-t, so bestehen die Gleichung en

ft) 
«X 7 o , o , . . . ,  0 , 0

« WX—1’
ft)«x , 0 , . . . ,  0 , 0

« wX— 27
ft)

wX -l>
ft)

. . . ,  0 , 0

9 2X—x —x—l^ x + y .—X + l 9 2X—y.—x—2 ^ x + x —X +2 x + l^ X — x— 1? f<2x +  x—X+2> f t2x4-x—X+3> f t2 x + x —X + 4 ’ Ü \ — V  ( l 'k

<72>.-X-C- A  + X -X  +  # 2X- -7 — 7— 2̂ 7 + T— X + 1  +  -  +9-, /j

»ft) .w ,ft) „w

«w «(X) a(l) aW- V  2 x + t — X + J 7  2 x + t - X + 2 ’  2 x + x —X+3> X— 2? X — 1
O l
CO

T
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vyö y0, y v  . f/ 3 bestimmte, innerhalb der Grenzen a. .b befindliche reelle Zahlen sind und

a rrij X— x--V
w 

« i  1 0, 0, . . ,0, 0

a X—x- n f t  ■-2 hmi~ ft(I) X—1?
(X) 0, . . , 0 , 0

( _ 1  )“ - * a mi X—x- -f- ft .2;m~-A -x -2  +  ,̂1»,_2̂ X—x—1 f
(̂ )f lUX—2? flw“x-i>

(X)/■/
‘ X 7 . . , 0 , 0

(X )m i— x + !a} 1
a

w iA* X— “ 1“  f t .
* ,» v — 1 X— +  a i , x + l h - x - l >

0 )
^ X - O T j . + X + l ’

M/y
X — j» j- + x + 2 *

M
X— jW j-f -x -J -S ?  ‘

(X)/■/ v a

at 1 +  ft.—1 e.W ij -  A - % +  ■ • 4 X) + ,x—» v + x  ’
Wr/,
X —

W
f t X— m 2- + x + 2 7

w/•/'• > ax-
ist.

Ist •SpX#) eine im reellen Intervalle a ^ . . . b  ̂ reelle und positive Function, bezeichnen ferner

i  /  \  ___  (X ) X X X— 1x (x) — <rv, \  x  + a v.t\ - 1x  +  . +  i x + 0

—: b^ \ —\X  + i (Jjx_2a? H- . . . -t-b^'iX+b^o

V ^ ( g )
X — z dz, und sind
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ganze Functionen von oc von nicht höherem als clem Grade 21— 1, so ist

, , 1
c. ~I li%\ ((*!)')

a?!’+x 3- (x) dx
(t,x =  0 , l , 2 j .. .,<j)

( P ^ G)

wo VoiVi) -iVa bestimmte, innerhalb der Grenzen a. .b befindliche reelle Zahlen sind und

(__p~ x
c.

ist.

c  b , „i 9m .£—p X— x— V

mi—A —-/.—2 ""H" ̂ i, »Uj— p—A —x—1*

—p̂ X —x—3 »ij-—p—l̂ X—x—2 6V, ?»y—p—2 *̂X—x—1?

c. b.i, m -— p /.—m . +  p • c bi , m .■— p— 1 X—m4-+ p  +  l ■c

a

a

,a

,W 
\  >
w
X— 1?

W
X— 27

w

0 ,
,W
'i ’
7

X— 17

aW

0 ,

0 ,
wy
X 7

nW

0

0 , 0

..., 0 , 0

(X ) (X )
, a, a,y >t—(—p—(—1 X—y.— X—wz^-j-o-J-x—f—17 X— ?'/?jj* —|—o —x —|— 2  ̂ X—?7iÄ*-(-p-J-x-j-3^  ̂ X— 1  ̂ X

(X) (X) (X) (X) (X)
+  p v \ — X— 17 " X — OT^ +  p -J -x  7 — 171~- { - p--J-X-( -1 7  ^ 'X — JBj- +  p - ) - x - ( -2 7  ” * ‘ 7 « X — 2  7 ' * XI-  c .  , b^ i i  i i i  ,1^1  ̂ , i i  „ i  ••••, (f’\ ' „ i  ft-i , m ~ p  X — » i j +  p — 1 — p— 1 X — p 1 i ,  x  1 -  1 ■■ '  — i .  i .. 5 i  i .  i .. i - . i  i  ... . . i .. i m  i  i  o i

Ich will schliesslich noch folgendes Theorem beweisen:
Ist die Function f{x )  im reellen Intervalle a. . .b reell und positiv, bezeichnet ferner W 'r ) den Aten Näherungs-

r h f(%)nenner der Kettenbruchentwickl ung des Integrales /  - - dz, und lassen sich Functionen w. (x) so bestimmen, dass
%)a ^  **
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oj„ (x)  =  1, —  =  /■(«?) ^ ( x )

do). (x)
—faT ~  — K « x — 1 ) a ? + ö J £dx _ i W

686 L. G e g e n b a u e r ,

x
do) (x)

-  G — I K + ä M “ " x - i Mdx  )'+ 1

Wx(«) =  0J.X(&) =  0

ist, wo i^x+ b^  der Ate Theilnenner der Kettenbruchentwicklung 
ist, so besteht für jede im Intervalle a. . .b endliche lind stetige 
Function x (x )  die Gleichung

f  X O) f i ? )  K (x ) dx  — f  x(X) (x ) °\(x ) dx  •
* / a  J a

Nach den gemachten Voraussetzungen hat man

und demnach besteht die Relation

f  X (?) f i? )  I %(?) +  ’K-aO) — (,a>?+ K ) K - i ( ? )  I dx ~  °-
J  a

Da nun die zu beweisende Gleichung für A =  0, 1 offenbar 
besteht, wie man im zweiten Falle leicht durch partielle Integration 
nachweist, so ist die Giltigkeit des Satzes erwiesen, wenn gezeigt 
wird, dass

£  {%QX x ) ü\ (? )  +

+  y ;'~ 2) (.r) _ 2(a?) — (a,x  +  b})  (x) (x) —

—(/— 1 ) O ) w x_ 1 (^ ) ldcc — 0

ist. Da nun der zu integrirende Ausdruck unter Benützung der 
vorausgesetzten Relationen in 

d
dx7, IX(>' r\ x ) ö L (x )  —  xx°-

übergeht, so ist wegen w*(«) =  wx(6) =  0 die letzte Gleichung 
wirklich erfüllt und demnach der ausgesprochene Satz e r h ä r t e t .
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Specielle Fälle dieses Satzes sind die Relationen

X
oo 1 /* oo

e~x <p {sc) x m T l x (a?) d x  — ' /  e~xx m+n <f (x) dx

j '  (1 — x z) 2 <p (a?) C," (a?) cfa? —

2»II(n )n (n  +  v— 1) / - + 1 w ( 2 ” + 2- 1 7
=  n (v — i ) n ( « + 2 v— i )y __1 f  W  (1 - * * )  * <**,

wo die Functionen Tn(x), Cl(x)  sich von den Näherungsnennern 
der regulären Kettenbruchentwicklung der Function

/»OO g —2£?H
/  --------dz, beziehungsweise a?— y/%, v + l ,a ? -2 ),

Jo

nur durch constante Factoren unterscheiden, und die in der zwei­
ten Gleichung als specieller Fall enthaltene, von J a c o b i  in seiner 
im 15. Bande des C r e l le ’schen Journals enthaltenen Abhandlung 
„Formula transformationis integralium definitorum“ zuerst be­
wiesene und unlängst von Herrn L. K r o n e c k e r 1 neuerdings in 
höchst eleganter Weise abgeleitete Relation

f  f  (cos x )  cos n x d x  — -———— -------r f  f^ (cosx~)sm n x d x .
J 0 i - 3 -5 - —  1) /o

1 „B ew eis einer J a c o b i ’schen Integralform el.“ Sitzungsberichte der
Berliner A kadem ie der W issenschaften 1884, S. 539— 540. In dieser A rbeit
hat Herr K r o n e c k e r  sich ebenfalls der oben angewandten Beweism ethode
mit Hilfe eines Inductionsschlusses bedient.
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