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Zur Theorie der Kettenbriiche

von

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

Ich werde in den folgenden Zeilen einige Siitze iiber die
Niherungsnenner und die Coéfficienten der Restfunctionen von
Kettenbruchentwicklungen ableiten.

Entwickelt man die nach ganzen negativen Potenzen von z
fortschreitende FFunction f; () in einen Kettenbruch, dessen Theil-
zdhler simmtlich den Werth —1 haben, und bezeichnet mit ¢, (),
Y.(@), f.(x) beziehungsweise den xten Niherungszihler, xten
Niherungsnenner und die xzte Restfunction dieser Entwicklung,
50 besteht bekanntlich die Beziehung

frt1 (@) = f1(@) Y () — 9. (), 1)
aus welcher folgt:
[1(@) = frg1(@) Pr1(@) — frpa (@) 92 () -
Ist nun der Grad von y, () », und beginnt die Entwicklung
von f,(«) nach steigenden Potenzen von x—! mit x—*, so ist der

Grad von ¢,(2) n,—p, und es fingt demnach nach der letzten
Gleichung die Entwicklung von £, () mit 2~"*+1 an, so dass also

f (m) . Cot1, Nyq1 Crt1, 7LZ+1+1 Crg1, 74112
%41 - LA 2kt Lt?

ist. Durch die Verbindung dieser Entwicklung mit der Gleichung 1)
) die Entwicklung

p, (@
¥, (@)

von fi(#) bis zu den Gliedern von der Ordnung —(n, ,+mn,)

ergibt sich, dass die rationale Functmn
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(ausschliesslich) genau darstellt, und demnach lisst sich die ange-
zogene Gleichung auch in folgender Form schreiben:

o) = ) P — )P,

wo P(z) eine im Allgemeinen nach ganzen negativen Potenzen
von « fortschreitende Function ist, in welcher kein Exponent dem
absoluten Betrage nach unterbalb 2, +n, liegt.

Ist nun ¢, (#) ein Niherungsnenner, dessen simmtliche
Wurzeln @, ungleich sind, so ist nach der Lagrange’schen
Interpolationsformel

0, () Hg:’ (x P ()

& @) —2,) ¥, (2,)
und demnach verwandelt sich die letzte Gleichung in
Y= ) ‘r) ( )
frs(@) = Z e ;) oy @)+ (@) P(2)

oder auch

fn@)= S (x( 6@+ P@)

wo die ganze Function G(«) durch die Gleichung

L @)
Ge) = %(t)—'— (w— "’&L)‘Px(xu) 7@

p=1

definirt ist.
Aus der Gleichung 2) folgt, dass in der Entwicklung der

"f‘“/(xp (10) . . . . T _
Summe Z = wu)y) @ H) keine Glieder mit negativen Ex

LI.-—??/)

ponenten aufueten konnen, deren absoluter Betrag unterhalb der
kleineren der beiden ganzen Zahlen n, +#, —n, und n,, liegt.

Ist nun A=z, so ist sicher » +n,  —n.=n, 4, und dem-
nach ist:
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:O' (6207172y ---,7!7.+1—2; )‘>K) -..3)

Py T (@) ¢, (@)
Diese Gleichungen habe ich schon frither ! auf einem anderen

Wege hergeleitet. Setzt man in die Gleichung 2) die aufgestellte
Reihe fiir £, (2) ein, so ergeben sich, falls

p=1

n+n, = 2,4y + P41
ist, die Relationen

p=m, x;%+1+m_1 b (@) 0, (-?Jy)_c o1s "
"(IUP_) —Cut+1,m | Hae (O(—- y 1y ,...,ﬁ) LR

241
u=1
Aus diesen zwei Gleichungssystemen erhellt, was tibrigens
auch in anderer Weise leicht zu zeigen ist, dass das Product
U, (®) ¢,(x) nach dem Modul ¢, («) einer ganzen Function

o, R
b A by 1@ T b by

=y
vom Grade n,—mn,, congruent ist.

Ist f,(«) gleich einer rationalen Funection -— /(@) deren Nenner

9(@)’

eine ganze Function vom Grade » mit nur ungleichen Wurzeln
ist, und nimmt man in den eben auseinandergesetzten Int-

¢, (@)
¥, (@)

bruchentwicklung, also

den letzten Niherungsbruch der Ketten-

@)
9(@)

P(x) selbstverstindlich gleich Null, und man erhilt demnach in
diesem Falle die Relationen:

wicklungen fiir

selbst, so ist die zugehorige Funetion

=0 (6=0,1,2,...,n,,,—2)

Z @ ¥ (@) [(@y)

9(@,)
p=1
p=n 7z,+1+a 1
Z - b (@) () = Cott,myy ghae (@=0,1,2...)
= (“M)
_

1 Uber Kettenbriiche.© Diese Sitzungsberichte 80. Bd., II. Abth.,
8. 768—7175.



f(@)
9(@)

Ist endlich speciell f(«) = ¢'(x), so wird bekanntlich dic Kettenbruchentwicklung von regulidr und

demnach n, = %, und daher ergeben sich in diesem Falle die Gleichungen

p=n

Z x:‘ “P“ (a"l’> =0 (6=0,1,2,...,x—1)

p=1

p=n
T+ —
Z a’p. aﬂbx(‘z'p) — 0x+1,x+a+1- ((X=0, 1,2, N )

Nach einer von Herrn F. Brioschi! abgeleiteten Formel, von welcher ich unlingst? einen neuen einfachen
Beweis mitgetheilt habe, ist
)
by —n, oy ) 0, 0, 0, 0
A N
pn " n . bn;‘—nx_*_l—l ) ai(l)\)—l ) afz)?; O, ’
=7 1T 1) .
Ly * @' ”) Sok(x”) _ (—1 >a bn)\—”x-{-l—% ag )——27 aglx)"h “7(}).)7 0, 0 5}
(@) a -5)
k=t k ) ) SIS
bn7‘—nx+1—a+ 1, an) —a+1) a7zl—a+2 ] (‘9(1)3—&+3) ’ agn) —1, an)
X LS 3
bn)\—nx_’_ 1—%) d;)\) ) agtx)—a+1 ) a7(z))-—-u+2; ) agtl)—Z; af’t)?—

1, Sur deux formules relatives 4 la théorie de la décomposition des fractions rationnelles.“ Journal fiir die reine und ange-

wandte Mathematik von Crelle, 50. Bd., S. 339—342.
2, Uber Congruenzen.« Diese Sitzungsberichte 5. Bd. .II. Abth., 8. 610—617.
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wo die Grossen a durch die Gleichung:

(@) = af}f m"X+aflx}?_1m"*_1+ .. +rt?)x+af)x)
bestimmt sind, und daher hat man die Sitze:
Sind
N m—1 ) 0

\
(@) = aa™+al) 2" +aPrtd

ck, ), c)\,n)\+1 ck,n)\+2
‘Tn)j—l xn)\+1

mﬂ)\

und ¢, (), beziehungsweise der Ate Niherungsnenner, die Ate Restfunction und der Ate Niherungszihler der
Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von « fortschreitenden Function, so besteht die

Relation

Y

by ), 0, 0, 0, O
™ o]

b”)\_”x+1_1 ) an)\——] ’ anl) 0) O; 0
) ) ™

at1 b, _ Y [/ ) Ay, @, 0 0
(_1>a a%\) Cotl,nyy g = P12 =2 m—1) "I ) (1 ~ x)

s )) %) 8 X

bn)\—nx+1—a+1 ] ai(z;?-—u-{-l ) a”E’L)\——a+2) aft)\— a3y ) ai(’t)\)—] ] a;.)?
X X A 1S S

bn)\—nx +1—% aE’L)\)—O{ ) asb)\)—a+1 ) agz A)_—tz+2 ) ) agz)\)—z b agz)g—l

*QTOTIqUO}IO I 49 OLI09YT,
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wo, falls die erwihnte Function nicht rational ist, die ganze Zall « der Bedingung

8L9

0<ax 0= —1—1
geniigen muss und die Gréssen b, durch die Congruenz
—" —., -1
\PK (.ﬂ) SO)(£U> = ('n)\—nz+1 an s + b"k‘”x—i—l—l x"k s + -+ bl$+ bO <mOd' llj)(.fb'))
definirt sind.

Sind

$ @) = d " +ad_ " . +dPotal)

)\ n;\ )\,n)\+1 C)\,n)\—i—‘z
f) (’U) n}\-{-f wn)\+2ﬂ +

‘rengquefon

und ¢, (x) beziehungsweise der Ate Niherungsnenner, die Ate Restfunction und der Ate Nihcrungszihler der
Kettenbruchentwicklung einer nach ganzen negativen Potenzen von « fortschreitenden Function, ist ferner

., — 2, —2
x(@) = .9"7.+1+Y—1‘1"n/'+1+1 1+5'"~/.+1+'(—2‘v S +91*+9,

irgend eine ganze Function von «, so ist



IS
D1t r—1Om =iy s ), 0, 0, 0,

0. 2)
(/1:,,_,_1—}-7—1&1;)‘——”14_1——1+0n.,+1+1——26n)\——7z/+1; an;\)—l; a51 ) 0; )
— [¢3
<__ I, 11— 16711—71,_*_1—2 +gn,+1+1——2bn)— n,_|_1—1+,/7z/+1+~[——.;[)n)\—n/+1 (‘71)\)——2; a:(z;?——l; “Sz/)), ]
1
al " .
. O) ™ (') ») ™
Iyt —-Ib")\—”z+r—7+1 +9g "-/.+1+T—2b")\‘”-/.+ P B i /L bﬂx—nv-q-ﬂ . 117 iy =2y Gy — 43y 200y 7(1, —1 (‘n))

) ] ) *)
g7zx+1+y—1b1zk—71x+1—7 “L‘gn.,__*_l—{-"(——?.bn)\—nx+1—1+1 -+.. +,f/7zx+1—1”n)\—n.,.+17 “n)\—~ 17 afz;\—{—i—]; (éL))-—‘(—}-?) oy ('7(5\—2; "n)\—-l

wo die Grossen b, durch die Congruenz
(P}('I’f) LP"(w) = [}")\_"x-i-l mn)\_nx-{-l—l'bn; ~fy4q1—1 RS S +bx+ bo (mOd 4’)(‘7"))
defipirt sind und in der Summe auf der rechten Seite, falls die in einen Kettenbruch entwickelte Funetion nicht

rational ist, y nicht grosser als », sein darf.
Sind

A
(@) = aO) ”*+a§1)_1x" ST +a0)x+a(')
C. C,
. ) n)\ 41 ko my 2
f; (.T) n)\—{—l + xn)\-{—‘z

und ¢,(«) der Ate Ndherungsnenner, die Ate Restfunction und der 2te Ndherungszihler der Kettenbruchentwicklung
einer nach ganzen negativen Potenzen von « fortschreitenden Funetion, so ist
Hin)\ Yo (@) (@) ¢, (@)

=0 (v 25 nxt1—1> np)

v=1

*91[O1IqUS)IOY 19D BLI0AY ],
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v

=R =
2' o ('7" ;L) 120 ('ﬁ*) %_<xl*> . c o —
7 —_ x+1, 2 +v &n +1-84v —
Y (@) x+1 ?
p=1 v=0
]
ag: by 1,419 Oy 0, 0, 0,
( ; ® »
an g bn)\—n,_l_l—l + “7(;)—1 bn, Tyt an)\—17 dn)\, 07 )
3 9 o LS
(— 1) (11(1 ) bn)\ "x+1_2 -+ an —1 bn)\—nx_’_l—l -+ an —2 bn)\—ﬂ‘_l_l) a")\)_27 a'("})_h a£l7t)7 O’ 0
0+
o ® 0) 0 Q) ® M
tly ® b”)x_l*/-}—l —841 -+ “n —1 bn) -'7',<+1_°+2 b VT o an bn) —Ty 1 an)\—a-}—l; an)\—ﬁ—{-Zy a’n)\ 843y - an) —1 anl
5 M) X ) ™
a£ ) bn)\— ”z+1_a + “71 _1 bn)\—n1+1—5+1+'"+a”p_1 bn)\_nx+17 ﬂn)\ —8y uSL)?—Q-‘-].) ag;z—ﬁ—{—z; ey a,%\-z, (Ln)\—l

wo die Grossen 4, durch die Congruenz
(@) 9, (2) = b,z)\_”xﬂw”*_""’-+1+ l;,l)‘_nx_'_l_lw W T bw4-b,  (mod. 4, ()

definirt sind, », = n,4,+0—1 ist und im ersten Theile der Doppelgleichung, falls die in einen Kettenbruch ent-
wickelte Function nicht rational ist, & nicht grosser als », sein darf.
Ist S(«) eine im reellen Intervalle . ..b reelle und positive Function, bezeichnet ferner

b, () = am af;l+rt0‘) A T +am r+4 aff)

C. C.
f (’('\) _)‘._ A1 A A2

2 ,)\+1‘ 22 +
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, ¢.(@) und g, (@) = e, x+B,, beziehungsweise den Aten Niherungsnenner, die Ate Restfunction, den 2ten Niherungs-
. . . (S (% .
zihler und den Aten Theilnenner der Kettenbruchentwicklung des Integrales f x—(z dz, und werden die
Grossen b, durch die Congruenz @ -
b (@) 9, (%) = bsmr P by 02 0L D+, (mod. (@) Gy =g %gs W)

bestimmt, ist ferner

X&) = Py ead BT T A o T T g @ gy )
eine ganze Function von # von nicht hoherem als dem Grade 2A—=x—1, und sind endlich

—1

Yo (@) = a,, m,, "+ a, my—1 R e I R 2l

ganze Functionen von #, deren Grad die Zahl 2—1 nicht tibersteigt, so bestehen die Gleichungen

'8 I AT P CTIIAOX ‘10 'SIWTU-"Wewue p -qzyg

=]
5 (__ 1 >t+1
.3‘ (m> X (CU) (lb”- (él»') da' = 20—2%—1
)
a a)\

o

!, 2);——7:—1-—16)\—'&—17 al )7 O’ O’ ..., 07
() )

[/ NP AN N v 45 0, - 0,
0) » »

HH: g?)\—x—t—lb)\—x—s+g2)\—'/.-—-:—2b)\—‘/.—2+g2)\-—7.—1:—3b7\—x—1’ u)\—27 al—l’ al ’ 2 O -

(0] ™ (V] () ™

[/ TR of N TR S of NI NSOV INY D SPUR T AUR WRY NP
™ ™ (] ™ [¢V]

99 —inaliprs T bt bl e e Gy G Gy

*TOREQU)IAI 9P OLI0AYT,
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() ()" — ()" () = fip | 2 () (@) \

(£)'d— @?

=Y, (3=, (... (EHY—3F%3 3.I|-+\m >+«Ip+r (I—%—Y X ey TH(—3H2 g—2—x—\G 4% T—1—%—\Gp
w”" 0" w” 0” w” 9 D+t ? b+ ? b
Q,cz :Mc [ zfli&.e“ fli&c &+,Alp+mw.e;ll&is\\..T....Tm+<|p+xemlpixlﬁ$.+~+Alp+.\,«~ﬁlplxlg§.
: 0o ‘0 N&e m.mm &M@@ ;lesm\plléxs. +lel<eﬂlplxl<§. +a(xl5~ﬁlp|x|§m
@ ¢ ¢ ¢\ a—, (= Y, §—3—%—\G G—r— , T—2 —%—Y3
z 0 0 0 w” w” q b+ ? b
=
= X T—x—Y 1T—3—%—Yg
2 0 ‘0 ‘0 ‘0 ‘? ‘ q “6
ap
<o
q (6)'&4(f)*6 w0 f—a .
it s K ==t wes
i)' w0 A2, ) (£)'d—(2)'d 2
+xp ?
=ap ()i (@)e
T 2
0=n
o M fyntrtx ety N —
no% [—2— %~ (6=
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T (B Lona (§H(2H2G ) (G —2420g (TH(—22g,  (I—%—Y, %p , ., T+(—3+% g—i—x—@p \—x432 T—1—x—yg
@’ w” @” w” w” 9 b+ ? b+ 9 b
&@ z@ [ Ri,,ﬁlfr%c Nm+,mlp+% » &+,ﬁlp+mwe (T—%—Y eilx 44 GH—3+tx ewllel,& 6+ TH{—x+2 eﬁlelxlé 6

o ‘0 ﬁ?,we zﬂ% ) .mﬂ,“@ T—r—Y QT SO emlplxl,a - ET @HIVLIAN 6
0 ‘0 0 «Q,w: ! .ﬁ.ws :le,im! T+ leléﬂlplxl,ab.
0 AO (2 NO ao AQ,M\Q mlxlsﬁlplxl,&%.

A.o“... nm nH «O”.\.“.Nr:,v » . . .b, o

@) f Hom gl gt £12) =

?
(g p=a —x—y g—a “m J‘. “O”b m.d”ow “N q d”m m&ll/n?.. NHILArm”.Sv
o d o (3—a) - (—a)(y—a) ° 3
T.|KT.LNJ “O”xu . pw ﬁlblx%nl\.vo...amofo — = Y . -~
1 A MORICEIGER
o=L

0=x
_ APWV ﬁlulx%u.*vxvo “ee Nﬁfo _ N —

L=

»+x\s§+ﬁ+x.ﬁ+xw N

T—i—xg—ye=F

?T.. hmhﬁ”h mﬂ]xlx le.sn..‘ NN;,O".O w.d”ow hmnﬁuonm m.sl,mf.. J'K.K”a%




WO Yo, Yyy «-,Ys bestimmte, innerhalb der Grenzen a. .d lLefindliche reelle Zablen sind und

789

L N a?, 0, 0, ...,0, 0

T NS S N agl ;M? 0, 0, 0
c. = G ai,mz-b)x-—x—ﬂ+az‘,m[—1bl—z—2+az’,7’n[—2bl—x——17 agzr (81’ «”, 0,0
b* ag)m[.—x-fq

O N S NN SRS S NN IO IO TR I o

az‘,mib)\—mi al tz m; —1b>\ —m; +-... +ai,x bl—x—ﬂ )3lm ;% (g\im et ag-)—mz.+x+27 (f\)\) 27 “)(\)) 1
ist.

Ist 3,(») eine im reellen Intervalle «,...b, reelle und positive Function, bezeichnen ferner

‘ranequaSen 'y

A1
Y (@) = alh &’ +ap @+ a2 Ha,
A—1 r—2
eun(@) = by +bw__2x oo b b,

beziehungsweise den Aten Niherungsnenner und Aten Naherangszihler der Kettenbruchentwicklung des Integrales

B,
f 26 g und sind

z r—2z
™



ganze Functionen von @ von nicht htherem als dem Grade 22—1, so ist

A
f &'t S (x)dz

WO Yy, Yy, -, ¥, bestimmte, innerhalb der Grenzen «. .b befindliche reelle Zahlen sind und

1
¢ | == 1X¥®@)|. 3% (y.
! ,’,I ((G!)!)z IXL (y,{)l | J (J,{ (7, »=0,1,2;...,0)

(—1y
cC. =—-—7"—
7% Q)mi—p—x-i-l
a.
X
)
b a®, 0, 0, w0, 0
™ ™
€ me—pOria ¥ Come g iOr b v O 0, = 0,
oM ™ ™)
ci-7ﬂ,'—pb)\—x—3+cz‘, mz-—p—lb)\—x—2+Cz',m‘-—p—Zb)\—x——l’ )\——27 ak—l’ ak Y o 07 0
™ » ™ (O]
cz’, m[—-pb)‘—miﬁ-p + cz’, mi—p—lb)\—mi+p+1 +o cz, /+p+1,)\ 2—17 (t) —m ;o217 (‘1—7;:l.-|—p+z+27 a)\—7n,-+p+x+3’ - (")\ 17 @ X\
. Q) ™) 0) (’) 0\)
Comimttromepp1F Commpihrmmrs Tty b 0O i it Dm0 D)

ist.
Ich will schliesslich noch folgendes Theorem beweisen:
Ist die Function f(«) im recllen Intervalle a. . . b reell und positiv, bezeichnet ferner P, () den 2ten Nitherungs-

nenner der Kettenbruchentwicklung desIntegrales f ( ) dz,und lasscn sich Functionen o, () so bestimmen, dass

*3YPNIQUAIIAI 18P SLI0BY],
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do, (x

da(, ) —i(a —l)x—{-b s (%)
do, (:v)

de = (—Da, +1wx(a:) —o,_, (@)

w, (@) = w,(b) =0

ist, wo «,&+b, der 2te Theilnenner der Kettenbluchentwwklung
ist, so besteht fiir jede im Intervalle «...b endliche und stetige
Function y («) die Gleichung

f (@) (@) () de = f 3O (@), (@) da

Nach den gemachten Voraussetzungen hat man

Y)(T) = ([’ z+b )\bx_1(a’) n) 2(.:6‘),

und demnach besteht die Relation

f @)@ (@) @) — (204, (2)}de =0,

Da nun die zu beweisende Gleichung fiir A=0, 1 offenbar
bestelit, wie man im zweiten Falle leicht durch partielle Integration
nachweist, so ist die Giltigkeit des Satzes erwiesen, wenn gezeigt
wird, dass

b
f (@) o, (@) +
+ " (@) o, (@) — (2 +0,) 1"V (@) o, _ (@) —

—(0—Da, " (@) o, (@)}de =0

ist. Da nun der zu integrirende Ausdruck unter Bentitzung der
vorausgesetzten Relationen in

= 0.—~2)

T @) o @)—er I (@), ()
tibergeht, so ist wegen w,(d) = w,(b) = O die letzte Gleichung
wirklich erfiillt und demnach der ausgesprochene Satz erhirtet.
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Specielle Fille dieses Satzes sind die Relationen

* o (@)am TM(@)do = o [ e am o) dv
" () (m+n) J,
0
+1 2v—1 .
f (1—a2¥) 72 ¢(@) Cy(x)de =

1
_ 2I(m)I(n+v—1) oy, o n-2v—1
- I[(V—l)n(7l+2v—1)/;1 ¢ ((L) (1 & ) 2 dfv,

wo die Fanctionen T'(#), C,(x) sich von den Néherungsnennern
der reguldren Kettenbruchentwicklung der Function

&

(e o] e—zzm {
. | . —1 I —2
f p, dz, beziehungsweise x—*F(1,!/,,v+1,27?),
0

pur durch constante Factoren unterscheiden, und die in der zwei-
ten Gleichung als specieller Fall enthaltene, von Jacobiin seiner
im 15. Bande des Crelle’schen Journals enthaltenen Abhandlung
yFormula transformationis integralium definitorum* zuerst be-
wiesene und unldngst von Herrn L. Kronecker! neuerdings in
hiehst eleganter Weise abgeleitete Relation

T 1 T
: s — (1) in” e,
f}f(cosa) cosnwdx T35 .(272—1)ﬁf (cosx) sin? w do

1 ,Beweis einer Jacobi’schen Integralformel.« Sitzungsberichte der
Berliner Akademie der Wissenschaften 1884, 8. 539—540. In dieser Arbeit
bat Herr Kronecker sich ebenfalls der oben angewandten Beweismethode
wit Hilfe eines Indnectionsschlusses bedient.
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