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Uber complexe Primzahlen

von

Leopold Gegenbauer,
c. M. k. Akad.

Fiir die Summe derjenigen Werthe, welche eine beliebige
Funetion annimmt, wenn ihr Argument alle ans gewissen reellen
Primzahlen zusammengesetzten ganzen Zahlen eines vorgeschrie-
benen Intervalles durchliuft, und speciell fiir die Anzahl der in
diesem Intervalle befindlichen Primzahlen, ist eine Reihe von
theils genauen, theils angeniherten Ausdriicken aufgestellt worden,
welche in verschiedenen einschligigen Werken, beziehungsweise
Abhandlungen von Legendre, Gauss, Dirichlet, Mobius,
Riemann, Tchebychef, A. de Polignac, Genocchi,
Bugajef, Berger, Catalan, Cesaro, E. de Jonquiéres,
Lipschitz, Sylvester, Petersen, Meissel, James Glaisher,
J. W.L. Glaisher, mir u. A. enthalten sind. Diejenigen genauen
Formeln, in welchen keine Integrale vorkommen, zerfallen in
zwei Kategorien. Die Formeln der ersten Kategorie setzen die
Kenntniss aller Primzahlen des betrachteten Intervalles voraus
und sind daher vorwiegend in theoretischer Beziehung von
Interesse, in den der zweiten Gruppe angehirigen Relationen
hingegen werden Summen, welche sich auf alle aus bestimmten
beliebig ausgewihlten Primzahlen gebildeten ganzen Zahlen
eines gegebenen Intervalles beziehen, durch Summen ausgedriickt,
die sich iiber alle jene Zahlen desselben Intervalles erstrecken,
welche aus den tibrigen in demselben befindlichen Primzahlen
gebildet sind; diese Formeln konnen daher zur Berechnung der
letzteren Summen beniitzt werden, sobald die zuerst erwéhnten
Primzahlen bekannt sind, wesshalb sie nicht nur einen theore-
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tischen, sondern auch einen in vielen Fillen nicht unerheblichen
praktischen Werth besitzen. Es lassen sich nun analoge, sowohl
genaue, als auch angeniherte Formeln fiir jede Art von com-
plexen Zahlen aufstellen. Ich werde in dieser Mittheilung zu-
niichst einige genaue Formeln der beiden erwihnten Kategorien
fiir allgemeine complexe Zahlen ableiten und zum Schlusse
einige auf die Primfactoren der reellen und der aus den vierten
Einheitswurzeln gebildeten ganzen complexen Zahlen beziigliche
Theoreme ermitteln.

I. Formeln der ersten Gruppe.
Es bedeute (n) die Gesammtheit der einer bestimmten
Gattung von complexen Zahlen angehorigen ganzen Zahlen, deren
Norm die reelle Zahl » nicht iibersteigt, 9 (z) die Anzahl der

Individuen des Zahlengebietes (z), Z ¢ (2) die Summe der
Werthe, welche die willkiirliche Functi(o)n ¢ (#) annimmt, wenn
ihr Argument die eben erwéhnten 9((z) complexen ganzen Zahlen
durchléuft, & () die Anzahl der verschiedenen (wirklichen und
idealen) Primfactoren der ganzen complexen Zahl z, es habe
ferner ¢(2) den Werth O oder 1, je nachdem die Norm der com-
plexen Zahl « unterhalb der Einheit liegt oder nicht, und die
zahlentheoretische Function p(x) den Werth (—1)%@, falls =
eine complexe Einheit oder ein Product von verschiedenen (wirk-
lichen oder idealen) Primfactoren ist, hingegen den Werth O,
wenn 2 durch ein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, und es sei
endlich die zahlentheoretische Function «(2) so beschaffen, dass
die tiber alle Theiler d der ganzen complexen Zahl » ausgedehnte
Summe

Z a(d) = f(x)

d

ist, wenn x eine Primzahl ist, wihrend in allen anderen Fillen

die Gleichung
Y at@y=0
d

besteht.
Durch die eben angefiibrte Eigenschaft ist die Function « ()
vollkommen bestimmt, denn mit Beniitzung des bekannten Satzes,
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dass, falls p,, p,,...p, simmtliche Primfactoren der ganzen com-
plexen Zahl @ sind, sich jeder Theiler von z, mit Ausnahme von 2
selbst, ebenso oft unter den Divisoren der ganzen Zahlen

x xr xr

PPy PP paPy’ ’Pr_gp,._gpr_l P, ’

b

als unter den Theilern der ganzen Zahlen
z & = @ @
2R S T VST Y Y T

findet, leitet man in bekannter Weise die Relation

a(x) = Z f(d)p (%) L)

ab, wo f(d) den Werth £(d) oder O hat, je nachdem d eine Prim-
zahl ist oder nicht. Nach dieser Gleichung ist also
(1) =0, a(z)=0, ... 2)

wenn x eine (wirkliche oder ideale) Primzahl in einer hdoheren
als der zweiten, oder mehr als eine Primzahl in einer héheren
als der ersten Potenz enthilt,

a(@) = (—1)*If (py), -..8)
wenn « den Primfactor p, in der zweiten, alle anderen aber nur
in der ersten Potenz enthilt, endlich

a(@) = (=120 ) f(p), )

wo die Summation tiber alle complexen Primfactoren der ganzen
complexen Zahl & zu erstrecken ist, falls # durch kein Quadrat
(ausser 1) theilbar ist.

Ist speciell f(#)=1, so geht die Function «(z) in die
specielle Funetion e () tiber, fiir welche an die Stelle der
Gleichungen 2), 3), 4) die folgenden treten:

%y (1)=0, e (x)=0 ...20)
oy (@) = (—1)%@ ...3a)
oy (@) = (—1)°@+1a (@), ..4a)



Complexe Primzahlen. 1039

Fiir die Anzahl 9 (») der Individuen des Zahlengebietes (z)
pestehen offenbar die Gleichungen

Um) = ) ¢ ( " )
LSy (V@)
1+S1gn<

—1
=Y Nz )

=)

Y% (n) = Z 1+Slg’{(’l:Nﬁm))
«=(n)

und daher ist

). (N( ))"()‘ 2. (N( y)) @)

« = (n) oy =(n)

SRERR

w= (n

oder nach den angefiihrten Eigenschaften der zahlentheoretischen
Funetion «(z)

Z <N< )> (@) = F(n) ...B)
@ = (n)

und speciell

> QI(N%J_))%@):@(”), ...6)

x = (n)

wo F(n) die Summe der Werthe vorstellt, welche die Function
f(#) annimmt, wenn ihr Argument alle (wirklichen und idealen)
Primzahlen des Complexes (n) durchliuft, und O (») die Anzall
dieser Primzahlen ist.

Aus diesen Gleichungen lisst sich sofort eine Reihe von
Formeln derselben Kategorie ableiten. Es sei x, eine zu der
erwihnten Classe von complexen Zahlen gehdrige ganze com-
plexe Zahl, welche eine vorgeschriebene (durch den Index A
charakterisirte) Eigenschaft besitzt, 9, ein zu den Zahlen z, ge-
horiger Theiler der ganzen complexen Zahl 2 und es mogen die
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Functionen f,(2), f; (@), fO(), [0 (2), 1(), 1 () folgenden
Relationen gentigen

PIACVACIELIE )
Z UYL (g)) = (@) ...8)

3 £06) =%
Zwmzww

falls & zu den Zahlen «, gehort, und

Z 1,(3) =0
5

DL 16) =0

5.

in allen anderen Fillen, wo dic Summationen iiber alle Divisoren
¢, von 2 zu erstrecken sind. Alsdann ist

2 Wy = 2 ()

=) . =
= 2 (v )(Zn@ﬁ
x);n) U (N () ) N(2,) = x)‘,;(n)( Mo, y)> 19 ()
- 3 (S

wo die Summationen beziiglich x, iiber alle dem Gebiete (n)
angehorigen complexen Zahlen 2, auszudehnen sind und in den
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auf « beziiglichen Summen selbstverstindlich nur soleche ganze
Zahlen des Complexes () zu nehmen sind, welche einen unter den
Zahlen a, befindlichen Theiler besitzen. Aus diesen Gleichungen
folgen nach den eben angefithrten Beziehungen die Relationen:

Z Q[<N( )))fz(“)) = Z x(@p) = X(»)

@, = (n) oy = ()

Z (N( )>f(“ (@) = Sﬁ 2O (2,) = XO ().

:c)‘=(n) 2, = (n\

Schreibt man in diesen Gleichungen fiir z: 2 multi-
N(y)’

plicirt sodann mit f;(y), beziehungsweise f{"(y) und summirt
beziiglich y fiber das ganze Zahlengebiet (n), so entstehen die
Gleichungen

2 * () h0= 2 (igg)reno
=2 > () Vz;(am,( )
- 3 it

2 X0y ) 9=

y=(n)

o

) O (@) 19 (3)

2

i [\4 i

= ; 91( w2 fa°>(o‘}>/'§°>(%))
= :Z % (5 )ao(w>,
oder nach 5) und 6):
:Z@ X (35) 6@ = F ) 9)
2 XO () 19 @) = ). ... 10)

y=@
Sitzb, d. mathem,-naturw. Cl. Bd. XCVIII. Abth, IL. a. 67
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Aus diesen allgemeinen Relationen sollen nun einige be-
gonders interessante specielle Formeln abgeleitet werden.

Sind die Zahlen , alle ganzen Zahlen des Gebietes () und
nimmt man fir eine der beiden Functionen f, (), f,(«), be-
ziehungsweise [ (x), f(x) eine zahlentheoretische Funection
x(z), welche flir jedes Paar ganzer complexer Zahlen des Ge.
bietes (n) die Gleichung

x(wy) = x()2(y)

befriedigt, so lisst sich die andere leicht ermitteln. Ist niimlich

beispielsweise f, (#) = z(x), so wird f, (—x—) .y (@) , wenn d
d] " f,(d)

irgend ein Theiler von = ist, und daher verwandelt sich die

Gleichung 7) in

f5(d) _ «(x)
fd) — f (=)’

aus welcher Relation nach der anfinglich beniitzten Schluss-

weise folgt
r@= )« () (7) 11

d

Es sei zundchst f, (#) = N(«)", dann wird nach 11)
A=) e (%) N(d) (), ..12)
d

und es stellt Z f>(d), wo die Summation tiber alle (wirklichen

und idealen) Theiler der ganzen complexen Zahl x zu erstrecken
ist, die Summe P, (z) der xten Potenzen der Normen aller Theiler
der ganzen complexen Zahl x vor, so dass also

Z <N( )>fz( @) = ; (N( ))N(:v) ... 12a)

z=(n)

= 4@ =W(n)

z = (n)



wird. Die auf der rechten Seite der Gleichung 12) stehende Summe kann leicht nach den Functionen f(p,)
geordnet werden. Fiihrt man nimlich in dieselbe den oben aufgestellten Ausdruck von o (z) ein, so erhilt man
fiir den Coéfficienten von f(p,) die Summe

2wl (5 e(2)

d

wo die Summation iiber alle durch die Primzahl p, theilbaren Divisoren der ganzen complexen Zahl z zu
erstrecken ist. Ist nun

o

T = pypy )
so wird diese Summe gleich

I3 —x a—x . —1 a -2 oa—% \%X
Xy a)Xe * A%y yTp— % A—=1 A—=1py k A A1 AL T 1')
N b @ppp B N(prpge it T g P
%1 X2e
-3 —x a—x—1 a — a —x
. a—% o= g A1 A—1 ph X IR WE | r r)
w(prpg. p Pt e P ),
o
-

“wo die Grossen »_ nur die Werthe O und 1 haben kénnen.
Aus der Definition der zahlentheoretischen Function u(x) folgt, dass fiir alle theilerfremden Werthpaare o, y
die Relation

p(zy) = w@) 1 (y)

‘waTyBZWLIg oxardwo)

g¥01



besteht und daher lédsst sich diese Summe auch in folgender Weise schreiben

()= D D)k EIN Ny N ) N ()T

. N(p:_);_-ll-l—"x+1)" e N(p:r—xr>x " <pt;1——x‘) m (FZ:_X:> - <p:i_1_1’“%)\_1) ® (p:}\—u>‘—1)

p (o) () =N ()T (0T )= N (27 ) ()

Y8 (=0 () 27

wenn festgesefzt wird, dass die Function p(«) fiir ein nicht ganzzahliges Argument den Werth O haben soll
und die Marke am Productzeichen anzeigt, dass der Werth =2 auszuschliessen ist. Dieser Ausdruck zeigt,

dass der Coéfficient von f(p,) in f;(x) den Werth O hat, wenn % auch nur einen Primfactor in einer htheren
als der zweiten Potenz enthilt, und dass derselbe in allen anderen Fillen gleich dem Producte der xter Potenzen
der Normen jener Primtheiler von « ist, welche in 2 pur in der ersten Potenz vorkommen, multiplicirt mit
dem mit dem positiven oder negativen Vorzeichen verksehenen Producte der um 1 vermehrten xten Potenzen der

Normen jencr Primfactoren von «, welche in — in der zweiten Potenz aufireten, je nachdem die Anzahl der
by

F¥01

‘aeonequeSel I
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letzteren gerade oder ungerade ist. Ist speciell x=0, so wird der

angeftihrte Coéfficient gleich 0, wenn pi auch nur einen Prim-
X

factor in einer hheren als der zweiten Potenz enthilt und erhilt

den Werth (—2)° in allen anderen Féllen, wenn p die Anzahl

jener Primzahlen vorstellt, welche in % in der zweiten Potenz

D,
erscheinen,

Man hat demnach die Formeln

> ur,(N )>F(v) F(n) ...13)

x = (n)

> w, (N( >) FO (2) = 0(n), ...14)

z= (n)

@)= Y s )rw)
i =3+ (3)

I3

WO

ist, wenn die Summation beziiglich % tiber alle Primfactoren von 2
ausgedehnt wird.

Fiir die eben aufgestellte zahlentheoretische Function F,(«)
ldsst sich, wie man leicht zeigen kann, die folgende bemerkens-
werthe Gleichung aufstellen:

F(d)—Zf(P> s ) <;>

Es sei ferner f, () = %(#) N(«)*, wo die zahlentheoretische
Funetion 2(2) den Werth +1 oder —1 besitzt, je nachdem x
aus einer geraden oder ungeraden Anzahl von gleichen oder ver-
schiedenen (wirklichen und idealen) Primzahlen zusammengesetzt
ist. Da offenbar nach der Definition von 2 (2) fiir jedes Paar von
ganzen complexen Zahlen die Gleichung

May) = 1(@)A(y)

besteht, so wird in diesem Falle
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@)= «@n(Z)p (%)N%) ... 16)

r x|\
=Y« (7)9(7)
d
Da, wie man sofort sieht, die iiber alle Divisoren & der

Primzahlpotenz p* ausgedehnte Summe Z Ad)N(d)* den

A= a a
Werth Z (—1)4N(p ) Dbesitzt, so ist die iiber alle Theiler

A\ =0
der ganzen complexen Zahl x ausgedehnte Summe

ZM@M@—(TZ(—DN@“=%@

Ist speciell x=0, so entstehen die interessanten Relationen

Y@ =1,
d

falls  das Quadrat einer ganzen complexen Zahl ist, und
Y —
2. A(d)=0
d

in allen anderen Fillen. Es wird demnach

> (V( )>1(w)N(w> = Z (N(w )>x(w>Nw) .154)

z = (n) z V=

:Z<MM (@) NaY)

z = (n)

=) o@=) @
x= (n) *
und speciell

> ﬂ(ﬁ)l(m}:ﬂ(\/ﬁ).

x = (n)
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Setzt man in die auf der rechten Seite der Gleichung 15)
stehende Summe den oben ermittelten Ausdruck von «(z) ein
und ordnet nach den Functionen /(p,), so ergibt sich als Coéfficient
von f(p,) die Summe

2wl (@) ()

wo die Summation tber alle durch p, theilbaren Divisoren o der
ganzen complexen Zahl « zu erstrecken ist, fiir welche % durch
kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist. Dieselbe kann in folgender
Weise geschrieben werden

A1

D@ () e (07 e (p)

Rys Koy o os Xy

(B N () N () N ()

wo die Summation iiber alle den Bedingungen x. = e, a,—1
gentigenden Werthsysteme x,, #,,..., x  auszudehnen ist. Fiihrt
man die einzelnen Summationen aus, so erhilt man das Product

r

f (7 )+ (p27) N (8]} l_l L (i) +

+p (21 N(p )l = B (%%

A

wo die Marke am Productzeichen angibt, dass der Werth r = A
auszuschliessen ist. Dieser Ausdruck zeigt, dass der gesuchte

Coéfficient gleich Null ist, wenn die ganze complexe Zahl z

I3
auch nur einen Primfactor in einer hoheren als der zweiten Potenz
enthilt, und dass derselbe in allen anderen Fillen fiir »>>0 gleich

dem Producte der xten Potenzen der Normen jener Primtheiler

von x ist, welche in — in der zweiten Potenz auftreten, multi-
D,
plicirt mit dem mit dem positiven oder negativen Vorzeichen ver-
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sehenen Producte der um eine Einheit verminderten zten Potenzen
der Normen jener Primfactoren von &, welche in =z nur in der
ersten Potenz vorkommen, je nachdem die Anzaiil der Prim-
divisoren von - gerade oder ungerade ist. Ist x = 0, so hat
dieser Coéfﬁcientlden Werth O, wenn )i auch nur einen Prim-

IS
factor in einer anderen als der zweiten Potenz enthiilt, und ist

x

gleich (—l)w(f’)\), falls % das Quadrat eines Productes von

verschiedenen Primzahlen ist. Da offenbar die Funetion p. ( \/ E)

dieselben Werthe hat, so kann man fiir x=0 die Gleichung 1).3)

auch in folgender Weise schreiben

h@ = Y rn(y/ L),

wo die Summation tiber alle Primfactoren der ganzen complexen
Zahl @ zu erstrecken ist.
Man hat demnach die Formeln

EZ<WQ@)”@ ...16)
2= ()
Z 2 (N( )> F)(@) =0 () 1T
a=()
= NZ::)) Fy(@)=F() ..18)
S <\/Nn F(@) =0, ...19)

wo

@ = 21 e)e ()

FO(2) = Z P <;_>>
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ist, wenn die Summation beziiglich X iiber alle (wirklichen und
idealen) Primfactoren der ganzen complexen Zahl «w zu erstrecken
ist, Fy(m) den Uberschuss der Summe jener Werthe vorstellt,
welche die Function f(#) annimmt, wenn ibr Argument alle
(wirklichen und idealen) Primtheiler der ganzen complexen Zahl m
durchliuft, deren complementiirer Divisor das Quadrat eines
Productes einer geraden Anzahl (Null eingeschlossen) von ver-
schiedenen Primzahlen ist, iiber die Summe derjenigen Werthe,
welche diese Function erhilt, wenn fiir o die tibrigen Primfactoren
von m gesetzt werden, deren complementirer Divisor die zweite
Potenz einer durch kein Quadrat (ausser 1) theilbaren ganzen
complexen Zahl ist, und F®(m) die Differenz aus der Anzahl der
zuerst erwihnten Primfactoren von = und der Anzahl der zuletzt
genannten ist.

Es ist leicht, die tiber alle Theiler d, der ganzen complexen
Zahl 2, deren complementdrer Divisor ein Quadrat ist, aus-
gedehnte Summe

Z F,(d,), beziehungsweise Z FO(d,)

dy dy

zu bestimmen. Fiihrt man nidmlich fiir F;(d,), beziehungsweise
FO(d,) den eben ermittelten Werth ein und ordnet nach den
Functionen f(p,), so ergibt sich als Cogfficient von f(p,) die
iber alle durch die Primzahl p, theilbaren Divisoren d, zu

. dy
erstreckende Summez - (\/ 1%) , welche auch in folgender

s »

Form geschrieben werden kann

D R (),

Uyy hay s ey Yy

wo selbstverstindlich » nur die Werthe O und 1 haben kann.
Da nun aber, falls eine der Grossen = den Werth 1 besitzt, die
zu dem betreffenden r gehdrige Summe den Werth 1+4-p.(p,),
d.i. O erhilt, da ferner nur dann, wenn o =0 (r=2) o, =1 ist,
simmtliche Grossen »_gleich O sind, so ist
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Y Fy(d) = (@)
a
D Fp@) =1,
d,

wenn x eine Primzahl ist, und
Z Fy(d,) =0
dz

> PP, =0
dy

in allen anderen Fillen.

Nun ist
N 4 Niz2
S NEY T, W)

= n@ =R,

z=(n)

wo p,(#) die Anzahl der quadratischen Theiler der ganzen com-
plexen Zahl # vorstellt. Schreibt man in dieser Gleichung fiir

]ﬁ, multiplicirt sodann mit Fy(y), beziehungsweise F{” (y) und
summirt bezliglich y tiber alle dem Gebiete (») angehorigen
Zahlen, so erhilt man die Relationen

.ZP<N( wip) B0 = 2 ulyi;

y=n)

2 (577 PP)= ) (N(z

= (n) Yy = ()

(Z PO(@),
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oder nach den eben aufgestellten Formeln

J_Y;)P <N( >> @) :p;@m@%p))f(p) ...20)

> p, (]—V%>Fg°>(y): > %<ﬁ> ..21)

y=(n) p=m

wo die Summen auf den rechten Seiten iiber alle Primzahlen des
Gebietes (n) auszudehnen sind.

Um eine neue Formel dieser Kategorie zu erhalten, betrachte
ich die tiber alle Divisoren d, der ganzen complexen Zahl z mit
quadratischem complementirem Divisor ausgedehnte Summe

Z Ady)fi(dy) (\/(% )

d,

wo f,(#) die Summe der Werthe vorstellt, welche die willkiir-
liche Function f(#) annimmt, wenn ihr Argument alle Prim-
theiler der ganzen complexen Zahl » durchliuft. Diese Summe
liisst sich in folgender Form schreiben

D AEAPE). A AP pE PV PE).
w(VPE) e (Vo)

wo die ganzen Zahlen x (r=1, 2,...,r) nur die Werthe &, « —2
besitzen konnen. Ist zunidchst eine der Zahlen « =2, so wird
diese Summe wegen der Relation

1(p) = —p (P )M (Pl

gleich Null. Ist eine der Grissen « , z.B. «; gleich 2, wihrend
alle anderen den Werth 1 besitzen, so ist die erwihnte Summe
die Differenz der zwei Ausdriicke

APDA(py) -+ 2(P,) A(PiP2--+2,) 1 (@)MP) - AP ) (Py---P,)

und daher gleich (—1)®®+17(p,), sind aber mindestens zwei der
Grossen « , z. B. «, und «, gleich 2, so hat dieselbe die Form
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105

N A 2B PP 1) BNV PE ) BV P (VP ) —

P %.-‘X
— A A P PP BV PE D) BV PET) - m(VpTT)—
— A AP 2 BV PE) BV PE (V) +

+ Z APE)- - AP Py -0 ) (V5 (N PE) - (VP

welche unmittelbar zeigt, dass dieselbe in diesem Falle gleich Null ist. Da endlich, falls alle Zahlen «_ den

Werth 1 haben, sich die ganze Summe auf das einzige Glied (—1)®®) Z f(p,) reducirt, so sieht man, dass
X

—Z A )nwwwg—}:a(@ ...22)
Z“(\/E>: > EVPTRNVpE) e (V) (2, = @, «—2)

dy

ds Kgy Kgy oo vy Xy

= 2 (VI D eViE ) eV

%y

ist. Nun ist
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und demnach stets gleich O, wenn auch nur einer der Exponenten
2,2 2 ist, und gleich 1, falls # durch kein Quadrat (ausser 1)
theilbar ist. Nach dieser Bemerkung ist

5, w{stpin-

z= (V) sy =

- ‘_—(,;) (30 (Z <\f>)

= D,(n),

2 () +@

wo £, (n) die Anzahl der durch kein Quadrat (ausser 1) theil-
baren Zahlen des Gebietes (n) ist. Man hat daher nach dem
aufgestellten allgemeinen Theoreme die Formeln

_ZZ( O (V(m)%(w)ﬂ(w) F(n) ...23)
B ‘_2 S <N( ))X(“) () = O(n). ... 24)

x

Eine weitere Formel dieser Gruppe erhilt man durch die
Betrachtung der Summen

e (%) N@F,@), Y o (%) N(d)FO(d), ...25)

d d

wo ¢ () die Anzahl aller Glieder des Gebietes (r), deren Norm
kleiner als N(a) ist, und welche zu « theilerfremd sind, und F; (y)
die Differenz aus der Summe jener Werthe vorstellt, welche die

Funetion %m) annimmt, wenn ihr Argument alle Primtheiler

von y durchliuft, deren complementérer Divisor aus einer geraden
Anzahl von verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist, und
der Summe jener Werthe, welche diese Function erbilt, wenn
fir # die iibrigen Primfactoren von y mit durch kein Quadrat
(ausser 1) theilbarem complementirem Divisor gesetzt werden,
FO(y) aber die Differenz aus der Summe der reciproken
Werthe der zuerst genannten Primtheiler von y und der
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Summe der reciproken Werthe der zuletzt genannten vorstellt,
so dass also, wie man leicht erkennt,

o(@) =) N(d);L(%), o(1) =1

R@= (=)

FO@)= ) (?w) %”J

I

igt. Aus der ersten von diesen Gleichungen folgt bekanntlich

PICEL(C)

d

und daher ist

Z ﬂ(W?;)-)ga(w): Z E(N—é'—y—))?(w) .25 q)

z=(n) z, y= (n)

= 3 ()5 )

z = (n) 4

Z N(x) = D(n).

z = (n)

Setzt man in die Summen 25) ferner den Werth von F;(d),
beziehungsweise F()(d) ein, so erhdlt man fiir den Coéfficienten
von f(p,) in denselben den Ausdruck

2+ (@) &) v

welche sich, da offenbar der Definition nach fiir jedes theiler-
fremde Werthepaar z, y

p(@y) =9 (@)9(y)
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ist, auch in folgender Weise schreiben lisst
1 o —x P 0(\_ —%, _ o —x, —1
V@) Z p (P (pr) - ¢ (p7 " Yp(p )

%

9 (P ) g () N(pE) N(p) -

NP e(po ey .- (97,

wo die ganzen Zahlen »_nur die Werthe O, 1 haben ktnnen. Der
auf x_beziigliche Theil dieser r-fachen Summe ist nun aber

NN (p)—1} {L+p(p)} (r=2),
beziehungsweise
N(p ) {N(p)—1 {1+ (p)},
falls « (r<=2) grosser als 1, beziehungsweise «,>2 ist und

demnach ist die Summe stets gleich Null, wenn % auch nur

A
einen Primfactor in einer hoheren als der ersten Potenz enthilt.
Erfillt nun aber o« , beziehungsweise « die eben erwihnte Be-

dingung, so ist der zugehorige Theil der Summe — ﬁ, be-
. s +1 .
ziehungsweise fiir o, =1 Ok und daher ist

Y (£> ; _ (@)
%SD d ﬁ3(d)N(d) _"N(a:)
Mo (ﬁ) FO@)N@) = %@
- ) ? N(x)
Nach dem angefiihrten allgemeinen Theoreme ist demnach:

Z D (ﬁ)fv(@ F;(x) = F(n) ...26)

z = (n)

b ( N’(;)> N(@)FO ()= 6 (x). ..27)

z = (n)
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II. Formeln der zweiten Gruppe.

Die Methode, welche zur Aufstellung dieser Formeln dient,
ist im Wesentlichen nichts Anderes als eine sogenannte Aus-
siebung, durch welche schon Eratosthenes die reellen Primzahlen
aus der Reihe aller reellen ganzen Zahlen ausgeschieden hat
(Sieb des Eratosthenes).

Es mogen py, p,, ..., p, irgendwelche Primzahlen des Ge-
bietes (n), p|, pb, ..-, pi simmtliche Primzahlen des Complexes
(\/7) sein und es soll mit

(2

z=(n)
die Summe der Werthe bezeichnet werden, welche die willkiir-
liche Function f(#) annimmt, wenn ihr Argument alle ganzen
complexen Zahlen von (») durchliuft, welche nur aus 1 und den
Primzahlen p,, p,, ..., p_ zusammengesetzt sind.
Nimmt man von den Zahlen des Gebietes (n) jene weg,
welche durch die pte Potenz der complexen Primzahl p, theilbar

sind, und deren Anzahl, wie man sofort sieht, gleich %[(

N(p PQ

ist, so verbleiben A(n)— 2[( ganze complexe Zahlen.

n
N(p ")>
Unter diesen sind ersichtlich QI< ) QI<_L

N(ps) N(pyp,)

die rte Potenz von p, theilbar nnd demnach gibt es in dem
ganzen Gebiete

1O (357) = (Wry) * (W)

weder durch die rte Potenz von p,, noch durch die +te Potenz
von p, theilbare Zahlen. Die wiederholte Anwendung dieser
Schlussweise zeigt, dass in dem Zahlencomplexe (z)

(2 ") @),

ganze Zahlen vorbanden sind, welche weder durch pg, noch
durch pg, ..., noch endlich durch pf theilbar sind. Diese Zahlen

> durch
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bestehen aber einerseits aus denjenigen ganzen Zahlen, welche
iiberhaupt durch keine pte Potenz (ausser 1) theilbar sind, und
denjenigen, welche durch ein Product von pten und hoheren
Potenzen der fibrigen Primzahlen des Complexes (n) getheilt
werden konnen. Da nun offenbar jeder durch keine hthere als
die xte Potenz einer Primzahl p theilbaren Zahl des Gebietes (»)

eine dem Complex (%) angehorige, nur durch p*— theilbare

ganze Zahl entspricht, so erhilt man sofort die Relation

( D m<ﬁi’)9>#@)p,,m...,p,.:ﬁp(nH; sap(%), ...28)

z=(n)

wo 9,(n) die Anzahl der durch keine pte Potenz (ausser 1) theil-
baren Individuen von (z) ist und die Summation beziiglich P
iiber alle Zahlen von (z) auszudehnen ist, welche aus den von
P1) Pay -+, P, verschiedenen Primzahlen des Gebietes () gebildet
werden konnen.

Specielle Fille dieser Relation sind die folgenden:

(;)g{ <ﬁ) g @)p;' oy OF YN (%)...29)

P!

> m(N( P))p.( ) — E(n) ...30)

z= (n)

(;)QI <ﬁ>”(@)mm” =P pupy o p)- 8D

Py

(,;) <N()) @) p = A(n; /) ...32)

Pyrcos Py

M (ﬁ) w(2) — E(n), ...33)

@=(n)

wo die Summation beziiglich P’ iiber die 4(n;\/#) Primzahlen des

Gebietes (z), deren Norm grosser als \/7 ist, auszudehnen ist,

P(n;p,, py, -.-, p,) die Anzahl jener Zahlen dieses Gebietes

vorstellt, welche nur aus den von p, p,, ..., p, verschiedenen

Primzahlen zusammengesetzt sind, und E(z) die Anzahl der zum
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCVIIL Bd. Abth. IL a. 68
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Gebiete gehorigen Einheiten ist. Wenn man in den Complex nur
alle primiren complexen Zahlen der in Betracht gezogenen
Gattung aufnimmt, so ist E(z) selbstverstéindlich gleich 1.

Mit Hilfe der eben angewandten Betrachtungsweise zeigt
man leicht, dass

( ( sap € )>

\/2

DPiy Doy oo vy Py

die Anzahl derjenigen pten Potenzen des Gebietes (n) ist, welche
zu den Primzahlen p,, p,, ..., p, theilerfremd sind. Da nun
offenbar jeder pten Potenz in () eine aus denselben Primfactoren
zusammengesetzte ganze complexe Zahl in (\P/ n) entspricht, so
ist der eben erwihnte Ausdruck auch gleich der Anzahl der im
Gebiete (\/z) befindlichen, aus den von p,, p,, ..., p, ver-
schiedenen Primzahlen des Complexes (n) gebildeten ganzen
Zahlen gleich, und daher hat man die Relationen

( Z_ %[(\/1;7;—);)”@) =P(N/ 25 pyy Py -y 1)
('“=(Z:;T) ( ;):)M@)pi,p'z,...,p;: A3 V) .80

(\/N( )) v.(@) = E(n). ...36)

Die speciellen Fille p =2 dieser Formeln ergeben sich auch
aus der Gleichung 15 ). Schreibt man in derselben nimlich fir »

e=(Vw

]th)_” multiplicirt mit p(y) und summirt beziiglich y iiber das
ganze Gebiet \/z, so erhilt man die Gleichung:

Z_ Zx(ﬁ%(y) = Z\r) <N( ))l(w)N(a:) w(y)

y= 72 T, Y=

= 2 #(ata)| Lremern(y/z))

34)



Nun ist
Yoadn@n(\[Z)= Y 2w ae) e .
N (V™) s (VpE ) (V™)

wo x (r=1,2, ..., r) nur die Werthe «_ , «. —2 haben kann. Ist zunichst x>0, so ist der auf »_beziigliche
Theil der Summe, wie man sofort sieht, fiir « >1

(PN | 1= 555
hingegen (—1)% N(p’) fiir «_= 1 und daher ist
> x(d)N(dm(\/—)—( 1y H Nimygm) =0

= x(@),

wo die Marke am Productzeichen anzeigt, dass jene Primzahlen wegzulassen sind, welche in 2 nur in der
g ersten Potenz auftreten. Ist speciell x =0, so ist die erwihnte Summe stets Null, wenn anch nur eine der
% Zahlen x_ den Werth o —2 erhalten kann. Da dieses aber stets eintreten muss, wenn eine der Zahlen o >1

ist, so elkennt man lemht dass
- x
Y\ 2= wew)
2

dy

‘ueyrzWUJ axoyduio)

6401
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ist. Man hat daher die Relation

2 L ()= 2, wletrcor

und speciell

Y uly/ s )= 2wl

v=(V7)
oder nach 33)

> QJ[(\/%)P-(y)=E(n), ...38)

y=(Va)
aus welcher Relation die den Gleichungen 34) und 35) ent-
sprechenden Formeln hergeleitet werden konnen.

Schreibt man ferner in der Gleichung 12 «) fiir =: J#;s) ,
multiplicirt sodann mit N(y™)p(y) und summirt in Bezug auf y
tiber den ganzen Complex \/7, so erhiilt man

Z (N( )>N(y”)H(J)—Z(3)[ <ﬁ) N(zy ) . (y)

‘ = 3 afy) v 25}

z = (n)

wo die Summation beziiglich ¢, iiber alle Theiler von x zu
erstrecken ist, deren complementérer Divisor eine ste Potenz ist.
Nun ist aber, wie man sofort erkennt,

(50

s

stets gleich Null, wenn & durch eine ste Potenz (ausser 1) theilbar
ist, und hat den Werth 1 in allen anderen F#llen und demnach ist

Z (N( )> Ny)r(y) = Z ﬂ(%) N(@")p,(@)..-39
v =)

y=(V%)
= HK(n)



und speciell

D w(l-v’('—w) N(y)p(y) = A(n). ... 40)

= (v)

Wird in der Gleichung 25 «) = durch ersetzt, sodann mit N(y*)p.(y) multiplicirt und beziiglich y

Ny) ( ‘)
tiber alle Individuen des Zahlengebietes (\/7) summirt, so entsteht die Beziehung:

Y (i) v = (v o) p @V )

‘ R AR O]

z = (n) dgy

Nun ist

p(d) [+/@) _ p(py) o(pp)  * 2 — — ")
d»N(dQ”(\/dS)_z Z N(pr) Mpy) N (VP (VP s (VBT

1 %2

wo % (r=1,2, ..., 7) nur die Werthe «. und «,—s besitzen kann. Da nun der auf «. beziigliche Theil der

1 1 .
Summe der Werth 0, — 11— besitzt, je nachdem «.>s, —s oder < s ist, so ist

N(p,)’ N(p,)

‘Ue|UBZWLIJ oxojduwio))

1901



Sineil= “%*‘;jf P (1) =)
D,

1

wo die einfache Marke am Productzeichen anzeigt, dass nur jene x Primzahlen p, zu nehmen sind, welche in o
in der sten Potenz auftreten, die doppelte aber bedeutet, dass jene Werthe von A zuzulassen sind, fiir welche
p, in @ in einer niedrigercn als der sten Potenz erscheint. Ist speciell s—=1, so erhiilt man

5ges)= 52

- N@)F\a) T Ny
Es ergeben sich demnach die Gleichungen:
Z D ( Nz’y—)) N(y)w(y) = Z u (j%@) N(@)y/ () = K’ (n). A1)
y=(/7) 5=
y=2w ? <—N?7)> Nanw) = ,::Z;,) U (N%)) w@) ...42)
= E(n).

Schreibt man endlich in der Gleichung 15a) fiir 2: % , multiplicirt mit N(y)*u(y) und summirt iiber das
ganze Gebiet (), so ergibt sich die Relation Y

G901

‘TonequeSen



= 3 syt (S wer)
o= (n) “

oder, wenn die Summe der Normen der zten Potenzen aller dureh kein Quadrat (ausser 1) theilbaren Divisoren
von & mit ¢, () bezeichnet wird:

x;ﬂ)%(v/%)N(?/)”#(y) S‘ 9[<N( )>A(a:)g, (@) = Zs, (). ...43)

Ist speciell x=0, so wird ¢, O(x), wic man leicht zelgt, gleieh 29 und daher hat man die specielle Formel:

(\/N(f/)>’J W)= Z; <N( w)"@)?“’(”)

Die auf der rechten Seite dlesel Gleichung stchende Summe lisst sich in folgender Form darstellen

Z (N(ry)) M) 200 = Z(n) € GV%)(Z A(d)fzﬁ’(d)),

zy=(n)
oder weil der auf die Primzahl p_ beziigliche Theil der Summe

uelipRzLlg axopdwo,)

£901



Z A(2) 28 — Z AP M (pp). . A (pir) 2802eep 250 0=x=e
a Xy Kgy ooy Kpe
den Werth
14+2Q(p)+ 2P+ ... +A(P7)) = A(p¥)

Do <N( ))2‘”(’)7((.1') D i@ =A@,
x = () z= (n)

und demnach kann die letzte Gleichung auch in folgender Weise geschrieben werden:

> w(y/ s = Ao

r= (n)
Aus den Gleichungen 39) bis 44) und den leicht zu erhiirtenden Relationen

Y Flyrs) Voo = P (7o) Fo @) = Fi
)

hat,

&= (n)
S © (%y) Ny)w(y) = x_z( ( e )> FO (@) = F (n)
(Nny)) Ny y)e(y) = ( ? )) F, (@) = F,(n)

z= (n) T = (n)

SN @re) = D U @ = T )

= (n)

...44)

901
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ergeben sich die folgenden Formeln der zweiten Gruppe:

( (N&)N(y )#(y)) = K@)+ ). N & (N(P)> NP
y=(v'm) P

( ) Nny))N(J ) u(y)> = A(n)+ Z N(PY® (N_?P_))
( Z D( 0 )>N(3/ )P-(?l)) _K'(”)+Z N(PS)K,<NNP)>

=(V7) P

= D<N?y) N(y)!*(y)) —I(n;pl,pz,...,pr)

o
1 &

)W ;L(w) =4V

V) N(,,%(y)) L =n.we Y N5 ()

n

(
V) 0),......, =20 2 (tp)

‘uoyyRzZWIL] oxo[dwoy)

G901



( ;”) F ( ¥ (y)>N (yx‘)zk(y))p“ T F,(n) + _}; N(P)F, <NELP ))
( WS ¥ <%y >N<yx> '”‘(”))P“ p:’,__ypr:’*’"f”)(")+; N(P)*F© (N%%))
( 2:”) F ( b ) N(y*) X(y)p (J))P“ L PT: 742 (n) + }; N (P7) Fz (NE%))
( ;ﬂ) ( )N(J )MJ)P(J)) T F{(n)+ 2 N(PyF <‘]’v7(l15') \)

3. Siitze iiber die Primfactoren der reellen und der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten
ganzen complexen Zahlen.

o) s moge 0 (s) dic Summe der «ten Potenzen der reellen Primzahlen p von vorgeschricbener Beschaffenheit,

welche nicht grosser als die reelle Zabl s sind, H) _(») die Summe der rten Potenzen iderjenigen Primdivisoren p
der ganzen reellen Zahl » vorstellen, welche die 1eelle Zahl m nicht iiberschreiten und deren complementirer

Divisor eine rte Potenz ist. Beriicksichtigt man, dass die Differenz [_n_r] — [ n - ] den Werth 1 oder O hat,
T - X

je nachdem a” ein Theiler von » ist oder nicht, so erhilt man einerseits die Relation

o= 312 [

9901
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wo die Summation iiber alle dem Intervalle 1...m angehorigen
Primzahlen p der vorausgesetzten Beschaffenheit auszudehnen
ist, andrerseits die Gleichung

w=[V 7]
w o= Y for(z] oo, o

weil offenbar die Differenz in der geschlungenen Klammer gleich

p* oder O ist, je nachdem —717 eine Primzahl ist oder nicht.
z

. q. . 41— . .
Setzt man in dieser Gleichung m — \/n , 50 wird dieselbe

w= [V 7]
nhs o= 2 fow([2]) oo ()

Nun kann aber  nur dann den Werth Hil/; erhalten, wenn
n eine (r-+1)te Potenz ist, und es wird ferner in diesem Falle die
zugehorige Differenz in der Summe auf der rechten Seite der
Gleichung den Werth p° oder O haben, je nachdem die (r—+1)te
Wurzel aus » eine Primzahl p ist oder nicht. Da nun ["JC/Z]——
—[Hil/;z——l] gleich 1 oder O ist, je nachdem 7 eine (r+-1)te

. e T 1 ,— L —

Potenz ist oder nicht, so besitzt die Differenz [ \/7]0@)([ \n))—
—[/n—1] o) ('\/7n—1]) den Werth p* oder 0, je nachdem
n = pr+1 ist oder nicht, und daher lisst sich die letzte GGleichung
aueh in folgender Weise schreiben:

ry

x= [\/7;—]
) \ —
W= L {2 e[
2 7, T ‘::1 : x v &
&> \/7;

+[ N/ 0 (/) —[V/a=T)6@ (( V/n=T)).

Schreibt man in den Gleichungen 45) und 46) fiir = der Reihe
nach n,n—1,72—2,...,3,2,1 und beriicksichtigt, dass der Relation



w=[v/7=a]

HO), (n—x) = Z {@m([

n—x
m

Pee==l o

eine der beiden folgenden Formen gegeben werden kann,

O N T = I e

"fn—n41
= —_—
2=J -

je nachdem (/ B eine ganze Zahl ist oder nicht, sowie dass die Anzahl der Werthe von x, fiir welche der
erste Fall eintritt, gleich [\r/ Zz;l] ist, so erhdlt man durch Addition der auf diese Weise entstehenden
m

Gleichungen die Relationen:

890T

‘lonequefoy '



T =n

n
Y@= Y |2y
z-—l PEm
s=n 2=V 7]
Yoo, @= Y e
:r:—-l

),

n

x = —_
m

Aus der letzten von diesen Formeln ergibt sich fiir »

SR

L47)

Heow om)

=m die specielle Relation

w=n e=[V7]
1, @= Y em(x])
x=1 r=1 x

welche in Verbindung mit derselben fiir die Summe H zf")n -

Primtheiler p der ganzen Zahl # von vorgeschriebener
rte Potenz ist, die Gleichung

r=n

2

r=1

Y, (@) =

liefert.

() der rten Potenzen aller oberhalb m befindlichen
Beschaffenheit, deren eomplementirer Divisor einc

‘woqyezmLg axorduwo))

6901



Stellt beispielsweise p alle Primzahlen vor und ist m =5, =21, r=0, r =1, 2, so hat man
z =21

2 H,fl?—,,o(x) =04+14+14+1+4+14+24+0414+14+2404+2404+1424+1404+24+0424+1 =21

r=1

r=2

Z lﬁ] — 104+T+4 = 21
)

Z @éw ([ab =242424+14+14+1404+0+...40=9
X
l@] . @31’) (5) — 4.3 =12

\ H®, () = 0+1+14+0+140+04+14+040+04+140+04+0+0+0+1+0+140=7

0L01
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Die Gleichung 47) ldsst sich in folgender Weise schreiben

YHY, (@ =n) pi— ) e (0=g<D
=1 P=m

und daber erhdlt man, weil offenbar

D <0 (m)

pEm
ist, die Beziehungen
T=n
A, (@) )
1 el M
S-‘ i>r=l 0 ,,H_M
L= n b n
pPEm P=Em

5w+ 2o
L _?Z % - ' Sﬂ . 0" (m)
Z = n VAT

‘uaezmLJ oxordmo)
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Ist nun =0 und p eine beliebige Primzahl, so ergibt sich aus diesen Beziehungen, da, wie Herr

F.Mertens! gezeigt hat,

ist, die Gleichung

wOo

ist.

1 Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie.“ Journal fiir die reine und angewandte Mathematik von Borchardt,

78. Band.

D L loglog m+0-26149721828... +-A

p=Em *

A< 4 4 2
log (m+1) = m log m

Y, (@)
Py m, 0
”_=1_n_— =log log m+0-26149721828... +A,,
N 4 2 8? (m)

t“log(m+1) " miogm = =

GL0T
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*¢ II "WV ‘pd ‘TITADX ‘10

69

Aus dieser allgemeinen Gleichung ergeben sich die folgenden speciellen

HO (.’L’)
p7”70
= — = loglog n+0-26149721828... + A
)
Z HP: \/;10
Tt =loglog n—log 2+0-26149721828 ... + A
z =n+t7 T = n—7
2 O @ ) H, @
= e = log log n+0-26149721828.... + A
10° e=10"""1
2 Byu@— ), Hus (@ g (1)
=1 z=1 — o o 1098 5— . 9 ()
9 10— =g log s+loglog 10 g +0°26149721828... +Af
2 0@ 2 s 0@
r=1 =1

+0°26149721828... 4-A"

1 %
—= 102
n © x—1

‘mo[quezmIg 9xa1dwmoy)
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wo

L ay 4 2 o) (n)
[A"<log(n+lj+nlogn+ n
8 4 oW T
| A < 4 4 0 (\/”)
log n \/nlog n n
log (1 + %) log <1 — %)
20 |AY| = (n+n)log\1+ logn —(n—) log\1 + _Togn—l +
+¢ (n ‘r) % 4 + 2 (7’)(”""7)}
frinb log (n+n+1) * (n+n) log (n+n) n+7
4 2 0 (n—x) §
—! (n— el <
2 (n—) %log (n—n+1) + (n—n) log (n—mn) Rl (leil<t [e]<1)
‘ 4.10¢ 2 $ { 4.10:—1 2
L1051 A = &/ ) (105 —1
9-107 Al E'%slog 10" sTog10 ~ 2 (199 (1) Tog 10 (5—1) Tog 10 + % 107

ist, welche in Verbindung mit der fiir die Anzahl {(2) aller Divisoren einer reellen ganzen Zahl # wiederholt
aufgestellten Relation

rx=n

D @ ,

z=1 ; . €3
——— =log n-+0-1544313298. + s (|| < 4)

die folgenden Theoreme liefert:

7L0T

‘renequedeyn ‘T
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. 7 . n
Ist lim,, ooo— =0, lim, ;o —
n v log n

ganze Zahl des Intervalles n—u...n+v im Mittel loglog n+
+0-26149721828 Primtheiler und log »—log log n +
+0-89293411152.. zusammengesetzte Divisoren.

Ist s eine sehr grosse Zahl, so hat jede s-zifferige Zahl im

Mittel l—log w + log log 10 4+ 0- 26149721828

Primtheiler und <s+ ) log 10+ w — % log s—
—log log 10—0-1076588848.  zusammengesetzte Divisoren.

Jede ganze Zahl von mehr als  Ziffern hat im Mittel

+0 26149721828,  z-zifferige Primtheiler.

—= 0, so hat jede

log

Jede ganze Zahl des Intervalles \/7...n hat im Mittel
log 2 Primtheiler, welche oberhalb \/z liegen.

Aus dem letzten Theoreme schliesst man sofort, dass im
Allgemeinen zwischen \/z und » Primzahlen enthalten sind.

Es sei ferner p eine Primzahl von der Form «x—+f3, wo x
grosser als 2 ist. Entwickelt man in diesem Falle nach dem Vor-
gange Dirichlet’s fiir jede zu  theilerfremde Zahl p. ein System
von Indices in Beziehung auf die Zahl » = 2 pts. pg=...pbr in
der Weise, dass fiir 2<2 der Modul 2 nicht berticksichtigt wird,
wihrend man fiir 2>>2 denjenigen Exponenten p, sucht, fiir
welchen

pobo
p=(—1) % 5% (mod. 2%

wird, und fiir jede Potenz eines ungeraden Primfactors von z
den Index 7, von w fiir irgend eine primitive Congruenzwurzel
bestimmt, setzt sodann fiir jede zu » theilerfremde Zahl p
p1 i MORMC: @
0—52 Pwll’ wP e By
wo
22 A 1(1’1_1)

=1 (r=1,2, ...,7)
ist, hingegen fiir jedes ., welches mit » einen Theiler gemein hat

¢, =0,
69%



1076 L. Gegenbauer,

so ist, wie Herr F. Mertens a. a. O. gezeigt hat,

o % — log log m-+0-26149721828 ... —o+

»= -
+ Z c A, Ty Wy eeny @ Y4A,
€ w

wo

1
¢ =—(mod x)
«

C
Z L =A(g 1,0, ..y )
)

20C¢(»)

log (m—+1)

und ¢ die Summe der reciproken Primtheiler von x ist, die
Summation beziiglich ¢ iiber alle Primzahlen, die auf ¢, v, o,
wy, ., w, beziigliche aber iiber alle Wurzelcombinationen ¢, »,
w,,...,w, mit einziger Ausnahme derjenigen Verbindung, in welcher
alle genannten Grossen den Werth 1 haben, zu erstrecken ist.

Man hat daher die Gleichung

e=n

Z HCE:()—F(], m, 0 (ét')

[4;] <

=1 _ loglogm 1 g0'26149721828...—a+
n e e(»
+ Z ¢, Az, wI,...,u)7')}+A3 (x> 2),
'l T]' w
WO
8l < 23C Oft?
18l <fogm+D) T &
ist, in welcher die speciellen Relationen
2 @
=1 =8 08 0-2867420562... +A,
n 2
2 o)
= =B 5™ 10-048239269 .. +A,

enthalten sind.



Aus diesen allgemeinen Gleichungen ergeben sich die speciellen

r=n

D HY, . (@)

s=1 __loglog » 1

n 0]
=‘7L
> HY, yn @)

P(x

G+ Z 0a'A(E7 N, W,

€N &

+ — 30'2614972]828.. —

z=1 loglog = 1
= +
n ¢ (%) ¢ (%)
z=n+7 z=n—1
Z Hax+ﬁ n, 0($)_ ax+B, n, 0(.%')
o1 __loglog n
27 I0)
z=10° z=103"1
D D @— Y A e, @)
=1 r=1 —_ =
9.10:—1 T (x)

M w

—— {0-26149721828...—a+

+ Z ¢, A(s, n, 0y, -

L7, W

~ log (s—1)

—5 1) +log log 10+

+0-26149721828...— o+ Z ¢, A(s,7, oy,

&M w

w,) % +AL

%0.26149721828...—10;; 2—at ) ey A(smy o oo wr)%+Aé/

) +AY

)} A

‘ua[qezmLlJ oxordwo))

LL0T



1076 L."Gegenbauer,

so ist, wie Herr F. Mertens a. a. O. gezeigt hat,

o) ) %: log log m-+0-26149721828 ... —g+

P = =
+ O e Aoy, 0)td,,
€N, w

wo
, 1
o = e (mod =)
a

Z - A(g my 0, ooy )

pull

2AC 9 (%)
log (m+1)
und o die Summe der reciproken Primtheiler von x ist, die
Summation bezliglich ¢ tiber alle Primzahlen, die auf ¢, #, o,
g, ., w, beziigliche aber iber alle Wurzelcombinationen ¢, v,
w,,...,u, mit einziger Ausnahme derjenigen Verbindung, in welcher
alle genannten Grossen den Werth 1 haben, zu erstrecken ist.

Man hat daher die Gleichung

=N

DHD @)

[4,]<

2=l _loglogm 1 §0'26149721828...—a+
n 9 (%) ¢ ()
+ ) e A wl,...,ux7.)%+A3 (x>2),
8 7, W
WO
9 (ax+-B)
|4g| < — i KAl
log (m—+1) n

ist, in welcher die speciellen Relationen

r=n
D EY, . @
=1

_loglogm . o867420562... +4
n 2 3

2 B
= = 2B E™ 10-048239269 ..+,

enthalten sind.



Aus diesen allgemeinen Gleichungen ergeben sich die speciellen

Z Heno (@) log log 1
r=1 . n - . < . . /
~ = e+ o {0 26149721828 ... — o+ e’;wca,A(s, 0, By, o) w7_)} +A
=‘7L
a7
=1 = . 2 e — — } “
- TR §0 26149721828... —log 2— o+ an 6 A(s, 1y @y, oeey )| +A
z=nt s=n—n
Z it m 0(@)— HY)\ o o(@)  logl ,
=1 z=1 oglog n %
— + —{0-26149721828... — o+
2n e ()
+ Z €y A, 1y vy <oy 0) (A
z=10° z=10""1 wee
Z H&)—yﬁ, 10%, 0 (x)— 2 Hax+[a, 1051 0 (w)
z=1 z=1 -1 %Qlog s 108 (s—1) +log log 10+
9.10:— arTORE 9

+0-26149721828... —a+ Z c, A0, .., wr)} + A

€M, w

‘ue[BZWLI oxerdwoy)

L20T



Z Hll(;102+l,n,0(x) 1 |
=t = BB 0-2867420562... +A
HY
Z 4ot1, \/n, (.’L')
==t — loglog ”_{1"’5 2 +0-2867430562...} +A7
n 2 2
z=n+t7 z=n—m
Y i1, m, 0 (@) — 21, n, 0 (@)
zgl B 121 {20,m0 loglog 2 3
= —0-2867420562... + A
27 2 ’ 3
z = 10° z=105—1
) (1
Z H4a—|—1 10%, (:,v)— Z H4a+1, 103‘1,0("”) 1 10 log (s 1)
z=1 =1 D S - . —0- (1v)
5 10— =5 910g3440g10g10 — 0-5734841124; + A{
4m+3n,o@”) __loglog n
==1 808 % 4 0-048239269... +AL

n - 2
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Complexe Primzahlen.

—+

-+

b—u Q.Tplﬁv.ms_mwwl% Ltu (T+u+u) o1 e
(u+u))v3

RICEEDIOT)
ML

W)

(x—2) 50 (v—w)91 g

+ 1| 8oy (v—2)—

- R 6 _
wvV+ mmmwh.uvw@o.o.TAllHl& 301 01 SorSo1+s Jo1

WV 6926288700+

v+

(4
g 901

!/

u 30 %)0 .
|~M|~|+H oy (k+u) mw'“f\wd lug
A|+va2

A
u L mo_V_ 5|
®N)de oy~ "
u (1+u) 307 .
+ - =\ 3
() e T e
om
6186 1—:01"6
on T =7 t=F
¢ s ‘e4n = .w 3 »
A&vo 1—s0F ‘¢ me FW IuA.a.vo ) m+8«~& N
—e0I=2 OL=2
4 _ “g
u SorSoy == ==

A.a.vo g“m.ﬂv«m N IASvo“g.mdﬂv«m N

—776986€6870-0+

b—u=2

G

bpu=x
u

u oy Jo1 =
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@ r ety
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s 22C.10+—1
0 (10| —d | e+ 0 () 141<)

{ 22€.10°
s—1 | A() | — ¢/
9 10°—1] A{ I—Elisloglo

ist. Diese Relationen liefern die Theoreme:
n

——— =20, so hat jede ganze Zahl des Intervalles n—...n+7 im
n log n

. " .
Ist limy »= o = 0, limy, »= oo

1

Mittel 28108 " L{0-26149721828..._a+ N e A, m, ...,w)} Primtheiler von der Form
ORI L ,

ar+B (x> 2).

Ist lim,hn:oo1 =0, lim, n=°o$: 0, so hat jede ganze Zahl des Intervalles n—v...n+4n im
Mittel %_0-2867420562... Primtheiler von der Form 4«1 und mi];—g’—’ +0-048239269... Prim-
theiler von der Form 4 a4 3.

. T . o . . 1 y10log s
Ist s eine hinliinglich grosse Zahl, so hat jede s-zifferige Zahl im Mittel o0 %—9—— +log log 10—
log (s— .
__Og‘(‘;—l) +0-26149728128... — o+ Z ¢, A(s, ny 0 ..., wr)} Primfactoren von der Form ax+f(x>>2).
g7 W
. . . con s . . ; log 10—1log (s—1
Ist s eine hinldnglich grosse Zahl, so hat jede s-zifferige Zahl im Mittel 10 log s+9 log 108g 08 (s )—

10 log s+9 log log 10—1log (s—1) 40+ 048239269

—0-2867420562... Primtheiler von der Form 4« +1 und 18

Primdivisoren von der Formn 4« +4-3.

080T
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Complexe Primzahlen. 1081

Jede ganze Zahl hat im Mittel 0-334981252... Primfactoren
von der Form 4 243 mehr als von der Form 4a«-+-1.

B) Fiir irgend eine Classe von complexen Zahlen ist die
iiber alle Primzahlen p des Gebietes (m) von vorgeschriebener
Beschaffenheit ausgedehnte Summe

> QI<N(1 )>N(7’) = Z <1V(p.z)> Ny

p=(m) =(m), z
= 5 i) T we)

wo die Summation beziiglich p_iiber alle Primtheiler p der ganzen
complexen Zahl # zu erstrecken ist, deren Norm nicht grosser
als die reelle Zahl m ist. Bezeichnet man die Summe der Normen
der rten Potenzen dieser Primfactoren, analog der fiir reelle
Zahlen verwendeten Bezeichnungsweise mit H, ,, (), so erhilt
man demnach die Gleichung:

3 tone)= 3 (375 V0

x = (n)

Fiir die Anzahl aller aus den vierten Einheitswurzeln ge-
bildeten primiren complexen ganzen Zahlen, deren Norm nicht
grosser als die reelle Zahl'm ist, besteht, wie ich gezeigt habe,!
die Relation

€

9% (m) = "’”+s\/m (J¢]<1)

und daher hat man fiir die prim#ren Primfactoren dieser com-
plexen Zahlen die Gleichung

D Hyn@) =2 3 N4/ 7 Z SN T (sl<D)

z=(n) 1; = (m) = (m)

1 ,Zur Theorie der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten
complexen Zahlen.“ Denkschriften der math.-naturw. Classe der k. Akad.
der Wissensch., 50. Band.



1082 L.'Gegenbauer,

aus welcher sich fiir den speciellen Werthk = =0 fiir die Anzah]
dieser Primtheiler die Formel

n \} g,

Z H;)’m,o(;v)—n_ 7 +\/ Z —— (IEP|<1)"-48
z=(n) 4 = (m) N (p) = (m) \/N( p) )
ergibt.

Nun ist
Y A
/
P_’(‘m) ? Z(;n) \/N(p)

oder weil jede reelle Primzahl p von der Form 4«+1 sich in
zweifacher Weise als Summe von zwei Quadraten darstellen
ldsst, und jede reelle Primzahl g von der Form 4243 in dem
Gebiete der aus den vierten Einheitswurzeln gebildeten com-
plexen Zahlen Primzahl bleibt und demnach die Norm q* besitat,

Vm

lzl
i

w\

Z) ViRV
1 log log m—1log 2
= +
V'p 2
24-C 2

log (\/m+1) * \/171 logm’

wo die auf der rechten Seite befindlichen Summen iiber die
betreffenden reellen Primzahlen des angegebenen Intervalles
auszudehnen sind.

Setzt man die iber alle reellen Primzahlen p, des Intervalles
2...m, ausgedehnte Summe

&I

+0-048239269... +

1

> log p, = $(m),

so ist, wie Herr F. Mertens a. a. O. gezeigt hat,

¥ (m,) < 2m,



1083

Complexe Primzahlen.

W

(1+) So1 H+&\/ NTNT (1+x) mS +z A N_Na (1+x) mS +2 A mwx

I w==z E\/H =z
181 unN
(1+2) mz 1+ A\ = w Sop _ 4
N + S\/N W 1
181
&\/NV@.\/ ﬁ+.a.\/
1o ‘1apo
(1+a) Soy 1+2 N\ "~ — SmS
sAE AN S T uAs
(1+2) So1 1+2 A\ awo;\/ =y [] A\
1 MA& ,M Asvm -
x 301 .e.\/ = —~ I\/
[EOr=OT! M AT

JST YogUUdp pun



z=[V7] z=m
1 1 1
< ;2 \/w+1+log(\/m 1+1) =, \/x+1
—_— \/m
< 2{\/[\/m]+1 log([\/m +])}

und daher hat man schliesslich

— +
\/ 2 Z Vi
Die Gleichung 48) kann daher in folgender Weise geschrieben werden

D Hymol@) = Z ¥V

z=(n) = (m)
wo

RS

— 1o ¢ 9
%21>/m N/ + Lfﬁul"gl"g’;‘ 18 2, 0048239269 . ‘+Z+\/_1
’ 2VIV/m) e Vmlogm

ist.

Es sei nun p eine ungerade primire complexe Primzahl von der Form ax—+f3,
die dritte Potecnz von (14-i) theilbare ganze complexe Zahl und j einc ungerade primire, zu x theilerfremde

wo x eine mindestens durch

80T

‘renequefen 'y



Complexe Primzahlen. 1085

ganze complexe Zahl vorstellt; es moge ferner p eine zwei-
gliederige, ¢, aber eine eingliederige complexe Primzahl vor-
stellen.

Ermittelt man nun nach Dirichlet’s Vorgange fiir jede zu
theilerfremde ganze complexe Zahl p ein System von Indices in
Bezug auf den Modul

x = (1) pupe...porghql...q%

in der Weise, dass der Modul (1+2)* fiir A—=23 unberticksichtigt
bleibt, hingegen fiir A= 3 zwei reelle ganze Zahlen d,, ¢, gesucht

[5]

werden, von denen die erste kleiner als 2

[7]

, die zweite aber

kleiner als 2 ist und fiir welche die Congruenz

(—142:)#5% = p. (mod (1+1)")

besteht, dass ferner fiir jede Potenz p’* eines zweigliederigen
Primfactors unter Zugrundelegung einer bestimmten primitiven
Congruenzwurzel ¢_in Beziehung auf diese Primzahlpotenz eine
teelle ganze Zahl 7 kleiner als ¥ (p)"=H{N(p)—1},fiir welche

o)
p=4g." (mod pZ)

ist, und endlich fiir jede eingliederige Primzahlpotenz qE“ zundchst
zwei Zahlen 1, v;, welche nach dem Modul gE", beziehungsweise
zu den Exponenten (gi—1)gf—* und ¢f—1 gehoren, bestimmt
und sodann zwei Exponenten ¢ < (gi—1)¢l—", 7)< gl
gesucht werden, fiir welche die Congmenz

@ ,‘@
¢ vt = p(mod gf)

erfilllt wird, und setzt fiir jedes zu x theilerfremde p.

6y = ENG)" T

IN@)—1} 5@ N a1} || g N Jo,—1 IV )1}
2 - 7 9
R S I O
A A L4 g el
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wo

y ey

5;v<p.)“'“1w<p.)—1% =1, 5;\7@2)"2_12N(m>—1% —1

£y iN(zp—i% =1

Bi—1 Bo—1 fBg—
21 2—1 — 2
77/l(q1 o — 1, .,/;(92 e =1, .,/;(73 Do’
3—1 3—1 351
oy T s .
— 1% ! —
Cl =1, & =1, s’ =1
—2 )—3
[ ) 2[ 2 ]
2H =1, o =

ist, wihrend fir jedes p, welches durch einen der Primfactoren
von x theilbar ist, ¢, = O genommen wird, so ist, wie Herr
F. Mertens bewiesen hat,!

1

L Np) ~ ( 10

%10glogm —0-5734841124. .—
p=(m)

&

i »
—o+Q+ Z (‘0%3(51, & 1l cey iy 41,...,4;, ‘”17"’2)' +W

(¢ endlich fiir jedes m),

oo ] (/o]

1 ¢q ,
ZT:Q; Z (()——%(51""7’;7"7117'-""7:7C’v'--;dﬂ’nwz)
3 3 1

ist, ¢ irgend eine complexe Primzahl, ¢ die Summe der reciproken
Werthe der Normen aller ungeraden primiren Primtheiler von #
bedeutet und die Summe iiber alle Wurzelecombinationen &, ..., ¢,
&l ooy & Yy +uey M,y Wy, wy zU erstrecken ist, in denen mindestens
eine de1 genannten Grissen von 1 verschieden ist.

Die Gleichung 48) wird daher in diesem Falle in folgende
iibergehen

,Uber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie.“ Journal
fiir die reine und angewandte Mathematik von Borchardt, 77. Bd., S. 289
bis 339.
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= 4 {
= = loglog m—0-5734841124. . .—o+ Q+
" =0 1088 Q
+ Z CP%(éﬂ ) ‘En '01’7 Ey) W:7 C{v ceey Celv wu“’z)i"'A (]3 - “7"4‘6)7
wo
1(/8 -log m—log _
A, <— f(loz/m AN \/ + loglog % log 2 +o-o48239269...) -+
\/ m
L0 2 %_*_ 2+C
log m = \/mlogm \/m log m
ist, wenn » fiir alle Werthe von m endlich bleibt.
Aus dieser allgemeinen Gleichung ergeben sich dic folgenden speciellen
D Hup n0(@)
2= = . —Ur 8 B
- =™ loglog n—0-5734841124 o+ Q0+
T GBE s &y sy Ly ey Gy oy ) |+

‘wargrzwg oxe[dwo)

L80!



Z Howy, /7,0 (@)

z=(n)

n ¢ (»)

= loglog n—log 2—0-5734841124 ... — g+ 0+

+ Z oWy <oy &y My ooy 1), £y oeny Gy oy w2)§+Ag’

Z Hax+‘ﬁ, n+7, 0 (x)_ Z Ha1+ﬁ, n—1, 0 (w)

x = (n4m) z = (n—mn)

27 T ®

;105- log n—0-5734847124... —o+ Q0+

D B ey o Ty ey Wy Ly ey Ly gy ) (A

Z Hetg, 100, 0 ()— Z Houip, 101, 0 ()

2= (10%) z = (105—1) 4

9.10— 10

%%108 s—loglog 10—135(;;1) —0-5734841124... —

ot 0 D By ey bty eyl Ly ey oy, ) A,

880T

‘renequedoy '
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oL

g
)

20| =

8 4 2  loglog n—log 2+0-096478538 ... 7 2 2+C
logn " &/, = 2\/n nlogn ' 3 T\ log n
n nt 22 logn
16 2 log log n—2 log 24+-0-096478538.. 27 4
L/~ Tt e a\/n nlogn 5 +
V/nlogn n® s " nt log n
4+-2C
\/n log n
log(l + l) log (1_1>
4 1 LAV BN 1) 8lntn)
){ (n+n)log (1 + Tog ) (r—m) log (1 + Tog )} +¢ % log (n-t)
— 3  —e
+4(n+n)*+2(n+n)4 ___2 4 @+OVn+y
T g (m (n+ +1) \/n+x log (n+n) log (n+n)
. ) \/ 147 ) 8(n—m) 1
+ {log log (n+7%)—log 2+0-096478538.. .} 5 § E’;log =)+ Tog (n—v) +

+4(n—n)t +2(n-—n)* +

3

1

\/n—n log (n—n) *

@+C)\/n—x
~ log (n—n) -+

N \/7n—n (log log (r—n)—log 2+0-096478538...)§

2

‘mayrzw g exajdwoy)
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.3 TR g
9.10 1 |AM | = ¢, 5 8.10 4+ +4.104+2.104 + 2 + (2+0)10
s 1tslog10 * slog 10 2 s log 10
102 .s log 10
102 {log log 10+log s—log 2+0-096478538...} } g 810 " N
+ ' 2 % {(s—1) log 10 © (s—1) log 10
s—1
3(e—1) =t 2 (2+C)10 %
4 4
10 2 (s—1) log 10
—1
X - log (s—1)—log 2+0-096478538....
+10 {loglog 10+log (s % 0g 4+ }% (CAREAESM

welche in Verbindung mit der fiir die Anzahl $(2) aller primiiren complexen Theiler der ganzen complexen
Zahl o bestehenden Relation

D @) .
%—— =n? <10g n+0-1544313298... + —,-;—> + Ay,
3
wo A, von der Ordnung »* und e oo
0" — (—1) ;og (2z+1)
z=1 m+1

ist, folgende Theoreme liefert:
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3

n* .

—= 0, so hat jede

i

. n .
ISt hmn,n=°o7: 9 llm.,],n=°o

ganze complexe Zahl des Intervalles n—v. .2+ im Mittel
4 %log log n—0-5734841124.... —o+ O+
P (%)

4 T By sy Ty ey oy Ly ey Ly )
primire ungerade Primtheiler von der Form ax+f und
8 E)Jt)

n* (log n+1-1544313298... +

ol
— ——loglog n—0-5734841124... —o+Q+
¢ (%) 0
+ Z OP%@U teey sr; nlv tery "7£7 lef ceey Cﬁv Wy, "’2)}
andere primire Theiler.
Ist s eine hinléinglich grosse Zahl, so hat jede aus den vierten

Einheitswurzeln gebildete ganze complexe Zahl mit s-zifferiger
Norm im Mittel

4 {10 log s+9 loglog 10—log (s—
() 9

ot 04 D 6By ey ey Wy ey 1y ey Ly gy )
primdre ungerade Primtheiler von der Form ax-+-f und
8M log 10)
_ + —
T 9

1) —0-5734841124...—

n? (s log 10+0-1544313298... +

4 % 10 log s+9 loglog 10—log (s—1)
¢ (%) 9

—o+ 0+ Z CP%(gu ooy &y My ey ":! &y ovey Gy wz)}

andere priméire Theiler.

Jede ganze complexe Zahl von der Form « b7, deren Norm
4log 2
9 (%)
primire Primtheiler von der Form ax+ (3, deren Norm grosser als

\/ﬁ ist.

—0-5734841124 ...—

zwischen \/7z und = liegt, hat im Mittel ungerade

0%
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