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Über Faltenpunkte
vou

D. J. Korteweg,
Profe.i-ior t1er U n iversitä t in Am sterdam .

(M it 1 T afel.)

In der vorliegenden Arbeit habe ich versucht eine Mono­
graphie zu liefern Uber gewisse singuläre Punkte auf Flächen, 
die sich den W endepunkten der Curven in vieler Hinsicht zur 
Seite stellen lassen. So wie die Wendepunkte bei den Cu r v en  
kommen die hier erwähnten Punkte bei den F l ä c h e n  gegebener 
Ordnung a l l g e m e i n  und in b e s t i m m t e r  A n z a h l  vor, und, 
wie die W endepunkte auf der H e s s e ’schen Curve liegen, gehören 
jene Punkte zur H e ss e ’schen Fläche und besitzen zugleich eine 
Eigenschaft, welche der Haupteigenschaft der Wendepunkte 
analog ist, dass nämlich durch sie eine Tangente geführt werden 
kann, welche mit der Fläche eine Berührung höherer Ordnung 
hat als die höchste Ordnung der Berührung der durch einen will­
kürlichen Punkt geführten Tangenten.

Diese singulären Punkte, denen ich den Namen ,.Falten­
punkte“ 1 beizulegen wünsche, haben in letzterer Zeit noch an

1 In cler Literatur der Geometrie des Raumes sind diese Punkte bisher 
meistens unbenannt geblieben, so z. B. S a l m o n - F i e d le r ,  Analytische  
Geometrie des Raumes, 3. A uflage, 9. Capitel, und in den dort citirten 
Abhandlungen C a y l e y ’s. Späterhin hat M a x w e ll  (vergl. J. Clerk M ax­
w e l l ,  Theory o f H eat, !)e edition, 1888, Chapter XII, p. 205) d en  Namen 
„Tacnodalpunkt“ gebraucht, wodurch gew iss eine der charakteristischen 
Eigenschaften angedeutet wird. Doch scheint mir der Name „Faltenpunkt“ 
(point de plissure, plaitpoint, h o l l ä n d i s c h  plooipunt), der sich den 
deutschen Benennungen: W endepunkt,D oppelpunkt,Schnabelpunkt, Spitze 
Knotenpunkt, Kl emmpunkt =  Pinchpoint gut anschliesst, noch besser die
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Faltenpunkte. 1155

Interesse gewonnen, weil ihr Auftreten auf thermodynamischen 
Flächen eine wichtige physische Bedeutung ha t.1 W ährend man 
sie gewöhnlich als gemeinsame Punkte der Spinodalcurve (Curve 
der parabolischen Punkte) und der Flecnodalcurve (Curve der 
Berührungspunkte vierpunktiger Tangenten) defmirt, weiss mau, 
dass diese beiden Curven und die Connodalcurve (Curve der con­
jugirten Berührungspunkte) sich in ihnen berühren und kennt 
auch ihre Anzahl auf einer Fläche gegebener O rdnung;2 in 
anderer Hinsicht aber sind sie, so viel mir bekannt ist, nicht 
untersucht. Diese Lücke auszufüllen, bezwecke ich in dieser 
Arbeit, die ich in zwei Abschnitte eingetheilt habe.

Der e r s t e  A b s c h n i t t  fängt an mit der Untersuchung der 
Gestaltung einer Fläche in der Nähe eines Faltenpunktes, den 
ich in einer von der obenerwähnten etwas abweichenden Weise 
definire. Die Betrachtung dieser Gestaltung führt dann von selbst 
zu einer Eintheilung in zwei Hauptarten, wobei sich noch zwei 
besondere Fälle anschliessen, in welchen die allgemeinen Be-

Natnr derbetreffenden Punkte anzugeben. Ich hoffe nämlich, später zu zeigen  
(vergl. §. 27 dieser Arbeit), w ie sehr das Auftreten, Verschwinden und 
Ineinanderfliessen der Falten einer sich ste tig  umformenden Fläche durch 
das Entstehen, V ergehen und Zusammenkommen ihrer Faltenpunkte be- 
herrrscht wird, und wie überhaupt die ganze G estaltung der Fulten einer 
Fläche abhängig ist von der Anzahl und der Natur der Faltenpunkte, die 
bei ihrem E ntstehen aus einer anfänglich ausschliesslich elliptisch oder 
hyperbolisch gekrümmten Fläche auftreten müssen. Schon der Umstand 
aber, dass am Ursprung einer jeden  F alte (man denke z. B. an den Falten­
wurf eines K leides), sich ein Faltenpunkt befindet, genügt unseres Erachtens, 
den gew ählten  Namen zu rechtfertigen. Der Name „asym ptotischer Punkt“, 
welcher in der Literatur der Flächen dritten Grades den bei diesen Flächen  
auftretenden Species der Faltenpunkte b e ig e leg t wird, ist wohl .nicht 
empfelilens w erth.

1 Über die Bedeutung der Faltenpunkte auf thermodynamischen  
Flächen vergl. M a x w e l l ’s Theory of H eat am citirten Orte und auch eine 
bald in den A rch ives Neerlandaises zu erscheinenden A rbeit meines hiesigen  
Collegen V a n  d e r  W a a ls .  Bei den in dieser letzteren A rbeit behandelten  
thermodynam ischen Flächen tritt die Temperatur als veränderlicher Para­
meter auf und die in §. 13 meiner A rbeit besprochenen Ausnahm epunkte 
erster Ordnung können sich also m öglicher W eise  auf solchen Flächen  
realisiren.

2 S a lm o n - F ie d le r ,  A nalytische G eom etrie des Raumes, 3. Aufl., 
IX. Capitel, §. 476.

74*
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1156 D. J. K o r t e w e g ,

Pachtungen theilweise ihre Giltigkeit verlieren, und von denen 
sich späterhin erweist, dass sie auf Doppelfaltenpunkte Bezug 
haben.

Im z w e i t e n  A b s c h n i t t e  wird eine allgemeine Methode 
angegeben, um das Betragen singulärer Punkte auf einer sich 
allmählig umformenden Fläche zu untersuchen, von der meines 
Erachtens zu erwarten ist, dass sie sich auch bei Anwendung auf 
andere singuläre Punkte fruchtbar zeigen wird. Mittelst dieser 
Methode wird dann die Theorie vom Entstehen und Verschwinden 
der Faltenpunkte einer stetig deformirten Fläche entwickelt.

E rster Abschnitt.

De f i n i t i on ,

1. Wenn eine Doppeltangentialebene sich über die Fläche, 
welche sie doppelt berührt, fortbewegt, kann es Vorkommen, dass 
die beiden conjugirten Berührungspunkte zusammenfallen. D en 
P u n k t  d e r  F l ä c h e ,  in w e l c h e m  d i e s e s  g e s c h i e h t ,  n e n n e  
i ch  e i n e n  F a l t e n p u n k t .

Leicht ist es zu beweisen, dass ein solcher Faltenpunkt sowohl 
auf der Spinodalcurve, als auf der Flecnodalcurve liegen muss. 
Dazu vergegenwärtige man sich die Doppeltangentialebene einen 
Augenblick, bevor sie die Stellung, wo die beiden Berührungs­
punkte zusammenfallen, erreicht hat, und nehme man vorläufig 
an, dass diese beiden Berührungspunkte auf dem elliptisch ge­
krümmten Theile der Fläche liegen, dann zeigen sich im Schnitte 
der Fläche und der Tangentialebene die beiden Berührungs­
punkte A und B  als isolirte Punkte, die sich unmittelbar neben 
einander befinden. Wird jetzt die Tangentialebene, indem sie 
sich selbst parallel bleibt, ein wenig verschoben, so dass sie die 
Fläche schneidet, dann zeigen sich in der Durchschnittscurve zwei 
isolirte geschlossene Zweige, die aber bei weiterer Verschiebung 
in einem Doppelpunkte C zusammenfliessen. In diesem Doppel­
punkte ist die bewegliche Ebene wieder (einfache) Tangential­
ebene geworden und es liegt der Punkt C also nothwendig auf dem 
hyperbolisch gekrümmten Theile der Fläche, so dass die Spinodal­
curve zwischen den Punkten C und A, sowie zwischen C und B 
ihren Weg nehmen muss; in dem Faltenpunkte aber fallen alle
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diese Punkte zusammen, und er liegt also auf der Spinodal­
curve.

Weil nun weiter die Gerade AB, welche mit der Fläche vier 
Punkte gemein hat, im Faltenpunkte eine Tangente der Fläche 
ist, so gehört der Faltenpunkt auch zur Flecnodalcurve.

Im Falle die Fläche in A  und B  hyperbolisch gekrümmt ist, 
oder auch (was nur sehr ausnahmsweise Vorkommen kann) in 
beiden Punkten verschiedenartig, bedarf der Beweis nur einer vor 
der Hand liegenden Änderung, um giltig zu bleiben.

G l e i c h u n g  d e r  F l ä c h e  in d e r  N ä h e  e i n e s  F a l t e n p u n k t e s .

2. Will man die Gestaltung einer Fläche in der Nähe eines 
willkürlichen Punktes studiren, dann kann ihre Gleichung im 
Allgemeinen in der G esta lt1

z =  ax +  Olx-\-özy +  clx z +  czxy +  Criyz-hdlx 3 +  dzx zy +  . . .  1)

geschrieben werden.
Ist nun der betreffende Punkt ein Faltenpunkt und wird er 

zugleich als Anfangspunkt der Coordinaten gewählt, indem man 
weiter die vierpunktige Tangente als y- Axe, die Tangentialebene 
als x y -Ebene verwendet, dann gilt die einfachere Gleichung:

2 “  c{x z4 -dKx'’ +  d%x zy + dzxyz +  exxk-\- . . . 2 )

denn ausser a{, 0V b%, cz, dk muss auch c2 Null sein, weil der 
Faltenpunkt auf der Spinodalcurve liegt und also ^cvcz — c\.

Wir ändern hier jetzt die Reihenfolge der Glieder, indem 
wir solche voransetzen, gegen welche in der Nähe des Anfangs­
punktes alle übrigen in erster Annäherung vernachlässigt werden 
können. Es sind das die drei Glieder c{x z, d3xy, <?5?/4, die 
m öglicherw eise unter einander gleiche Grössenordnung besitzen 
können, wenn nämlich x  von der Ordnung yz ist. Wenn wir diese 
letzte Voraussetzung festhalten, bekommen wir die Reihenfolge:

z =  \c{x z +  d3xyz +  er,yll] +  [dzx zy +  ellxy3+ f Qy:'} +
+  [dxx 3-+- e^xh^+ f-xy^-hcj^y0} +  . . . ,  . . .  3)

1 Über die Vortheile der hier gew ählten B ezeichnungsw eise der
Coefficienten vergl. §. 8, Note 2.
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1158 D. J. K o i t e w e g ,

wo die zwischen Klammern eingeschlossen.en Glieder gleiche 
Grössenordnung besitzen. Jedenfalls aber, auch wenn die erwähnte 
Voraussetzung nicht zutrifft, können wir die Gestaltung der 
Fläche in der Nähe eines Faltenpunktes an der Gleichung

% — cxx z-hd3x y l ehy* . ..  1)

studiren, denn alle übrigen Glieder können doch immer gegen 
den einen oder den anderen von den drei berücksichtigten ver­
nachlässigt werden.

Schon die Betrachtung des Durchschnittes der Fläche mit 
ihrer Tangentialebene gibt dann Veranlassung zur Eintheilung 
der Faltenpunkte in zwei Hauptarten, je  nachdem 4^6^— d\  ^  0, 
d. h. je  nachdem der Tangentialdurchschnitt reelle oder imaginäre 
Zweige besitzt.

D ie  F a l t e n p u n k t e  e r s t e r  Art ,  4c1<?5 — d 2 :>  0, u n d  i h r e  
I n d i c a t r i x  v i e r t e r  O r d n u n g .

3. Bei diesen Faltenpunkten besteht der Tangentialschnitt 
aus einem isolirten Punkte mit reeller Tangente. Die Durch­
schnitte mit Ebenen z — zQ zeigen die in Fig. 1 abgebildete 
Gestalt,1 wie sich am leichtesten durch Lösung der Gleichung 4) 
nach x  ergibt. Es ist dann:

d o  „ zn 4 c.e,— d l  „
x — —  —^ y ' — -------V  2 " V • . . .o)2 c t J ~  V ct 4 c2 '

Beachtung verdient es, dass der Krümmungsradius der 
Curve in den Punkten C und D gleich und gleichgerichtet ist

mit dem der parabolischen Mittellinie [x  — — Zwei

reelle W endepunkte2 Ax und Az sind stets vorhanden, sowie

1 Beim Zeichnen der Curve ist das Coordinatensystem  orthogonal 
angenommen und vorausgesetzt, dass cx und d3 und also, w ell 4 c ±e5— d | > 0 ,  
auch eh p ositiv  sind. Es lieg t darin keinerlei Beschränkung.

2 D ie D iscussion der W endepunkte, die übrigens kein anderes Interesse  
als das der richtigen Zeichnung der Indicatrix darbietet, geschieh t am ein-

d^x
fachsten, indem man das zw eite Glied des A usdruckes für :
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Faltenpunkte. 1159

eine Doppeltangente ist aber d3 — 0, dann ziehen sich
Kv  K%, Ax und A% im Punkte C zusammen, um beim Zeichen­
wechsel von d3 an dieser Seite der Curve zu verschwinden, indem 
an der anderen Seite im Punkte D dergleichen Punkte neu 
auftreten.

Wichtig für unsere Untersuchung sind die Punkte Kx und Kv  
denn es ist leicht einzusehen, dass diese beiden Punkte, als Punkte 
der durch Gleichung 4) dargestellten Fläche, eine gemeinsame 
Tangentialebene besitzen. Für diese Punkte, die also zur Con- 
nodalcurve gehören, ist

dx  
dy

also:

y « , = y  A*

und für die G l e i c h u n g  d e r  C onn o d al c u r v e  findet man durch 
Elimination von zQ:

(4 Cj d y
, Iz 4 c e — dl

=  0, . . .6)

4/ dj:
Xfc — X]£t — — 2

e*z,5 0

V 4c .eh— d

/3 4c1 6j,-.—d 'i
^  =  ^

J 1 2 C? ,,-i ') 2
l \c1 4 c f /

quadrirt und nach y 1 diiferenzirt. Man erhält, so:

o { 4 c x e b — d ' ^ z u (  z (t 4 c 1 e5 — rfjj , V 3 *» 4c 'i e5 ~
 --------- 47?--------- U  4 c ‘f ■" V l  ^ -----------4 " 7  •

Z(> 4  C1 gO-- î}
£'l ^c l

D ieses Glied wächst also im vorliegenden Falle stetig  mit vom  

W erthe Null (für y± —  0) bis zum Werth oo (für ?/4 —- — -~2 ) und wird
do
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1160 D. J. K o r t e w e g,

Für die G l e i c h u n g  d e r  S p i n o d a l c u r v e :

dzz d2# /  dzz \ 2
d x 2 oy% §y) • • • 9)

ergibt sich:

x  —
6c\e ,— dl  „ 

,VA,

Weil nun 4cie5— d\  >  0, so wendet diese Curve ihre Con- 
cavität immer nach derselben Seite wie die Connodalcurve. An 
d i e s e r  Seite ist die Fläche hyperbolisch gekrümmt, denn auf

••
der X-Axe ist ^  —2— J =  4 c ^ x .  Übrigens besitzt 

die Connodalcurve den grösseren Krümmungsradius, denn:

^ 3 _____^ ct _(4 ct <?5 rf3) d3
e s  Q c t e s — d l ~  e J S c ^ — d l  1

also positiv, wenn — pos. Es liegen also die conjugirten Be-
e5

rührungspunkte Kx und Kz immer auf dem elliptisch gekrümmten 
Theile.

Bedenkt man schliesslich, dass beim Kleinerwerden des 
Werthes von z0 die Indicatrix, während sie sich zu einem isolirten 
Punkte mit reeller Tangente zusammenzieht, in der Richtung der 
Ar-Axe verhältnissmässig immer schmaler wird, dann gibt uns 
Fig. I, wo wir die dem hyperbolisch gekrümmten Theile der 
Fläche zugekehrte Seite der Spinodalcurve, wie in allen übrigen 
Figuren, durch Radirungen angedeutet haben, ein Bild der 
Gestaltung einer Fläche in der Nähe eines ihrer Faltenpunkte 
der ersten Art. (Vergl. auch die Raumfigur 4.)

Ungenügend wird diese Vorstellung aber im Specialfall 
d3 z=z 0. Der Durchschnitt z — zQ wird dann nämlich nach beiden 
Seiten symmetrisch, W endepunkte und Punkte der Connodal­
curve haben sich im Punkte C zusammengezogen, und was aus 
den Connodal- und Spinodalcurven geworden ist, kann ohne 
nähere Untersuchung beschwerlich eingesehen werden. Wir werden 
also auf diesen Fall zurückkommen müssen. (Vergl. §. 10.)
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D ie  F a l t e n p u n k t e  z w e i t e r  Ar t ,  4 ct e5—d i j < 0 .

4. Der Tangentialdurchschnitt bestellt bei diesen Punkten 
aus zwei einander berührenden Curven, die nach derselben oder

g
nach verschiedenen Seiten hin gekrümmt sind, je  nachdem — ^  0.

ci
Die Durchschnitte z =  z0 besitzen unendliche Zweige, welche 
sich diesen Curven asymptotisch nähern. Fig. 2 gibt eine Ab-

ß
bildung eines solchen Durchschnittes, wenn — < 0 ,  indem wieder

ci
cv  d% positiv und also jetzt <?5 negativ vorausgesetzt wird und 
weiter z0 positiv angenommen ist. Den asymptotischen Tangential­
schnitt haben wir punktirt.

Die Gleichung 5) schreibt sich jetzt:

Faltenp unkte. 1161

do d l —4 c.e, .
x  — — 77^ - 2/ +  V/ — H— —A—r~^ V •

2  Ci — V Ct 4 c\ y

Ist zQ positiv, dann bestellt also die Curve aus einem Zweige

rechts und einem Zweige links von der Mittellinie ( x  ■= —

In unserer Figur besitzt der nach rechts gelegene Zweig zwei 
W endepunkte Ax und At 1 und eine Doppeltangente KxKr  Die 
Spinodalcurve (Gleichung 10) und die Connodalcurve ( Gleichung 8 ) 
wenden beide ihre Concavität, nach rechts, während die Con­
nodalcurve den grösseren Krümmungsradius zeigt. Der elliptisch

1 D ass nur zw ei reelle W endepunkte auftreten, ergibt sich wieder
d2x

durch Betrachtung des zweiten G liedes des A usdruckes für . D ieses 

G lied ist hier, wenn man nicht auf das Zeichen achtet, mit fortwährend

im W achsen begriffen, bis es für i-------den Maximalwerth___________ ®;}  ̂ci e5
— errei cht ,  welcher hier, da e5 negativ  ist, deu des ersten

ci ~
d 3

G liedes —  übertrifft. Lässt mau nun weiter wachsen, dann nimmt das* ’_______
zw eite Glied regelm ässig ab bis zum Grenzwerthe — ^ 3 ,

Ci ct
Es wird also dem ersten Gliede nicht aufs Neue gleich.
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1162 D. J. K o r t e i v e g ,

gekrümmte Theil der F läche liegt nach rechts. Die conjugirten 
Berührungspunkte liegen immer auf dem hyperbolisch gekrümmten 
Theile. (Vergl. auch die Raumfigur 5.)

Die Durchschnitte mit Ebenen z0 negativ bieten wenig In ter­
essen. Sie bestehen aus einem oberen und einem unteren Zweige, 
jeder mit zwei reellen W endepunkten 1 versehen und ohne Doppel­
tangente.

C -
5. Ist — positiv, dann sind die beiden Zweige des Tan- 

c i
gentialschnittes, sowie die Mittellinie nach derselben Seite, in 
unserer Fig. 3, wo q  und ds positiv genommen sind, nach der 
linken.

Die Schnitte z =  z0 können für z0 positiv, in welchem Falle 
sie wieder einen linken und einen rechten Zweig haben, je  nach 
Umständen vier W endepunkte auf dem rechten Zweige oder 
überhaupt keine zeigen , 2 jedenfalls aber sind sie ohne Doppel­
tangente. Dahingegen besitzen jetzt die Schnitte z0 negativ, die 
aus einem oberen und einem unteren Zweige bestehen, immer 
eine Doppeltangente KXI(Z, wesshalb wir in unserer Figur einen 
solchen gezeichnet haben . 3

Die Spinodalcurve kehrt je  nach Umständen (d\  ^  
ihre hohle Seite nach links oder nach rechts, bleibt aber immer 
rechts von der nach links hin gekrümmten Connodalcurve, die

d ^ x  , 4 c\«n .
1 W eil das zw eite G lied von , anfänglich (für )

f///2 ö 4 c 1 e5—
12

unendlich gross, ste tig  abnimmt, bis es für =  j —---------^  den Minimal-
‘*r‘i e5

werthNull erreicht,um  dann wieder bis zum Grenzwerthe ^  ^  ^ ci e5 >  ^3
ci

anzuwachsen. E s wird also dem ersten G liede zweim al gleich, und weil das 
Zeichen sich beim  Passiren des Nullwerthes ändert, liegt der erste W ende­
punkt links, der zw eite rechts von der M ittellinie.

2 Jenachdem derM axim alw erth X eb) ^  ^3 ; cl.h. d X ^ t t c ^ .
ci ci

3 B eide Z w eige besitzen an ihrer linken Seite einen W endepunkt,
d - x

denn das zw eite Glied des A usdruckes für ^ 2  nimmt, wenn y4 wächst, 

stetig  ab von cp  bis zu einem Grenzwerthe -< .
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also immer auf dem hyperbolisch gekrümmten Theile der Fläche 
liegt. 1 (Vergl. auch die .Raumfigur 6 .)

6 . Eine räumliche Vorstellung der Gestaltung einer Fläche 
in der Nähe eines Faltenpunktes geben die Fig. 4, 5, 6 . Die 
erste repräsentirt eine Fläche mit Faltenpunkt erster Art, die 
anderen solche mit Faltenpunkten zweiter Art, warum wir hier 
auch den Durchschnitt der Fläche mit der Tangentialebene des 
Faltenpunktes angeben könnten. Die Connodalcurve ist überall 
gezogen, die Spinodalcurve mit Radirungen versehen. Die H aupt­
unterschiede der beiden Arten, nämlich die verschiedene Natur 
des Tangentialschnittes und die verschiedene Lage der Connodal­
curve (bei den Faltenpunkten erster Art auf dem elliptisch, bei 
denen der zweiten Art auf dem hyperbolisch gekrümmten Theile 
der Fläche) wird in diesen Figuren zur Anschauung gebracht.

D ie  F l e c n o d a l c u r v e  in e r s t e r  A n n ä h e r u n g .

7. Nimmt man den Anfangspunkt eines neuen parallelen 
Coordinatensj^stems im Punkte x , yf z der Fläche, dann wird die 
neue Gleichung der Fläche:

8z f QZ l f d zz dzz $%z
z . x '  4- - y  -\ - -n- U - i #  + 2  j —'Jx oy 2 \o xz Oxfty ö2/

Gehört jetzt der Punkt (x, y , z) zur Flecnodalcurve, dann

muss es auf seinerTangentialebene z' —  — ?/ eine Gerade
ox dy

x 1 =  my’ geben, die vierpunktige Tangente der Fläche ist. Dieses 
fordert:

rn2— , 4-2 m — 0 13)ox~ oxoy oyA

d 3z  0 2 d 3z  d3z  o 3z  : .
m — 3 4-o ?n2 —,T  4-3 m - 4 - . =  0, . . .  14)ox* öx~oy Oxoy1 oyA

Faltenpunkte. 1163

1 Man könnte glauben, dass =  0 ebenso w ie ö?3 =  0 einen A u s-  
nalimefall bildete, weil sich die Punkte und /f2 dann ins Unendliche  
entfernen. W erden aber die Glieder höherer Ordnung hinzugezogen, dann
zeigt es sich, dass hier keine andere Singularität vorliegt als d iese: dass
die Connodalcurve einen W endepunkt besitzt im Anfangspunkte. Vergl. §. 8.
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1164 D. J .Ü  o r t e w e g,

2 CjW?2-+-4 dz ym  -f- 2d3x  + 1 2  eh y z =  0 . . .  15)

6 d3m +  24tf5f / =  0. .. .1 6 )

H ieraus erhält m an durch Elim ination von m  für die Gleichung 1 
der F lecnodalcurve:

2 e^{d \— 8 ct«ß) ,
- - - - - - - - - 7 2 - - - - - - - - - V ■ • • • 1 7 )

"'3

S p in o d a l- ,  F le c n o d a l -  u n d  C o n n o d a lc u r v e n  in  z w e i t e r
A n n ä h e r u n g .

8. D a es w ünschensw erth war, die in  den Gleichungen 8), 
10) und 17) in erster A nnäherung dargestellten  Connotlal-,
Spinodal- und F lecnodalcurven auch in zweiter A nnäherung zu
kennen, bin ich zu dieser B erechnung übergegangen und schreibe 
hier die erhaltenen R esultate n ieder. 2 

S p in o d a lc u r v e :

also für die Fläche der Gleichung 4):

d l— {̂ 1*5 „2

18 c^e^e 5 — 12  cxdt d3e —̂ 10  c\d3f ‘G +  dzd l

x  —  — r ^ y  +Gvd3

cfrff y 3 + ............... 18)

1 Aus dieser Gleichung ist sofort das wohlbekannte Theorem abzn- 
leiten, dass in einem Faltenpunkte Flecnodal- und Spinodalcurve (sowie 
auch die Connodalcurve) einander berühren. Es ist übrigens leicht, einen 
einfachen Grund anzugeben, wesshalb Flecnodal- und Spinodalcurve immer, 
wenn beide sich begegnen, eine gerade Anzahl aufeinanderfolgender Punkte 
gemein haben müssen. Es kann nämlich die Flecnodalcurve den hyper­
bolisch gekrümmten Theil der Fläche niemals verlassen, also die Spinodal­
curve nicht schneiden, weil im elliptisch gekrümmten Theile die Wurzeln 
der Gleichung 13) conjugirt imaginär werden und also b e id e  z u g le ic h  
Wurzeln der cubischen Gleichung 14) sein oder nicht sein müssen. Der erste 
Fall tritt zwar ein bei gewissen vereinzelt gelegenen Punkten (C a y le y ’s 
Flecnodalpunkten), diese bilden aber keine Curve.

Bei der in §. 2 gewählten Bezeichnungsweise der Coefficienten der 
Gleichung der Fläche haben die zu demselben Coefficienten gehörigen 
Glieder, wie 18cfe4e5, 12c16?2rf3e5 u. s. w. die drei folgenden Eigenschaften:
1. Die Anzahl der Buchstaben c1c1e4e5 ist für alle Glieder die gleiche,
2. ebenso die Summe der Indices: 1 + 1 + 4 + 5 , 3. auch die Summe der 
Folgenummern der Buchstaben: 3+ 3 4 -5 + 5 .
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F l e c n o d a l c u r v e :

___  ^ g 5 (^ 3  ^ C \ e h )  v 2 ,

d \  V

. 2 (rf*—4 c t e5) ( 1 0 d J / ,fl +  16rf8rf8c*— 10rf*e4«5— 1 6 ^ ^ « * )  +

<*S
+  4 8 c 1rf264e2 _ 128c1^ 3e2-}- 6 ^ 4e5- 1 0 ^ ™ /6

rfj y '

C o n n o  d a l  c u rv e :

__  2  O 2  ^3 / f i )  3 OA\
#  = Z ------- r ^ 2 /  “•------ ^ 2 — ± ± 3 ly * -+ -  . . . 2 0 )

3 .3

G leichung 18) w ird erhalten durch Substitution des Aus­
druckes

rf* — 6 ct 5̂ 2

J\ u 3

Faltenpunkte. 1165

X  —  —
c

in 9), wo z je tz t aus 3) entnommen w ird; G leichung 19) durch 
Substitution von

und

x  =  yt+By3

4<?5 n  j»m — -—5 y + Cy
3

in 13) und 14).
9. E tw as verw ickelter w ird die A bleitung der Gleichung 20). 

Indem  wir für die G leichung der Connodalcurve schreiben:

.*■ =  -  ^ f V + V ,  • • •2 1)
3

substitu iren  wir in  d i e s e  G leichung, und in die G leichungen:
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welche die Iden titä t der T angentia lebenen  der P unkte  Kl ( x t , y x) 
und Kt (tcv  y x) bedingen, die Ausdrücke:

2/i =  2/ o + % o ;  y % - — y ^ E 'y l -  - ..2 3 )

W ir erhalten  dann aus 21):

2 e ,  . 4 e , E

1166 D. J. K o r t e w e g ,

d -  t > y l ’
. . .  24)

aus 22) aber:

2 cxD +  --*■ (E  +  E ')  +  d»*» —  0, . . .2 5 )

E  —  E f, . . .2 6 )

(d l— 2 c, e , ) D +  ( E +  E r) +
3

also:

t 4dze l - S d 3e ^ - h 2 d l f & _ 0  ^

d3

d  =  2  ( ^ 5 - 4 , 4 ) ,  2 ? )

D e r  D o p p e l f a l t e n p u n k t  rf3 = : 0.

10. In  diesem  F alle  (w enn ä?3 =  0) verlieren die Gleichungen
18) bis 20) ihre G iltigkeit.

F ü r die G leichung der S p i n o d a l c u r v e  findet man dann 
aus 9) und 3) in erster A nnäherung:

(c,<?3 — d l ) x z +  3 c i e!ix y + 6 c i (i:iy z —  0. . . .2 9 )

D iese Curve zeigt also im A nfangspunkte einen D oppelpunkt 
mit reellen oder im aginären Zweigen.

W as die F l e c n o d a l c u r v e  angeht, die G leichungen 13) 
und 14) w erden:

(2 ct +  . . . )m* +  (4 d 2a :+  ) m +

-+- (2 <?3 .r2 +  6 e%ocy -f-12 <?51/2 +  ... ')  =  0, . ..3 0 )
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( 6 ^ +  ')m'i-+-{§d%-±- . . . ) m 2 +  ( l^ tf3a 7 -{ -1 8 ^ y +  . ..)m-^-
-l-6e4.•r-l-24<?57/-^-... =  0 . . . .3 1 )

W egen 30) muss m  von derselben Grössenordnung sein wie 
x  und y \  aus 31) geht dann hervor, dass in erster A nnäherung

4 6-
x  — --------- y . . . .  32)

*4 '
4 G

W ir setzen also: x  — -------- - y  +  A y z] m — By  und erhalten
ek

dann aus 30) eine quadratische G leichung zur Berechnung von B, 
w ährend aus 31) für jed e  W urzel der zugehörige W erth von A 
berechnet w erden kann. Es besteh t also die Flecnodalcurve aus 
zwei einander berührenden reellen oder im aginären Zw eigen; 
sie ha t also im A nfangspunkte mit der Spinodalcurve v i e r  Punkte 
gemein, und der A nfangspunkt gilt also als d o p p e l t e r  F a lten ­
punkt. Die G leichung der Connodalcurve wollen Avir hier nicht 
ableiten  und nur das R esultat mittheilen. Auch diese Curve 
besitzt zwei reelle  oder im aginäre Zw eige und ha t im A nfangs­
punkte vier P unkte  mit der Spinodal-, sowie mit der F lecnodal­
curve gem ein.

Faltenp linkte. 1167

D e r  D o p p e l f a l t e n p u n k t  4 cYeh— d \  =  0.

11. D ass w ir auch in diesem Falle (4c t 6'5 — d \  —  0) mit 
einem D oppelfaltenpunkte zu schaffen haben, erg ib t sich sofort 
durch B etrachtung der Gleichungen 18) und 19). E s ist nämlich,

, , d l — 6 c.er 2 e A d l —  8c*e.) 2 er
wenn d l  —  4c. e , .  auch —— — -1—; = ------ .

^1 3 3 3
Es haben also jedenfalls Spinodal- und F lecnodalcurven d r e i  
Punkte gemein; dann muss aber, w eil diese Curven sich nicht 
schneiden könrien (vergl. §. 7, die Note), noch ein v ierter gem ein­
sam er P u n k t hinzutreten. D ass dem w irklich so ist, kann m ittelst 
der G leichungen 18) und 19) gezeigt w erden, denn die Coeffi­
cienten von y 3 beider G leichungen w erden für d \  =  4 ct e5 w irk­
lich einander gleich.

D ahingegen hat es bei B etrach tung  der G leichungen 18),
19) und 20) den Anschein, als hä tten  Connodal- und Spinodal-, 
sowie Connodal- und Flecnodalcurve nur z w e i  aufeinander­
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folgende Punk te  gemein, was aber unmöglich so sein kann, wenn 
der Anfangspunkt, w irklich ein D oppelfaltenpunkt ist. D ie Lösung 
dieses W iderspruches ist darin  zu finden, dass die G leichung 20) 
ihre G iltigkeit verloren hat. Das zeigen schon die G leichungen 25) 
und 27), die, wenn d \  — 4 cxe^  einander ausschliessen.

Ohne hier w eiter au f diese Sache einzugehen, will ich kurz 
sagen, wie sie sich verhält. D ie Connodalcurve besteht aus zwei 
im A nfangspunkte sich berührenden  Zweigen, deren  Krümmungs­
halbm esser e inander und denen der Spinodal- und F lecnodal­
curve gleich sind. J e d e r  d ieser Zweige, die übrigens stets 
im aginär sind, hat m it diesen Curven also drei Punk te  gem ein .1

Zweiter Abschnitt.

E i n l e i t u n g .

12. In diesem Theile unserer A rbeit w erden w ir uns mit 
dem  E ntstehen und Verschw inden von F altenpunkten auf einer 
F läche, deren G estalt sich stetig  ändert, beschäftigen. Wo es 
sich um singuläre P unkte handelt, die, wie Faltenpunkte , auf einer 
durch ihre G leichung in P unktcoordinaten  bestim m ten F läche im 
Allgem einen vereinzelt (d. h. ohne Curven zu bilden) Vorkommen, 
kann  m an das E ntstehen  und V erschw inden im m er als einen 
Ü bergang  vom conjugirt Im aginären zum Reellen oder um gekehrt 
auffassen. Ein solcher Ü bergang aber kann nur dann stattfinden, 
wenn zwei oder m ehr der betreffenden singulären Punk te  zu- 
sammenfliessen. W ill man also auf einer nach einem bestim m ten 
Gesetze sich stetig  ändernden  F läche das E ntstehen und Ver­
schw inden dieser P unkte studiren, dann braucht man nur auf das

1 Im Ganzen also nicht v ie r, sondern se ch s . Die Erklärung liegt 
darin, dass bekanntlich Spinodal- und Connodalcurve, sowie Flecnodal- 
und Connodalcurve, ausser den Faltenpunkten noch andere Punkte gemein 
haben, deren je  zwei sich dem hier besprochenen Faltenpunkte anschliessen. 
In einer späteren Arbeit (vergl. hier §. 27) hoffe ich zu beweisen, dass das 
Auftreten dieser beiden Punkte bei der Spinodalcurve eine wichtige geo­
metrische Bedeutung hat, nämlich, dass sich in der bei Umformung der 
Fläche aus dem isolirten Punkt entwickelnden Connodalcurve zwei Spitzen 
zeigen. Dort wird dann auch das Betragen der Connodalcurve bei den 
beiden Doppelfaltenpunkten vollständige Erklärung finden, was hier weit­
läufigere Auseinandersetzungen erfordern würde.
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Auftreten solcher Punkte höherer S ingularität achtzugeben, in 
denen m ehrere d ieser P unk te  zusammengeflossen sind.

In erster L inie kom m en dabei unter den Punkten höherer 
Singularität, w elche diese E igenschaft besitzen, diejenige in Be­
tracht, zu deren A uftreten nur eine einzige Bedingung zwischen den 
Coefficienten der sich deform irenden F läche gefordert wird. W ir 
wollen d iese Punk te  als A u s n a h m e p u n k t e 1 e r s t e r  O r d n u n g  
bezeichnen. Jed e  F läche gegebener O rdnung kann  in jed e  andere 
derselben O rdnung stetig  um geform t w erden, ohne dass andere 
A usnahm epunkte als die erster Ordnung dabei auftreten. H andelt 
es sich hingegen um eine nicht ganz freie, sondern durch eine 
gew isse A nzahl Param eter bedingte Deformation, auch dann 
können im  A l l g e m e i n e n  beim  Ü bergänge einer F läche in eine 
andere alle A usnahm epunkte höherer O rdnung verm ieden w erden; 
es k a n n  aber F älle  geben, worin das unm öglich ist. In solchen 
F ällen  können wir doch noch durch E inführung eines neuen 
geschickt gew ählten Param eters die A usnahm epunkte höherer 
Ordnung um gehen, und w ir finden dann zugleich, dass diese aus 
bestim m ten A usnahm epunkten erster Ordnung zusam m engesetzt 
sind. Wie w ir zeigen w erden, kommen, w as unsere Faltenpunkte  
betrifft, nur v i e r  verschiedene Arten von diesen A usnahm epunkten 
erster O rdnung vor. näm lich die beiden schon besprochenen 
D oppelfaltenpunkte, w eiter Osculations- lind K notenpunkte, die 
wir also in diesem A bschnitte au f Anzahl, B etragen und N atur 
der zusam m engeflossenen F altenpunk te  untersuchen w erden.

13. W enn die E ig e n tü m lic h k e it der zu betrachtenden singu­
lären  Punk te  (wie z. B. der U m bilicalpunkte) oder ihre E intheilung 
in A rten eine nicht projectivische ist, dann wird es nöthig, auch

1 Nach dieser Auffassung sind also die Wendepunkte einer algebrai­
schen Curve gegebener Ordnung singuläre, aber k e in e  Ausnahmepunkte, 
Doppelpunkte hingegen Ausnahmepunkte erster, Spitzen zweiter Ordnung. 
Hat man mit Curven gegebener C la sse  zu thun, dann sind Spitzen und 
Doppelpunkte k e i n e  Ausnahmepunkte, conjugirte Berührungspunkte 
(einer Doppeltangente) und Wendepunkte solche erster, respective zweiter 
Ordnung. Ganz allgemein kann man innerhalb eines Systems von Flächen, 
die gewissen Bedingungen genügen müssen, Ausnahmepunkte erster, 
zweiter, dritter Ordnung auf diesen Flächen unterscheiden, je  nach der 
Zahl der Bedingungen, die noch hinzukommen müssen, um ihr Auftreten 
zu bedingen.

Sitzb. cl. mathem.-nalurw. Cl. XOVIII. Hd. Abth. II a. 75
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den Ü bergang’ durch das U nendliche genau zu untersuchen. Es 
w äre dann näm lich möglich, dass beim D urchgang eines Punktes 
durch die unendliche E bene regelm ässig  eiu Zusam m entreten 
m ehrerer P unk te  und Ü bergang vom Reellen zum Im aginären 
oder um gekehrt stattfinden sollte, oder auch, dass die Art der 
P unk te  sich dabei änderte. Bei Faltenpunk ten  ist aber eine 
solche U ntersuchung überflüssig, weil das A uftreten von Aus­
nahm epunkten in der unendlichen Ebene stets verm ieden oder 
um gangen werden kann, w ährend  ein vereinzelter F altenpunkt, 
w enn er bei ste tiger Deformation der F läche durch die unendliche 
E bene geht, reell und gleichartig  bleibt. Als s t e t i g  lassen wir 
dabei jed e  Deform ation im U nendlichen gelten, welche sich in 
den projectivisch verw andten Räum en als eine solche zeigt.

B e s t i m m u n g  d e r  A u s n a h m e p u n k t e  e r s t e r  O r d n u n g ,  di e  
z u g l e i c h  v i e l f a c h e  F a l t e n p ü n k t e  s i n d .

14. Es handelt sich also erstens darum , die zu den viel­
fachen F altenpunkten  gehörigen A usnahm epunkte erster Ordnung 
aufzufinden.

Die G leichung einer F läche in der N ähe eines ih rer Punkte 
kann, u n t e r  d e r  B e d i n g u n g ,  d a s s  d i e s e r  P u n k t  k e i n  
K n o t e n p u n k t  i s t ,  stets in die Form

% : cvt2 +  c3y2 +  (l̂ ar’ +  . . .  . . .3 3 )

gebracht w erden, wenn nämlich die T angentia lebene als XOY- 
Ebene, und auch w eiter die OX- und OY-Axe zw eckm ässig gew ählt 
w erden. Soll nun der A nfangspunkt ein v ielfacherF altenpunkt sein, 
dann m uss er jedenfa lls auf der Spinodalcurve liegen, also c1? c3 

oder beide gleich Null sein. Im letzten Falle  hat, man mit einem 
O s c u l  a t i o n s p u n k t e  zu thun, wo der T angentialdurchschnitt 
im A nfangspunkte einen dreifachen P unk t zeigt. Ist hingegen 
nur c\ oder c3 gleich Null, dann muss, weil ein vielfacher F alten­
punkt auch zur F lecnodalcurve gehört, die G leichung 33) notli- 
w endig  in die Form  3) gebrach t werden können. Spinodal- und 
Connodalcurven sind dann bekann t (vergl. §. 8, und w enn d3 = Ö  
§. 10) und die halbe Zahl ih rer gem einsam en Punkte gibt die 
A nzahl der zusam m engekom m enen F altenpunkte  (weil in  einem
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einzigen Faltenpunkte zwei ihrer Schnittpunkte enthalten sind). 
Mehrfache Faltenpunkte können also nur Vorkommen, wenn

d l — 6 6*j 6j5  2 e5 (ß l  — 8 c,e5)
c ,  d 3  d i]  7

d . h .  (d \— 4 c1<?5) 2i=: 0, oder w enn d3 —  0. Man hat dann mit 
den beiden schon erw ähnten D oppelfaltenpunkten zu schaffen. 
Es können also un ter den A usnahm epunkten erster O rdnung 
keine anderen vielfachen Faltenpunkte  V orkom m en1 als diese 
b e i d e n  A r t e n  v o n  D o p p e l f a l t e n p u n k t e n  und möglicher 
W eise auch K n o t e n p u n k t e  und O s c u l a t i o n s p u n k t e .  D iese 
singulären  P unkte  sind es also, die w ir umzuformen und auf 
Anzahl, A rt und B etragen der in ihnen enthaltenen Faltenpunk te  
zu untersuchen haben. Vorher aber wollen w ir die G leichungen 
aufstellen, die zur B erechnung der Faltenpunkte  einer F läche 
z — f i x ,  y) und zur Bestim m ung ihrer Art nöthig sind.

B e r e c h n u n g  d e r  F a l t e n p  u n k t e  e i n e r  F l ä c h e  z — f { x , y ) .

15. In §. 7 haben wir gesehen, dass in einem Faltenpunkte, 
als P unkt der F lecnodalcurve, die quadratische G leichung 13) 
und die cubische 14) eine W urzel gemein haben müssen. W eil 
der F alten p u n k t aber zugleich zur Spinodalcurve gehört, muss 
die G leichung 13) zwei gleiche W urzeln besitzen. D iese beiden 
B edingungen sind erfüllt, wenn es möglich ist, einen W erth m  
zu bestim m en, w elcher gleichzeitig den G leichungen

F altenp unkte. 1171

0 ZZ 0 2Z
m

J»Äow oxoy  

d2z

=  0 . . .3 4 )

VI
oxoy oy

^  =  0 . . .3 5 )
ovi

"̂3 3̂ *3
n  0  Z  ,  Q * Z  O ö Z  0  Z

-h3m~  -----5 - 3 ^ ^ - ^ . ,  + —̂ = 0  .. .3 6 )
ox ox oy oxoy oy

genügt.

1 Systematischer, aber weitläufiger wäre dieser Beweis zu führen 
mittelst Auseinandertreibens der einzelnen Faltenpunkte nach dem in den 
folgenden Paragraphen skizzirten Verfahren.

7 5 *
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D ieses G leichungssystem  w erden wir im Folgenden in der 
Regel zur Bestim m ung der F altenpunkte  benützen. Is t nun x , y, m 
eine Lösung, dann h a t man noch zu entscheiden, ob der zugehörige 
F altenpunk t erster oder zw eiter Art ist.

B e s t i m m u n g  d e r  Ar t .

16. Um diese Entscheidung herbeizuftihren, w ählen wir den 
F a ltenpunk t als A nfangspunkt eines neuen, dem alten parallelen 
C oordinatensystem s (der x ',  y', z'), dann w ird die G leichung der 
F läche:

dx
QZ
dy

Setzt m an hier:

L I ? !  */.
6 \ d x 3

// _ / OX i dz iz" — %’—  —  x — — y 
dx  ov

y" =  y'
x "  — x '— m y' also x '  — x "  -\-my",

.38)

dann w ird  durch diese projectivische Transform ation die Art des 
F altenpunk tes nicht verändert. D ie neue G leichung aber nimmt 
dann die Form  3) an, wo

O2:
'» _  2 \ d ^ z

1 /  d*z\ 1 / o h  o^z ö“z
c , = — \ —  ) *, «3 =  ^  3 ™*— 3 + 6  m  +  3 -ö  ̂ ' o r ’ o x ioy

1 (  i  ^ z  d^z
*5 =  ö7 r V i  +  4 nr  .  -  + b m

5 24 \ ox* d x 3dy

dx.dy
n  3.

2 / J

dx^dy* dxdy3
+  Ü » ,~   ̂ h JQOC*j

. . . 3 9 )

und man hat also nach §. 2 mit einem Faltenpunkte  erster oder 
zw eiter Art zu schaffen, je  nachdem :

d*z_ 
d x 2

-\4 "\U 'SA., 0 * 2  . „ v H  o*z
n r  r -f- 4 J  ̂ — f- 6 m L n ^ s  +  4

o x öoy .2 >,,.2

— 3 m*

dx*öy

J 3z  

d x 3

dxdys dy\
...40)

^ 0 .
dx%dy dxdy2

U m f o r m u n g  d e s  D o p p e l f a l t e n p u n k t e s  d3 r= 0.

17. W ir fangen je tz t aD mit der U ntersuchung des in §. 10 
besprochenen D oppelfaltenpunktes.
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Eine veränderliche F läche F (x ,  y, z, p )  —  0  besitze für 
einen gew issen W erth  des P aram eters  p, den wir im Folgenden 
den k r i t i s c h e n  W erth nennen w erden, einen D oppelfaltenpunkt 
dieser Art. D ie G leichung der F läche w ird dann nach §. 2 für 
diesen W erth des P aram eters und bei passender W ahl des Coor- 
d inatensystem s in die Form

* =  [ c ^ + e ,  y*\ +  \dzx zy  +  ekx y ?’+ f Gy b] + ................ 41)

gebracht werden können. F ür einen um Ap  grösseren W erth des 
Param eters gilt also die G leichung

* = «i+/V+i32y+7*a;y+73y*+V7y*+V +
+  [ c ^ + e ^ y ’*] +  [dzx %y  +  e%x y z+ f % y b\ + ................42)

in w elcher, wie immer im Folgenden, die griechischen Buchstaben 
Coefficienten von der G rössenordnung A p  vorstellen.

Zur Bestimmung der auf dieser um geform tenFläche liegenden 
Faltenpunkte dienen uns je tz t die G leichungen 34), 3-5) und 36). 
N ehm en w ir vorläufig1 an, x ,  y , m  seien untereinander von der­
selben G rössenordnung, dann erhalten wir, w enn wir alle G lieder 
fortlassen, welche dann von geringerer G rössenordnung als die 
höchstvorkom m ende sind:

2 c, m: +  2 dzx-\-  72 =  0 . . .  43)

2 d%m x  -+- 2 73 + 1 2  ehy % -+- 6 e^xy  +  2 e3x z =  0 . . .  44)

2 4 e .y - t -6 e Iix-+-6vk — 0. . . .4 5 )

Da aus 44) hervorgeht, dass x  und y  und m von der G rössen­
ordnung \ / A p  sein m üssen, dürfen w ir in 43) und 45) noch die 
letzten  G lieder vernachlässigen. Ohne w eitere Schw ierigkeit 
erg ib t sich dann die Lösung:

1 Wenn eine solche Voraussetzung nicht zutrift't, ergibt sich das 
daraus, dass die Gleichungen einander widersprechen oder für einige der 
Grössen Nulllösungen geben. Dass sie richtig war, kann h in te r h e r  be­
wiesen werden, indem man verificirt, dass bei der gefundenen Lösung die 
fortgelassenen Glieder wirklich von geringerer Grössenordnung waren als 
die berücksichtigten.
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...46)

Es spalte t .sich also der D oppelfaltenpunkt d3 =  0 bei Um­
formung in zwei F a ltenpunk te . W eil 73 zugleich mit A p  das 
Zeichen w echselt, so findet beim D urchgang von p  durch den 
k ritischen  W erth im A llgem einen1 Ü b e r g a n g  v o m  R e e l l e n  
z u m  I m a g i n ä r e n  statt. Weil schliesslich in 40) das Hauptglied 
den W erth 2 c t (24e5) erhält, so sind die beiden reellen Falten­
punkte g l e i c h a r t i g  und werden w ir desshalb den bei ihrem 
Zusam m enkom m en entstehenden D oppelfaltenpunkt als h o m o ­
g e n e n  D oppelfaltenpunkt bezeichnen.

U m f o r m u n g  d e s  h e t e r o g e n e n  D o p p e l f a l t e n p n n k t e s

18. F ür einen dem kritischen sich nähernden W erth des 
Param eters kann  die G-leichuiig der F läche geschrieben werden:

* =  «i +  ß tt f + & y + 7 * a?y + 7 3 y Si +  *4?/3+
+  \c.v x z +  dzx f + e& ?/4] +  [dr vhj  +  3H-/j i ß - h  . . .  47)

Die V oraussetzung, dass x ,  y, m  gleiche Grössen Ordnung 
besitzen, w ürde je tz t zu den G leichungen

führen. D urch Substitution von x  aus 49) in 48) und 50) entstehen 
dann aber zwei G leichungen in m und y, die, weil im vorliegenden 
F alle  4 c 1es— d z für den kritischen W erth Null, für p  +  Ap von 
der G rössenordnung Ap  ist, zu e n d l i c h e n  W erthen V erardassung

1 Möglich ist es allerdings, dass nach dem Auftreten eines Doppel-
faltenpunktes d3 — 0 bei weiterer Umformung der Fläche die vorher reellen
Faltenpunkte nicht imaginär werden, sondern wieder reell auseinander­
gehen. Ein solches Auftreten eines Ausnahmepunktes erster Ordnung, 
wobei die im  A llg e m e in e n  dieses Auftreten begleitenden Erscheinungen 
fortbleiben, kann als n ic h t  e f f e c t iv  bezeichnet werden. Bei der freien 
Umformung einer Fläche gegebener Ordnung in eine andere kann ein nieht- 
effectives Auftreten von Ausnahmepunkten stets vermieden werden.

4 c te .— d l  =  0.

2cl m -\-2 d 3y - h 2 d zx - h y z z= 0 

2 d3x - \ - 2 y 3 —  0 

6 d?m -+-24 e^y 4- 6 ckx  -4- 6 0  ̂ — 0

...4 8 )

. . . 49)

...5 0 )
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geben. Die Voraussetzung- der gleichen G rössenordnung erw eist 
sich also als falsch. Nehm en w ir hingegen an, x  sei mit y % und 
m % von derselben G rössenordnung, näm lich von der G rössen­
ordnung Ap, dann erhalten w ir aus 34), 35) und 36):

2 c lm - h 2 d 3y-t- \2 d 2ym-\-y.i -+-2dzx - \ - 3 e !iy z} =  0 . . .5 1 )

2 d 3y m - \-2 y 3-\-2d3x-+ -\2er> y z —  0 .. .5 2 )

6 d3m 24 ff. y  -f- [6 dzm % + 1 8  ff4 ym  6 ekx  +  60 /". ?/2 +  6 <J4] =  0.

M ultiplicirt man je tz t 51) mit 3 d3, 53) mit und subtrahirt, 
dann erhält man, wenn man das Glied 6 (dl-— 4c,ff5)?y vernach­

lässigt., weil es von der G rössenordnung (Ap)H ist:

— 6 cx d%m z +  (6 d%d3— 18 cx ff4) ym  +  (9 d^ek — 60 ct f 6 ) y z-+-

-I- (6 dzd3 — 6 cx ff4)x  +  3 d3y2— 6 c{o4 - - 0 . . .  54)

N ach 51) und 53) ist aber in erster A nnäherung

d3 4 ff. „ _m — — - l y = — - j * y } . . .  OÖ)

nach 52)
7;{ <i*y%

Falteupunkte. 1175

d3 2 <■
und endlich nach 54):

* _  c‘td l l % ~ 2 c\ 4 A  +  2 C'— d M y3
^ (lz d \  10 ct 3 ff4-i- 20 c>2 f 6 d3

W eil also ;/2 zugleich mit Ap  das Zeichen wechselt, findet, 
wenn sich ein D oppelpunkt dieser Art auf der veränderlichen 
F läche zeigt, auch hier im A llgem einen Ü b e r g a n g  vom R e e l l e n  
z u m  I m a g i n ä r e n  statt.

In  40) w ird je tz t das constante Glied gleich

2 c( . 2 4 ff.— 3 ( 2 d3) z =  1 2 ( 4 ^ ' . —^ )

und ist also von der Ordnung Ap. Darum tritt hier, nachdem  der
W erth von m  aus 55) in 40) substitu irt ist, als H auptglied auf

i
das Glied mit der ersten Potenz von y  (Ordnung) Ap (Y); weil 
aber nach 57) die beiden Faltenpunk te  im Zeichen entgegen-
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gesetzte y  besitzen, so sind sie ungleichartig’. I n  e i n e m  h e t e r o ­
g e n e n  D o p p e l f a l t e n p u n k t e  4 c t <?5— d\z=.<d k o m m e n  a l s o  
z w e i  u n g l e i c h a r t i g e  F a l t e n p u n k t e  z u s a m m e n  u n d  
w e r d e n  d a n n  i m a g i n ä r .

U m f o r m u n g  d e r  O s c u l a t i o n s p u n k t e .

19. Beim A uftreten eines O sculationspunktes ist die Gleichung 
der F läche für einen dem kritischen sich nähernden W erth des 
Param eters:

% — al + ß i x ^ - ß z y - h y 1x z-j-yzx y  +  y3y z +  dlx 3+ d zx %y-\-

+  d3x y % +  dky 3+ ...............58)

Als die richtige V oraussetzung gilt h ier: m endlich, x , y  
g leicher G rössenordnung. D ann entstehen aus 34), 35) und 36), 
respective:

2 m y1-\-6dix m - \ -2 d z ym -t-yz +  2dzx + 2 d 3y z= 0 . . .5 9 )

m yz -+- 2 dzx m  -4-2 d3 ym  +  2 y3 -+- 2 d3x  6 dky  rz  0 . . .  60)

6 ^ 1m3+ 6 f / 2???2+ 6 r f 3?w-4-6c?4 =  0. .. .6 1 )

Mit je d e r  reellen Lösung der G leichung 61) correspondirt 
ein reeller Faltenpunk t. Ü b e r g a n g  v o m  R e e l l e n  z um I m a ­
g i n ä r e n  f i n d e t  n i c h t  s t a t t .  Gleichung 61) ist identisch mit 
der G leichung zur Berechnung der T angente  im dreifachen Punkte 
des T angentia lschnittes im Osculationspunkte. W eil weiter in 40) 
das quadratische Glied mit negativem  Vorzeichen das andere Uber­
trifft, können w ir den Satz aussprechen: In  j e d e m  O s c u l a t i o n s ­
p u n k t e  s i n d  d r e i  F a l t e n p u n k t e  z u s a m m e u g e f l o s s e n .  
D i e  A n z a h l  d e r  r e e l l e n  (e in  o d e r  d r e i )  F a l t e n p u n k t e  
i s t  g l e i c h  d e r  A n z a h l  d e r  r e e l l e n  Z w e i g e  d e s  T a n g e n ­
t i a l s c h n i t t e s .  D i e  r e e l l e n  F a l t e n  p u n k t e  s i n d  i m m e r  
z w e i t e r  Ar t .  Ü b e r g a n g  v o m R e e l l e n  z u m I m a g i n ä r e n  
o d e r  u m g e k e h r t  f i n d e t  n i c h t  s t a t t .

B e s t i m m u n g  d e r  F a l t e n p u n k t e  e i n e r  F l ä c h e  y ( x ,y , z )  — 0.

20. In der unm ittelbaren Um gebung eines K notenpunktes 
ist die R eihenentw icklung 1) nicht m ehr zulässig und der in §. 15
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betre tene  Weg- wird also unzugänglich, w enn es sich um die 
B estim m ung des bei der Umformung eines K notenpunktes aus­
einandergehenden F altenpunk te  handelt.

W ir m üssen also vorher zw eckm ässige1 Form eln ableiten 
zur B erechnung der F altenpunk te  einer F läche <p(x, y, z) =  0, 
wo z  n icht explicit in x  und y  ausgedriickt w orden ist.

Es sei der P unkt P  mit Coordinaten x ,  y, z  ein F a ltenpunk t 
der F läche und zugleich A nfangspunkt eines neuen Coordinaten- 
system s der x',  y', z', dann kann  die neue G-leichung der F läche 
f  (x, y, z) —  0 geschrieben w e rd e n :

H[ +  H'2 +  H(i+ . . .  =  0, . . . 62)
wo

- • 6S>

Die G leichung der T angentia lebene in P  ist dann

^  =  0, . . .  64)

und diese Ebene muss, weil der P unk t P  zur Spinodalcurve
gehört und also die beiden T angenten des T angentialschnittes 
zusam m enfallen, den Kegel

H ’%-  0 . . .6 5 )

berühren. F ü r einen Punkt Q der B erührungsgerade gelten also 
die Gleichungen 64) und 65). A usserdem  aber ist für einen 
solchen Punkt

dH!, d H '  d H '
dx'   dy' dz'
dH{ ~  dH[ ~  dH[ 7

. . .66)

dy' dz'

weil näm lich die T angentialebene des K egels mit H[  = 0  identisch 
sein muss. W eil nun aber diese B erührungsgerade, d. h. die

1 Die Betrachtung der Faltenpunkte als Schnittpunkte dreier bekannter
Flächen (S a lm o n -F ie d le r ,  Allgemeine Geometrie des Raumes, 3. Aufl.,
§. 477, S. 623), die zum Beispiel zur Bestimmung der Anzahl der Falten­
punkte einer Fläche wter Ordnung führt, liefert ein unserem Zwecke wenig
angemessenes System der Gleichungen.
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T angente  des T angen tia lschn ittes im Falten [tunkte, die Fläche 
vierfach in P  schneiden muss, so ist auch noch:

Die G leichungen 64), 66), 67) und die G leichung f ( x , y , z )  r= 0  
der gegebenen  F läche genügen dann aber zur B erechnung der 
U nbekannten x ,  y, z und der V erhältnisse x ' : y ' : z'.

21. Es sei x ',  y z ' ein P unk t Q der erw ähnten Berührungs­
geraden PQ, x '-\-Ea, y ’ z' +O,  ein ausser dieser Geraden in 
der T angentia lebene gelegener P unkt B , dann ist nothw endig

B etrachtet man je tz t £, vj, £ als constante und endliche 
Coefficienten, welche die R ichtung der Geraden QR bestimmen 
und a als eine veränderliche kleine Grösse, dann beschreibt der 
P u n k te  eine durch Q in der T angentialebene des Faltenpunktes P  
gezogene G erade, deren Schnittpunkte mit der F läche durch 
Substitution der Coordinaten x '+ O ^  y , -¥r,'\Jz ' +  ü, in 62) bestimmt 
w erden können. A ch te t man au f die G leichungen 64), 65), 66),
67) und 68), dann ergibt diese Substitution in erster A nnäherung :1

77' =  0.

B e s t i m m u n g  d e r  Ar t .

. . .  69)

Diese quadratische G leichung in 1 w ird also, wenn man 
mit einem F a ltenpunk te  zw eiter Art zu schaffen hat, reelle, im 
entgegengesetzten  F alle  im aginäre W urzeln besitzen müssen. Es
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ist also ein F altenpnnk t erster oder zw eiter Art anw esend, je  
nachdem

S' =  2 H[. S — A 2 ^  0, 70)
wo

s  =  ( h ^  +  r‘ h/' + < g j')H‘ - 71)

.4 =  ( (  ~  +  r, 4~, +  { * ,) H ’... . . .  72)v dar oy' oz'J

Selbstverständlich muss nun. diese B edingung 70), wenn an
68) festgehalten  wird, das heisst, w enn der P unk t R  in der
T angentialebene des F altenpunk tes bleibt, von der W ahl der
durch t ,  y), C angedeuteten  Richtung unabhängig  sein. D ass dem 
w irklich  so ist, e rg ib t sich aus folgenden B etrachtungen.

Es seien £, r,} £ die Cartesischen Coordinaten eines Punktes, 
dann repräsen tirt die Gleichung S  =  0 einen Kegel, der, wenn 
w ir £, >7, £ auf dieselben C oordinatenebenen wie x',  y', z' beziehen, 
identisch ist mit dem K egel 65) und also durch die Ebene

ß  =  A  +  r ,ä/ + ^  =  0 73)
ox oy  qz

identisch m it 64) tang irt w ird. Die B erührungsgerade, identisch 
mit PQ, liegt aber ausserdem  in der Ebene A ~  0 (wenn x ',  y 1, z' 
in A  als die Coordinaten des Punktes Q aufgefasst w erden), denn 
durch die Substitution

— —  (x ’, y', z' Coordinaten des Punktes Q) 74)
x y z

genügt man, wie aus 67) folgt, der G leichung dieser Ebene A —  0.
D er K egel S  —  0 wird also durch die Ebene B  —  0 in der 

G eraden B —  0, A z = 0  tangirt, und bekanntlich  lässt sich dann 
seine G leichung in  die G estalt

S  — k A z+ ( k ^ + k 2rt +  k3O B  =  0 . . .7 5 )

bringen.
D ann repräsen tirt aber auch die G leichung 

S '  =  2 H ,li. S — A z =  ( 2 M [ — 1) A z+ 2 ( k l ^ + k i ri+ k ^ ) H [ B  =  0  . 

einen durch die Ebene B =  0  tangirten Kegel.
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N ennen w ir je tz t den durch die reellen Tangentialebenen eines K egels zw eiter O rdnung beschriebenen 
Raum den äusseren  Raum dieses K egels, dann handelt es sich nach 70) nur noch darum , das Zeichen von S f 
im Punk te  £, t), C, also, weil dieser P unk t immer auf der T angentia lebene 73) des K egels S '  =  0 liegt, im 
äusseren Raum dieses K egels zu bestim m en. D i e s e s  Z e i c h e n  n u n  i s t  d e m  d e s  D i s c r i m i n a n t e n  d e r  
F u n c t i o n  S '  e n t g e g e n g e s e t z t .  F ü r den besonderen F all a x 2+ b y z-hczz ■= 0 lässt sich dieses Theorem 
sehr leicht beweisen. D ann muss es aber allgem ein giltig  sein, denn durch die zu einer C oordinatentrans- 
formation gehörigen linearen Substitutionen w ird das Zeichen des D iscrim inanten nich t verändert.

22. W ir können also die B edingung 70) ersetzen durch:

o jii  M i

dzH '
9  r r '  aZ U . . .  ——r-r ,ox oy

P H ’9 07 u X1%
ox' dz'

* 3 Y -  2 H ’
S a / I ’ • '  M o y' \da /

m m -  2 w  i e l
& W  \ <5?//’ 4 o y 1'1

m m ) -  -m ’ox'j v J ’ 4 oy'dz'

~dy>

V o?/ / V <5z'

PHL
ox'oz'

P H '
o y  oz

Ö Z

’i (*J*
,ox'J \  dz ' ,

'M>\ m
,§y'J \ o z ' ,

' t t n * )

M l

11)

E ntw ickelt man h ier nach den Potenzen von / / ' ,  so fallen die G lieder der ersten und nullten Potenz weg. 
Dividirt man dann durch 4 H'*, so erhält man schliesslich, dass ein gegebener F altenpunk t zur ersten oder 
zw eiten Art gehört, je  nachdem

2.A' .J5T'  +  A ' ^ 0 , 78)
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wo

A ' =

P H ' i P B l P H I S B ’,

P B ’ d * H ' P B ( d x ' % d x '  d y ' d x ' d z ' d x *

o V !  ’ d x ' d y '  ’ d x ' d z ' S ‘ B > P H ' p b ; d H '

. P B ’ P B ’ d x ' d y ' ¥ z d y 'd z ' d y '

d a /  o y '  ’ d y 'd z ’ ) 2
P H ’t F B I d H '

d * H '  . P B >  . P H ' d a / d z ' d y 'd z ' d z ' * d z '

d a / d z '  ’ d y ' d z '  ’ 5 z ' *
§ H !i Ä flJ d H l

0
d a / d y ' d z '

7 9 )

Hier lässt sich m ittelst 65) und 67) der A usdruck A' noch sehr vereinfachen, wobei aber die Sym m etrie 
verloren geht. Durch geeignete M ultiplication und Addition der Reihen und Zeilen findet man nämlich leicht:

a / %y '

a/2

a / y f

d * H '

d x
x ' y '

& H ' t

d x ' d y '

d * H 't

d x '  d y '
y ,%

d zH '

< V 2

d H '
y '

d H '

d a / d y '

d H i

d x ' y '
d H '
d y '

' d a /

, d H '

’ W

o

o

' m

f W

o

0

d H i d H '  2

1 d x ' d x '

z 7*
d H l d H '

w d y '

80)

Faltenpunkte. 
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Es ist also A' im m er eine p o s i t i v e  Grösse, w as in Ü ber­
einstim m ung ist mit der bekannten T hatsache, dass bei F lächen 
dritter Ordnung-, wo H[ =  0, nur F altenpunk te  zw eiter Art auf- 
treten.

U m f o r m u n g  e i n e s  K n o t e n p u n k t e s .

23. D ie G leichung der veränderlichen F läche kann  kurz vor 
oder nach dem  Entstehen eines K notenpunktes un ter Anwendung 
einer leicht begreiflichen B ezeichnungsw eise geschrieben werden:

och— ß x y y  -+- oz-\-Uz -f--^4“t- ••• — 0, ...8 1 )

oder, wenn wir den A nfangspunkt der Coordinaten einer geeig­
neten  V erschiebung unterw erfen:

=  cc+ - + -  jög -+- =  0 . . . .  8 2)

Die G leichungen 64), 66) und 67), deren Lösung in Com- 
bination m it 82) uns die Coordinaten x ,  y , z der Faltenpunkte 
und die R ichtungen (x? : y ' : z') der T angenten der zugehörigen 
T angentialschnitte  liefert, schreiben sich dann

^ , , +  ^ + ^  =  0 ...8 3 )
ox oy oz

&2co $zcp . dz(p . d<p
~Sxr X + S x ä y V +  ^

=  o ...8 5 )
oxdy dyz dydz oy

S1? +  4 S - *'— £  =  0 . . . 86)dxdz dyoz dzz dz

, d . o

wo u  den gem einsam en W erth der Q uotienten 66) darstellt.
W ir bem erken nun zuerst, dass den Gleichungen 84), 85) 

und 86) in erster A nnäherung durch die Annahm e
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genügt wird, weil dann die von in 82) abhängigen Glieder 
fortfallen. In Ü bereinstim m ung mit d ieser T hatsache substituiren 
wir in unserem  System e von G leichungen:

x J —  11 ( x + C) ; y '  —  u ( y  -+- -r, ) ; ~J —  u ( z  +  £).  . . .  88)

W ir erhalten dann, indem wir zur A bkürzung setzen

+  =  . . .8 9 )
o x  Oy q z '

d H .  ^  d H 3 d H 0 .
^  -n +  ^  C =  U-> ••• 90)

d x  o y  oz

und jed e  G leichung nur so weit n iederschreiben, als wir im 
Folgenden ihre G lieder gebrauchen w erden:

Faltenpunkte. 1183

2 H 2 +  3 H 3+4:Hll+ U 2 +  U3 =  0 . . .9 1 )

dH3 _ dH, dU, d ü :. . 
^  +  2 ^  +  ^  +  —^  =  0 
ox ox Ox dx

. . . 92)

dH3 0 d H  dU2 dU,
. . .  93)

^ + 2 ^  +  ^  +  ^ - 0dz dz ■ dz dz ~
. . . 9 4 )

6#3 +  2 4 t f 4 +  6 ü r3 =  0 . . . .9 5 )

B erücksichtigen w ir je tz t in erster L inie in je d e r  Gleichung 
nur die G lieder der höchsten G rössenordnung, dann kann aus 
92) bis 94) geschlossen w erden, dass £, vj, £ zur G rössenordnung x 2 

gehören, und dann aus 91) und 95), dass die C oordinatenverhält- 
nisse x : y  : z  den Gleichungen H% —  0 und H3 =  0  genügen 
m üssen. Zur Bestim m ung der Coordinaten selbst muss man aber 
auch auf die G lieder geringerer G rössenordnung eingehen.

M ultiplicirt man 92) bis 94), respective mit x ,  y , *, dann 
erhält man nach Summation:

3H 3 +  S H ll+ U 2 +  2U3 =  0 . . . . 96 )

Diese Gleichung, com binirt m it 91) und 95), erlaubt uns, 
Hz, H3 und U% in G lieder der O rdnung x 4 auszudrticken. Man 
findet:
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1184 D. J. K o r t e w e g ,

1L - - 277,,+ ■ U,.

. . . 97)

...9 8 )

. . . 99)

Substitution d ieser W erthe in die G leichung 82) der Fläche 
ergib t dann

1
. . 100)

und es handelt sich noch nur um die Berechnung von U„ d. h. 
um Auflösung von £, yj, £ aus 92) bis 94) und Substitution in U3. 
D ie G leichungen 92) bis 94) können aber in erster Annäherung 
geschrieben w erden:

dzH0 dzHa----* £ _i--------
da?2, d x  dy

P H ^  P H ,
dx dy dyz

dzH0 dHo
dxdz C +  dx ~  0

* * - t + * z = 0
oy

dxdz dyoz

dydz

dzH
dzz

dH.
3 =  0,

. . .101)

. . .102)

. ..1 0 3 )

und w enn wir je tz t w ieder in  Ü bereinstim m ung mit 79) die Be­
zeichnungsw eise

* i =

P H , P H , dzH? dH,

dzH2 P H , P H , d x z dxdy dxdz dx
d x z dxdy dxdz P H , P H , P H , dH,

d2H0 dzH, o2770 dxdy Sy1 dydz dy
dxdy dyz dydz 5 \  — P H , P H , P H , dH,

P H , dzH2 d*H, dydz dydz dzz dz

dxdz dyoz Sz! dH, dH„ dH,
0

d x dy dz

...104)

einführen, dann findet m an leicht als R esultat der Substitution:

0 i = ^ .  ...105)
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ZurBerechnung der Faltenpunk te  eines um geform ten K noten­
punktes erhalten  w ir also schliesslich die G leichungen

wo der A usdruck A2 sich m ittelst 106) und 107) noch wie A' in 
§. 22 vereinfachen lässt. Es ist näm lich:

Setzen w ir y  — m x \  z — n x , dann genügen die G leichungen 
106) und 107) zur Berechnung von m  und n, indem  dann m ittelst 
108), wo At eine Zahl und A2 einen A usdruck v ierter Ordnung 
in x , y, z  bezeichnet, zu jed e r der sechs Lösungen m, n ein W erth 
von x 11 gefunden wird.

Im  G a n z e n  s i n d  a l s o  24 F a l t e n p u n k t e  v o r h a n d e n ,  
v o n  w e l c h e n  a b e r  w e n i g s t e n s  d i e  H ä l f t e  i m a g i n ä r  
s e i n  mu s s .

24. Bei der w eiteren D iscussion haben wir je tz t die beiden 
Fälle  zu unterscheiden, dass der T angen tenkegel Hz —  0 reell, 
oder dass er im aginär ist. Im  zweiten F alle  is t der K notenpunkt 
ein iso lirter Punkt, zu dem ein B latt der F läche zusam m en­
geschrum pft ist. W eil dann keine reellen W erthe für m  und n  
existiren können, sind alle 24 F altenpunkte  im aginär.

A u f  e i n e m  s i c h  a u s  e i n e m  i s o l i r t e n  P u n k t e  n e u  e n t­
w i c k e l n d e n  B l a t t e  e i n e r  F l ä c h e  b e f i n d e n  s i c h  a n f ä n g ­
l i c h  k e i n e  r e e l l e n  F a l t e n p u n k t e .

B esitzt der K notenpunkt hingegen einen reellen T angenten­
kegel, dann stossen in  ihn zwei F lächen theile  zusammen, die 
sich nach Auflösung des K notens entw eder t r e n n e n  oder v e r ­
b i n d e n .1 W eil nun das Zeichen des A usdruckes H% im inneren 
Raum des K egels, wie wir in §. 21 bew iesen haben, mit dem

1 Vergl. K le in , Mathem. Ann., Bd. VI, 1873: Über Flächen dritter 
Ordnung, S. 552.

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCVIII. Bd. Abth. H .a .

Hz =  0

#3 =  0

.. .1 0 6 )

.. .1 0 7 )

...1 0 8 )
A,

.. .1 0 9 )
2 *2 oH2 dHz

o y  d y
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Zeichen vom D iscrim inanten At übereinstim m t, so w ird bei der 
F läche 82) der Zustand der V e r b i n d u n g '  oder der T r e n n u n g  
vorhanden sein, je  nachdem  aAj ^  0 , denn am Zeichen von a. 
kan n  man sofort ablesen, ob der A nfangspunkt nach der Um­
form ung dem  inneren Raum e, wo <p im Zeichen m it A, überein­
stim m t, oder dem äusseren Raum e des Tangentenkegels ein­
verleibt worden ist. Besitzen also a und At gleiche Zeichen, 
dann h a t sich der innere Raum ausgebreitet und V e r b i n d u n g  
h a t stattgefunden; im en tgegengesetzten  F alle  T r e n n u n g .  Weil 
nun a in erster A nnäherung mit Ap  proportional ist, also zugleich 
m it Ap  das Zeichen w echselt, w ird im Allgem einen bei jedem  
D urchgänge des P aram eters p  durch einen kritischen W erth, der 
das A uftreten eines K notenpunktes m it sich bringt, eine Trennung 
früher verbundener oder eine V erbindung früher getrennter 
F lächentheile eintreten.

N ach diesen B em erkungen ist es leicht, folgende Regel fest- 
zusteilen:

M it j e d e r  r e e l l e n  L ö s u n g  m, n ,  o d e r  —  w a s  d a s ­
s e l b e  i s t  — m i t  j e d e r  d u r c h  d e n  K n o t e n p u n k t  d e r  
F l ä c h e  Hz + H 3 0  g e h e n d e n  r e e l l e n  G e r a d e n ,  c o r r e -  
s p o n d i r e n  v i e r  F a l t e n p u n k t e .  V o n  d i e s e n  v i e r e n  s i n d  
z w e i  f o r t w ä h r e n d  i m a g i n ä r ,  d i e  z w e i  a n d e r e n  s i n d  
r e e l l  o d e r  i m a g i n ä r ,  j e  n a c h  d e m  Z e i c h e n  v o n  «x; s i e  
t r e t e n  a l s o  e n t w e d e r  b e i  d e n  v e r b u n d e n e n  o d e r  b e i  
d e n  g e t r e n n t e n  F l ä c h e n t h e i l e n  a l s  r e e l l e  F a l t e n p u n k t e  
a u f ,  um i m  A u g e n b l i c k e  d e r  T r e n n u n g  o d e r  d e r  V e r ­
b i n d u n g  i m a g i n ä r  zu  w e r d e n .

25. W as schliesslich die A rt der bei der Umformung eines 
K notenpunktes entstehenden F altenpunk te  anbelangt, dafür gilt 
folgende einfache R egel:

D ie  b e i  d e r  T r e n n u n g  r e e l l  w e r d e n d e n  F a l t e n ­
p u n k t e  s i n d  e r s t e r  A r t ,  d i e  b e i  V e r b i n d u n g  r e e l l  
w e r d e n d e n  z w e i t e r  A rt.

Man h a t näm lich zur Bestim m ung der Art in 78), wegen 88) 
(in w elchen le tz ten  G leichungen in erster A nnäherung £, fi, £ 
fortgelassen w erden können) zu substitu iren: x ' — ux, y ' ~  UV 
z' =  uz. D adurch transform irt sich diese B edingung 78), wenn
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m an nur auf die G lieder der höchsten G rössenordnung achtet, in 

2 A 1 . Jö r4 +  AÄ ^  0, .. .1 1 0 )

w as sich m ittelst 108) in
2 «A1 ^ 0  . . . 1 1 1 )

um setzen lässt. Nach §. 24 aber findet T rennung oder V erbindung 
statt, je  nachdem  aAt ^  0 .

Z u s a m m e n s t e l l u n g  d e r  e r h a l t e n e n  R e s u l t a t e .

26. W ir wollen je tz t die in diesem A bschnitte erhaltenen 
Resultate noch einm al kurz zusam m enfassen.

W enn eine F läche einer stetigen Um form ung unterworfen ist 
und dabei das Auftreten von A usnahm epunkten höherer Ordnung, 
sowie das nicht effective Auftreten solcher erster O rdnung (vergl.
§. 17, die Note auf S. 21) verm ieden w ird, kann  das Reell- oder
Im aginärw erden von Faltenpunk ten  nur in den A ugenblicken 
geschehen, wo sich auf der F läche einer von den folgenden vier 
A usnahm epunkten erster Ordnung zeigt: h o m o g e n e  D o p p e l ­
f a l t e n p u n k t e  (f/3 =  0); h e t e r o g e n e  D o p p e l f a l t e n p u n k t e  
(cl\ — 4cj<?5 = 0 ) ;  O s c u l a t i o n s p u n k t e ,  K n o t e n p u n k t e .

In den h o m o g e n e n  D o p p e l f a l t e n p u n k t e n  kom m en 
zwei g leichartige Faltenpunkte zusam m en. Ü bergang  vom Reellen 
zum Im aginären findet statt.

In  den h e t e r o g e n e n  D o p p e l f a l t e n p u n k t e n  kom m en 
zwei ung leichartige Faltenpunkte  zusam m en. Ü bergang  vom 
Reellen zum Im aginären findet sta tt.

In den O s c u l a t i o n s p u n k t e n  kom m en so viele (e in  oder 
d r e i )  reelle F altenpunk te  zusammen, als der T angentialschnitt 
reelle Zw eige zeigt. Diese F altenpunk te  sind im m er zw eiter Art. 
Ü bergang  vom Reellen zum Im aginären findet nicht statt. Die 
ganze Zahl der zusam m engekom m enen Faltenpunkte  (reell und 
im aginär) ist dr e i .

In  einem K n o t e n p u n k t e  kom m en im G anzen 24 F a lten ­
punkte zusammen. Ist der K notenpunkt ein isolirter P unkt, dann 
sind alle 24 im aginär. Stossen h ingegen im K notenpunkte  zwei 
F lächentheile zusam m en, dann ist die Z ahl der bei der Umformung 
auftretenden  reellen F altenpunk te  gleich der doppelten Zahl der 
bei einer gew issen abgeleiteten  F läche d ritter O rdnung durch
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den K notenpunkt gehenden reellen  G eraden. D iese F läche dritter 
Ordnung erhält man, w enn m an in die Gleichung- der gegebenen 
F läche m it dem K notenpunkte als A nfangspunkt der Coordinaten 
alle G lieder vierter und höherer O rdnung fortlässt. Diese Falten­
punk te  w erden paarw eise  entw eder bei der T rennung reell, bei 
der V erbindung im aginär und sind dann erster A rt; oder sie 
w erden reell bei V erbindung, im aginär bei T rennung und sind 
dann /w eite r Art.

B em erkensw erth ist es weiter, dass Ä n d e r u n g  d e r  A r t  
eines F altenpunk tes gar uicht Vorkommen kann. Dazu würde der 
A usdruck d \ — 4 c t e5 das Zeichen wechseln m üssen, also Null 
w erden. D ieses geschieht aber nur in D oppelfaltenpunkten zweiter 
Art, Osculations- und K notenpunkten, dann tritt aber keine 
Ä nderung der Art, sondern im ersten und letzten Falle  ein 
Im aginärw erden ein.

27. W ährend wir hiem it die uns im A nfänge dieses A b­
schnittes gestellte  A ufgabe als völlig erledigt betrachten können 
bleib t noch eine w eitere, nicht w eniger w ichtige Untersuchung- 
übrig. Es ist näm lich leicht einzusehen, dass das Entstehen und 
V erschw inden der F altenpunk te  von m erkw ürdigen Verände­
rungen im Laufe der Connodalcurve (und auch der Flecnodal- 
und Spinodalcurve) begleite t ist, die für jeden  der vier Ausnahm e­
punkte erster Ordnung einen anderen C harak ter besitzen. Das 
Studium  dieser V eränderungen bildet eine Art A nalyse der Falten 
einer Fläche. Ih re  A nzahl kann man m ittelst ih rer Connodal- 
curven zählen. D abei ha t m an geschlossene und ungeschlossene 
Falten zu unterscheiden. E rstere  w erden durch zwei Faltenpunkte 
begrenzt, bei letzteren  k eh ren  beide Zweige der Connodalcurve 
in sich selbst zurück, ohne dass die einander conjugirten Be­
rührungspunkte  jem als zusam m enfallen. A ndere Fälle  gibt es, 
w enn m an der unendlichen Ebene keine specielle Bedeutung­
beilegt, w enigstens bei a lgebraischen  F lächen  nicht. D er übliche 
Begriff einer F a lte  muss selbstverständlich etw as verallgem einert 
w erden. So besitzt zum Beispiel die aus drei isolirten K ugel­
flächen bestehende F läche  sechster Ordnung drei ungeschlossene 
Falten . D enk t m an sich die drei K ugeln anfänglich durch Flächen- 
theile verbunden, die langsam  verschw inden, dann w ird man 
diese V erallgem einerung billigen müssen.
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Obwohl ich die hier skizzirte U ntersuchung t l i e i l w e i s e  
vollendet habe, ziehe ich es vor, die erhaltenen R esulta te  später 
m itzutheilen.

A n w e n d u n g  a u f  F l ä c h e n  d r i t t e r  O r d n u n g .

28. D ie F lächen n iedrigster Ordnung, bei welchen Falten- 
puukte auftreten können, sind die F lächen d ritter Ordnung. Im  
Folgenden w ollen w ir kurz angeben, w ie sich die allgem eine 
Theorie für diese F lächen vereinfacht. W eil die Flecnodalcurve 
einer solchen F läche durch die Gesam m theit der au f ih r liegenden 
G eraden gebildet wird, können F altenpunk te  nur auf diesen 
G eraden Vorkommen.

B ringt m an durch eine solche G erade eine Ebene, dann 
schneidet diese die F läche ausserdem  in einem K egelschnitt, 
dessen Schnittpunkte m it der G eraden als conjugirte B erührungs­
punkte der Connodalcurve (die also auch m it der G eraden identisch 
ist) aufgefasst w erden müssen. Wo nun aber der K egelschnitt die 
G erade berührt, also die beiden conjugirten P unk te  der C onnodal­
curve zusam m enfallen, dort lieg t ein F a ltenpunk t vor. Es sind 
also die F altenpunk te  der F lächen dritter O rdnung nichts anderes 
als die in der Theorie dieser F lächen  w ohlbekannten asym pto­
tischen Punkte , deren  sich zwei, reell oder im aginär, auf je d e r  
G eraden der F läche  befinden. Auch sieh t m an gleich ein, dass 
nur F a lten p u n k te  zw eiter A rt auftreten können.

29. N ehm en wir einen F altenpunk t einer F läche  dritter 
O rdnung als A nfangspunkt der Coordinaten, die zugehörige 
G erade als F-Axe, die T angentialebene als X O Y -Ebene, dann ist 
es (vergl. §. 2) leicht einzusehen, dass sich die G leichung der 
F läche in die G estalt

z . ( F z (x, y } z)) =  cxx %+ d3x y % dzx %y d xx* .. .1 1 2 )  

bringen lässt.
Im  F alle  eines D o p p e l f a l t e n p u n k t e s  m uss nun d3 =  0 

oder 4 ct es— d \  —  0 sein, w as aber h ier auf dasselbe hinaus­
kommt, w eil eb ~  0. W enn aber in 112) ds =  0  ist und man 
verschiebt den A nfangspunkt der C oordinaten längs der Geraden 
x  =  0, z  — 0, indem  m an y  durch y + b  ersetzt, dann behält die 
G leichung dieselbe G estalt und also muss je d e r  P u n k t der G eraden
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als D oppelfaltenpunkt betrach tet w erden. In  zwei Punkten der 
G eraden aber, näm lich in ihren  Schnittpunkten mit der Fläche 
F z {x, y, z) —  0, fällt in der G leichung 112) das einzige Glied 
erster O rdnung zF 2(o, b, o) fort. D iese beiden Punkte sind also 
K notenpunkte der F läche, und die G erade, die sie verbindet, ist 
bekanntlich  eine vierfache G erade der F läche d ritter Ordnung. 
D o p p e l f a l t e n p u n k t e  t r e t e n  a l s o  b e i  F l ä c h e n  d r i t t e r  
O r d n u n g  a u s s c h l i e s s l i c h  b e i  v i e r f a c h e n  G e r a d e n  auf.  
A l l e  P u n k t e  s o l c h e r  G e r a d e n  s i n d  a l s  D o p p e l f a l t e n ­
p u n k t e  zu  b e t r a c h t e n .

Das Auftreten der O s c u l a t i o n s p u n k t e  b ietet nichts Ab­
w eichendes dar. D er T angen tia lschn itt besteh t selbstverständlich 
aus drei G eraden, von denen zwei im aginär sein können.

Die K n o t e n p u n k t e  der F läche d ritter O rdnung zeigen die 
vom allgem einen Falle  abw eichende E igenschaft, dass bei ihnen 
reelle  F a ltenpunk te  nur bei dem Processe des V e r b i n d e n s  
entstehen können. Es folgt das schon aus dem Um stande, dass 
überhaupt nur F altenpunkte  zw eiter Art bei diesen Flächen Vor­
kommen (vergl. §§. 22 und 25). Man kann  es aber auch unmittel­
b a r aus 108) ablesen, denn nach 109) ist A? ein Quadrat, also 
positiv, w ährend Hk bei F lächen dritte r O rdnung fortfällt. Reelle 
Lösungen der G leichungen 106) bis 108) können also nur dann 
Vorkom m en, w enn aAj positiv ist, d. h. bei Verbindung.

30. Schliesslich wollen w ir noch zeigen, w ie die allgemeine 
Theorie, auf F lächen  dritter O rdnung angew endet, zu einem 
Theorem e bezüglich der A nzahl der reellen  F altenpunkte  führt.

W ir können eine F läche  d ritter O rdnung in jed e  andere 
au f ste tige  W eise umformen, ohne dass jem als mehr  als e in 
K notenpunkt zugleich auftritt. W ir können also bei der Um­
form ung von F lächen  d r i t t e r  O rdnung die Do p p  el f a l t e  n- 
p u n k t e  verm eiden, und weil beim A uftreten von O s c u l a t i o n s -  
p u n k t e n  die Zahl der reellen F a ltenpunk te  sich nicht ändert, 
kann  nur in den K notenpunkten Ü bergang vom Reellen zum 
Im aginären stattfinden oder um gekehrt. Weil nun aber die Zahl 
der bei der V erbindung reell w erdendenF altenpunk te  der doppelten 
Z ahl der reellen G eraden des K notenpunktes gleich ist; weil 
w eiter d iese G eraden D oppelgeraden sind, die, so wie die Falten­
punkte  bei T rennung im aginär, bei Verbindung reell werden, und
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Fig. 6.

F ig. 4. Fig. 5.

S i t z u n g s b e r i c h t e  d. kais. Akad. d. Wiss. math.-naturw. Classe XCVIII. Abth. II. a. 1889.
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w eil schliesslich auf F lächen  d ritter O rdnung D oppelgerade nur 
bei A nw esenheit von K notenpunkten auftreten, so muss die 
Differenz zwischen der Zahl der reellen  F altenpunk te  und der 
reellen G eraden für alle F lächen  d ritter Ordnung die gleiche 
sein. Zur Bestimmung dieser Differenz genügt also die B etrachtung 
einer einzigen F läche d ritte r Ordnung, z. B. der D iagonalfläche 
von C le b  sch .  Diese besitzt 27 reelle G erade und 10 O sculations­
punkte, in w elchen 30 reelle F a ltenpunk te  zusam m enliegen. W ir 
ge langen  also zu dem  Satze:

B e i j e d e r  F l ä c h e  d r i t t e r  O r d n u n g  i s t  d i e  D i f f e r e n z  
z w i s c h e n  d e r  Z a h l  d e r  r e e l l e n  F a l t e n p u n k t e  u n d  d e r  
r e e l l e n  G e r a d e n  g l e i c h  d re i.

Obwohl ich d iesen Satz in der L iteratur der F lächen  d ritter 
Ordnung nirgendw o bestim m t ausgesprochen gefunden habe, 
kann  er doch dem In h a lt nach nicht neu genann t werden. So 
g ib t Z e n t h e n  (Math. Ann., Bd. V III, S. 5) für je d e  d er fünf 
H auptarten  m it 27, 15, 7, 3 und 3 reellen G eraden, die Zahl der 
reellen  G eraden m it im aginären Faltenpunkten  an, näm lich respec- 
tive 12, 6, 2, 0  und 0. D ie Zahl der reellen Geraden m it reellen 
F altenpunk ten  w ird dann aber 15, 9, 5, 3 und 3 und also die der 
reellen  Faltenpunkte  30, 18, 10, 6 und 6.
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