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Zur Theorie der zweiten Variation.

(Fortsetzung)

von

Dr. G. v. Escherich,
c. M. k. Akad.

In einer fritheren Abhandlung?! habe ich die Bedingungen
fiir die Transformation der zweiten Variation eines bestimmten
Integrals

b
/ [(@yy...y»)dw,

in dem w,%'...9™» " an den Grenzen a und b gegebene Werthe
besitzen, in die Jacobi'sche Form erortert. Die am Schlusse
derselben aufgestellte Behauptung, dass die gefundenen Bedin-
gungen auch fiir das Vorzeichen der zweiten Variation massge-
bend seien, bilden den Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Hie-
bei ergab sich die Nothwendigkeit, den Begriff der Variation einer
Function, wenn auch nicht so weit wie Weierstrass, so doch
etwas weiter als gewdhnlich zu fassen und mit Scheefer? auch
Veridnderungen einer Curve in den Bereich der Betrachtung zu
ziehen, die nicht mehr ein einziges regulires Curvenstiick bilden.

Die folgenden Untersuchungen sind vollkommen unabhingig
von den auf die Transformation der zweiten Variation sich be-
ziehenden Entwicklungen gehalten und nur einige, unter I zu-
sammengestellte Sitze der fritheren Abhandlung, welche iiber

1 Diese Berichte, Bd. XCVII, Abth. IL a. Die Abhandlung wird mit A
bezeichnet.
2 Mathematische Annalen, Bd. 25 und 26.
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die sich selbt adjungirte lineare Differentialgleichung der zweiten
Variation handeln, fanden Verwendung.

Fir den Hauptsatz, auf dem die ganzen Entwicklungen
beruhen und der in der vorerwihnten Abhandlung! nur fiir den
allgemeinen Fall bewiesen wurde, ist ein alle Félle umfassender
Beweis in IV erbracht.

I

Zun#ichst mogen einige Bezeichungen und Sitze der fritheren
Abhandlung, die hier wiederholt bentitzt werden, im Zusammen-
hange vorgefithrt werden.

Die zweite Variation des Integrals

! :f F@9y -y da,

in dem g,y ...y»" an den Grenzen « und b feste Werthe
annehmen sollen, wird, wenn man y,y’...y®" beziiglich die
Anderungen 7,7’...%®=9 ertheilt und

0 ) 0 9 9 |2
(/7, ced ] )__Jn+8y/ + +Wf

1
= —§- Z 'fl(k) Ql (Y/‘(A))

k=0

gesetzt wird, durch
SN2 T — 1 ! !
0*J = i Q(a,d ... d

ausgedriickt, Dieses Integral lidsst sich reduciren, so dass mamn:

1 Q! (®
_f L( 5 ](k )](x

Cf

erhilt.

1 8. 1438—1440.
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Aus dieser Form der zweiten Variation ersieht man, dass
sie enge mit der homogenen linearen Differentialgleichung der
2nten Ordnung

dF Q! (2
 dxt

— Y
p(&) = ) (=1)F—
7—0

=y 2P a2+ L ayz,

wo p = 2n gesetzt wurde, zusammenhiingt, welche die Eigen-
thiimlichkeit besitzt, dass ¢(z) ein sich selbst adjungirter linearer
homogener Differentialausdruck 1 ist.

Die Differenz

29 (y)—yp (%)

ist der Differentialquotient eines homogenen linearen Ausdruckes
der (2 n—1)ten Ordnung, und zwar ist, wenn man

d
20 (1)—yp () = 9%
setzt:

9 (y,2) = agzy P+ [alz— —_d(tzzzq Y= 4

-+

s (s )b o (= D ()|

+
' d ., d!
-+ |0, 12— y (tp—92)+ .. +(—1)2 m(aoz) Y

Es gibt unendlich viele Systeme von » linear unabhin-
gigen particulidren Integralen der Differentialgleichung ¢ (z) =0,
in denen jedes Paar von Integralen fiir y und z in ¢(y,7) gesetst
diesen Ausdruck zu Null machen.? Solche n Integrale bilden
dann, wie ich mich der Kiirze halber ausdriicken will, ein System
von n conjugirten Integralen oder sind » conjugirte Integrale.

1 Frobenius, Journal fiir Mathematik, Bd. 85.
2 A. 8. 1436.
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Jedem Punkte & der Strecke ab sind 2 conjugirte Integrale
zugeordnet, welche die dem Punkte conjugirten Integrale oder
das dem Punkte conjugirte System von Integralen genannt
werden mogen.

Zu jedem Punkte x lassen sich némlich 2% linear unab-
hingige particuldre Integrale wg,u,...us,—; und ¢ () =0 con-
struiren, von der Eigenschaft, dass u)k,ui...ugz"—g‘l) in x ver-
schwinden. Daher verschwindet ¢(y,2), wie der Anblick lehrt,
fir y = w, und z = u,, sobald A und p kleiner als » sind, und
o, ... 1,y bilden also ein System conjugirter Integrale.

Werden fiir @ = x, diese 2z Integrale mit U, U, ... Us,_,
und fir =, mit V,V; V,,_; bezeichnet, so sind dann
Uy,U,...U,_y die dem Punkte x, und V,V;...V,_; die 2, con-
jugirten Integrale oder das dem betreffenden Punkte conjugirte
Integralsystem. Sind y,,y,..-¥2.—1 die 27 Integrale eines Fun-
damentalsystems von ¢(z) =0, so werden diese durch eine
lineare Substitution, deren Determinante 4 sei, in die Integrale
U,U,...Uy,—, des dem Punkte w, angehorigen Fundamental-
systems fiibergefithrt. Bezeichnet (y), den Werth von y® in «,,
50 geht die Determinante

Wodo W - (Y2ndo \

W5 @ )g--- (¥ gzn—1) Do

Alw,)) =
Yo Y Y2n

y‘(Jn—l) yin—l) ygzn—l)

durch Multiplication mit 4 in die auf dieselbe Weise aus den Inte-
gralen U, U, ... Uz, gebildete iiber. In dieser verschwinden aber
simmtliche Elemente der Determinante X< (U,),,(U?),...(U*=D),,.

n—1
o i 1 =1, s 1\"

so dass sie in das Product aus =+ U,,U;-- Y, 'mit + -
0

zerfillt. Man ersieht hieraus:
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In jedem nicht singuliren Punkte der Differentialgleichung
¢(») =0 sind A(x,2) und 24U, U]...U¢-D zugleich Null
oder von Null verschieden.

Die Determinante der Functionen z,z, ...z,:

/
X -+ %0y%) .. -Zq(;n)
wird im Folgenden, wie es Frobenius! thut, mit
A2y - v Zm)

bezeichnet werden,
11.

Bildet man aus den 2 linear unabhingigen Integralen
w,u,...u, der Gleichung ¢(z) = O den Ausdruck

$(8) = 10,95 1) 1039 (520)+ .. 41,9 (31,)
und bestimmt die Grossen w,,w,...w, gemiss den Gleichungen

W, +Uywy + o At w, = 0

ww, +ulw, + ... +u,w, =0
11 2772 nWn —

u(=Dw +uFw,+ ..+ Pw, =0

wrDw, +ufVw, + ... +ul D w, = (——1)“‘"1/

was immer moglich ist, da die Determinante dieses Gleichungs-
systems nicht identisch verschwinden kann — so schrumpft | (z)
zu einem nach z homogenen linearen Differentialausdruck der
nten Ordnung zusammen, in dem «, der Coéfficient von 2 ist.
Bilden nun die Integrale w,,u,...u,_ ein conjugirtes System,
so verschwindet ¢ (z,u,), ¢ (%,4,)... ¢ (%,,), sobald man fiir z eines
dieser Integrale setzt, und es bilden dann z = u,u,...u, ein
Fundamentalsystem particulirer Integrale der Gleichung ¢ (z) =0.
Mittelst der frither angegebenen Bezeichnungen erhilt man:

Azyuy oootty)

. _1 1—1 a
( ) O Ay, Uy,

= w, 9 (z,u,) + 10,0 (2,,) + ... +w, 9 (2,0,).

1 Journal fiir Mathematik, Bd. 77.
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Aus dieser Gleichung folgt:

Sind wu,u,...u, die n Glieder eines Systems con-
jugirter Integrale von ¢(z) =0 und verschwinden die

Ausdriicke
0 (vy1y), 9 (0,%5) ... 9 (v, un),

so ist v eine lineare Verbindung der wu,u,...u,.
Ist zwar fiir v:

e(v,u) =... = 9(Vyw—1) = ¢(V,tpp1) = ... = ¢ (v,u,) = 0,

aber nicht ¢ (v,%,;), so folgt aus der vorhergehenden Formel

A(v,uy ... uy,)
—1\n—1 bt n) "
(=1) %A(ul,uz...u,,) = wip (0,%)
und hieraus, da aus dem Gleichungssysteme c)

w, = (—1)+ Aty oo Uty Uppr oo Uy)
Auy,uy ... uy,)

sich ergibt,

A(v,u .o uty)
— 1)1 it | n)
(=14 Alugytty .ouy) (0 t)-
Wendet man hierauf die bekannte Relation

Alvyuy .o ) AUy e Uy Uy Uy)
Alug,u, ... uy) -

_ _(Z_A(v,u1 S TR TR

T dw Ay, uy ... uy)

an, so erhdlt man:

d AWy Wy, Wiy e Uy)
dz A,y .. o1ty) -

a,

. A (u cos U1y Uptqens 'll/rk-):Z
= (—1)y-1 A 1 !
(=1 g (v m) Aug,uy .. 1y)®

1)

Ist speciell v ein von w,,u, ...u, linear unabhiingiges Integral
der Gleichung ¢ () =0, so ist ¢ (v,u,) eine von Null verschiedene

Constante.
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I11.

Sind die Integrale u,,u,...u, des dem Punkte 2, conjugirten
Systems so beschaffen, dass ihre Determinante sowohl in ), als
auch in @, verschwindet, so besteht auch eine lineare Function
derselben z,, die sowohl in #, als auch x,, sammt ihren (n—1)
ersten Derivirten Null ist. Hingt z, mit den Gliedern u,,u,...u,
des Systems conjugirter Integrale linear zusammen, so ver-
schwindet auch deren Determinante A(w,,u,...u,) sowohl in 2,
als auch in 2. Ist aber dies nicht der Fall, so konnen (nach II)
nicht simmtliche Grossen ¢(zy,u,), ¢(zg ;). .9 (2 *a) VeI-
-schwinden, und es lassen sich daher lineare Verbindungen

% == o Uy Faan Uy L AUy

herstellen, deren Determinante nicht Null ist und von denen
(n—1) mit z, ein conjugirtes System bilden. Sind z,,2,...%.—
diese Integrale von ¢(z), so bilden dieselben sowohl mit z,, als
auch mit z, ein conjugirtes System, fiir welche beiden Systeme
die Relation (II, 1) besteht:

d Alzg,2 ... %—y) - Alz,2y ... %1)?
O A (2%, %) = (=1 o) A2y, 2. 20)*

2)

Hierin kann ¢(%,,%,) nicht Null sein, da die Determinante
des obigen Gleichungssystems X+, a,,...a,, eine von Null
verschiedene Constante ¢ ist.

Ist daher A(zy,%, ...%.—1) in @, und @, von niederer Ordnung
Null als A(z,2,...2,), so folgt aus dieser Gleichung, dass der
Quotient

A(Zgy 2y oo Zyy)
Az 2,...%,)
innerhalb @, unendlich gross werden muss. Liegt nun auf der
Strecke z,, kein singulirer Punkt der Differentialgleichung
¢(2) =0, so kann dies nur dadurch eintreten, dass der Nenner
A(2gy% ... %) = CA(uy,u, . ..u,) und somit A (u,u, ...u,) innerhalb
x, @, verschwindet.

Iv.

Eirnige einfache Erwigungen zeigen bald, dass diese Vor-
aussetzungen hier eintreffen.
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Zun#chst erkennt man leicht:

yWerden die von einander linear unabhingigen Funectionemr
0,,U,...0, in x beziiglich von der Ordnung x;,2,...2, Null
und sind alle diese Ordnungszahlen ungleich, so wird die Deter-
minante dieser Functionen A(U,,U,,...0,,) daselbst von der

Ordnung Z pp— % n(n—1) Null.¢
k=1
Fiir =2 ist die Behauptung richtig, und hieraus ergibt
sich durch den Schluss von » auf (n+1), dass sie fiir beliebiges =
richtig ist. Ist némlich A, die kleinste unter den Ordnungszahlen,
so zeigt die Gleichung

’

' : it O, ( 0, Y < U,

A(UL,; U)~ e U/~n+1) - U).:_;_IA [< UL”+1 )-1 UM-H) (’7)‘::+1’) 7

dass die Angabe fiir (n4-1) gilt, sobald sie fiir » als richtig
angenommen wird.

Sind die Functionen U,,U,,... U, zwar linear unabhéingig,
werden aber in @ zwei von gleicher Ordnung Null, so kann man
die Determinante dieser Functionen A (0, U, ... U,,) durch lineare
Verbindung dieser beiden Elemente, also Multiplication mit einem
constanten, von Null verschiedenen Factor in eine andere
verwandeln, in der an Stelle eines dieser beiden Elemente
ein Element mit hoherer Ordnungszahl in « getreten ist, das aber
nicht identiseh verschwinden kann.

Hieraus erhellt, dass man die Determinante, wenn nur ihre
Functionen linear unabhéingig sind, durch Multiplication mit einem
constanten, von Null verschiedenen Factor stets in eine andere
verwandeln kann, in der simmtliche Elemente wieder linear
unabhéngig und in x von verschiedener Ordnung Null sind.

Zu diesem Behufe ordne man die Elemente der Determinante
80, dass jedes nachfolgende in @ nicht von hoherer Ordnung Null
als das vorangehende ist. Das Element hochster Ordrung, dem
keines gleicher Ordnung mehr folgt, dem aber solche vorangehen,
verwende man nun, um diese vorangehenden in Elemente mit
hoheren Ordnungszahlen zu verwandeln. Ordnet man die Elemente
der so gewonnenen Determinante wieder in der angegebenen
Weise, so behalten das zur Transformation beniitzte Element und
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die auf dasselbe folgenden ilhre Stelle bei, und jedem dieser Ele-
mente gehen nunmehr lauter Elemente hoherer Ordnung voran.
Diese Determinante behandle man ebenso wie die frithere und
setze das Verfahren so lange fort, als nach der Umwandlung
einem Elemente eines gleicher Ordnung vorangeht.

In Anwendung dieser Betrachtungen auf III, 2) denke man
sich die Determinante A(z,2,...2,—1) durch das besprochene
Verfahren in eine andere verwandelt, deren simmtliche Elemente
Z,,%,...Z,—1 iD z, WO x entweder x, oder @, bezeichnet, von ver-
schiedener Ordnung Null werden. Sind hiebei 2,,2,...%,; die
Ordnungszahlen beziiglich von Z,,%,...7,_1, so wird die Ordnung
des Nullwerdens der Determinante selbst in & ausgedriickt durch

n—1
1
=\ h— = (n—1)(n—2).
p= ) g (1) (0—2)

k=1

Durch dieselbe Verbindungsweise ihrer Elemente, durch
welche A(z,7,...%2,—1) in A(%,%,...%,,) Ubergefithrt wurde,
geht A(z,,2,...2,—1) in A(2,%,...2,—;) iber. Da 2, in # min-
destens von der Ordnung » Null wird, so ist die Ordnungszahl
des Nullwerdens von A(z,,%,...%,—) jedenfalls nicht kleiner als
p.+1. Schreibt man nun die Gleichung III, 2) in der Form

[ A (R Zy o - B i) A (B, 2y oo B) — A (20, %y v 1) A (R, Fy .. En)]
= (—1)" 1o (zy, 2,) A(%, %, Zn—1),

so ersieht man sofort, dass, da ¢(z,, 2,) nicht Null ist, die Ord-
nungszahl der A(z,,z,  #,) in « kleiner als p.+41 sein muss.
Es verschwindet also der Quotient

é@o’ Z .. Zy_1)
A(z, 7, Zn)

sowohl in «, als auch in #, und man erhilt somit den fiir die
weiteren Untersuchungen grundlegenden Satz:

Verschwindet die Determinante des dem Punkte z,
conjungirten Integralsystems ausser in @, anchin z,
so besitzt die Determinante jedes anderen Systems.
conjungirter Integrale, wenn sie nicht sowohl in =z,
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als auch in x, verschwindet, innerhalb », , wenig-
stens einen Nullpunkt.

Anmerkung. Man erkennt auch sofort, dass zwischen je
zwei Nullpunkten des Quotienten

A(zgy %y - o Zyy)
Az, 2, )

ein, aber auch nur ein, Unendlichkeitspunkt desselben liegt.
Ferner folgt aus dem Vorhergehenden dass der Quotient

A(‘f), (]0 e az—l)
AUpl; Uy

in x,, wenn daselbst », »' "~ yverschwinden und »® besteht
und endlich ist, nicht unendlich sein kann.

V.

Es sollen nun zunichst gewisse specielle Variationen der
durch die Differentialgleichung der ersten Variation des Integrals
festgelegten Curve betrachtet werden. Diese Variationen, die wohl
zuerst Herr Weierstrass!in seinen Vorlesungen bei dem Pro-
bleme der Variationsrechnung beniitzte, bilden nicht ein einziges
reguliires Curvenstiick, sondern bestehen aus zwei derartigen
Stticken, deren jedes der Differentialgleichung ¢(z) = O geniigt.
Dem allgemeinen Falle sollen vorbereitend die Félle =1 und 2
vorangeschickt werden.

1. Ist

3
f f(zy, y')‘k”

das vorgelegte Integral und sind x, und z; zwei Werthe des z,
welche der Bedingung « <, << ;< b geniigen, so besteht, wenn
weder das in @,, noch das in 2, verschwindende Integral von
¢ (z) = O fiir den Zwischenwerth o = {(z, <& < 2,) Null wird,
ein particuléires Integral « von ¢(2) =0, das in £x, verschwindet
und in £ einen differentialen Werth A annimmt, und ein zweites v,
das hier denselben Werth besitzt und in -, verschwindet. Liegt
nun auf der Strecke x,a, kein singulirer Punkt von ¢(z) =0,

1 8. auch Scheeffer, Mathem. Annalen, Bd. 25 und 26.
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s0 kann man den Ordinaten der Curve zwischen x,& die Varia-
tion « und denen zwischen £x, die Variation v ertheilen. Die so
erhaltene, aus zwei regulidren Stlicken bestehende Curve darf
man als eine Variation der zwischen z, #, gelegenen Ordinaten
betrachten, fiir deren zugehdrige zweite Variation desIntegrals sich

62.]—_—% [ f “Q () da + [ " (v) dx}

ergibt. Nun ist

0Q d /9Q d 0Q
29(n) = '[F @(?)]Jfﬂ”a-ﬂ)

=190+ 5 (1 3)

o7
daher
d 0Q
20 (u) = %<uﬁ,)
und
, d o\
29(17) —@I(vw).
Somit
1
2] —
=g (v )
:%( > (u/—v") A
109
4 By{z (’UU uv): 1)

Nun ist aber
Y 2

7 o (vu’—u 'v) = 40,

wo C eine Constante bedeutet und daher
0*J=20C

Um dies C zu bestimmen, zieht man aus der obigen Glei-
82

chung 1), wenn man 5

s — «, Setzt:

d uzﬂ 2)

dr v~ ayv*
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und
d v 4C
dww = agut 2)
2, Sind « und » linear unabhingig, so muss C von Null ver-
schieden sein, und sie konnen daher nicht in ein und demselben
Punkte verschwinden; umgekehrt: sind sie nichtlinear unabhéngig,
80 haben sie lauter gemeinsame Nullpunkte und auch C ist Null.
Ist daher C nicht Null und der dem £ zunichst gelegene Nuil-
punkt & von « oder v ein Nullpunkt von «, so kann v in @ nicht
verschwinden, und da es auch nicht innerhalb @£ Null wird, so
ergibt die Gleichung 2)

ist hingegen 2 ein Nullpunkt des v, so folgt aus 2/):

_1:40f¢ @
S (lou

Diese Formeln lehren, dass

1. a, nirgends innerhalb x, #, sein Zeichen #ndern darf und

2. wenn die Integrale « und v, von denen das erstere in ,),
das letztere in , Null ist, linear unabhiingig sind, auch die hier
betrachteten zweiten Variationen des Integrals nicht verschwinden
konnen.

Eine nothwendige Bedingung, damit eine dieser Variationen
verschwinde, ist daher, dass » und » linear von einander abhiingig
sind, dass also » auch in @, verschwinde. Ist diese Bedingung
erfiillt, so ergeben die beiden aus « und » gebildeten reguliren
Curvenstiicke ein einziges derartiges Curvenstiick, und die zuge-
horige zweite Variation des Integrals:

0% = f J:lkugo (ku) dz,

wo k eine Constante bedeutet, ist Null.

3. Wenn « weder in @, noch innerhalb z, #; verschwindet,
80 kann auch v weder in 2, noch in der Strecke x,z, ver-
schwinden, und in diesem Falle wird C aus der Gleichung
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§ dx

1=4C

o

g u?
gewonnen. Es ergeben also in diesem Falle alle fiir das Punkte-
paar xya, hier gebildeten Variationen der Curve nicht verschwin-
dende und gleichbezeichnete zweite Variationen des Integrals.
Dasselbe gilt aber fiir jedes Punktepaar der Strecke a,x,, da
unter der gemachten Voraussetzung nach (N) kein Integral von
9 (%) = O zwei Nullpunkte in der Strecke a,, besitzen kann.
Man gelangt somit zur Einsicht:

»Hat das in z, verschwindende Integral von ¢ (z) = 0 weder
in @, noch innerhalb x 2, einen Nullpunkt, so sind sémmilicke
zweite Variationen des Integrals von der hier betrachteten Art
gleichbezeichnet und von Null verschieden; verschwindet es in «,,
so haben zwar alle einerlei Vorzeichen, aber e¢s bestehen dann
auch verschwindende zweite Variationen des Integrals.“

Es bleibt nun noch der Fall zn untersuchen, dass « inner-
halb &, x, etwa in & verschwindet. Unbeschadet der Allgemein-
heit der Untersuchung darf dann »;, immer so nahe an 2 ange-
nommen werden, dass v nicht in 2, verschwindet. Das
Integral v von ¢(z) = 0, das in #; Null ist und weder in “'o noch

| verschwindet, muss dann nach IV innerhalb z,, in &/ ver-
schwmden

Liegt nun & zwischen #, und dem auf #, zunichst folgenden
Nullpunkte von v, so ergibt sich die Constante C aus

1—4qf
aO

Ist jedoch £ so gewihlt, dass zwischen & und 2> ¢ kein
Nullpunkt des » liegt, so ist die Constante C aus

1—4q/ L

zu berechnen. Die beiden Variationen des Integrals, welche diesen
Annahmen des & entsprechen, sind daher von Null verschieden,
da C wegen der iiber @, gemachten Voraussetzung nicht Null
sein kann und haben verschiedenerlei Vorzeichen. Also:

Sitzb. d. mathem.-naturw, ClL. XCVIIL Bd. Abth. IL. a. 95
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»verschwindet das Integral von ¢(z) =0, das in 2, Null
ist, innerhalb @ «,, so gibt es unter den hier betrachteten zweiten
Variationen des Integrals entgegengesetzt bezeichnete.«

VI
1. Es sei jetzt

&
J= f f(z9,y,y") d

das gegebene Integral, und wie im vorhergehenden Falle seien
2, und @, zwei Stellen derart, dass ¢« <ax, <<x,<b ist. Nach I
bestehen dann zwei linear unabhiingige particulire Integrale
und v der linearen Differentialgleichung der vierten Ordnung
v () = 0, welche sammt ihren ersten Derivirten in a, verschwin-
den. Die analogen Integrale fiir 2, werden mit w, und v,
bezeichnet. Ist dann ¢ eine Stelle zwischen x, und x,, an der
weder (uv'— u'v) noeh (u,v| —ujv,) verschwindet, so kann man
ein particuldres Integral » herstellen, das in 2, sammt seiner
ersten Derivirten verschwindet, in £ den gegebenen differentialen
Werth A und dessen Derivirte daselbst den ebenfalls gegebenen
differentialen 2 Werth ¥’ annimmt. Wird das analog fiir w,
gebildete Integral mit », bezeichnet, so hat man

_ u(v')—v(u’)) v (1) —u(v) ¥

(uv'—a'v) (uv'—u'v)
Y (”1) 1(“1) A+ 1("1) ”1 (”1) 2,
t= (v —ujv,) (u, v, —uv))

wo die Klammern anzeigen sollen, dass die Werthe an der Stelle
€ zu nehmen sind. -~

Liegt auf der Strecke ab kein singulérer Punkt der Differen-
tialgleichung ¢ (z) = O, so kann man den Ordinaten der aus der
ersten Variation gefundenen Curve zwischen « & die Variation v
und denen zwischen &», die Variation #, ertheilen. Die beiden
aus » und », gebildeten reguliren Curvenstiicke konnen, weil an
derStelle &: v = #, und v/ = =] ist, als eine Variation des zwischen
x, und x, gelegenen Curvenstiickes betrachtet werden. Die
zugehorige zweite Variation des Integrals ist dann gegeben durch:

20 J — f Q) dw+ f "Q(n,) da.
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Nun ist aber
2Q(n) = Q' (0)+9'Q (/) +0"Q (")

_ | o 1Q7 (1! dgl('ﬁ”)J
—(E[/}Q (@) +0'Q (n )—Y)W

ews RO (A
+n(9'(n)—~d9(n)+d9(” )]

dx dz*

LT s

d 42 (")
d_ [ 9’(77’)+“ﬂl9’(r") di‘/ 'J;

d
= [‘f/ Q (") 4 Q' (0" —

und analog

yow/i

2 (ny) = - [019 () 4,2 ) — 7y 2 (ﬂl)}'

dx

Daher
ZQ’(Y)”)

4<~2J:(.19/ ! 1o (i ¢ >

7 = (s ()42 () — )

Q! (")
—<n,9’(n’1)+n’19’(n'{)—m 7(1;‘ )E.

Setzt man nun

Q(n) = ayn"?+ 20y "1+ 1"* 4 2ay 0" + 20, '+ ay, P,
s0 erhilt man, dain & »n —=», =2 und v =+, =¥ ist:

262‘] — —a{) (.,7”/_.0/”>) +a0 (YJ/__ N ") XI_ ! (.O.I/__Y/{/) X
= {—ao(" 1y —n{"n) 4 ay(" v— 1 n") — &, ("0, —n )} -

Fiir die obige Form des Q(x) ist bekanntlich *

dA;z  day2”

‘P(z):Azz—W dx

wenn 4, und 4, die Werthe
_ ’
4 = ay—ay—2a,,
— / "
4, = ay,—a, +aj,

1 8. Hesse, Journal f. Mathematik, Bd. 54, S. 261.
95%
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bezeichnen. Fiir ¢(z,«) erhélt man dann aus

d
wp(z)—zo(u) = 7 ? (z,u)
den Ausdruck

l
—u(zu)= ! (uz"—u"%) + 2ay (W' — 02+ A, (uz'—u'z).

= —a, (uz’”— wz)+a, (W2 —u'"2)

— ) (uz'— ')+ A, (uz'—u'z).

Setzt man hierin « =+, und z = %, so wird — ¢ (,7,), da
und 7, particuldre Integrale von ¢ (z) = o sind, eine Constante: 2C,
und man erhilt als deren Werth, wenn man # = £ nimmt, den
oben fiir 02J gefundenen Werth, so dass also

20%J = —¢(n,4,) = 2C
ist.

2. Um die Abhéngigkeit des Zeichens dieser Constanten von
dem des «, ins rechte Licht zu setzen, soll dieselbe, wie es mit
der analogen Grosse im Falle n —= 1 geschah, durch ein Integral
ausgedriickt werden. Zu diesem Behufe bestimme man die Con-
stauten « und P in

¢ = au, + B,
derart, dass

¢ (n, &) = ap(n,u)+Lo(a,0,) =0

wird, was immer mdglich ist.

Ist nun ¢ (7, «,) und ¢ (v, »,) Null, so ist (nach II) » eine
homogene lineare Function von #, und », und umgekehrt. Ver-
schwinden aber nicht beide Ausdriicke zugleich und ist etwa
©(7n,v,) nicht Null, so ist, wenn man mit A(y,, y,) die Deter-
minante der beiden Functionen y, und y,: y,y,—y!y, bezeichnet,
nach II, 1:

d A(n, &) _ ¢t
dw A(v,¢) p (1 v 1>ao(v1(’—v’ ¢)*’ D

woraus man durch Einsetzung des Werthes fiir ¢ :
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d [A(n, u) B A(a, 1’1)} Cz
%[A(vl,ul) + e Aoy a,) = ) ao(,qc'l_v'c)z

erhilt. Da nun

P _Y (1, uy)

/.
@ ¢ (n, v,)
ist, so ergibt sich hieraus

d [A(n,v) Ao,y &
d_m[A(ul,vj) (nyuy)— Aluy, v )‘10(’/?”1)] = ¢(n,v)* a(v, g — 2

Aus der Gleichung 1) ersieht man, dass der Quotient A, ?‘)
Avy, )

zwischen zwei aufeinander folgenden Nullpunkten unendlich
werden muss, und zwar, dass er, da aus der Gleichung fiir
d A(v;, &)
da A(n,¢)

folgt, dass zwischen zwei aufeinander folgenden

A, C1)
A(vy;¢y)
muss, nur einmal unendlich wird. Daher muss es einen Nullpunkta
dieses Quotienten geben, zwischen dem und £ kein Unendlichkeits-
punkt desselben liegt. Integrirt man die obige Gleichung zwischen
a und & und beachtet, dass in &1 = A und »' = ¥ ist, so findet man

A\, A uy) Sda
Ky )= S o) = ploo e

Der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen ist aber ¢(u,7,),
und man hat daher:

‘P(y), /l) -_ SO(/}, vi)f m(l{b 2)

3. Wenn also eine von den beiden Grossen ¢ (v, u,) und
¢ (n,v,) nicht verschwindet, so ist ¢ (,4,) nicht Null; verchwinden
aber beide, so ist auch ¢(»,n,) Null. Man hat daher den Satz:

»¢ (0, n,) ist dann und nur dann Null, wenn sowohl ¢ (7, u,)
als auch ¢ (v, v,) verschwindet.”

Da aber in diesem Falle » eine homogene lineare Function
von w, und v, ist, so verschwinden » und »’ und somit auch
uv'—u'v in @,. Daher:

»Verschwindet ¢ (», »,), so muss uv'—u'v in w, Null sein.“

Unendlichkeitspunkten von immer ein Nullpunkt liegen
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Verschwindet nun die Determinante der dem Punkte x, con-
jugirten Integrale A(u, v) = uv'—u'v weder innerhalb =, 2, noch
in 2, so besteht auf der Strecke x 2, nach IV kein Punkt, fiir
den die Determinante des ihm conjugirten Integralsystems inner-
halb @, «, oder in #, Null wird. Fiir jedes Punktepaar der Strecke
wird das zugehorige ¢(v, ) durch einen Ausdruck wie in 2)
bestimmt und man erkennt somit:

ysWenn die Determinante der dem Punkte =, conjugirten
Integrale weder innerhalb 2,2, noch in 2, verschwindet, so sind
simmtliche fiir oy, oder ein beliebiges Punktepaar von a, a,
gebildeten zweiten Variationen des Integrals von Null verschieden
und gleichbezeichnet.“

Ist die Determinante A(w,v) in 2, Null, so verschwindet,
wenn mit (v), und (v), die Werthe von « und v in x, bezeichnet
werden, das Integral » = u(v,)—uv(u,) sammt »’ sowohl in a,
als auch in @. Die zweite Variation des Integrals, welche der
Variation kg, wo £ eine von Null verschiedene Constante bedeutet,
von y entspricht, ist dann Null. Also:

yIst die Determinante der dem Punkte x, conjugirten Inte-
grale in @, Null, so bestehen verschwindende zweite Variationen
des Integrals, jedoch haben alle hier betrachteten dasselbe Vor-
zeichen.“

Verschwindet A(w, v) innerhalb 2,2, und ist 2 der nichste
auf x, folgende Nullpunkt, so wihle man @, > @ innerhalb der
Integrationsgrenzen und so nahe an 2, dass weder A(u, v) noch
die Determinante der dem Punkte a) conjugirten Integrale in
Null ist. In Folge dessen kann nach (IV) A(u,,v,) weder in @,
noch x| verschwinden und wird nur einmal innerhalb 2, 2 in
2} Null.

Da A(u,v) in @, und 2 verschwindet, so besteht ein par-
ticuldres Integral » von ¢ (z) = 0, das mit seiner ersten Ableitung
sowohl in x, als auch in 2 Null ist. Wihlt man nun fiir 2 und »
die Werthe, die beziiglich » und »’ in £ annehmen, so wird, wenn
¢ zwischen x, und 27 liegt, ¢ (v,7,) durch das Integral dargestellt:

?(0, 11)—(10(77) 1>f a A(vi,Cl) aw

hingegen, wenn & zwischen a2} liegt, durch

O
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e 4
o) = —o(r v)2 1 Iz
¢ (0, 1) ¢ (1, vy) j& AW, &) ax,
da A &)
A(vy, &)

Hieraus ergibt sich:

»verschwindet die Determinante der dem Punkte x, con-
jugirten Integrale innerhalb @, #;,, so haben nicht alle zweiten
Variationen des Integrals von der hier betrachteten Art einerlei
Vorzeichen*.

in £ und innerhalb £ endlich und in &) Null ist.

VIL

Es hat nun keine Schwierigkeiten, den allgemeinen Fall, wo
im vorgelegten Integrale

5
J:f fla,y, ...yt de

die Ableitungen der Funetion y bis zur nten Ordnung ansteigen,
zu behandeln.

An jeder nicht singuldren Stelle x bestehen = particuldre
Integrale der linearen homogenen Differentialgleichung der
2nten Qrdnung ¢(2) = 0, welche sammt ihren (»—1) ersten
Derivirten daselbst verschwinden. Fiir die beiden Stellen 2, und
x,, welche nur den Bedingungen « <x,<<x, <0 zu geniigen
haben, seien beztiglich U,U,. .U,_, und V,¥,.. V,_, die zuge-
horigen Systeme conjugirter Integrale, deren Determinanten
beziiglich mit A(U,U,...U,—,) wnd A(V,V,. V,_;) bezeichnet
werden mogen.

Ist nun £ eine Stelle zwischen a2, und 2, an der weder

AU, U,. .U,_;)noch A(Vy, V,.. Vuy)

verschwindet, so kann man zwei particuliive Integrale » und 7,
von ¢ (z) = O herstellen, von denen das erstere in x,, das letztere
in #; sammt seinen (n—1) ersten Derivirten verschwindet, und fiir
die in &:

n=n = A, ‘f;, — T/l — xl .f/(n——l) — T/l(n—l) — A==1)

wird, wo A, ¥ .2»—D vorgegebene differentiale Werthe sind,
die nicht alle Null sein diirfen. Diese beiden Integrale sind durch
die Gleichungen
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U, Ut

)‘) (Uo) (Un 1)

¥, (U (Ui
=0

2o, (U (D)

und

gy V, |

Ao (M) (Pas)

Ao (V) (Vo)
=0

A0, (V). (V)

bestimmt, wo die Klammern den Werth der betreffenden Grossen
an der angénommenen Stelle & bezeichnet. Liegt auf der Strecke
ab, wie vorausgesetzt wird, kein singulirer Punkt der Differen-
tialgleichung ¢ (#) = 0, so sind » und », iiberall zwischen « und &
differentiale Grossen, und man kann daher den Ordinaten der
aus der ersten Variation des Integrals gefundenenCurve zwischen
x, und & die Variation » und denen zwischen § und 2, die Varia-
tion x, ertheilen. Die beiden so erhaltenen reguldren Curven-
stiicke konnen wegen des Verhaltens von » und », an der Stelle £
als eine Variation des zwischen -, und @, enthaltenen Abschnittes
der Curven betrachtet werden.

Die zugehorige zweite Variation des Integrales wird dann
ausgedriickt durch:

282J:fx9(ﬁ)dm +fr'9(n1)dw

DieseIntegrale lassen sich aber leicht auswerthen, denn es ist

n

20 (n) = Z 7® Q' (n®)

k=0
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und
d- Q! (@ AR (™
.,(k)gl(,(kl) __ [2(_1 p.f(lt—u—l) ( )] ( 1)1.. (Lz(,; )
-
daber
n n—1
10 ()
29(*1)"—[22(—1)” (b~p—1) dpg(f )J +n¢ (1)
k=0 p=0 da
n n—1
A\ . (1) a-Q’ (i k))
(lw[ Z( DG T da
k=0 p.=0
Ebenso findet man
n n—l1
(%)
29(m>—(—l[v D (e EE T,
== dz
Folglich ist
n n—1
drQ! (o ")) arQ! (v
52] — )| lememn T2 L) i
J= ZO /—‘I)( )P[r " dar ’ dz*  |a=:
IJ_

Dieser Ausdruck steht aber in engem Zusammenhange mit
der Formel

d
0,9 (1) —np (ny) = dz ¢ (n, ny),

Denn es ist

5 d* Q! (4@ 459! (v )
ﬁl?(n>_n? ("M) = Z (_l)k [ﬂl dz* ) -1 dl(,"/ )}
k=0

und

&) _
da*

7,

d[ E=Q (h) AR ()
dol" d T A

e (= 1)k—1-f,gk—1>9'(n<k>)} +

E—1
| p A (g®
+(_1)ln(lk)9!<.0(k)> — %[ ZO (—l)k—l-t-ln(lk—}h 1) .—da(;”—)J -+
p=

+ (1 ().
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Somit
n A—1
, drQ!
) = — D' " (| L2 )
2=0 p=0

__rw—u—nfﬂiﬁﬁ_ﬂ 22 [{9Q! (1 ®) — @O (n®) =

n k—1

. thQ (r(k)) .
T dz Z Z (_1>p\ dz e

k=0 p.=0
und man erhilt daher

7 k—1

Y Q! ®

f 40
k=0 p=0

Beriicksichtigt man nun, dass an der Stelle &:

=y, 7= 77,1' . ’n -1) — q(n 1)
ist, so ersieht man, dass

40*T = — 9 (1, 7))o=z

Es ist aber hier, da ¢ (v) = ¢(n,) = 0 ist, (v, ,) eine Con-

stante und man hat daher

40%] = —¢(n, n,) = Const.

Diese Constante lisst sich vermdge der Entwicklungen in

(II) durch ein bestimmtes Integral darstellen.

VIIL

Zu diesem Behufe soll zunichst gezeigt werden, dass zu
irgend zwei gegebenen particuliren Integralen » und » von
¢ (z) = O sich stets (n—1) andere 2, z,. .z,_; auffinden lassen,

dergestalt, dass sowohl

Uy By Zg v Bny

als auch

n®)

dxv

4@’ ()

da*

dy-g/(-&))}
)

J.
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v, ET) Zg e Zp—1

ein System conjugirter Integrale bilden.
Sind «,, u,. .u,—; conjugirte Integrale von ¢(z) =0, so
vermag man die z(n—1) Unbekannten « in

2 = %, oty U+ ...+ %), n—1 Up—y
derart zu bestimmen, dass
¢(v %) = 090, )+, 1 (v, 1)+ ...+, 0100, tay) = O

wird, Ertheilt man hierin dem A die Werthe 1, 2. .(n—1), so
kann man tiberdies, sobald ¢ (v, #) nicht verschwindet, aber auch
nur in diesem Falle die « der Bedingung gemiss bestimmen,
dass = = o, . &1, »— von Null verschieden ist. Die Integrale

Uy Zy oo Zp—1

sind dann linear unabhiingig und bilden ein System conjugirter
Integrale.

Es muss aber auch » linear unabhiingig von z, z,...2,—
sein, da sonst ¢ (v, u) Null wiren. Also bilden auch die Integrale

Vy, %y Rp—1

ein System conjugirter Integrale.

Diese Bemerkung soll nun bei der Werthbestimmung des
irgend einem Punktepaare von aoa, zugehorigen ¢ (»,»,) und vor-
nehmlich zur Erorterung der Frage beniitzt werden, ob und unter
welchen Bedingungen ¢ (0, »,) verschwindet. Die Untersuchung
wird an den fiir das Punktepaar x @, gebildeten ¢ (v, »,) gefiihrt
werden,

Das Integral », ist durch die Gleichung

7]17 VO Ifn—l
o (V) (V)

)\n—l’ (Vg—l) L. (Vi(zn—_ll))

gegeben, woraus, wenn mit A, die Determinante
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A (l o) (Ve—1)y (Magn). . (Vumo) I
X, 0) . (W:—l)? ( V§~'+1) . (V{t—l)

(—1p

Ko=v, (Ve). (T L)

und = =+ (¥,). . .(V¢") mit A bezeichnet wird, sich fiir o, ergibt:

7 _A" V, + A‘ V, + --+AZ—1V7;—1-
Somit ist
ol m) = o (n V) + ol V) + Vi)
Ist nun
o(n ) =9¢m V)= =¢@Ve1) =0,

so ist auch ¢(»,n,) = 0; ist aber eine dieser Grossen, etwa
¢ (0, V) nicht Null, so lassen sich nach der v01he1gehenden Be-
merkung aus den Integralen des conjugirten Systems V,, V... V,_;
(n—1) lineare Verbindungen

Z“ z2 . W Zp—1

herstellen, die sowohl mit » als V; ein System conjugirter Inte-
grale bilden.
Zwischen diesen Integralen z, z,...2z,—; und V, darf also
keine lineare Beziehung bestehen, und die Grissen o in:
2, =a«Vy +«Vy +...+aiV,
2, = Vy +V, +. +ai V.

tns = = Vy o V@l

n—1

sind gemdss den (Hleichungen
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p(n2) = ay ¢ (n Vo) +a; ¢(n, V)+ +ay_19(n, Vio1) = 0
1 %) = “«2] ¢ (n, Vo) +ai e(n, V)+ . Hai19(n Vi) =0

0 5as) = (0 Vo), V) e (r Vi) =0
zu bestimmen.

Der Voraussetzung nach ist ¢ (4, V;) nicht Null, und man
kann daher aus diesen Gleichungen

o(n Vo) ¢ V) o (1, Vazs)

o(n, Vi)’ o(n Vi) o (1, V)
zu berechnen suchen. Dies ist in der That immer moglich,
da die Determinante 4 =3+ «,. .ot off!. .or—1, welche
A(Vy, V. Vu—y) in (—1)*A(Vy, 2, . . .%,—;) liberfithrt, nicht Null
sein darf,

Man erhilt auf diese Weise
g (0 V) _ A
oG V) A
wenn man mit 4, die Determinante bezeichnet, die aus 4 ent-

steht, indem man darin fiir den unteren Index A: k setzt.
Dieselben Verhiltnisse treten aber auch in der Gleichung

d A(q, By Bu1) Az, %, %1)?
0 dxA (Vk, Zl Zn_l) - SD(,;, V]») A(Vk, zl « T 1)2 ( )

auf, welche nach II, 1 die 2, 2,. .z, zwischen » und V; ver-

mitteln, denn es ist A(w,%,. .2,—;) gleich dem Producte der

beiden Matrizen

n, ¥, Voal|l O O 0

', Vi Vi 10 af al Lal_y

n—1 n—1

7)n-—l, V((Jn—l) o V(’L_l) O a:)l—l, a’ll—l .. a"—'l

also

n—1

Azt = ) (DY Vo, Viae e Vari)dy
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und
A(Viy2ye o 2py) = (—1)AA(Vy, Vo V)
folglich
n—1
A("i, 2. -zn—l)i — v ﬂA(Y), VO' . V)\——ly I/v).-i-l' . Vn—l) .
N )/;0 A AV, ¥V, .V,) -
n—1

BN 5 0 O AN T
AV Voo Vi) 9(n, Vi)

Dieser Werth in die obige Gleichung («) eingesetzt, ergibt:

E—1
« iZA(/], VO' . Vk—l) VL-_|_1. . Vn—l)SO(TI) I’)) .
* dw & AV, V,. Vi) w(n, Vi)
Az, 2. 20 )?
— oy V 17~ n—1
¢ (n, Vi) A(Viz, - 2o0)?
oder
n—1
(l A(‘f), Vo--- If)\—l) II)»—{—I-.- Ifn—l) —
“ 7 ;?("’ W= oy
A2y, 2o Zny)?
—_— (- \2 12 *2
=—¢(n V) A(Viy 2y oo 20 sg)? 2

Das Integral » verschwindet in x, sammt seinen (n—1)
ersten Derivirten, widhrend von V, eine Derivirte niederer als
der nten Ordnung von Null verschieden sein muss, da sonst
¢ (n, V) Null wire. Der Quotient

4 A(‘q, 2. -zn—l) —_

(P(ﬁ; VL) A(VI., 2. .Z,,—l) o
—1

— Y‘ A('ﬁ) Vo Vl—l) VH'I"' V""l) o (s, V,
2 A(Vm Vl V"—l) {)(ﬁ, IL)

r=0
verschwindet daher nach IV in #;, und wird, weil » in 2z, nicht
mit sammt seinen (z—1) ersten Derivirten Null sein kann, in @,
unendlich. Befinden sich zwischen , und @, Verschwindungs-
punkte desselben, so liegt immer zwischen zwei aufeinanderfol-




Theorie der zweiten Variation. 1489

genden ein, aber auch nur ein Unendlichkeitspunkt desselben.
Denn die Gleichung

d A(Vk, Y ...2’71__1) _ 3 A(Z“ zz...z,,_l)z
“Tz A(n 7y — L0V 30w, 2 )

lehrt, dass zwischen zwei Unendlichkeitspunkten von

A(Viy 2.0 24)

immer mindestens ein Nullpunkt dieses Quotienten liegen muss.

Es muss daher mindestens auf einer Seite des £ ein Null-
punkt z des Quotienten sich befinden, der von £ durch keinen
Unendlichkeitspunkt desselben getrennt ist. Integrirt man daher
die obige Gleichung 1) zwischen @ und £ und berticksichtigt,
dass in &

n=»A 7 = N.. 00 = 1)

ist, dass also daselbst A(V,, ¥V, V,_;) den Werth A und
Aoy, Vyooo oty Viga ... Vi) den Werth A, besitzt, so erhélt man:

n—1
A2y, 2y .o 20—1)?

A . . 2 E 4
_'Ky:(v;, V) = —¢(n, Vk)l: aA(Viy 2y . 20—r)? @

r=0

und daher

: A(z Z, ..‘zn—1>2
: - 2 1~
(P(’)) Yl]) i ?(ﬂ7 ‘[k) ‘/x‘ aOA(Vk} zl .--zn—l)z 2)
X

Diese Gleichung lehrt, dass ¢(u, ) nicht verschwindet,
sobald unter den Gréssen ¥V, ¥, V,_, mindestens eine V; vor-
handen ist, fiir welche ¢ (», V) von Null verschieden ist. Befindet
sich aber unter diesen » Grossen keine derartige, so ist v eine
lineare homogene Function von V, V,...V,_; und ¢ (v, »,) Null.
Man ersieht hieraus:

w9 (n, ny) verschwindet dann und nur dann, wenn % eine
homogene lineare Function von V,, V...V, ist.¢

Aus demselben Grunde muss aber dann auch 7, eine lineare
Verbindung der Uy, U, ... U,_; sein, und umgekehrt.
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Das Integral » verschwindet in diesem Falle wie », sammt
seinen (n-—1)ten Ableitungen in @, und in £ ist

n=mn =X 9="7) =N.. 007D = 5{n-D = -1},

es muss daher » mit 4, zusammenfallen. Da ferner » eine homo-
gene lineare Beziehung zwischen Uy, U, ... U,_;und ¥V, V,... V, 4
herstellt, so verschwindet die Determinante A (U, U, ... U,_,) der
Functionen U,, U,...U,—; in @, und A(V,, V, V,_)in 2,.

Und umgekehrt: Verschwindet A(Uj, U, ... U,—) in @,, was
zur Folge hat, dass A(V,, ¥, V,_) in @, verschwindet, so be-
steht ein Integral », das sowohl in #, als auch in @, sammt
seinen (n—1)ten Derivirten verschwindet. Nimmt man nun die
Werthe, die 7, v/...7®=" in einem Punkte &£ zwischen #, und w,,
in dem weder A(Uy, U,...U,_y) noch A(V,, V... V,—y) Null ist,
besitzen, beziiglichfiir A, ... A1), soist das zugehorige ¢ (2,7, )= 0.
Man erhilt so den Satz;

,Unter den dem Punktepaare z,x, zugehdrigen o (v, 7,)
finden sich dann, aber auch nur dann, verschwindende vor,
wenn die Determinante der dem Punkte z, conjugirten Integrale
in @, Null ist.“

Man findet auch leicht die nothwendigen und hinreichenden
Bedingungen, unter welchen die simmtlichen, dem Punktepaare
x,x, zugehdrigen ¢ (7, 4,) Null sind.

Da ¢(n,7,) = O sein soll, so muss », eine lineare Ver-
bindung der U,, U, ...U,—, und = eine solche der V,, | 2
sein. Fiir », kann jede der Grossen ¥, V... V,_, und fiir 4 jedes
U, U,...U,_, genommen werden, daher muss aus den beiden
Systemen U, U,...U,_ und V,, ¥V, V,_; jedes Integral eine
lineare Function der Integrale des andern Systems sein.

Und umgekehrt ist dies der Fall, so ist jedes der fiir das
Punktepaar @ @, gebildeten ¢ (v, 4,) Null,

X.

Verschwindet die Determinante A(Uj, U, U,—:) weder
innerhalb #, #, noch in @, so kann auch A(V,,V, V,_,) weder
in einem Punkte innerhalb 2, noch in x, Null sein. Hieraus
folgt, dass der Quotient in
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A, 2, oon 2yy)
A(V, 2, Zn_1)’

der in #, Null ist, weder innerhalb 2,2, noch in 2, verschwinden
kann, da, wie die Gleichung VIII, 1 zeigt, zwischen zwei seiner
Nullpunkte immer ein Unendlichkeitspunkt liegt.

Man kann daher in diesem Falle als die untere Grenze des
Integrals VIII, 2 # — &, nehmen und ersieht so, dass die simmt-
lichen fiir die Punkte @, in der angegebenen Weise gebildeten
¢ (1, ny) von Null verschieden und gleichbezeichnet sind.

Nimmt man unter diesen Voraussetzungen iiber A(U,,U,...U,—1)
statt «, irgend einen anderen Punkt des Intervalles @, «,, so kann
auch die Determinante der diesem Punkte conjugirten Integrale
ausser in ihm weder innerhalb @, 2, noch in @, verschwinden, da
sonst nach IV auch A(U,,U; U,—,) innerhalb «, 2, einen
Nullpunkt besitzen miisste. Man erhilt daher den Satz:

Wenn die Determinante der dem Punkte a2, con-
jugirten Integrale weder in 2, noch innerhalb a2,
verschwindet, so ist fiir die hier betrachteten Varia-
tionen des von 2, und x, begrenzten Curvenstiickes
keine zweite Variation des Integrals Null und alle
haben das Vorzeichen von

o*f

In diesem Falle kann man o (v, %,), da es nicht verschwindet,
und damit die zweite Variation des Integrals durch ein anderes
bestimmtes Integral als VIII, 2 ausdriicken.

Man kann ndmlich jetzt aus ¥V, V,  V,—; nach (VII)
lineare Verbindungen

2y % Zn—1
herstellen, die sowohl mit #, als auch », ein System conjugirter
Integrale bilden. Dieselben vermitteln die Gleichung

43n )
de A(a,z, %)

A(Z“ Zz e Z,L___l)z

ayA(ny, % 21)*’

— (0, )

in welcher der linksstehende Quotient in @, verschwindet und
in keinem Punkte von z,, unendlich wird. Integrirt man daher
Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCVIIL Ed. Abth. II. a. 96
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zwischen x, und £ und beachtet, dass in & Zahler und Nenner
gleich werden, so findet man:

3 2, 1)2
s

(tOA(-bl, 2, :;_1)2
)

XL

Verschwindet A(U,U;  U,—,) zwar nicht innerhalb z, 2,,
aber in @, so sind nicht mehr alle fiir 2, z, gebildeten ¢ (%, 7,)
von Null verschieden. Die nicht verschwindenden werden sowohl
durch das Integral VIII, 2, wenn man darin # = #, nimmt, als
auch das in X dargestellt. Denn auch in diesem Falle ist jeder
der Quotienten

A, 2 ... Zn_1) und A(n, 2y 1)
AWViy 2y 2u—1) A(n, 2 #)

in #;, Null und wird innerhalb @, #, nirgends unendlich.

Es haben also die simmtlichen fiir «,2, gebildeten (v, 7,),
die nicht Null sind, das Vorzeichen von (—«,).

Die Determinante der irgend einem anderen Punkte von 2, «,
conjugirten Integrale kann in diesem Falle ausser in ihm weder
in einem der Grenzpunkte noch irgend einem Punkte von x,,
verschwinden; daher sind si@mmtliche ¢(«,7,) fiir irgend ein
Punktepaar in @, 2, von Null verschieden und werden durch die
Integrale VIIL 2 und X dargestellt.

Man erkennt somit:

Verschwindet die Determinante der o, conjugirten
Integrale nicht innerhalb x,a,, aber in 2, so gibt es
zwar Variationen des Curvenstiickes von der hier
betrachteten Art, deren zugehorige zweite Variationen
des Integrals Null sind; aber alle nicht verschwin-
denden haben das Zeichen von

*f )
By(’l) P y(")

XII.

Es eriibrigt noch, den Fall zu betrachten, wo die Deter-
minante der dem Punkte x, conjugirten Integrale innerhalb z,x,
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verschwindet. Es sei a; der nichste auf o, folgende Nullpunkt
von A(U,,U;  U,—,) und z, innerbalb ab so gewihlt, dass weder
diese Determinante noch die der conjugirten Integrale von a
innerhalb #{#, oder #; verschwindet. Dann kann auch die Deter-
minante der dem Punkte z, conjugirten Integrale V,,V; V.1
weder in #, noch in 2, verschwinden, sondern besitzt innerhalb
@, ), einen und nur einen Nullpunkt .

Wegen der iiber A(U,,U;, U,_,) gemachten Voraussetzung
kann keiner der fiir die Punkte o, 2, gebildeten Ausdriicke ¢ (v,7,)
Null sein, und man wird daher ¢(, n,) stets aus einer der Glei-
chungen VIII, 2 oder X bei passender Wahl der unteren Inte-
grationsgrenze bestimmen kionnen.

Da aber A(U,,U;  U,_y) in 2 verschwindet, so besteht ein
particuldres Integral von ¢ (z) = O, das sowohl in z,, als auch
sammt seinen (2—1) ersten Ableitungen Null ist. W&hlt man
der Reihe nach fiir die Grossen 2,2’  A»—%, welche »,#'  »®—9
in ¢ annehmen sollen, die Werthe dieses Integrals und seiner
(rn—T1) ersten Ableitungen, so wird » dieses Integrale selbst, und
die Quotienten in VIII, 1 und X:

Ay 2y oor Za—y) and Aty 2 oo Zye)
A(Vi, % Zn—1) A (ny, 2y Zn—1)

verschwinden sowohl in z, als auch z), weil daselbst der Zahler
Null und der Nenner hievon verschieden ist, und werden nur in
2| und #; unendlich.

Liegt nun £ innerhalb #, #}, so erhilt man

dx

2
¢ Az, 2, ... 2,
€

) — 2
¢ (5, 1) = — (1, Vi) /:' agA(Viy 2, E
— ARy ) -
1= ¢ (777 771)'1; aOA(")“ 2, %—1)2 d‘L’

liegt aber £ zwischen #; und &, so findet man

Az, 2, ... 2,)?

—o(n, nl):—go(r,,,V;,.)g/‘“a AT z)zdx
: % ) n

% Az AL
—lz—p(n,nl)f (21, % ) 5 da.
E

und

a A0y 7 Z)
96*
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Diese beiden Variationen von 2, bewirken also entgegen-
gesotzt bezeichnete zweite Variationen des Integrals, und man
erkennt somit:

Verschwindet die Determinante der dem Punkte a,
conjugirten Integrale innerhalb der Strecke x,2,, so
bestehen zweite Variationen des Integrals mit ent-
gegengesetzten Vorzeichen.

XIII.

Aus den vorangehenden Untersuchungen ergibt sich:

,Die bisher betrachteten zweiten Variationen des Integrals
sind dann und nur dann simmtlich von Null verschieden und
haben einerlei Vorzeichen, wenn die Determinante des Systems
conjugirter Integrale, das der unteren Grenze des Integrals ange-
hort, weder zwischen den Grenzen noch an der oberen Grenze
verschwindet.“

Es soll nun gezeigt werden, dass unter diesen Bedingungen
alle zweiten Variationen des Integrals von Null verschieden und
gleichbezeichnet sind.

Das Integral », von ¢(z) = O sei in a;, sammt seinen (rn—1)
ersten Derivirten Null und nehme in &, wo @, < § < @, ist, sammt
diesen Derivirten beziiglich die gegebenen differentialen Werthe
2, ¥ 2~ an; das Integral v, verschwinde ebenfalls in , mit
seinen (n—1) ersten Ableitungen und in &,, wo & <&, < @, ist,
erhalten »,, 7,  2{"~" der Reihe nach die gegebenen differen-
tialen Werthe %,,2,  A(*~9. Wegen der Voraussetzung, dass die
Determinante des dem Punkte 2, conjugirten Systems weder
innerhalb xy 2, noch in #, verschwindet, ist es immer moglich,
das lineare Gleichungssystem aufzulosen, durch welches das Inte-
gral 13 von der Beschaffenheit bestimmt wird, dass 73, v/ g
in £ beztiglich v, 7,  #{~" und in &, beziiglich u,, 7},  n{*~*
gleich ist.

Es ist dann, wie aus VII hervorgeht,

& € 3
fﬂ(m)dw+f Sz(ng)dx—f Q (n,) da
T & Zo

= 9 (g, 73) + P (ngy Mp)
= ¢ (ny—1y, 13)
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Durch #hnliche ﬁberlegungen, wie sie in VIII angestellt
wurden, erkennt man leicht, dass die Constante ¢ (n,—u,, n;) nicht
Nuil sein kann und das Vorzeichen vor — g, besitzt.

Setzt man w,—=, =, so ist » ein Integral von ¢ (z) =0,
das in o, sammt seinen (n—1) ersten Ableitungen verschwindet.

Bezeichnet man mit A die Determinante A(Uj, U, U.—)
und mit A, diejenige, die aus dieser entsteht, wenn man darin fiir
U, U] U beuziiglich 7,, 7} 7L setzt, so ist

A, A A,
=3 (3] e )

A, A A,
‘02—-( >U+(A>EU+ +<A1>.Un_1-
G G2

Es ist somit

und

n—1

=5 [3)~(3) Jrro

1
k=0

Von den hier vorkommenden Griossen

Uss 1), ¢ (U, 75) ¢ (Us, 7g)

konnen nicht alle verschwinden, da sonst 1, in 2, mit allen seinen
(n—1) ersten Derivirten verschwinden und daher =,, v, und »,
identisch sein miissten.

Ist nun ¢ (ny, U;) nicht Null, so bilde man aus n(z—1)
-Grossen «, welche die n Gleichungen

ay ¢ (ng, Up) + o} g (g, Up) 4 .. + a1 9 (13 Upy) = 0
asp (ng, Uy) +05 9 (03, U)o+ 19 (0 Un—y) = O

oy 180(037 0)+'/ _1(10([/3) )+ +an 10(03; n— 1) —_ 0

n—1

befriedigen und deren Determinante 2oy o ot ]
nicht verschwindet, die (z—1) Integrale
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—_— 1 1 7
2z, = U+ U+ ...+ a1 U,y

— 2 2 2
2z, = Uy + U+ ... +af U,

Ty = W0+ a0+ ..+,

n—1
Diese Integrale bilden sowohl mit », als auch mit U, eiw
System conjugirter Integrale und ergeben daher nach II, 1 die
Gleichung

d A(ngy 2y oo Zp1) Az, 2y oo. Zyq)?
R I (/A R A LN V( Ar——

Bezeichnet man mit 4 die nicht verschwindende Determinante
Yta, oaf_ ot ar—! und mit 4, die Determinante, die
aus dieser hervorgeht, wenn man darin fiir den unteren Index A

den Index k setzt, so ist

¢ (ng, Oh) - é
¢ (n3, Ur) 4’

k
Ay 2amt) = (=1 Y Al Uy . O aBigs o ) 4
i=o
und
A(Viy 2y #) = (—1DPAA, Uy Vi)

Die obige Gleichung geht darnach in

n—1

il_ A(‘ﬂ3, Uo (X (])»—1; U)~+1 e Un—l) SD (7137 U)\) —
dz AU, Uy Upey) ¢ (a3, Us)

k=0

ay

Alzy, % oe. Zyn)?
= —9(n3 ) A(Uil:, :1 zn_ll)z

tiber,und man erhilt hieraus,da dieDeterminante A(U,, U,  U,_1)
innerhalb x, #; nirgends verschwindet, indem man zwischen
& und &, integrirt:

n—1

ﬁ (ﬁ) ] —_ o [(RA(Z % 1) ,
Z [< A >EE— A 3t SO(l])} na) o ?(ﬂa’ UL) \/E‘ aOA((]]v‘7 z1 ves z:z—-l)z (]I
0 L

A
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und daber
& Az, %, oo T
¢ (1—15,n3) = ¢ (7, 715) = _“3"("437Uk>2‘/51 a, A<(g/:;2z1 ) dr.

zn—-l) 2

Also ist ¢(n, ny) eine nicht verschwindende Grosse, die das
Vorzeichen von — ¢, hat. Somit:

& & &
f Q(n,)dw +/‘q Q(ny)da Z/ Q (4,) de,

je nachdem

02f
@(ﬂ) ay(az) § 0
ist.
XIV.

Man ertheile nun den Ordinaten einer beliebigen innerhalb
x,x, gelegenen Strecke &, &, eine beliebige Variation H, die
aber innerhalb und an den Grenzen dieser Strecke sammt
ihren (2r—1) ersten Derivirten iiberall eindeutig ist. Nehmen
H,H' H® in & der Reihe nach die Werthe 2,2, A%
und in &, beziiglich 4,, X,  A*—" an, so lidsst sich ein Integral
der Gleichung ¢(7) = O bestimmen, das sammt seinen (r—1)
ersten Devirten in § und &, diese Werthe besitzt, da wegen der
Voraussetzung, dass die Determinante A(U,,U, ... U,—;) weder
in #; noch innerhalb x; 2, Null sei, auch die des hiebei aufzu-
losenden Gleichungssystems nicht versehwinden kann.

Setzt man nun

H—v = ¢
so wird

& ol
/C Q(H)dwx —/ Q(n) dor =
/& &1
/ Q(¢) dz + S‘ f Q™) ¢ d

7——1

e )—Q(n)]|de =

Wendet man auf den Ausdruck unter dem zweiten Integral-
zeichen die Formel:!

1A S 2
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®p® — (™)@ —1) “) G L, (— 1 )P upOte)
1o = (oM)W . 4 (—1) (v (o= g (— 1P unOte

an, so erhilt man

B & 9'( ®) K\ d [, & Q%)
LB (®) = (=1 (— 1) 1< >d—x(CW)

&* o
+.”+W(CQ<YI ),

und daher, wenn man beriicksichtigt, dass ¢, ¢ (&0 in a,
und 2, verschwinden:

f [Z 9'(na>)cm do = f ( 1y ‘ILQ'(”“))} dz =

:fﬂC(,o(n)dw =0,
g2
da ¢(n) = 0 ist. Somit ist

f QHdw = f Qo) da + / Q(8)da.

Das zweite Integral bedeutet hiebei die IL Variation, die
das vorgelegte erfihrt, wenn man y,¢’ 3= im Intervalle
x,&, und & 2, unverdndert ldsst, hingegen auf der Strecke & &,
beziiglich um ¢, ¢ ¢0—1) gndert.

XV.

Ist daher £ irgend eine Stelle zwischen & und &,, so hat man,
wenn man mit 7 und ¢ die den fritheren Grossen » und ¢ in XIV
entsprechenden bezeichnet, analog:

f TQ(H) — (7)) de = f @) da
3 &

Dabher ist:

d

3 Q(H) —o@)]de = (9. _:

=a, E(n)Z(n—-l)’
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da in € die C_, ¢ ¢—1) yerschwinden. Je nachdem also a4, 20
ist, nimmt der Ausdruck

/ () — (7 da

&

zu oder ab, wenn £ von & gegen &, wichst. Man hat also:

& &
f Q(H)dxz/ Q(n)de,
3 &

oFf
Ty oym > 0

je nachdem

ist. Aus dieser Bemerkung folgt:

Verschwindet A(Uj, U, ... U,—1) weder in 2, noch innerhalb
x,2y, 80 bewirkt jede Variation des y, die sammt ihren (22—1)
ersten Derivirten innerhalb und an den Grenzen von a,, iiberall
stetig ist, eine mit «, gleichbezeichnete zweite Variation des
Integrals.

Macht nun die Variation H an den Stellen &,&, £, end-
liche Unstetigkeitsspriinge, so ist hienach, wenn A(Uj, U ... U,—)
innerhalb @, nicht verschwindet und man mit », das Integral
von ¢(z) = O bezeichnet, fiir welches in &, und &, ;:

H=xn H =21y H=1) — (1)

ist, wenn &, und &, beziiglich fiir 2) und », gesetzt werden,

[Teuniz 3 [P ewd,
o oY &

ot
g
By dy® =

je nachdem

ist.

Denn bezeichnet man mit 7, das Integral von ¢(z) =0,
welches in x, sammt seinen (»—1) ersten Derivirten ver-
schwindet und wofiir in &,:

Tp = W, Tk = 70 = =Y
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ist, so erhélt man nach

£ g 3
f Q (n,) dow + f Q(n))dw Z f Q%) dw
T & Ty

123 | €
f Q%) da + f Qo [0

f "0 (%) doe + f "o (n,)dax 2 0
Ty €

je nachdem
'c)zf
aJ(n) By () § 0
ist. Daher ist

Z_/ " (m)de
k=0 EI;

und folglich auch

f “Q(H)de 20,
je nachdem
of
3y 3y™ s0
ist.

Diese Betrachtungen behalten offenbar auch ihre Giltigkeit,
wenn H® ... H®»—1) zwar unendlich viele Unstetigkeitspunkte
innerhalb @, #, besitzen, dieselben aber eine Punktmenge I. Gat-
tung oder, wie man sich auch ausdriickt, eine discrete Mannig-
faltigkeit bilden.

Das Ergebniss der gesammten Untersuchungen ldsst sich
sonach in den Satz zusammenfassen:

Ertheilt man im Integrale

6
f@,yy y")de,

a
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wo y,4 y™Danden Grenzen « und b feste Werthe an-
nehmen sollen, diesen Grossen Variationen »,%'... n*1,
die an und innerhalb der Grenzen iiberall stetig sind,
wihrend »® 71 daselbst eine discrete Mannig-
faltigkeit von Unstetigkeitspunkten besitzen diirfen,
so sind die simmtlichen zugehdrigen zweiten Varia-
tionen des Integrals dann und nur dann von Null ver-
schieden und gleichbezeichnet, wenndie Determinante
des einer Grenze conjugirten Integralsystems weder
an der anderen Grenze noch innerhalb beider Grenzen
verschwindet.

Wird diese Determinante innerhalb der Grenzen
Nuall, so bestehen Variationen mit entgegengesetztem
Vorzeichen; ist sie nicht innerhalb der Grenzen, aber
an der oberen Grenze Null, so sind alle Variationen
gleichbezeichnet, aber nicht mehr alle von Null ver-
schieden.
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