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Zur Invariantentheorie der Liniengeometrie
von

E m il W aelsch ,
A ssisten t an  d er  k. k. deutsch, techn. H ochschule in  Prag.

(Vorgelegt in der Sitzung am 5. December 1 8 8 9 .)

Nach H erm ann G rassm ann  kann man die Liniencoordi- 
natenpÄ. einer Geraden symbolischer p {pk — —p kp i setzen. Wenn 
man diese Symbole in einige bekannte liniengeometrische 
invariante Bildungen einführt, 1 so sieht man, dass sich diese 
Invarianten aus Factoren zusammensetzen, die in Bezug auf die 
Symbole linear sind, also aus Factoren wie

P\^ \

wobei die £,• Ebenencoordinaten sind. Daher werden diese Ele- 
mentarfactoren für sich invariant sein und z. B. die p  contra- 
gredient den £.

Von diesen Erwägungen ausgehend, wild man auch lineare 
und höhere Complexe symbolisiren, das Verhalten der Symbole 
bei linearer Transformation untersuchen, dann invariante 
Elementarausdrücke bilden und aus diesen durch Aggregation 
alle Invarianten. Dies auszuführen und einige Anwendungen zu 
geben, ist die Absicht der vorliegenden Arbeit.

1. D ie  S ym b ole .

Sind y( die Coordinaten zweier Punkte, rti (i =  1 ,2 ,3 ,4 )  
die Coordinaten zweier Ebenen einer Geraden, so sind bekanntlich 
die S t r a h l e n c o o r d i n a t e n  dieser Geraden die sechs Grössen 
p ik — oc^k— oßkyi, welche mit den A x e n c o o r d i n a t e n  
Tcih — Eirlk— tkrn durch die Relationen p Z3 — p7r14, p 3l — p7r24. 
verbunden sind. Es ist p ik —  — pki, nik =  — nrw.

3 Z. B. in die Formeln, welche Herr P ii a c h ableitet in seiner Abhand­
lung: Zur Theorie der linearen Complexe. Cielle’s Journal. Bd. 75. S. 106.

©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at



Zur Invariantentheorie der Liniengeometrie. 1529

Man kann statt dieser Coordinaten S y m b o l e  dadurch ein­
führen, dass man setzt

Pik =  PiPu — — php» PiPi =  0

71 ̂  --  TT,•Kjc — Kfc TT,-, T V   0

Die pi  mögen Strahlensymbole, die tc£ Axensymbole heissen.1 

Ist 'ZcikKik =  0 oder ^ ihpik ■=. 0, wobei c23 =  u. s. w. die 
Gleichung eines linearen Complexes, so heissen die cilt oder 
die Coordinaten desselben. Man kann wieder setzen

î/c — CiC/c — CM, yik -— 7r/h — Hkli •

Da 2 c,-cÄ7r,-7rA =  2 c,-7r,-CA7rÄ =: y  (crc)2, so übergeht die Com- 

plexgleichung in

(ctt)2 ~  0 oder ( jp) z =  0 .

Kommen in einer Form die Linien- oder Complexcoordinaten 
in höherem Grade vor, so wird man, um Mehrdeutigkeiten zu ver­
meiden, so viele Symbolreihen p z n p x z= pz . n =r tt1 =  7ra. . . 
einführen; als dieser Grad beträgt.

2. L i n e a r e  Tr a n s f o r ma t i o n .

Der Raum der Punkte x  werde der linearen Transformation

x'i ■=. (uix') 1)

unterworfen. Dann sind die Coordinaten der transformirten Ge­
raden

pb =  u ' x . ahy— ct}y. aJ‘x  —  2 a* a* p \p v.K [J.

also

Pik =  p'ip'u — («*'p) (*hp)  • 2)

i Auch die Determinanten, welche Coordinaten eines Elementar- 
gebildes in einem beliebigen linearen Raume sind (s. C le b  s c h , Uber eine 
Fundamentalaufgabe der Invarianttheorie. Math. Annal. Bd. 5), kann man 
symbolisch einem Producte desselben Grades gleichsetzen. Man gelangt 
dann zur G ras sin an n ’schen Bestimmungsweise der Raumgebilde.
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1530 E. Wa e l s c h ,

Ist nun die Form F(pi/c) bei der Transformation 1) invariant, 
so ist F(j/a)  — F(p ip i ) =  F ((«*p) («*>)) =  cF(p ik); wendet man 
daher auf F ( p fik) die Substitution

p!i ~  a*p
an, so gelangt man zur transformirten Form. Daher folgt:

D ie  Symbol e / ? ,  c s i nd  c o g r e d i e n t  den Co o r d i n a t e n  
x  und daher  c o n t r a g r e d i e n t  den u n t e r e i n a n d e r  cogre-  
di e nt e n  n, 7, £.

Demnach werden symbolische Ausdrücke wie:

(pri), (pC), (an), (a?7); (p Y p Y I  ( p ' p ^ x ) ,  ( y n h )  u. s. w.

bei linearer Transformation invariant sein. Durch Aggregation 
dieser Ausdrücke erhält man dann invariante Bildungen, unter 
welchen die wichtigsten diejenigen sein werden, bei welchen die 
Symbole in solchen Graden Vorkommen, dass das Aggregat un­
symbolische Bedeutung hat.

So sind z. B. (cy)z, (cx).(cy)  Invarianten des linearen Com- 
plexes. Die erste verschwindet, wenn der Complex singulär wird, 
die letztere gibt annulirt die durch den Complex bestimmte Reci- 
procität.

3. B i l d f o r me n  z we i t er  Ordnung.

Die invariante Form F(cilc, yih) p ik) nik)} welche jede Symbol­
reihe der Complexform c quadratisch enthält, ist auch dann eine in­
variante Bildung, wenn man in dem System der gegebenen Formen 
statt des Complexes die quadratische Form (c£)z einführt, 
ebenso statt der Symbole 7, p} n die Symbole der quadratischen 
Formen (7# )2, (p£)z, (rc#)2. lässt sich jede liniengeometrische 
invariante Bildung eines Systems, in welchem lineare Complexe 
Vorkommen, in einem System deuten, in welchem statt dieser 
Complexe und der Liniencoordinaten Formen zweiter Ordnung, 
die Bi ldformen,  auftreten.

Jede Invariante des letzteren Systems ist aber ein Aggregat 
bloss der oben angegebenen symbolischen Elementarausdrücke. 
Man erhäl t  daher durch A g g r e g a t i o n  d i e s e r  E l e m e n ­
t a r a u s d r ü c k e  auch al l e  l i n i e n g e o m e t r i s c h e n  I n v a ­
r i a n t e n  des  g e g e b e n e n  S y s t e ms .
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B e i s p i e l :  Jede Invariante des Complexes (7p ) % =  0, welche 
bloss von den 7 abhängt, ist das Bild einer Invariante der Fläche 
(7x ) z =2 0, also ist nur das Bild ihrer einzigen Invariante 
(yi*y27 3<y4)2 zu wählen; da nun (s. Art. 5)

3(7' 7 27374)2 — _  ((C7)2) 2, so besitzt der lineare Complex nur 

die Invariante (C7) 2.

4. C o m p l e x e  raten Grades .

Im II. Bande der Math. Annalen hat C l e b s c h 1 gezeigt, 
dass jeder Complex raten Grades symbolisch dargestellt werden 
kann als Potenz eines linearen Complexes. Ist

C  2 • • • f t  i k  • f t  im  —  0

die Complexgleichung, so kann mau ja symbolisch setzen

C ik ,  Im  —  ^ i k  • @ lm  ■

worauf C =  (2 cik Kik)n wird.
Für unsere Zwecke ist es nicht nöthig, auf die dort weiter­

hin eingeführte Normalform einzugehen; wir bilden eine neue 
symbolische Form, indem wir symbolische Linien- und Complex- 
coordinaten einführen. Es wird

2” . c = ( ( c n y y .

Demnach sind

(cn)Zn =  0 und (7p)Zn zu 0

die symbolischen Complexgleichungen. Auch hier treten im Sinne 
des vorigen Artikels an Stelle des gegebenen Complexes die 
Bildformen 2ra*er Ordnung, respective 2rater Classe (c£)Zn und 
(yx)Zn, so dass also der dort angegebene Satz auch gilt, wenn 
das System Complexe höheren Grades enthält.

5. I dent i tä t en .

a) In der Identität 

(bcd£)(ax) — (acd£) (bx) +  (abdQ (ex) — (abcZ)(dx) +  (abcd)(£x) =  0 1 )

Zur Invariantentheorie der Liniengeometrie. 1531

1 Über die P lü c k e r ’schen Complexe, S. 1. Siehe auch Salmon F ie d ­
le r , Raumgeometrie. II. S. 503,
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1532 E. W a e l s c h ,

führe man dadurch Complexsymbole ein, dass man setzt: 
a — 7 1, b — y *, c ■= y z, d =  y2; 

dann erhält man, da ym .y n  =  —7 /1 . 7m, die Identität:

2 (yzy zy 1E)(yxx ) + 2 ( j / - y ly zO ( y zx ) = ( y ' l y l y zy z) (£a?).

Nun ist

(777; ö  =  ^7ä 73 (71 £4—7l £1) — ■ =  'ZciCk{ii£k-''j'k^ =  n'-c£>— c$.cy'f

also
(777^ ) — %cy' -c£, ci )

daher übergeht die letzte Identität in

Cc1.c 17 2. 7 2a? +  £c2.c 27 1 . 7 *0: = : ---- (c^ 2)2 (£a?). I)

Sind die Complexe 1) und 2) identisch, so erhält man

Ec. c y . 7#  — —  (C7)2. Ex. II)

b)  Setzt man in der Identität 1)

b —  c1, c — cz. d — c3, Z, — x,  a — y

x  — den Unterdeterminanten der Matrix \ cxczc3\) so erhält man 
unter Benützung von 2)

— (x c l c z c 3) ( y c i cz c 3) ~  (y c z c3x ) c 27 * . 7 1 c 3 +  (;i/c3c 1# ) c 37 2 . y z c l +

+  {ycxczx ) c yy3. y 3cz,

oder bei G leichwertigkeit der Symbole auf der rechten Seite:

— (xc1 cz c3) (ycx cz c3) — ‘6(yci czx)  c1 y . 7c2 =  3(ci czxy)  . c ly . 7c2

und hieraus, indem man rechts die Formel II) und dann 2) 
benützt:

(cicz c3x)  (ciczc3y ) rz (C7)2. y x . 7y . III)

Setzt man hierin x  — y — c4, so folgt für einen linearen 
Complex

(1ciczc3cll) z — - |-(c7)4 — (7 1727374)2 3)
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und für Liniencoordinaten:

(^ ip 2̂ 3̂ 4)2 __ 1 **^ 3  ^ 2  _  2 4  |p ik | = ^ - ( p n y  =

-  SHPtsPit+PsiPn+PuPsiY
c )  Aus

( c W ^ X ^ ^ X c V c V )  =  (cV cV )2̂ 1̂ 3?4)

folgt nach der Formel 3 ) hei Gleichwertigkeit der Sym­
bole c :

1 ö e ^ c ^ c ^ . ^ S V c V c * )  =  (c7) * ( ^ ^ 8^ ). 4)

Hiezu

4 c1£1.c2£2.c3£3(c1c2c3a71) z=: (c7)2.7 1*r1.(C1C2C37 1)> 5 )

c1^1 • c2 2̂(c1c2a7/a?2) =: 7 *a71. ■y2a?2(7172£1£2); 6)

die beiden letzten Formeln folgen aus 5 ) durch ein- und zwei­
malige Anwendung von Substitutionen wie £*■ =  7^.7# und deren

Umkehrung —  —  ( c y )z =  f,-(c£), wie letztere sich aus II) ergibt,

wenn man dort £ =  yj, zz 7̂ . 70? setzt.
Durch Anwendung der Formel 2 ) erhält man

2 (7£1£*£3) 7a? — _ | cca7]. |£i£*£3| _  _ 2  ± ( c£ 1.c£2 . ^ 3)

also

(£I£2£37) . 7a? — c^ .c^ .a j^  +  c^ .c^ .iP ^  +  cC1. ^ 2. ^ 3. 7)

Ferner

(£1£27172) 71a7. 7*37 r= (£2a72. ^a?1— ^a?2.^a?1) +  £*0. c£2.a;17 .7a:2, 8)

wie aus 7) für £;• =: 7?. 7a? unter Anwendung von II) folgt.

6. D er l i near e  Complex .

Derselbe hat die Gleichung (c n )z =r 0  oder (7p ) z ■=. 0  die 
Invariante (C7)2. Die Gleichungen c ^ .c n  =r 0 , 737.7y  =  0  geben 
eine Polarbeziehung, welche das mit dem Complex verbundene 
Nullsystem darstellt.
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1534  E. W a e l s c h ,

Nach Formel III) des vorigen Artikels ist

Y  (ci ) l l x -"/y — (cxcl c3x ) ( c x czc3y)

Y  (cy)z cE.cv =  (7 17 z73£)(7 17273vj) .

Für die Bildform (7x ) 1 hat man daher

Y  (cy)z( j x ) % ■= (c[ czc3x ) z .

Die Gleichung der Fläche {ci ct c3x ) % =: 0 in Ebenencoordi- 
naten ist (c£)2 =  0, also identisch mit der der anderen Bild-

3
fläche. Ihre Invariante ist (c1c2c3c4)2 r= -^-((hO2)2; was in Art. 3

ergab, dass (cy)z die einzige Invariante des Complexes ist.
Bezeichnet man für den Augenblick mit x  die Nullebene 

des Punktes x , mit f  den Nullpunkt der Ebene E, so hat man für 
die Coordinaten

i i  =  c^ .c i .  x i — y x . y i .

Dann folgen aus den Gleichungen 4), 5), 6), Art. 5 und 
ihren dualistischen die Relationen 1 zwischen den Coordinaten 
von 4 Punkten und ihren Nullebenen:

1 6 ( & £ $ )  =  O y )4 ( £ r ,p )

4 (f?5Ca?) =  (cy)z(Er]Cx)
(i-nxy) =  (Er,xy) 

u. s. w.

7. Dr e i  l i n e a r e  Co mpl ex e  

haben die covarianten Flächen

x y 1.7 lcz. c273 . y 3x  z= 0,
Ec1 . c1y z . y z c3 .c3E — 0.

1 Vergl. P a s c h , 1. c. §. 4.
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Es ist dies die Fläche zweiten Grades, welche von den ge­
meinsamen Complexstrahlcn der Complexe gebildet wird. Denn 
es sind

^ =  xyK y j ,  =  x y 3.yj

die Coordinaten der Nullebene des Punktes x  bezüglich der
Complexe 1) und 3), wenn sich diese Ebenen in einem Strahl
des Complexes 2) schneiden sollen, muss nach Art. 6 Ecz.c zE! 0
sein.

Um die Aufgabe zu lösen, d ie  Co mp l e x e  zu b es t i mmen,  
w e l c h e  d i e  R e g e l s c h a a r e n  e i ner  F l ä c h e  Fz =  (ax )z =  0 
ent ha l t en ,  bemerken wir, dass in dem Büschel zweier bezüg­
lich Fz zu einander polarer Coplexe c, d  sich zwei Complexe der 
verlangten Eigenschaft vorfinden.

Die Gleichung (aßE;n)(aß^r/) =  0 vermittelt die zu F% ge­
hörige Polarbeziehung zwischen den Geraden, es ist daher

d =  ac .cß .cp .pa ■= 0 ;

hieraus die Symbole
y[ =  a c . &i

des Complexes d  und mit Hilfe der Formel 2) des Art. 5 

d  =  ^ ( a ß y y ) a p . p ß .

Setzt man hierin y =  y', so erhält man den Polarcomplex 
d' von d:

d ! =  y  ( aß§e )ap .a ß . de. cz =: ^  (aß§s)z(ppcc) =zA.C.

Der Complex des Büschels \C + C '  =  0 hat daher als Polare 
den Complex lC r+ A . C = 0 \  sollen beide Complexe identisch 
sein, so folgt A2 =  A. Daher:

Die Regelschaaren der Fläche (ax)z —  0 sind enthalten in 
den linearen Complexen:

z t  \ / A(yp)z +  a c . c ß .ß p .p a  =  0, 

worin (yp)z =  0 beliebiger Complex und A — | ailc\. 1

Zur Invariantentheorie der Liniengeometrie. 1535

i Vergl. G ord an , Über eine das Hyperboloid betr. Aufg. Schlö- 
milch’s Zeitschr. Bd. 13. S. 59 und P a sc h , 1. c. §. 8 u. 11.
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8. Ü b e r t r a g u n g s p r i n c i p  für  l i n e a r e  Complexe .

Genügt die Ebene £ der Gleichung

£c1. c17 2 . 7 2 c3 . c3£ =  0 ,

so liegen nach Obigem ihre Nullpunkte bezüglich der drei Com­
plexe 1 , 2, 3 in einer Geraden. In der That übergeht der linke 
Ausdruck in die Determinante der Coordinaten der Nullpunkte 
der Ebene =  0, wenn =  £2 =  £3 =  0 gesetzt wird.

Man weiss nun nach C l e b s c h  (Crelle’s Journ. Bd. 59), dass 
sich jede Invariante J  von ^-Punkten einer Ebene durch die De­
terminanten (ikl) der Coordinaten von je drei dieser Punkte 
rational und ganz ausdrücken lässt. Setzt man dann für die De­
terminante {ikl) den Ausdruck

{ikl) =. Zc* .ciyk . y Jtcl 
so erhält man eine covariante Fläche des Systems der linearen 
Complexe; jede Tangentialebene derselben besitzt bezüglich der 
Complex k Nullpunkte, für welche J  — 0 ist.

Ebenso gelten die dualen Betrachtungen.
Be i s p i e l :  Sollen sechs Punkte auf einem Kegelschnitt 

liegen, so muss 1

(123) (345) (561) (246) =  (456) (612) (234) (513); 
man erhält demnach eine Fläche achter Classe, deren Tangen­
tialebenen bezüglich der 6 Complexe 6 auf einem Kegelschnitt 
liegende Nullpunkte haben.

Soll dies für jede Ebene der Fall sein, so mü s s e n  die  
Compl exe  p a a r w e i s e  in I n v o l u t i o n  l i egen .  Denn ent­
hält die Ebene einen gemeinsamen Strahl der Complexe 1, 2, 3, 
so muss der Kegelschnitt zerfallen, und daher muss in der Ebene 
ein gemeinsamer Strahl der Complexe 4, 5, 6 liegen; überein­
stimmend, wird, wenn die Ebene der Fläche (123) genügt, auch 
einer der in der letzten Gleichung rechts stehenden Factoren ver­
schwinden, und zwar der Factor (456), weil sonst die Complexe 
von einander abhängig wären. Die Complexbündel (1, 2, 3) und 
(4, 5, 6) liefern daher die beiden Scbaaren einer und derselben Fz:

1 S. H u n y a d y , Über die verschiedenen Formen der Bedingung, 
-welche ausdrückt, dass sechs Punkte auf einem Kegelschnitt liegen. Crelles, 
Journ. Bd. 83. S. 76.
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die Complexe des ersten Bündels sind mit denen des zweiten in 
Involution.

Es ist in der That bekannt, dass die Nullpunkte einer Ebene 
bezüglich eines K le in ’schen Systems von 6 Fundamentalcom- 
plexen auf einem Kegelschnitt liegen.

Es erwächst hier die Aufgabe, aus dem identischen Ver­
schwinden der Covariante achter Classe, das Verschwinden der 
15 Invarianten (y'c*)2 nachzuweisen.

9. A l l g e m e i n e s  Ü b e r t r a g u n g s p r i n c i p .

Jede Invariante J  im ternären Gebiete ist ein Aggregat von 
Determinanten dritten Grades, und man kann dieselbe auf­
fassen als Invariante J'  eines Systems linearer Formen indem 
man die G leichwertigkeit der Symbole aufhebt. Ersetzt man 
dann die Determinanten durch Ausdrücke von der Form 
i . c17 2. 7 2c3 . so erhält man nach dem letzten Artikel die­
jenige Covariante eines Systems linearer Complexe, deren Tan­
gentialebenen eine Gruppe von Nullpunkten mit der Invariante 
J'  — 0 haben. Lässt man die linearen Complexe, welche von 
gleichwerthigen ternären Symbolen herrühren, wieder zusammen­
fallen, so gelangt man zu Covarianten auch von Systemen mit 
Complexen höherer Ordnung. Ebenso gelangt man dual zu covari­
anten Flächen, welche Ort des Punktes sind, dessen Complex- 
kegel gegebene invariante Eigenschaften haben.

Enthält die invariante i Determinanten dritten Grades, so 
folgt:

E b e n e n )  , Cu r v e n )  .. ,Die „  . A }, deren  Co mpl ex -  Tr , > b e z ü g l i c h
P u n k t e ) ’ r  K e g e l  J

e i ner  A n z a h l  von Co mp l e x e n  b e l i e b i g e n  Gr a d e s  eine
E i g e n s c h a f t  h a be n ,  w e l c h e  durch das  V e r s c h w i n d e n
ei ner  I n v a r i a n t e  vom G e w i c h t e  i a u s g e d r ü c k t  i s t ,  i s t

e i ne  F l ä c h e  2 i ^  ^ a s s e  | .  nk c]ev Q.rad des Com-
0 rdnung )

plexes Ck und gh der Grad der Invariante in den Coefficienten der 
entsprechenden ternären Form, so ist
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1538 E. W a e l s c h ,

lich eines Complexes raten Grades eine Eigenschaft hat, welche 
durch das Verschwinden einer Invariante </teü Grades aus­

gedrückt ist, liegen auf einer Fläche der j ;

ein Resultat, welches bei Cl e b s c h  (Math. Ann. Bd. 5) erst durch
gn

Ausscheidung eines Factors (x'£)z gewonnen werden konnte.
B e i s p i e l e :  Die Discriminante einer ebenen Curve ist vom 

Grade 3(ra— 1)*, daher ist Ordnung und Classe der Singularitäten­
fläche eines Complexes raten Grades =  2ra(ra —l ) 2.

Für den Complex zweiten Grades (c7t)4 =  0 ist ihre Gleichung

in Ebenencoordinaten (Ec1 . c l y .ycz ,czc)z ■= 0, 
in Punktcoordinaten (oo7 1. 7 1 c . cyz . y zx ) z — 0.

Für die Tactinvariante zweier ebenen Curven rater und ?ratev 
Ordnung ist i == n . m ( n + m — 2). Daher ist Ordnung und Classe 
der Brennfläche der Schnittcongruenz zweier Complexe raten und 
mten Grades =  2ram(ra+?ra— 2). Ihre Gleichungen sind darstellbar, 
wenn die Tactinvariante bekannt ist.

Ist m =  1, so hat man die Bedingung der Berührung einer 
Geraden mit einer Curve rater Ordnung zu nehmen, also die 
Liniencoordinatengleichung der Curve. Diese erhält man, indem 
man in der Discriminante der binären Form rater Ordnung für 
(a/3) den Ausdruck (a/3£) setzt. Setzt man also in diese Discri­
minante ein; a77. 7 c.cg.ga?, so erhält man die Gleichung der 
Brennfläche des Schnittes des linearen Complexes g und eines 
Complexes raten Grades.

Ist hier ra =  2, so hat man als Gleichung der Kumme r’- 
Brennfläche (3 7 . 7c . cg. ga?)2 == 0.

Für ra =  3 folgt als Gleichung der Brennfläche:

(377. 7 c . c g . ga?)2. (3771 .7  V . c*g. ga?)2. (a?7 1.7 1c.cg. ga?) (377. 7 c . c g . 73?) =  0 .

Ist g ein singulärer Complex, so erhält man die Gleichung 
der Complexfläche für den gegebenen Complex raten Grades.

Für die Invariante, deren Verschwinden aussagt, dass sich 
drei Curven der Ordnung ra, m, p  in einem Punkte schneiden, ist

S p e c ie l l :  Die J , deren Complex- |  bezüg­
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Zur Invariantentheorie der Liniengeometrie. 1539

i — n . m . r ; daher ist Ordnung und Classe der von den gemein­
samen Strahlen dreier Complexe der Ordnung n, m, p  gebildeten 
Regelfläche — 2 n . m . r .

Ist r *=z 1 , so hat man in die Resultante zweier binären 
Formen wter und Ordnung für (a/3) zu setzen: x y . y c . cg. g#, 
um zur Gleichung der Regelfläche zu gelangen. Für n ■= 2, 
m — r —  1 hat man so für die beiden linearen Complexe g, g':

( ^ • v g . g g ' . g V )2 == 0.

Für 11 — m — 2, r ■= 1 folgt:

(' x y . y c . cg. gx ) z ( x y ' . y ' d . c'g. qx) z— ((^7 . 7c ' . c'g. g#)2)* =: 0

u. s. w.

Es drängt sich hier eine Frage auf: Welche ternäre Inva­
rianten haben die Eigenschaft, dass die nach Obigem in ihnen 
ausgeführten Substitutionen

x y l . 7 1 c%. c%y A. y 3x
und

£c1 .c 17z. 7*c3. c3£

dieselbe Fläche liefern?
Bekanntlich ist dies der Fall für die Discriminante der 

ternären Form, da die Singularitätenfläche eines Complexes 
gleichzeitig Ort der singulären Punkte und Ebenen ist; für die 
Tactinvariante zweier Curven, da der Ort der Brennpunkte und 
der Brennebenen der Strahlen einer Congruenz identisch ist; für 
die Bedingung, dass sich drei Curven in einem Punkte schneiden, 
entsprechend der drei Complexen gemeinsamen Regelfläche.

Aber auch in Covarianten und ändern invarianten Bildungen 
des ternären Gebietes kann man die letzten Substitutionen aus- 
ftihren (vergl. G u n d e l f i n g e r ,  Math. Ann., Bd. 6), man erhält 
dann z. B. aus einer Covariante eine räumliche Zwischenform, 
welche jeder Ebene eine Fläche zuweist, die aus ihr die Covari­
ante der Complexcurve ausschneidet. Gewisse invariante Eigen­
schaften der Complexcurven können durch das identische Ver­
schwinden einer Covariante dargestellt sein; in diesem Falle 
wird man, wenn die Eigenschaft drei Bedingungen äquivalent
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ist, durch Übertragung zu einem Flächensystem gelangen, dessen 
Flächen die Ebenen der verlangten Eigenschaft berühren.

B e i s p i e l :  Soll ein Kegelschnitt (a£)2 rr 0 in einen doppelt­
gezählten Punkt ausarten, so muss (abce)2, identisch verschwinden. 
Man erhält durch die Substitution (^y.yc.ar) 2 ~  0 diejenige Be­
ziehung, welche jeder Ebene eine Fläche zuweist, die aus ihr 
den Complexkegelschnitt ausschneidet. Setzt man x t =  pi.p£,  so 
erhält man die Liniencoordinatengleichung dieses Kegelschnittes. 
Soll für ein £ diese Gleichung für jede Gerade p ik verschwinden, 
so erhält man: Die Ebenen, deren Complexkegelschnitt ein 
doppeltgezählter Punkt ist (die Doppeltangentialebenen der 
K um m er’schen Fläche), werden von allen Complexflächen be­
rührt. Ebenso kann man bei einem Complex raten Grades jeder 
Ebene eine Fläche c o v a r i a n t  so zuweisen, dass sich beide in 
der Complexcurve schneiden.
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