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Zur Invariantentheorie der Liniengeometrie
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Emil Waelsch,

Assistent an der k. k. deutsch. techn. Hochschule in Prag.

(Vorgelegt in der Sitzung am 5. December 1889.)

Nach Hermann Grassmann kann man die Liniencoordi-
naten p,; einer Geraden symbolisch— p;p, = —p;p, setzen. Wenn
man diese Symbole in einige bekannte liniengeometrische
invariante Bildungen einfiihrt,! so sieht man, dass sich diese
Invarianten aus Factoren zusammensetzen, die in Bezug auf die
Symbole linear sind, also aus Factoren wie

Pi& +P6 P36 pibys
wobei die £; Ebenencoordinaten sind. Daher werden diese Ele-
mentarfactoren fiir sich invariant sein und z. B. die p contra-
gredient den &

Von diesen Erwiigungen ausgehend, wird man auch lineare
und héhere Complexe symbolisiren, das Verhalten der Symbole
bei linearer Transformation untersuchen, dann invariante
Elementarausdriicke bilden und aus diesen durch Aggregation
alle Invarianten. Dies auszufithren und einige Anwendungen zu
geben, ist die Absicht der vorliegenden Arbeit.

1. Die Symbole.

Sind @;, y, die Coordinaten zweier Punkte, &, v, ({ = 1,2, 3,4)
die Coordinaten zweier Ebenen einer Geraden,so sind bekanntlich
die Strahlencoordinaten dieser Geraden die sechs Grissen
Pa = ®yp—ay;, welche mit den Axencoordinaten
7y = &mp—E&m; durch die Relationen p,, = pr,,, py, = prry,-
verbunden sind. Es ist ps = —pp, g = —mu

1 Z.B. in die Formeln, welche Herr Pasch ableitet in seiner Abhand-
lung : Zur Theorie der linearen Complexe. Crelle’s Journal. Bd. 75. S. 106.
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Man kann statt dieser Coordinaten Symbole dadurch ein-
fithren, dass man setzt

P = Pipr = —PiPsy pipi =0
g = mny, = —mmy, o, =0
Die p; mogen Strahlensymbole, die =, Axensymbole heissen.!
Ist Seymy = 0 oder Zygp; = 0, wobei c¢,; = py,, u. s. w. die
Gleichung eines linearen Complexes, so heissen die ¢, oder v,
die Coordinaten desselben, Man kann wieder setzen

Cip = CiCr = — CiC;y Vi == YY1 — —YiYi+

Da Zc,cpmimy, = Semcpmy — —;— (em)?, so iibergeht die Com-

plexgleichung in
1 f— O d . 1 2 —

Kommen in einer Form die Linien- oder Complexcoordinaten
in hoherem Grade vor, so wird man, um Mehrdeutigkeiten zu ver-
meiden, so viele Symbolreihen p = p! =p*. ., =a'=nr?. ..
einfithren, als dieser Grad betrigt.

2. Lineare Transformation.
Der Raum der Punkte 2 werde der linearen Transformation
x; = (a'x) 1)
unterworfen. Dann sind die Coordinaten der transformirten Ge-
raden
P = @'w.aty—aty. e = Tajat pip,
also

Pin = piph = («'p) («p)- 2)

1 Auch die Determinanten, welche Coordinaten eines Elementar-

gebildes in einem beliebigen linearen Raume sind (s. Clebsch, Uber eine

TFundamentalaufgabe der Invarianttheorie. Math. Annal. Bd. 5), kann man

symbolisch einem Producte desselben Grades gleichsetzen. Man gelangt
dann zur Grassmann’schen Bestimmungsweise der Raumgebilde.
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Ist nun die Form F(p,) bei der Transformation 1) invariant,
so ist F(pl) = F(pipi) = F((«’p)(«*p)) = ¢F(pa); wendet man
daher auf F(pl;) die Substitution

pr=dip

an, so gelangt man zur transformirten Form. Daher folgt:
Die Symbole p,c sind cogredient den Coordinaten
aund daher contragredient den untereinander cogre-

dienten x, v, &
Demnach werden symbolische Ausdriicke wie:

=), (o) (E), (@), (@), (P'pp™), (p'plea), (yrkn) w.s. w.
bei linearer Transformation invariant sein. Durch Aggregation
dieser Ausdriicke erhdlt man dann invariante Bildungen, unter
welchen die wichtigsten diejenigen sein werden, bei welchen die
Symbole in solchen Graden vorkommen, dass das Aggregat un-
symbolische Bedeutung hat.

So sind z. B. (¢y)% (ew).(cy) Invarianten des linearen Com-
plexes. Die erste versehwindet, wenn der Complex singuldr wird,
die letztere gibt annulirt die durch den Complex bestimmte Reci-
procitét.

3. Bildformen zweiter Ordnung.

Die invariante Form F(cy, 7, pa, ©a), welche jede Symbol-
reihe der Complexform ¢ quadratisch enthilt, ist auch dann eine in-
variante Bildung, wenn man in dem System der gegebenen Formen
statt des Complexes die quadratische Form (¢é)?* einfiihrt,
ebenso statt der Symbole ¢, p, = die Symbole der quadratischen
Formen (ya)?, (p)?, (ma)* So ldsst sich jede liniengeometrische
invariante Bildung eines Systems, in welchem lineare Complexe
vorkommen, in einem System deuten, in welchem statt dieser
Complexe und der Liniencoordinaten Formen zweiter Ordnung,
die Bildformen, auftreten.

Jede Invariante des letzteren Systems ist aber ein Aggregat
bloss der oben angegebenen symbolischen Elementarausdriicke.
Man erhidlt daher durch Aggregation dieser Elemen-
tarausdriicke auch alle liniengeometrischen Inva-
rianten des gegebenen Systems.
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Beispiel: Jede Invariante des Complexes (yp)* = 0, welche
bloss von den ¢ abhiingt, ist das Bild einer Invariante der Fliche
(y#)* = 0, also ist nur das Bild ihrer einzigen Invariante
(y'y*y39*)* zu withlen; da nun (s. Art. 5)

(Y y2y39h)E = g((cy)z)”, so besitzt der lineare Complex nur
die Invariante (cy)*.

4. Complexe nten Grades.

Im JI. Bande der Math. Annalen hat Clebsch?! gezeigt,
dass jeder Complex nten Grades symbolisch dargestellt werden
kann als Potenz eines linearen Complexes. Ist

CE zcik, m, + o T Tm — O
die Complexgleichung, so kann man ja symbolisch setzen
Cik, Im = Cit:» Cimm .
worauf €= (Zcymy)® wird.

Fiir unsere Zwecke ist es nicht ndthig, auf die dort weiter-
hin eingefihrte Normalform einzugehen; wir bilden eine neue
symbolische Form, indem wir symbolische Linien- und Complex-
coordinaten einfithren. Es wird

20 0= ((em)®)".
Demnach sind
(em)? = O mnd (yp)*» =0
die symbolischen Complexgleichungen. Auch hier treten im Sinne
des vorigen Artikels an Stelle des gegebenen Complexes die
Bildformen 2nter Ordnung, respective 2nter Classe (¢£)** und
(y@)*, so dass also der dort angegebene Satz auch gilt, wenn
das System Complexe hheren Grades enthilt,
5, Identitdten.

a) In der Identitit
(bedt) (ax) — (acdt) (ba) + (abdf) (ca) —(abet) (dz) + (abed) (§2) = O 1)

t {ber die Pliicker’schen Complexe, S. 1. Siehe auch Salmon Fied-
ler, Raumgeometrie. II. S. 503,
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fithre man dadurch Complexsymbole ein, dass man setzt:
a=9yhb=9,c=9,d=19%

dann erhélt man, da ym.yn = —yn.ym, die Identitiit:
201 (1) +2(5 1 ) ()= ) G,
Nun ist
'O =2nn4&—ni)— = Eaa(ib--viE) =~y ed—ck.cvy
also
(r77'€) = 2¢9' .65, 2)

daher iibergeht die letzte Identitit in
§c‘.c"y”.yzm+€cz.czy1.7'x:—%(0‘72)’(&). I
Sind die Complexe 1) und 2) identisch, so erhiilt man
fo.cp.qw = — & (o). m. II)

h) Setzt man in der Identitdt 1)
hb=c,c=ch. d=c% t=ux a=y

= den Unterdeterminanten der Matrix |c'c?c?|, so erhilt man
unter Beniitzung von 2)

—(xe'c? ) (yel et e®) = (yer ) Pyt .yt P+ (yed elw) 3 9% yR el +
+(ye'cPx)elyd. g3 e,

oder bei Gleichwerthigkeit der Symbole auf der rechten Seite:

—(zete?e®) (yele?ed) = B(yctc®x) cly.ye* = B (clctay).cly.yc?

und hieraus, indem man rechts die Formel II) und dann 2)
beniitzt:

3
(c'ec*x) (el y) = < (c)* 2.7y III)

Setzt man hierin @ — y = ¢*, so folgt fiir einen linearen
Complex

(elercet)* = 5 (en)* = (') )
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und fiir Liniencoordinaten:
<plp2p3pl})2 f— (n1n2n3na>2 — 24|pbk| — % (pn.)fl —

= 24(py3 Pru+ P31 Pa3 +PiaPss)’
¢) Aus

(01020304) (£l£2€3 54) (cl 0263 04‘) — (ci 02 03 04)2(61 52 63 Elﬁ)

folgt nach der Formel 3) bei Gleichwerthigkeit der Sym-
bole ¢:

16¢18t. c*E% 383 e & (el P B e) = (oy)* (£1£2838%). 4)
Hiezu

48t P2 38 (cle*Pat) = (ey)t. ylal. (51828391, D)

OB = P ) 6)

die beiden letzten Formeln folgen aus 5) durch ein- und zwei-
malige Anwendung von Substitutionen wie &, = ;.2 und deren

Umkehrung—% (e7)* = c:(ct), wie letztere sich aus II) ergibt,

wenn man dort £ =, & = v,.ya setzt.
Durch Anwendung der Formel 2) erhilt man

29818283 gy = — |ccw] . |E1 €283 = —2 4= (c€'. cE® . 2EP)
also
(E1E7E39) .y = &% . 8% wll4-c83 . cbt bR 4okt of* 22 T)
Ferner
@yt yte.ylo = % (B2t Elo'—E'a? Eat) 48 et 'y 72 8)

wie aus 7) fir £ = y}.ye unter Anwendung von II) folgt.

6. Der lineare Complex.

Derselbe hat die Gleichung (¢x)* = 0 oder (yp)* =0 die
Invariante (¢y)®. Die Gleichungen ¢£.¢n = 0, y2.yy = O geben
eine Polarbeziehung, welche das mit dem Complex verbundene
Nullsystem darstellt.
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Nach Formel IIT) des vorigen Artikels ist

% (eNtya.qy = (c'Pc’w)(c'e*c’y)

3

5 (en)?ek.on = (VPO (' 9% n).
Fiir die Bildform (y2)* bat man daher

% (e9)?(y2)* = (c'c*c3a)?.

Die Gleichung der Fldche (¢!c?c3x)* =0 in Ebenencoordi-
naten ist (¢£)® = 0, also identisch mit der der anderen Bild-

fliche. Ihre Invariante ist (¢'c®c3c*)? = % ((e7)*)* was in Art. 3

ergab, dass (cy)? die einzige Invariante des Complexes ist.

Bezeichnet man fiir den Augenblick mit # die Nullebene
des Punktes «, mit € den Nullpunkt der Ebene ¢, so hat man fiir
die Coordinaten

o

& =ck.c; &= yx.y.

Dann folgen aus den Gleichungen 4), 5), 6), Art. 5 und
ihren dualistischen die Relationen ! zwischen den Coordinaten
von 4 Punkten und ihren Nullebenen:

16 (£7£8) = (ey)* (&ntS)
4 (Enla) = (cv)* (Entd)
(Eiwy) = (&ndh)
u. 8. w.

7. Drei lineare Complexe

haben die covarianten Flidchen

xyliyle?.c?yd 930 =0,
Eel.cty? y*e®. 3 = 0.

1 Vergl. Pasch, 1. c. §. 4.
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Es ist dies die Fliche zweiten Grades, welche von den ge-
meinsamen Complexstrahlen der Complexe gebildet wird. Denn
es sind

E=aylyl, & =ay’.9]
die Coordinaten der Nullebene des Punktes = beziiglich der
Complexe 1) und 3), wenn sich diese Ebenen in einem Strahl
des Complexes 2) schneiden sollen, muss nach Art. 6 éc*.¢% = 0
sein.

Um die Aufgabe zu losen, die Complexe zu bestimmen,
welche die Regelschaaren einer Fliche F, = (ax)* =0
enthalten, bemerken wir, dass in dem Biischel zweier beziig-
lich F, zu einander polarer Coplexe ¢, ¢’ sich zwei Complexe der
verlangten Eigenschaft vorfinden.

Die Gleichung («fén)(«fé'7") = O vermittelt die zu F, ge-
hirige Polarbeziehung zwischen den Geraden, es ist daher

¢ =ac.cB.cp.pa = 0;

hieraus die Symbole
V= ac.ay

des Complexes ¢/ und mit Hilfe der Formel 2) des Art. 5
1
¢! =5 («Pyy)ep - pB-

Setzt man hierin y = ¢, so erhilt man den Polarcomplex
¢’ von ¢’

' = % («Boc)ap.af.dc.cc = % % («Bd<)?*(ppec)=A.C.

Der Complex des Biischels AC+ €’ = 0 hat daher als Polare
den Complex AC’4-AC = 0; sollen beide Complexe identisch
sein, so folgt * — A. Daher:

Die Regelschaaren der Fliche («z)* = O sind enthalten in
den linearen Complexen:

=+ \/Z('yp)z—i-ac.cﬁ.ﬁp.pa =0,
worin (yp)? = O beliebiger Complex und A = |ay/.*

1 Vergl, Gordan, Uber eine das Hyperboloid betr, Aufg. Schls-
mileh’s Zeitschr, Bd. 18. S. 59 und Pasch, 1. ¢. § 8 u. 11.
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8. Ubertragungsprincip fiir lineare Complexe.

Geniigt die Ebene £ der Gleichung

Ecl.cly?. 9% .38 =0,

so liegen nach Obigem ihre Nullpunkte beziiglich der drei Com-
plexe 1,2, 3 in einer Geraden. In der That iibergeht der linke
Ausdruck in die Determinante der Coordinaten der Nullpunkte
der Ebene @, = 0, wenn § — &, — & — 0 gesetst wird,

Man weiss nun nach Clebsch (Crelle’s Journ. Bd. 59), dass
sich jede Invariante J von k-Punkten einer Ebene durch die De-
terminanten (¢kl) der Coordinaten von je drei dieser Punkte

rational und ganz ausdriicken ldsst. Setzt man dann fiir die De-
terminante (/47) den Ausdruck

(ikl) = &c'.ciy*. 9%l . k€,
so erhilt man eine covariante Fliche des Systems der linearen
Complexe; jede Tangentialebene derselben besitzt beziiglich der
Complex k& Nullpunkte, fiir welche J = 0 ist.

Ebenso gelten die dualen Betrachtungen.

Beispiel: Sollen sechs Punkte auf einem Kegelschnitt
liegen, so muss !

(123)(345)(561)(246) — (4566) (612)(234)(513);
man erhilt demnach eine Fliche achter Classe, deren Tangen-
tialebenen beziiglich der 6 Complexe 6 auf einem Kegelschnitt
liegende Nullpunkte haben.

Soll dies fiir jede I’bene der Fall sein, so miissen die
Complexe paarweise in Involution liegen. Denn ent-
hilt die Ebene einen gemeinsamen Strahl der Complexe 1, 2, 3,
so muss der Kegelschnitt zerfallen, und daher muss in der Ebene
ein gemeinsamer Strahl der Complexe 4, 5, 6 liegen; iiberein-
stimmend, wird, wenn die Ebene der Fliche (123) geniigt, auch
einer der in der letzten Gleichung rechts stehenden Factoren ver-
schwinden, und zwar der Factor (456), weil sonst die Complexe
von einander abhéingig wiren. Die Complexbiindel (1, 2, 3) und
(4,5, 6) liefern daher die beiden Schaaren einer und derselben F,:

1 8. Hunyady, Uber die verschiedenen Formen der Bedingung,
-welche ausdriickt, dass sechs Punkte auf einem Kegelschnitt liegen. Crelles,
Journ. Bd. 83. S. 76.
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die Complexe des ersten Biindels sind mit denen des zweiten in
Involution.

Es ist in der That bekannt, dass die Nullpunkte einer Ebene
beziiglich eines Klein’schen Systems von 6 Fundamentalcom-
plexen auf einem Kegelschnitt liegen.

Es erwichst hier die Aufgabe, aus dem identischen Ver-
schwinden der Covariante achter Classe, das Verschwinden der
15 Invarianten (y’c*)? nachzuweisen.

9. Allgemeines Ubertragungsprincip.

Jede Invariante J im terniren Gebiete ist ein Aggregat von
Determinanten dritten Grades, und man kann dieselbe auf-
fassen als Invariante J’' eines Systems linearer Formen indem
man die Gleichwerthigkeit der Symbole aufhebt. Ersetzt man
dann die Determinanten durch Ausdriicke von der Form
Ecl.cly?. 9%c3.¢%, so erhdlt man nach dem letzten Artikel die-
jenige Covariante eines Systems linearer Complexe, deren Tan-
gentialebenen eine Gruppe von Nullpunkten mit der Invariante
J' = 0 haben. Lisst man die linearen Complexe, welche von
gleichwerthigen terndren Symbolen herriihren, wieder znsammen-
fallen, so gelangt man zu Covarianten auch von Systemen mit
Complexen hherer Ordnuug. Ebenso gelangt man dual zu covari-
anten Flidchen, welche Ort des Punktes sind, dessen Complex-
kegel gegebene invariante Eigenschaften haben.

Enthélt die invariante i Determinanten dritten Grades, so
folgt:

DieEbenen Curven

Punkte Kegel
einer Anzahl von Complexen beliebigen Grades eine
Eigenschaft haben, welche durch das Verschwinden
einer Invariante vom Gewichte ¢ ausgedriickt ist, ist
eine Fldche 2iter Classe }; ist »* der Grad des Com-

Ordnung
plexes C* und ¢* der Grad der Invariante in den Coé&fficienten der
entsprechenden terniren Form, so ist

%; deren Complex- beziiglich

L
3

1=

Enkgk.
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Ebenen deren Complex- Curve
Punkte )’ P Kegel
lich eines Complexes nten Grades eine Eigenschaft hat, welche
durch das Verschwinden einer Invariante gten Grades aus-
Ordnung . 2ng

Classe % -3
ein Resultat, welches bei Clebsch (Math. Ann. Bd. 5) erst durch

Speciell: Die } beziig -

gedriickt ist, liegen auf einer Fliche der

g2
Ausscheidung eines Factors ()3 gewonnen werden konnte.

Beispiele: Die Diseriminante einer ebenen Curve ist vom
Grade 3(n—1)*% daherist Ordnung und Classe der Singularititen-
fliche eines Complexes nten Grades — 2n(n—1)%

Fiir den Complex zweiten Grades (¢x)*=0 ist ihre Gleichung

in Ebenencoordinaten (&c'.cly.qyc?.c*é)* =0,
in Punktcoordinaten (ay'.9!c.cy®.9%x)* = 0.

Fir die Tactinvariante zweier ebenen Curven nter und mter
Ordnung ist i = n.m(n+m—2). Daher ist Ordnung und Classe
der Brennfliche der Schnittcongruenz zweier Complexe ntm und
mten Grades = 2nm (n+m—2). Thre Gleichungen sind darstellbar,
wenn die Tactinvariante bekannt ist.

Ist m = 1, so hat man die Bedingung der Beriihrung einer
Geraden mit einer Curve nter Ordnung zu nehmen, also die
Liniencoordinatengleichung der Curve. Diese erhilt man, indem
man in der Discriminante der bindren Form nter Ordnung fiir
(«f) den Ausdruck («f€) setzt. Setzt man also in diese Discri-
minante ein: ay.yc.cq.gz, so erhidlt man die Gleichung der
Brennfliche des Schnittes des linearen Complexes g und eines
Complexes nten Grades.

Ist hier = 2, so hat man als Gleichung der Kummer'-
Brennfliche (ay.y¢.cg.g2)* = 0.

Fiir n —= 3 folgt als Gleichung der Brennfliche:

(@y.yc.cg.gu)t. (wyt.y'et. c'g. gx)®. (wylylecg. go) (2. yc. cg. y2) =O.

Ist g ein singuldrer Complex, so erhdlt man die Gleichung
der Complexfliche fiir den gegebenen Complex nten Grades.

Fiir die Invariante, deren Verschwinden aussagt, dass sich
drei Curven der Ordnung », m, p in einem Punkte schneiden, ist
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i = n.m.r; daher ist Ordnung und Classe der von den gemein-
samen Strahlen dreier Complexe der Ordnung =, m, p gebildeten
Regelfliche = 2n.m.».

Ist » = 1, so hat man in die Resultante zweier biniren
Formen nter und mter Ordnung fiir («f) zu setzen: ay.yc.cq. g,
um zur Gleichung der Regelfliche zu gelangen. Fiir n = 2,
m = r =1 hat man so fiir die beiden linearen Complexe g, g':

(@y.v8.99".g')* = 0.
Fir n =m = 2, » = 1 folgt:

(@y.yc.cq.90)* (@7 .y . g ga)*—((ay . 9¢ . g . gw)?)t = O
u. 8. w.

Es dringt sich hier eine Frage auf: Welche terndre Inva-
rianten haben die Eigenschaft, dass die nach Obigem in ihnen
ausgefithrten Substitutionen

ayt.oytet.ctyd . yPa
und
501.0172..7203.036

dieselbe Fliche liefern?

Bekanntlich ist dies der Fall fiir die Diseriminante der
terndren Form, da die Singularititenfliche eines Complexes
gleichzeitig Ort der singuliren Punkte und Ebenen ist; fiir die
Tactinvariante zweier Curven, da der Ort der Brennpunkte und
der Brennebenen der Strahlen einer Congruenz identisch ist; fiir
die Bedingung, dass sich drei Curven in einem Punkte schneiden,
entsprechend der drei Complexen gemeinsamen Regelfliche.

Aber auch in Covarianten und andern invarianten Bildungen
des terniren Gebietes kann man die letzten Substitutionen aus-
filhren (vergl. Gundelfinger, Math. Ann,, Bd. 6), man erhilt
dann z. B. aus ciner Covariante eine rdumliche Zwischenform,
welche jeder Ebene eine Fliche zuweist, die aus ihr die Covari-
ante der Complexcurve ausschneidet. Gewisse invariante Eigen-
schaften der Complexcurven kionnen durch das identische Ver-
schwinden einer Covariante dargestellt sein; in diesem Falle
wird man, wenn die Eigenschaft drei Bedingungen #quivalent

Sitzb. d. mathem.-naturw. Cl. XCVIIL. Bd. Abth. IL a. 99
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ist, durch Ubertragung zu einem Fliichensystem gelangen, dessen
Fliachen die Ebenen der verlangten Eigenschaft beriihren.

Beispiel: Soll ein Kegelschnitt («£)> = O in einen doppelt-
gezihlten Punkt ausarten, so muss («bx)* identisch verschwinden.
Man erhilt durch die Substitution (§y.yc.cx)? = O diejenige Be-
ziehung, welche jeder Ebene eine Fliche zuweist, die aus ihr
den Complexkegelschnitt ausschneidet. Setzt man z; = p,. p&, so
erhiilt man die Liniencoordinatengleichung dieses Kegelschnittes.
Soll fiir ein € diese Gleichung fiir jede Gerade p; verschwinden,
so erhdlt man: Die Ebenen, deren Complexkegelschnitt ein
doppeltgezihlter Punkt ist (die Doppeltangentialebenen der
Kummer’schen Fliche), werden von allen Complexflichen be-
riihrt. Ebenso kann man bei einem Complex nten Grades jeder
Ebene eine Fliche covariant so zuweisen, dass sich beide in
der Complexcurve schneiden.
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