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Kohlensaure ~ Wasser ~ Wasserstoff ~ Grubengas

417,3 426,9 0,4 3,1
drel Tage spater
427,8 626,6 4,3 4.5

Man sient, wie die Wasserstoffausscheidung abnimmt, wenn
die Starke durch Fett ersetzt wird, wahrend die Menge des
Grubengases sich ziemlich constant erhdlt. Wie weit der
Wasserstoff bel dieser Diat nach und nach zurdcktritt, werden
fortgesetzte Versuche lenren.

Gegen diese Zahlen kann man nur den einzigen Einwurf
noch machen, dass vielleicht die In den Apparat einstromende
Luft schon etwas Wasserstoff' enthalte, der von dem Im Apparat
entwickelten abzuzienen ware. Um diesem zu begegnen, wird
eben eine vierte Untersuchungspurnpe aufgestellt, welche auch
die  Untersuchung der fortwahrend einstromenden Luft auf
Wasserstoff und Grubengas gestattet.  Aller Wahrscheinlichkeit
nach werden diese Grossen verschwindend klein sein, doch er-
fordert das Princip der Difierenzbestimmungen, welches meiner
ganzen Untersuchungsmethode zu Grunde liegt, auch diese
Riicksicht, und werde ich In Balde im Stande sein, hieriber In
entscherdender Weise berichten zu konnen.

Herr Serdel sprach

,Jeber die Verallgemeinerung eines Satzes
aus der Theorie der Potenzreihen.”

Wenn man zwel nach steigenden Potenzen derselben Grosse X
geordnete Reihen hat, welche fir alle Werthe von x zwischen o
und h convergiren und Gbereinstimmende Werthe annehmen, So
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so mussen alle thre einzelnen Glieder identisch Null sein.  Der
an diese letztere Formulirung sich anschliessende Beweis, den
ich Im Folgenden andeuten werde, beruht auf der ldee, zu-
nachst das Intervall der Grenzen von X, Innerhalb deren die
Summe Null wird, nach unten zu erweitern, so lange bis der
Werth x = o hineinfallt, wo dann der Cauchy’sche Bewels zu-
trifTt; um jedoch diese Erwelterung vornehmen zu konnen, sind,
soviel ich sene, einige Hilfssalze nothig, die ich bezeichnen werde,
und die Gbrigens Elgenschaften aussprechen, welche auch sonst
von wesentlicher Bedeutung flr die Potenzreihen sind:

1) Man zeigt, dass wenn eine vorgelegte nach Potenzen
von X geordnete Reihe convergirt flr x = h, sie auch con-
vergiren muss, und zwar apgesehen von den Vorzeichen ihrer
Glieder, fiir alle x die der Null ngher liegen als h. Desgleichen
zelgt man, dass die Rethe fiir diese letzteren Werthe von X
nothwendig eine continuirliche Function von x vorstellt.

2) Wenn man eine abgeleitete Reihe dadurch Dildet, dass
man In der vorgeleglen Reihe Glied fir Glied nach x Einmal
differentiirt, — oder eine zweite abgeleitete dadurch, dass Glie
fir Glied zweimal nach x differentiirt wird, — u. s w., so wird
bewiesen, dass auch die mte abgeleitete Reihe noch convergirt
fir alle Werthe von x, die der Null naher liegen als h. (Nach
Salz 1. ergibt sich dann, dass auch Jede dieser Reihen eine con-
tinuirliche Function von x Ist).

3) Man zeigt, dass diese anbgeleiteten Reihen zu Summen
die wahren Differential-Verhaltnisse der durch die urspringliche
Reihe vorgestellten Function von x haben. (Diese Behauptung
bedarf eines Beweises, well man bekanntlich keinen Satz hat,
nach welchem es erlaubt ware, unendliche Reihen im Allge-
meinen zu differentiiren, und well die ldentitat der vorgelegten
Reihe mit einer Taylor schen, die differentiirt werden darf, noch
nicht erwiesen Ist.)

Nach diesen Satzen wirde man also jetzt wissen: die durct
unsere Reihe dargestellte Function st continuirlich sammt aller
ihren Differential-Verhaltnissen nicht allein fiir alle x zwischer

S
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g und h, sondern auch fir alle x zwischen o und h* Ferner
weiss man (nach der Voraussetzung), dass sie constant gleich
Null 1st fir alle x In den engeren Grenzen g und h, woraus
von selbst folgt, dass Innerhalb dieser Grenzen auch alle
Differential-Verhaltnisse Null sind. Es handelt sich darum, aus
der letzteren Eigenschaft mit Hilfe der jetzt erwiesenen Contl-
witdt der Function und threr sammtlichen Differential’- Verhalt-
11SSe zu erweisen, dass auch die Fortsetzung der Function dber
das letztere Intervall hinaus, namlich fiir Werthe von x zwi-
schen o und g, noch constant gleich Null bleibt. Wenn eine
Function, die zwischen x — g und x = h stetig gegeben Ist
und von der man weiss dass sie jenseits x = ¢ sammt allen
inren Differential-Coefficienten continuirlich bleibt, Gberhaupt nur
auf Eine Art fortgesetzt werden konnte, so ware es klar, dass
die unsrige auch von x ~ @ Dbis x = 0 constant und glelm
Null bleiben musste; die angefiihrten Data geniigen Indessen
nicht, um zu diesem Schliisse zu berechtigen2 Man kann den-
selben aber fir den uns vorliegenden Fall strenge legalisiren,
Indem man auf die zu behandelnde Function den Taylorscher
Satz mit dem Ergdnzungsgliedc anwendet. In dieser Form
gilt der Satz bekanntlich immer, so lange nur die sammtlicher
Inseiner Entwicklung aufgenommenen Glieder continuirliche
Functionen bleiben: selzt man flr x einen Werth zwischen g
und h, dem g sehr nahe liegend, fir z/x einen Werth dessen
Vorzeichen mit demjenigen von g — h Gbereinstimmt, so Vver-
schwinden flr unseren Fall alle Glieder bis auf das Erganzungs-

(1) Mail konnte auch gleich sagen, zwischen — h und h. — Ich

setze voraus, dass ¢ zwischen o und h hegt —
(2) Es sel Fx ein Ausdruck, welcher tir Werthe von X die kleiner

als g sind eine den angefuhrten Bedmgungm entsprechende Fortsetzung
einer zwischen x = g und X = N gegebenen Function darstellt. Als-
|

dann wird auch Fx + y(x) c*—ff denselben Bedingunger ?en:gen
wenn q\(x) eine willkunhrliche Function vorstellt, die aber zugleich mit
allen ihren Differential-Verhaltnissen continuirlich bleibt zwischen o und (.
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glied, von dem letzteren aber kann man beweisen, dass es sich
bei wachsendem Index ebenfalls der Null als seiner Grenze

nahert, vorausgesetzt dass ein achter Bruch Ist. Indem man

Z/x dieser Bedingung entsprechend annimmt, erweitert man also,
gegen Null zu, die Grenzen des anfanglich gegebenen Intervalles
innerhalb dessen die Reihe constant den Werth Null hat: indem
man sich nothigenfalls eme solche Erweiterung mehrmals wie-
derholt denkt, bringt man den Werth x = o selbst In das
neue Intervall hinein, und rcducirt dadurch die Betrachtung auf
den bekannten Fall, fir welchen schon demonsfrirt iIst, dass
alle Glieder der Reihe identisch verschwinden mssen.

Was die Beweise der unter 1), 2), 3) gedachten
Satze und ebenso denjenigen fur die unendliche Abnahme
des Erganzungsgliedes bel fortwdhrendem Wachsen des Index
petrifft, so Dberunen sie alle auf der namlichen Betrachtung,
nach welcher gezeigt wird, dass In der convergirenden Potenz-
rethe die Erganzung beliebig viel kleier gemacht werden kann
als das einzelne 1hr vorangehende Glied. Um Dbel den Thesen
1) nicht zu verweilen (deren Bewels besonders nahe liegt), so
wird z. B. die Convergenz der sammtlichen nach 2) abgeleiteten
Reihen (welche abgesenhen von den Vorzeichen stattfindet) durch
folgende Bemerkung dargethan: Weil die urspriingliche Reihe
noch convergirt fiir x n h, so gibt es eine endliche Grosse M
welche die Eigenschaft hat grosser zu sein, als Irgend ein ein-
zelnes Glied der Reihe dann wird, wenn man h fiir x setzt.
Nimmt man daher jetzt fir x emen kleineren Werth, so wird

das mit xr multiplicirte Glied kleiner

kleiner als das allgemeine Glied der geometrischen Reihe, deren
M

Glieder sammtlich positiv sind, una Welchle_%(_ Zur Summe
hat.  Wenn man nun die einzelnen Glieder der erstem Reihe
mit denjenigen Zahlenfactoren multiplicirt, welche bel 1hner

durch die successiven DiiTerentiationen hinzutreten, und zugleich
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die entsprechenden Erniedrigungen der Potenzen von X vor-
nimmt, so werden die einzelnen Glieder noch 1mmer kleiner
sein, als die auf dieselbe Art verdnderten Glieder der geome-
trischen  Rethe. Die letzteren haben aber, wenn m mal
differentiirt worden 1st, zur Grenze ihrer Summme die Grosse

Mgy y R h-.*‘:*-'?_rx-gn . b welche enalich bleibt
fir alle Werthe von x die Kkleiner als h sind; es wird daher
auch der Zahlenwerth der Reihe, welche durch m malige
Differentiation der einzelnen Glieder der urspringlich vorge-
legten  Rethe entsteht, den Werth des letzteren Ausdruckes
selbst dann nicht Gberschreiten konnen, wenn man allen Glie-
dern gleiche Zeichen gibt, — womit die Behauptung 2) er-
wiesen 1st3

Um endlich zu beweisen, dass die convergirende Reihe,
welche man durch Differentiation der einzelnen Glieder der vor-
gelegten Reihe erhdlt, zu threr Summe wirklich das Differential-
Verhaltniss der durch die erste Reihe dargestellten Function
hat (— unsere Behauptung 3), die offenbar flr m malige
Differentiation von selbst folgt, wenn sie erst fir die einmalige
erwiesen Ist —), bildet man zuerst den Unterschied der beiden
Werthe, welche die vorgelegte Reihe annimmt fir x — a und
fir x =: s (ich nehme an g~ > a?, und dann, durch wirk-
liche Division der einzelnen Glieder, das Verhaltniss dieses Un-
terschiedes zur Differenz @ — a. Man hat zu zeigen, dass
dieses Differenzen - Verhadltniss bel fortwahrender Annaherung
von ® an a sich emem Werthe ndhert, der kein anderer Ist,
als die Summe der Reihe, die man durch Einmalige Differen-

(3) Der eben aufgestellte Werth, welchen die Summe der m mal
differentiirten Reihe nie Gberschreiten kann, dient auch fiir den Bewels,
dass das Ergénzungsgliec der Taylorschen Reihe, wie es in der oben
welter angedeuteten Betrachtung auftritt, unter Voraussetzung der dort
angefihrten Bedingung sich bel wachsendem Index der Null als Grenze

nahern muss.
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tlation der einzelnen Glieder und durch die Substitution X — «t
aus der vorgelegten Reihe ableitet; zu dem Ende zieht man die
difTerentiirte Reihe von dem Differenzen - Verhaltniss ab, und
ordnet nach den Dimensionen der Grossen a und ». Den Zah-
lenwerlh der Reihe, welche den Unterschied zwischen dem
Differenzen-Verhaltniss und der ersten abgeleiteten Reihe vor-
stellt, vergrossert man, indem man erstens statt der etwa vor-
kommenden negativen Coefficienten ihre absoluten Zahlenwerthe
setzt, dann statt des allgemeinen Coefficienten vom Index 1 den
Werth Mh~r schreibt, den er, wie vorhin erortert, nicht ber-
schreiten kann, und Indem man noch drittens in den additiven
Theilen der Aggregate, welche mit diesen Coefficienten multi-
plicirt sind, dberall g statt a nimmt. Nach diesen Veranderungen
|asst sich die Rethe summiren, und der Ausdruck, welcher sich
ergibt, zeigt eine Form, an welcher man sogleich erkennt, dass
er sich der Null ndhert, wenn g sich dem a ohne Ende nahert.
Das Differenzen-Verhaltniss der vorgelegten Reihe hat also wirk-
lieh zu seiner Grenze die Reihe , welche durch Differentiation
der einzelnen Glieder aus der ersten abgeleitet wird. — Auf diese
Art ergeben sich also leicht die verschiedenen Lemmen, welche
man lur den Bewels des Eingangs erwdhnten fundamentalen

Satzes nach dem hier vorgeschlagenen Gange der Betrachtung
nothig hat. x

/
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