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Herr G. B a u e r  theilt m it:
„ B e m e r k u n g e n  ü b e r  e in ig e  D e t e r m i n a n t e n  

g e o m e t r i s c h e r  B e d e u t u n g .“
Diese Bemerkungen haben zum Zweck nachzuweisen, 

dass die Sätze über Producte von Dreiecksfläcben und 
Tetraedervolumina, und polygon ometrischen Relationen, welche 
von Staudt, Joachimsthal, Kronecker, Cayley u. a. gegeben 
wurden, eine wesentliche Verallgemeinerung zulassen, welche 
darin besteht, dass an die Stelle der Punkte gleichsam  
Kugeln treten und an die Stelle der den Tetraedern um
schriebenen Kugeln die Orthogonalkugeln der Systeme von 
Kugeln.

1. Ist Aj Ag A3 die Basis eines Tetraeders, dessen 
Seitenkanten r1? r3 , r8 sind und dessen Volumen V ist, so 
ist bekanntlich die Determinante
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in welcher dlk dkl die Seite des Dreiecks A2 A8 ist, 
welche den i1*“ Eckpunkt mit dem k 1*“ verbindet, =  288 V* 
oder wenn A  die Fläche des Dreiecks A2 A3 ist und h 
die Höhe des Tetraeders, so ist R =  +  3 2 h * A * . Sind 
nun aber die Strecken rx, r2, r3 nicht derart, dass sie die 
Seitenkanten eines Tetraeders bilden, so wird die Tetraeder
höhe imaginär und die Determinante erhält einen negativen 
Werth. Iu diesem Falle ist die Bedeutung der Determinante

R =  —  32 . q* A ·  (I.



wo Q den Halbmesser de3 Orthogonalkreises der drei Kreise 
bezeichnet, welche mit den Halbmessern ris ra, r8 um die 
Punkte At Aa As in der Ebene der Punkte beschrieben sind. 
Die zwei Fälle ergänzen sich gegenseitig, indem q immer 
reell is t , ausser wenn die Halbmesser r die Seitenkanteu 
eines Tetraeders bilden können.

Diese einfache Formel für die Bestimmung des Halb
messers des Orthogonalkreises dreier Kreise, welche bisher 
unbemerkt geblieben ist, lässt sich sogleich ausdehnen auf 
die Orthogonalkugel von vier Kugelu. Siud nämlich Al} Aa, 
As , A* die Centren der vier Kugeln deren Halbmesser rlf

r4 und V das Volumen des von den Centren gebil
deten Tetraeders, so ist der Halbmesser q der Orthogonal
kugel durch die Formel bestimmt
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2. Ich habe diese Formeln zuerst direkt abgeleitet, 

und es ergab sich dabei für die ite Coordinate p, des Mit
telpunkts der Orthogonalkugel, d. i. für die senkrechte Ent
fernung desselben von der Seitenfläche A , des Tetraeders, 
welche dem iten Eckpunkt A, gegenüberliegt

<1» a1
96 . Z>, V

wo a, den Coefticienten des Elements rj der letzten Reihe 
in der Determinante II.) bezeichnet.

Ebenso hat man für die Bestimmung des Mittelpunkts 
des Orthogonalkreises dreier Kreise, wenn q, dessen Ent
fernung von der dem Punkte A, gegenüber liegenden Seite
1, des Dreiecks A jA jA j ist
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q« 81, A
wo a'i nun aus der Determinante I.) zu entnehmen ist.

3. Ich übergehe die direkte Ableitung der Gin. I) und
II) weil sich dieselben als specielle Fälle allgemeinerer Sätze 
aus folgenden einfachen Betrachtungen ergeben.

Es seien zwei Systeme von je n Punkten im Raume 
gegeben, d^ die Distanz des it#n Punkts des l ten Systems vom 
kte“ Punkt des 2**“ Systems, ferner seien
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Sind nun die Grössen r und r der Art, dass in jedem  
System ein n +  l* r Punkt bestimmt werden kann, so dass 
den Gleichungen Genüge getban wird
d i3+ . 
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so eigiebt sich sogleich

R(n) fe* +  q' 2) D(ü) +  D(n+ !>
oder auch, wenn RJ0 das bedeutet, was R(n) wird, wenn man 
darin das letzte Element dn+ i  n'+ i  durch Null ersetzt

R<”> =  +  p» -  d2n+1> >+I) D<"> +  DW+,) (1.
Die Gleichungen a) sind erfüllt, wenn die r und r Halb

messer von Kugeln sind, welche resp. um die Punkte des



l j“  und 2Un Systems als Mittelpunkte beschrieben sind, und 
die n Kugeln jedes Systems eine gemeinsame Orthogonal
kugel haben, q und sind dann die Halbmesser dieser 
Orthogonalkugeln des l ten und 2ten Systems. Der Mittel
punkt 0  der Orthogonalkugel des l teD Systems ist als ein 
(n +  l ) 1*' Punkt des 2ten System s, der Mittelpunkt 0 ' der 
Kugel q als ein n +  l ier Punkt des' l ‘ca Systems aufzufassen, 
und es ist du+ i, n +  i =  0 0 ' .

4. Nun ist, für n >  4, D (n) =  0 *), folglich ist auch
R£n) — 0, wenn n >  4. (2.

Gehen die Kugeln jedes Systems durch einen Punkt, 
in welchem Falle q — q' =  0 ist, so reducirt sich die 
Gleichung auf D (n+ 1) =  0. Sind sämmtliche Halbmesser r 
und r Null, so geht RJn) in — E(n) über und es ist mithin 
E(n) =  0 für n >  4, wenn die zwei Systeme von Punkten 
auf Kugelflächen liegen**).

5. Ist n =  4, so hat man vermöge des bekannten 
Werths von Dco

R(o° =  (Q2 +  Q'· -  0 0 ' 2) . 288 VV' (3.
wo V und V' die Volumina der von den vier Punkten jedes 
Systems gebildeten Tetraeder sind; oder auch wenn sich 
die zwei Orthogonalkugeln unter dem Winkel 0  schneiden

R£4) =  2 4 2 VV' . qq' cos 0 .  (3'
Reduciren sich die Kugeln sämmtlich auf Punkte, so 

gehen die Orthogonalkugeln in die den Tetraedern V,V?/ 
umschriebene Kugeln über und zugleich Rj,4) in — E'4);
man hat sodann die von Siebeck***) gegebene Gleichung

E(4) =  — 24* . VV' ^ o '  cos G.
Fallen die zwei Systeme von Kugeln zusammen, so geht
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*) K ronecker, Bemerkungen zur Determiuanten · Theorie IV.
Borchardt J. Bd. 72. 1870.

**) Ebendas. IV. 7.
**·) Siebick ,,Ueber die Determ inanten etc. Borchardt J. Bd. 62.
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die Gleichung 3.) in II.) über; liegen zugleich die Centreu 
der vier Kugeln in einer Ebene, so folgt aus dieser Gleichung 
für die Bedingung, dass die vier Kugeln eine Linie gleicher 
Potenzen gemein haben oder vier Kreise rt , r2, rg, r.* in 
der Ebene einen gemeinsamen Orthogonalkreis haben

m  =  o (4.
wenn durch [Rjj4)] das Zusammenfallen der zwei Systeme in 
R£4) bezeichnet wird.

Es ist jedoch zu bemerken, dass wenu die vier Punkte 
eines Systems in einer Ebene liegen R£4) in zwei Faktoren 
zerfällt. Denn ist aik irgend eines seiner Elemente, so ist 
nach einer bekannten Formel

R d 8 R dR dR dR dR (b.däjs dflgg daM da6i da^ *
dRaber —— · — D(4), also in diesem Falle =  0 ,  während

d 2R
da85 da66 D(3). Hieraus folgt, dass in Gleichung 4.)

dR \ 2 a:
(4A )*  VdaSft/  (4A )*

ist, wo A  das von den 3 Centren Ax A3 A3 gebildete Dreieck 
ist, und a die in n°2  gegebene Bedeutung hat. Liegen 
also keine drei der Centren in einer Graden, so kann die 
Gleichung a 4 =  0, oder überhaupt eine der Gleichungen

at =  0, i — i, 3, 3,4 (5.
die Gleichung 4.) ersetzen.

6. Wir haben in n °4  gesehen, dass E(S) =  0, wenn die 
Systeme von Punkten auf Kugelflächen liegen. Es lässt sich 
nun aber auch die Bedeutung dieser Determinante finden, 
wenn die Lage der Punkte willkürlich ist. Nehmen wir an, 
dass die Kugeln r des l tÄD Systems sich in einem Punkte 
schneiden, so ist q =  0, und dieser Punkt 0  der fünfte des 
2Uo System s, also rj =  d15, r3 =  d35, . . Nennen wir also
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die Punkte des ersten Systems A j , At , . . die Punkte 
des 2teö Systems Bl} Ba, . so wird in diesem Falle

RW -  (Q'i  __ ß 60'*) . 288 VV' =  — P'5 . 288 VV'
wo P's die Potenz des Punktes P8 in Bezug auf die Ortho
gonalkugel der Kugeln r ist.

Für rt — ra =  r3 =  r4 =  0 geht dann R£4) in eine Uu- 
terdeterminante d(6) von Dt5) über; und man hat

1 1 1 1 1
df, d22 d?3 d?4 d212 13 15

<S. d|2 d2 df4 d25

288 VV'. P', (6.

wo P'# die Potenz von B6 in Bezug auf die Kugel B! Ba BaB4 ist. 
Wendet man ferner auf H{S) die Zerlegung b.) an, so

ist da dBP
da„ D(6) =  0 ist, dW >

D(4) . P«5)
daC6<ln77

dR
DC4),

dR
da er da7e

Mithin, wenn sämmtliche r und r Null sind,
E® . D(4) =  6$  . c5ffl

oder
Ê 5) =  288 VV'. PP' (7.

wo P, P' die Potenzen der fünften Punkte in Bezug iiuf die 
den Tetraedern V, V', gebildet von den vier ändern Punkten 
jedes Systems, umschriebenen Kugeln sind.

Liegen die 5 Punkte eines Systems z. B. des 2lea auf 
einer Kugel, so ist P' =  0, also Iv5) =  0 zugleich aber auch 

=  0 oder überhaupt
6$ =  0,  i = l ,  2 , . .  6.

Fallen die zwei Systeme zusammen, so wird
11 1 1 1 1

d2 d2 d2 d 2 u 12 '*13 U I« u 150
dS, 0 
d?, d|j 0 d2, d2

d2 d 2 d 2 23 U o i24

dfi d22 d?3 0 d2

25
2
35

l

288 V2P', (6'.
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und
[E (5)] =  288 V2P 3 (7').

In letzterer Gleichung ist es offenbar gleichgültig, welcher 
Punkt als der 5ta angesehen wird, und iat mithin VP, , ab
gesehen vom Zeichen, constant für i =  1, 2, 3, 4, 5.

Die Entwicklung von [D(6)] nach den <5n gibt 2'Va P =  0; 
und da V 2P 3 einen constanten Werth hat, so folgt noch 
die Rektion

=  o (8.

wo immer Pj die Potenz des iUn Punkts in Bezug auf die 
durch die vier ändern beschriebene Kugel ist.

7. Ist n =  3, so kann man für 0  und 0 '  irgend welche 
Punkte auf den Linien der gleichen Potenzen in den beiden 
Systemen wählen; (>, q' sind dann die diesen Punkten ent
sprechenden Radien der Orthogonalkugeln und man hat ver
möge des Werths von D(l) (Baltzer, Determ. 3te Aufl. § 16 
n° 13)

R!>3) =  -  (q* +  Q'2 — 0 0 '* ) .  16 A A ' cos g>
+  288 Aa A2 As 0 ' .  B t B2 Bs 0 . (9.

wo A, A '  die Flächen der zwei Dreiecke A ,A 3 A3, B jB 3 B3 
und (p den von ihren Ebenen gebildeten Winkel bezeichnen. 
Den Fall (p =  90° ausgenommen, in welchem das erste Glied 
verschwindet, lässt sich das zweite Glied immer zum Ver
schwinden bringen, indem man für 0 ,  0 '  die Puukte wählt 
in welchen die Linie der gleichen Potenzen des einen Systems 
die Ebene der Centren des ändern Systems tiifft.

Liegen die zwei Systeme von Punkten in derselben 
Ebene, und nimmt man die Centren 0 , 0 ' in dieser Ebene 
an, so erhält man die den Gleichungen 3.), 3'.) entsprechen
den Satz*1, nämlich

Ro*) =  — (q2 +  Q'* — 0 0 '* )  . 16 A A '  (10.
für zwei Systeme von je drei Kreisen in der Ebene, oder 
auch



352 Siteung der math.-phys. Classe vom L Februar 1873.

Ri>8) =  — 32 qq' cos 0  . A A '  (10'.
wo 0  der Winkel ist, unter dem sich die zwei Orthogonal
kreise q, q' schneiden.

Die Bedingung
Roa) =  0 (11.

ist erfüllt demnach, sowohl wenn die drei Kreise des einen 
Systems sich in einem Punkte des Orthogonalkreises des 
ändern Systems schneiden, als auch wenn die zwei Ortho
gonalkreise sich senkrecht durchschneiden. Es ist also die 
Gleichung 11.) überhaupt die Bedingung, dass der Ortho
gonalkreis des einen Systems zum Kreisnetz gehört, das 
durch die drei Kreise des ändern Systems bestimmt ist. 
Aehnliches gilt für R£4) =  0 im Raume.

Fallen die zwei Systeme ganz zusammen, so geht die 
Gl. 10.) in die Gleichung I. über; sie wird nämlich, nach der 
hier benutzten Bezeichnung, [R£8)] =  — 32^2A 2. Liegen die 
Centren der drei Kreise in einer Graden, so ist nach n°5, 
[RJ] ein vollständiges Quadrat. Die Bedingung [l\J] =  0 
kann dann durch eine der einfacheren a\ =  a\ =  a\ = 0  
ersetzt werden wo ct\ die ihm in n°2 beigelegte Bedeutung 
hat; letztere Gleichuugen entwickelt, geben als Bedingung, dass 
drei Kreise eine Linie gleicher Potenzen gemein haben, die Relation

Aj A, r? -f A, Ä! rf +  A, Aa r| +  A4 A, . A,A, . A,A, =  0 
wo auf die Zeichen der Strecken zu sehen ist. (Vergl. Baltzer, 
Geometrie p. 109 u. 120).

8. Nimmt man an, dass die drei Kugeln r sich in 
einem Punkte B4 schneiden und nimmt den Mittelpunkt 0 '  des 
2ten Systems in der Ebene Aj A a A8 an, so erhält man analog 
der Gl. 6.), wenn <i(4) eine Unterdeterminante von D(4> be
zeichnet

J(4)
51

1 1 1 1
d?, d*, d?, d?4 
df, d;3 d$3 d;4 
d|, dS, ds!, dL

16 A  A'cosqp. P 4 (12.



wo P'4 die Potenz von B4 in Bezug auf diejenige Bj B2 Bs 
umschriebene Kugel ist, deren Mittelpunkt in der Ebene 
Aj A 2 As ist. Es verschwindet also diese Determinante, 
wenn B4 auf dieser Kugel liegt, wie schon Siebeck bemerkt 
hat*).

Aus Gleichung b.) folgt weiter, wenn darin die r und r 
sämmtlich Null gesetzt werden

E (i) D(3) =  D w E(3) +  6$  .
Ist D(4) =  0, was voraussetzt, dass wenigstens in einem 

System die vier Punkte in einer Ebene liegen, so wird
E(4) = —  16 A A '  cos (p . P P ' (13.

Liegen die Systeme von Punkten in Ebenen, so sind 
P, P' die Potenzen der 4tan Punkte in Bezug auf die durch die 
drei ändern Punkten, welche die Dreiecke A , A ' bilden, be
schriebenen Kreise. Die hier erhaltene Gleichung für E(4) ist 
eine Ergänzung der in n°ö für dieselbe Determinante gefun
denen Gleichung; indem die Gleichung 13.) den Werth von 
E<4) gerade in den Fällen bestimmt, in welchen der in n°5 
angeführte Werth durch das Verschwinden der Tetraeder
volumina V, V' oder eines derselben unbestimmt wird.

Fallen die zwei Systeme in eine Ebene zusammen so .
wird

[E(«>] =  -  16 A 2P* (13.
zur Bestimmung der Potenz des 4tÄn Punktes in Bezug auf 
den durch die drei ändern Punkte beschriebenen Kreis. Aus der 
Constanz dieses Werthes A 2P* für jeden der vier Punkte folgt 
sodann die Gl. 8.) analoge Gleichung für die Ebene

3 ^  =  0  - (14.
Liegen die vier Punkte aber nicht in einer Ebene, so 

gibt die Entwicklung von [D(4)] nach den d[?
288 V* =  2 1 6 A * P „
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(* „Ueber die Determinanten etc.“ Borchardt’» J. Bd. 62. p. 156.



wo Pj die bei Gleichung 12.) angegebene Bedeutung hat. 
deutung hat. Führt man sodann statt der Potenzen P, der 
Ecken des Tetraeders AiA-jAjA* die Potenzen p, der E i s 
punkte der Höhen ein, so erhält man folgenden Satz für 
ein beliebiges Tetraeder

18 V 8 =  — -2 A? p, (15.
wo V das Volumen des Tetraeders, A , ,  A ,  . . seine Seiten
flächen, p15 p8 . . die Potenzen der in denselben liegenden 
Fusspunkte der Höhen in Bezug auf die dem Tetraeder um
schriebene Kugel ist.

9. Besteht jedes System nur aus zwei Punkten und 
den ihnen umschriebenen Kugeln, so ist zu bemerken, dass 
D (a) =  2 Aj Aä . Bj B2 . cos (o is t , wo io den Winkel be
deutet, den die zwei Geraden A, AÄ und B, B, mit ein
ander bilden. (8. Baltzer, Determ. 3. Aufl. p. 212.) Die 
Formeln werden jedoch bei allgemeiner Lage der Punkte 
weniger einfach; bei passender Specialisirung erhält man 
den frühem analoge Formeln und erwähne ich hievon nur 
noch die den Gleichungen 7.) und 13.) analoge Formel für 
E (,). Liegen nämlich die zwei Systeme von je drei Punkten 
A J Aj A8, B1 Bj Bs je in einer Geraden, so ist

E(8) =  2 A, A2 . A x Ag . Aj Ag . Bj B, . B, B8 . B , Bt . cosw
wo co den Winkel bezeichnet, welchen die zwei Geraden 
mit einander bilden.
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