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Sitzung Tom 3. Juli 1875.

Mathematisch -physikalische Classe.

Herr Bauer theilt mit:

.Bemerkungen Uber Reihen nach Kugel-
funktionen und insbesondere auchiber
Reihen, welche nach Produkten oder
Quadraten von Kugelfunktionen fort-
schreiten, mit Anwendung auf Cylinder-
funktionen.

Bei den vielfachen Untersuchungen, welche in den
letzten Jahren Uber die Bessel’schen oder Cylinder-Funk-
tionen angestellt wurden, haben sich unter anderen auch
sehr elegante Entwicklungen ergeben, welche nach Pro-
dukten oder Quadraten dieser Funktionen fortschreiten. *)
Es lag daher nahe, auch bei den verwandten Kugelfunk-
tionen nach Entwicklungen dieser Art sich umzuseheu.
Einzelnes, was sich mir unter diesem Gesichtspunkte dar-
geboten, findet sich in Folgendem zusammengestellt.

*) Lommel, ,Studien uUber die Bessel'schen Funktionen.”
Leipzig 1868. § 12 u. 15.

C. Neumann, ,Theorie der Bessel'schen Funktionen.”
Leipzig 1867. Letzterer hat diesem Gegenstand noch einen besonderen
Aufsatz gewidmet, ,Ueber die Entwicklung einer Funktion nach Qua-
draten und Produkten der Fourier- Bessei’sehen Funktionen.”
Ber. d. kgl. séchs. Ges. d. Wiss. 1869, abgedruckt in den math. Anm.
Bd. I11. (1871). S. 531.

[1875. 3. Math.-phys. Cl.] 18
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Die nto Kugelfunktion von x = cos O sei bezeichnet
durch Pn (x) oder Pn (cos 0) oder kurz durch Pn Ebenso
bezeichne Qn die nte Kugelfunktion 2to Art von X, so ist

Q-=Y Prl ~ N
In diesem Ausdruck bezeichnet Rn ein Polynom von X
vom Grade n — 1, welches sich durch die Polynome Pnin
der Form darstellen l&sst
> _2n 1p i 5p i 5p i
n~ 1.n 3(n—1) 5(n—2) i
die Reihe bis PO oder P2 incl. fortgesetzt.
Es lasst sich aber noch eine andere Formel fir Rn ge-
winnen, welche aus Produkten von je zwei P zusammen-
gesetzt ist. Man findet namlich fur die erzeugende Funk-

tion von Rn d. L die Summe ~ Rnr* den Ausdruck
_j_r _ 1
Rr-=(Q1—2rx+ r%) *J(1 —2rx+r% lir.

o
-1 —

Setzt man hierin fur (1—2r x+r*) 2 die Reihe » P

r

”

ein, 90 erhalt man sofort die Gleichung *)

RB= Ip P, _I+ 5~ IPPLI+ 5i :i PjPns+ ~+ |-P.-.P.

*) Diese Entwicklung von Rn ist, wie ich nachtraglich bemerkte,
schon in einer allgemeineren Formel von Herrn Christoffel, ,Ueber
die Gauss'sche Quadratur* Journ.y. Borchardt, Bd. 55 (1858) S. 72 in-

begriffen, wahrend die Formel fur » Rn rn, aus welcher sich diese

Entwicklung unmittelbar ergibt, bereits in meiner Abhandlung,,Von denIn-
tegralen gewisser Differentialgleichungen etc. Munchen 1857. S. 13 sich
findet, in welcher Gberhaupt mehrere von den Resultaten, zu welchen Herr
Christoffei in seiner eben erwédhnten Abhandlung gelangte, wie z. B.
die Formel fur die Coefficienten der Gauss'schen Quadratur (GL 37,
S. @ der Abh) und ebenso auch die von Herrn Hehler inseinen ,Be-
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fp.pxp.fc,

womit daara zgUE&ch & Eaaviekhng des Pncdibfi r «
Bahe im Eufdfiik-:
tionen gegeben hi
Atk der &dHemFm d fiar E, folgt nach in be-
kannten Gesetze t«s BcdbniastirktiiDiga dieser Art, dm
-rl

2, i1— + 1)

wenn m <n waid m, n nnglddtui% rind, wahrend
-f»

P dx =0
—1

wenn m” n oder m, n gleichartig sind. Mniltiplicirt man
demnach die zweite Gleichung fir B, nach und nadi nu
P, j,P.,,, -und integrirt zwischen den Granen + lv
so erhalt man eine Reihe von Gleichungen nrisdia Inte-
gralen obiger Form. Mit Hilfe dieser Gleichungen in
Verbindung mit der bekannten Relation, welche drei auf-
einanderfolgende P aneinander knupft
(N+IIPM—2B't-IH-P +nP"1= 0,

ergibt ach Tom spezielleren Falle zum allgemeineren auf-
steigend, folgender Werth fur obiges allgemeine Integral:

meikngai nr Theorieder iprfcniftw Qudntar® Jom. y. Borek
Bd. 63 (1854) S. 156 gehmime Eitfidlng t« B. ndi Poteue- w«

X — 1f sowie demrem VanUJbmg tos P. log — B. alsa-» Dif-

ferentialeoefiSdeat van(*—Ijp log * ~ j bereits enthalte» aml.
18*
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+ i
Jp_P.Ppdx =
—1
123 k 135"“2k—2m—1 1-3:-5- 2k—2n—1
3*5 7 2k+l 123 k—m 1-2-3 —k—n

13-5 -2k—2p—1

1 *2'3% k—p

wo k die halbe Summe der Indices, also m + n+ P = 2k
ist. Hiebei ist vorausgesetzt, dass die Summe der Indices
eine gerade Zahl ist, und keiner der Indices grosser ist, als
die Summe der beiden anderen. Ist die Summe m + n-f p
ungerade, so ist der Werth des Integrals selbstverstéandlich
= 0 and ebenso ist das Integral — o, sowie ein Index
grosser ist, als die Summe der zwei anderen; denn denkt
man sich PmP. in eine Reihe nach Kugelfunktionen ente
wickelt, so ist das hochste Glied dar Entwicklung Pm+ n
und das Integral muss mithin verschwinden, sowiep > m-f-n
+i
ist, da bekanntlich J*PrP.dx = o ist, ausser wenn r = s.
—i

Setzt man m = n,p = 2s, so reducirt sich das In-

tegral auf

fp* P d™2<yi,35‘2s~1V- n-8+1-n-s+2 -n+s
* 152 3% 2n—2s+1-2n"-25+3*2n+2s+
Mittelst dieser Integrale lassen sich nun die Produkte
und Quadrate dieser Polynome P in eine Reihe solcher
Polynome entwickeln und man hat z. B.
™= .1 P+5 . nce+ 1) P
" 2n-J-1 ' 2n—1-2n+ 1-2n+3
. , /13 2n—1V 1.2--2n ,,
+ (4n-fl)( j.2--n [ '3-5--4n-f 1P*"’
Man ersieht indessen, dass diese Entwicklungen fir
Produkte und Quadrate von Kugelfunktionen sich nicht
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einfach genug gestalten, um eine allgemeinere Anwendung
zu gestatten und ich beschrankte mich desshalb auch in
Bezug auf die Herleitung obigen Integrals auf die gegebenen
Andeutungen, zumal diese Herleitung selbst keineswegs sehr
einfach ist.

Immerhin kann obiges Integral dazu dienen, wenn fur
eine Funktion f(x) eine Entwicklung nach Produkten oder
Quadraten von Kugelfunktionen P gefunden wurde, hieraus
die Entwicklung derselben Funktion nach den Kugelfunktionen
P selbst zu finden: denn es ist dann auch das Integral

jPf(X) Pndx in Reihenform gegeben und somit die Coef-
-1
ficienten dieser Entwicklung bestimmt.

§ 2

Man kann nun aber auf anderem Wege sehr leicht
aus einer gegebenen Entwicklung nach Kugelfunktionen P
eine andere in gewissem Sinne allgemeinere Entwicklung
derselben Art ableiten, welche nebenbei auch zu Entwick-
lungen nach Quadraten von Kugelfunktionen fihrt.

Ist cosy = cos © cos ©' + sin © sin ©' cos (P— I
mithin

(1—2acosy+ °*) 2= Pi008\V) *a“

und Ynirgend eine Kugelfunktion erster Art und ntw Ord-
nung von den zwei Winkeln ©, cp, so ist bekanntlich

J; YrPm(cosy)sm@d©dg>= o

00

wenn m ~ n, hingegen, wenn m = n
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7 2n

J Jy, Pn(cosy) sin Qdodg> = i Y

00
wo Yhdas ist, was Yn wird, wenn man darin &, ¢ statt
0, op setzt. Ist mithin f (cos 0) irgend eine Funktion von
cos 0, fur welche die Entwicklung statt hat

f(cos 0) = ~ AnPn(cos 0) ,

so hat man
Tt 2n1
JJY, f(cosy)sin OdO©dep= -g~y-AnY'
00
Nun gehdrt zu den Kugelfunktionen Yn auch als
spezieller Fall die Funktion einer Variablen Pn(cos ©).
Substituirt man diese in die vorige Gleichung, so wird
nzn
J*J*Pn(cos 0) -f (cosy)sin ©d ©d p= AnPn(cos ©")
00
Hieraus und aus dem Gesetze, nach welchem in der
Entwicklung einer Fnnktion nach Polynomen Pn die Coef-
ficienten gebildet sind, geht hervor, dass
271

J f (cosy)d9>= ~ A, p np; (A
0
wo Pn,Pn fir Pn(cos 0) und Pn(cos ©') gesetzt ist.
Setzt man in A.) Pn(cos y) an die Stelle f (cos y), so
erhéalt man den schon von Legendre gegebenen Satz
2*
JP,, (cosy) dip = PnPL
0
Mittelst der Gl. A.) lasst sich aus jeder Entwicklung
nach Polynomen Pn eine andere ableiten, welche nach



Bauer: Bemerkungen Uber Kugelfunktionen etc. 253

Produkten PrPn oder wenn man & = © setzt, nach
Quadraten von Pn fortschreitet. Einige Entwicklungen,
die sich auf diese Weise ergeben, mdgen hier angefuhrt sein.

1 Setzenwir zunachst f (cosy) = (1 — 2acosy+ a3 2
so ist das Integral in A.) ein vollstandiges elliptisches In-
tegral erster Gattung und man erhélt nach eiufachen Um-
formungen

Tty
wo
a=|—2acos©cos©'+ a* , a+ b= 1—2acos(©~0')-faz2
b— —2asin®©sin®' , a~b= 1—2«cos(©+@/) + a*

gesetzt wurde.

Setzt man — 0' statt ©', so &ndert sich die rechte
Gleichungsseite nicht, folglich hat dieses Integral denselben
Werth wie das Integral

n
d. h. wenn man
2b - 2b
— r=sin’/ , also--———- A tg A, -- = cos X
+b a— Va+ b
setzt, es ist, wie bekannt
¥ n
(002

, l—sinUsint: (Ijl*éJv 1+ tgA*singP
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Die Gleichung 1.) gilt ferner auch, wenn man a durch
— a ersetzt, was darauf hinaus kommt, ©' durch n -f- &
zu ersetzen.

. ) »1-3--2n— 1
Dafurx=cosO = oPi.+,=0,P ,=(—1) — 2w .-2n—

ist, so folgt fur © =~
aop
if
Z | / » T tlp
« Vi- , J
=Z(-»)~18:42°2n1- “ p. 0.
Setzt man aber ¢' = 0, so kommt
2 1 A db>
T 1
0
Die Reihenentwicklung 1) bleibt im Allgemeinen
auch convergent fura= +1. Fura= — 1gibtGleichung 3.)

eine besonders einfache Entwicklung fir das vollstandige
elliptische Integral erster Gattung mit dem Modul sin0,
nach Quadraten der P fortschreitend
n _ 'V [__i\ubSs
i vi - sin‘esin > " @
0
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wo unter Pn immer Pn(cos ©) zu verstehen ist. Die Reihe ist
convergent fur jeden reellen Werth von ©, ausser fir © = o,
in welchem Falle dieselbe die Form 1—1+ 1— 1+ **
annimmt, also oscillirend wird, wahrend der Werth der
linken Gleichungsseite = -mist, und fur © = ~ , in welchem

Falle die Ausdricke auf beiden Gleichungsseiten unendlich
gross werden.

2. Setzt mana=e” ,woi = \/ — 1, so fuhrt die Ent-

wicklung von (1 — 2 acos © = a8 sogleich zu den
Gleichungen

1 cos@
= Pacos n R
V~2 V coslB—cos©

R
1 “osmi

>wenn cosB > cos©

=" P,sinnB
/T y cosB—cos©®

und 50

1 sln
= Pncos n (3

VT jlcos© — 0O8?
wenncos©>cos/?

1 cosr%
= Pnsinn
V~2 'y cos ©—cosl

Aus diesen Gleichungen ergibt sich sodann ferner

wenn
V 2 \/co8® —co0s/9' cos ®>cos/S

- wenn
1COS/E>COS0j

und
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J"p.cos(n + o= m 1 ™nn '
n 2>i y 2 YcosR—cosG @8/S>C0S©®

- wenn
° 133B0>CO8#

Vermége des Bildungsgesetzes der Coefficienten in der
Entwicklung einer Funktion in eine Sinus- oder Cosinus-
Reihe, stimmen diese Gleichungen Uberein mit Integral-
ausdrucken fur PB, welche Herr Mehler aus den Dirichlet-
schen Integralformen abgeleitet hat.*)

Integriren wir nun die letzte Reihe nach 8 vonR
= 0 bis g>, und nehmen an, dass 0 zwischen o und 7t ge-
geben sei und dass o< 0, so wird

1t dB ___ p dtp
2 J y/eocall—cosd J |/8™M**.® —sin*¢>

oder wenn man sin ip = sin ]0 sin w setzt
1 % dan z ded

/2 J VcosB—cosO J V |—sin*"®@®1*"

wo die Winkel gound o durch die Gleichung an einander
gebunden sind

sina-sin  © = sinv 9?, (8.
so dass, wenn < die Werthe von o bis © durchlauft,
o von o0 his*waéachst.

Hiernach erhalten wir durch Integration nach 3 aus
7.) folgendes Resultat. Ist 0 ein Winkel zwischen o und 7t,
so stellt die Reihe

Ea» TTTP=sil,(Q+¥) 1~ Q-

*) Notiz aber die Dirichlet'schen Integr&aasdrucke fiir die Kugel-
fudktion Pa(cos € Math. Ann. Bd Y. (1872) S. 141
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so lange gp< © ist, die Werthe der elliptischen Funktion
erster Art
I dw

(10.

dar, deren Amplitude a aus Gleichung 8.) bestimmt ist.
Fiar g¢>= 0 erreicht die Reihe den Werth des vollstandigen

elliptischen Integrals 10.), indem wird. Wachst o
Uber © hinaus, so andert sich der Werth der Reihe 9.) nicht,
wie aus den Gleichungen 7.) hervorgeht. Sie behélt den-
selben Werth von go= ©bisy = 2?r— ©; worauf sie von
P—2rc— O©bisp= wieder dieselben Werthe wie von
<p= obisgp = © in umgekehrter Ordnung durchlauft.
Geometrisch betrachtet stellt mithin die Reihe 9.)
zwischen ¢> = o und (p = 2w eine Linie dar, zusammenge-
setzt aus zwei Curvensticken (von = o0 bis = © und
von g>= 2rt - © bisp= 2?r) deren Ordinaten die ellip-

tische Funktion 10.) fir die Amplitudena = o bisa =-y-

reprasentiren und einer geraden Linie, welche die End-
punkte der beiden Bogen verbindend parallel zur Abscissen-
axe der ephinlauft und deren Ordinate das vollstéandige Integral
darstellt, wie beistehende Figur zeigtfir © =0, 30°, 90°, 140°, n.
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Da die Reihe 9.) fur ¢p= n denselben Werth hat wie
fur 9= ©, namlich das vollstéandige elliptische Integral
10.) darstellt, so hat man fir dasselbe auch folgende sehr
einfache Entwicklung nach Kugelfunktionen

n

‘51T iP- <n.

wo wie oben Pn fir Pn (cos 0) gesetzt ist.
Fir © — 7t, wird Pn = (—1)", mithin wird die
Reihe 9.)

Z! J A = log. tg (f«r + -1-9)
0

fur ¢p< 7t. Der geradlinige Theil in der geometrischen
Darstellung der allgemeinen Reihe 9.) verschwindet in
diesem Falle. Die Curve steigt von ¢>= o bisg= 7t ins
Unendliche, und fallt von g = 7t bis ¢ = 27t vom Unend-
lichen bis zur Abscissenaxe der (p hinab.

Fir © = o hingegen geht die Reihe 9.) in die be-
kannte Reihe

Zdrrsasm+/

Uber, welche von o> = o0 bis ¢» = 27t den constautea Werth
Y hat. Hier verschwindet in der geometrischen Dar-

stellung der Reihe 9.) der krummlinige Theil der sich in
geradlinige Strecken an den Grenzen > = ound gp= 7t
senkrecht zur Abscissenaxe stehend verwandelt, indem
der Werth der Reihe an diesen Grenzen (= o und o= 27r
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einen Sprung von o auf macht oder nach einer vielleicht

richtigeren und mit dem allgemeinen Falle mehr Uberein-
stimmenden Auffassung, *) in einem unendlich kleinen In-

tervall von o die Werthe von o bisy durchlauft.

~ so erhalt man

3. Dal/l—2ax+a* = —af,7
J]/I—2ax+a*

mit Beniitzung der Formel
JP,sin©do = 1(P. _1—P,+)
sofort,

\/1—2acosf+aa |—acos©— ~ 2nTI™ m~"nri)«n+l(12.

n=I
und hieraus
7t
1 2 ;[ I
2rtj*V 1—2acosytaa.dp==—Y atb I vy 1— @n
0 0

= i-Z_|O’\i< p+P+'-p p-> (13

wo a,b dieselben Werthe haben wie in Formel 1.) und
P_j = 0 zu setzen ist.
Fur 0 = 0" wird

71

4asm*© . j ,

*) Yergl. Du Bois-Reymond ,Ueber die sprungweise Aenderung
analytischer Funktionen.“ Math. Ann. Bd. VII. (1874) S. 241.
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=1- Z2TipT (Pi'+1_P,- )a"+, (V-
n= o

Je nach der Wahl der Constanten a,©' geben diese
Gleichangen verschiedene Entwicklungen fir das vollstan-
dige elliptische Integral zweiter Gattung, und gelten die-
selben auch noch fiur a= + I.

Wahrend die Gleichung 12.) fur a = -£- 1 ergibt

1 0 1 1 d 1o 1o
n 2 =3 ITU 3T7 579 ° 5.
—c°Sy=g+ — P, gTgP: l.-- (16

folgt aus Gleichung 14.) fur dieselben Werthe von a

AN"me=ij~r5p-317P"-5i9p. - <df

7t

—sin'O-sin'g- 79 (18.

=¥ +r5P,-3 17P1+5i9P- - +

welche Reihen”sich von den voranstehenden 15.) 16.) nur
dadurch unterscheiden, dass an die Stelle der Pa die Qua-
date dieser Polynome treten. Diese Gleichungen gelten
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auch noch fir 0 = ound 0 = y . Im letzteren Falle

reduciren sich die beiden Gleichungen 17.) 18.) auf

Hiezu mag noch folgende Reihe angefuhrt werden,
welche sin 20 darstellt und erhalten wird, wenn man die
Reihe 17.) mit cos O multiplicirt und vermdge der Relation,
welche drei aufeinanderfolgende P aneinanderknipft, in den
einzelnen Gliedern Pncos 0 durch Pn+, und P j ausdrickt.
Es ergibt sich sodann

=sin2® =—_ _P.P, --P.P, PP, — PP—
13.5 1.35.7 3.5.79 5.7.9.11

§ 3.

Auf demselben Wege kann man zu einer Entwicklung
der Bessel'schen Cylinderfunktion Jn(z) mittelst Kugelfunk-
tionen gelangen. Ich habe friher gezeigt,*) dass die Ent-
wicklung von cos (a cos 0) und sin (a cos 0) nach Kugel-
funktionen ergibt

cos(acos 0) = APO— AZPa+ ALP4----- 1----

sin (acos 0) = AiPx— A3®8+ AFP6----- L
wWo &)T___s_!p_g (2.
a
und allgemein
An= 25U (N nsina— Mncosa) (3.
a

ist, wenn MnundNn Zahler und Nenner des ntau Naherungs-
bruches des folgenden Kettenbruchs sind:

*) ,Von den Coefficienten der Reihen von Kugelfunktionen einer
Variablen.” Jour. v. Borchardt. Bd. 56 (1859) S, 10G.



262 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. Juli 1875.

?”h=tga=J-
cosa lla—1

3/&d—)
Sla— -. _
Es gentgen mithin die M,,undN,, den Relationen

Mn+1-?5+iM n+ Mn l=o0
a

NnH- 2BUN .+ N.,~0
a

und die Funktionen An selbst, sind durch die Relation

1— <
aneinander gebunden.
Durch die Reihen 1.) sind die Funktionen Auals In-
tegrale gegeben, namlich
» 'l
(—1)" Afc Jcosax.Pindx,(—I)PAJ4I= ~ i? J sinax.P.2+1dx
-1 -1
woraus mittelst des bekannten Ausdrucks fur Pn als ntor
Differentialquotient allgemein sich ergibt
t
2 an C .
A,= | Cos (acos qp) sin ,n+ 1 5,
2n+l 24-6--2nJ (v ® qg/d}:))/ (v
Endlich habe ich a. a. 0. S. 119 auch nachgewiesen,
dass die Funktion An durch die hypergeometrische Reihe
dargestellt wird
1 A (1- ar | » . \(
2n+l n* 1-3-5-2n+1V 2(2n+3r 24(2n+3)(2n+5
Da nun die Cylinderfunktion J,(z) durch das Integral
T

LN -1 Fcos (z cos &) sin Sypd®
é Y, y r

135 2n—1 ic

oder auch durch die hypergeometrische Reihe
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JEE—— "¢ 2 1 f-

2452V 2(2n+2)~2.4<2n+2)(2n-f4) T */

dargestelit wird, so ersieht man, dass wenn man Cylinder-
funktionen mit gebrochenem Index zulassen will, die Punktion
tion a» nur durch einen Zahlenfaktor von der Funktion

1
a *Jnfl (a) verschieden ist. *)

Setzen wir nun in den Gleichungen 1) cosy =-
cosdcoso'+ singsind’cosgp an die Stelle von cos ©und
integriren nach ¢p, S0 ergibt sich sogleich

(acos©c0s& )JQasin©sin®© )=APPI—AMPJPi+AIPPi— h . 1
(acosecose”asindsinQ N—A ,?1?1—A3P8P3+A5P5P5----}-. ]
wo wie bisher Pn,P*fiir Pricos ©), Pn(cos©) gesetzt ist.

Macht man hierin ©= ©, so wird
cos (acosa®) JOasinZ) = APR— AP2+ ALA----1--
sin (acosZ9) J@asin M) = AjPj2— APRf-APB----- i 7

Setzt man aber ©= ~ , so ergibt sich
Joasino) = AR+yAFE] | AP+.j8
Differentirt man die erste der Gleichungen 7.) nach
Q und setzt sodann 0' = - %0 erhalt man, da

—J\in(zcos9p)cosgpdy sinzsingf)<gpdip = J,(2)
0 0
ist, **)

*) Biese Punktionen An sind seitdem mehrfach in Betracht ge-
zogen worden, so von Heine, Journ. v. Borchardt. Bd. 69 (1868)S. 128;
H. Weber ebendaselbst S. 233, Lommel, ,Ueber die Bessel’sehen
Funktionen.” (1868) und Math. Ann.Bd. Il. (1870). S. 624.

**) Neumann, BesseTschen Funktionen.“ S. 6.

[1875. 3. Math.-phys. CL] 19



264 aiuttng der wmth-phya* Classe vom 3. Juli 1875.

* b - " 1*3-- 2n—1 AtodPta
-r_/\}t asm©) = I —_ = = — =
sinod (as ) 2 4 '2n a xdx

wo x = co80. Diese Gleichung inVerbindung mit Gleichung
#.) verificirt sofort die Relation

Die fur J! gefundene Reihe lasst sich auf folgende
Weise umformen.
Setzen wir um abzuburzen im Folgenden immer
1.3-5--2n—1
2-4--2n-2n+ 2.2n+4-.2n+2k
wo Kk eine ganz positive Zahl und
1m3m5--2n—1
2'4-6"2n
dann wird die Gleichung fur J4, wenn wir far 3 seinen

Werth aus der Relation 4.) einsetzen,
-rN i = "a* n N Np”
sh O"J  (@sin« I ia '\Afn—1+ In+3)/xdrx
n=
oder wenn wir in dem ersten Theile der Reihe n-j-1 statt
n setzen

4 g J,(.))))((): Z «M + D" + 2)/\ ] T
n—o

Nun bestehen aber zwischen den Differentialquotienten
derselben Ordnung von und Pn! eine ganz ana-
loge Relation, wie zwischen diesen Funktionen selbst; man
hat namlich, wie sich leicht erweisen lasst, folgendes System
von Relationen

(n+1-k )N +(n+i)— m= (2+)x™ (o

von k=0 bis k—n
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Hiernach reducirt sich obige Entwicklung von Jj auf
folgende

sﬁfg‘]’l(asm@)): £ dx
n=0 10
_ =1 dp, )
1,881110)= 1T o

n—o
Es ist nun nicht schwer nachzuweisen, dass ftir die

Cylinderfunktion Jk(asit} ©) tberhaupt, wo Kk irgend eine
ganze positive Zahl ist, die Reihenentwicklung gilt

sin k@ (as*n “ Z ! a“»kAan]k —

11.
(— l)kJkasin®©) = Atatk®  +

n-o

eine fur reelle Werthe vrn a und © immer convergente
Entwicklung. Um die allgemeine Gultigkeit derselben fir
jeden ganzen positiven Index k nachzuweisen, reicht es hin
zu zeigen, dass, wenn sie fur Jk und JKj besteht, auch fur
Jk-H gultig ist. Zu diesem Nachweis kann man sich der,
der Relation 4.) analogen, Relation bedienen

IHl(z) = 7. IK(2)-IK LD

welche von k=1 an statt hat. Setzt man in derselben
z=asin®© und fiur Jk und Jk, ihre Entwicklung aus 11.)
ein, so erhalt man

1 t /[ . ™ T" 2k Aan+kdkP tn+k
Noa JAHI" Ine>= 2 _°- , + dI-
n=o
a dk ,Pto+k_1
E<<n,k—|A2n+k—| dx**
D=0

19*
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A .
In der ersten Reihe ersetze man—é— durch seinen

Werth aus der Relation 4.); in der zweiten Reihe ersetze
man mittelst der Formel

P-=2~"T (% -% -"') <12
die k—Itn Differentialquotienten der P durch die K&, so
geht die rechte Gleichungsseite Uber in

AnHei  dgnjk . (2n+2k— AN i dkPinn
"kdn+2k-1 dxk inm 4n+2k+3 dxk

n=o0
oder wenn man in der ersten Reihe, deren erstes Glied
verschwindet, n-j-1 statt n setzt, in
i , *dkPfnlk  (2n+1) (n-f-1) d1-1*-1-*
to+'2k+8 \2n+ 2k+ 1>“ d? i+k+1 dF”

Ersetzt man nun wieder die ktn Differentialquotienten
der P mittelst der Formel 12.) durch die k + It und re-
ducirt mittelst der Relationen 9.) so geht der Ausdruck

inidicis \f tber in
I-i* AH-T8nH1
2n+2k-f-2 dxH-1
Hiemit wird nun, da 1—x2= sin&®,

SINH-© k-1l sh®) ="  a“kH AZrk+i dx”~
n=o
Ubereinstimmend mitder Entwicklung von Jk+i (asin©)nach
der Formel 11.). Da nun vermdge der Gleichungen 8,)
und 10.) diese Entwicklung gilt fur k=0 und k=1, so
gilt sie auch fur k=2, 3 u. s. f.

Fir ©=o0 wird Pn= |, fir© = — wird P*j = 0, Pta

= (—1)nm.o und man erhalt somit aus den vorhergehenden
Gleichungen folgende Entwicklungen nach Funktionen Aa:
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cos a = M,
sina = 2E(—IMNA*N,

1= A0+ —A,-f- jAA4f-..= Jga™ A%,
J,(@ =2{—DHn<. A0 ~N13.
Tm isn-a 2n+1-2n+3-2n+2k—1.
k@~ 2-(1) 2n+2.2n+4~2n+2k k"+*
135.2n+2k-1.
S 2-46 -2n A-»

alle Summen von n=0 an genommen.

Die Entwicklung von Jk@) ergibt sich aus 11) far

0=1]-, da
[dkP8HA = 1-35.2n+2k-1
\Y/ daxk /1=, * }° 24-6-2n

gefunden wird. Die Reihe fUr ak ergibt sich aus derselben
Gleichung fir © =0 , da einerseits sin "koJk(asin©)den Werth
ak

annimmt, wie sogleich aus der Reihenentwicklung

von JKz) nach Potenzen von z folgt, andererseits

/dkP\ n—k-f1-n—k+2«.--n+k
Vdxk/ Xei~~ 2-4-6--2k
also
[dP&FKR  _ 2n+1-2n-J-2---2n+2k
N dxk Lo 2-4...2k

ist, wie sich am leichtesten aas der Differentialgleichung,
welcher Pn geniigt und wiederholte Differentiation der-
selben ableiten l&sst.

Ausser der Integralform 5.) fir An, die sich aus der
Reihenentwicklung 1.) ergibt, lasst sich noch eine andere
aus der Reihe 8.) ableiten. Es ist nach den Gleichungen
8.) und 1)



268 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. Juli 1875.

J. @Y 1—x)= ~«.,0 Aw(a) Pto
cos bx = JBx—1)"Ato(b) Pta
wenn A(b) der Werth der Funktion A ist, wenn darin

b statt a gesetzt wird. Da nun bekanntlich Jp,Pndx= o

ist, wenn m~2n , = wennm-~ n, (das Integral zwischen

1
denGrenzen x= — lund x = + 1genommen), so folgt so-

fort durch Multiplication der beiden Reihen und Integration
zwischen denselben Grenzen

cosbx-J,,(ay r=x«)dx= £ (~ A(hXI

Der Werth des Integrals &andert sich hienach nicht,
wenn man a und b vertauscht, d. h. es ist

-H fi
J*cos bx. JO(@Y 1—x*)dx = J cosax.J,(b\/lI-x*)dx (15.
— —
_Auf ahnliche Weise lasst sich nachweisen, dass
+i +i

aJdsin bx.J0(a]/1—x*)dx=bJsin ax .JO(by 1—x*)-xdx(16
-i -1
ist.

Entwickelt man in der ersteren der beiden Gleichungen
15.) nach Potenzen von b, so kommt

Z “ .<-.).-

Die Gleichsetzung der Coefficienten von b2 in den
beiden Reihen gibt, da das Integral auf der rechten Seite
fur x = cos © in das Integral 5.) Ubergeht

.. L—H ZFIVi=FdlI =P |-~ 7

= -rJ, (N,sina— M.cosa)
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Speziell erhélt man fur n=o0

i-/jOo(avT=igdx = »

Das Integral in 17.) lasst sich noch in anderer Form
durch die Funktionen A darstellen Es ist namlich*)

ST/A- . in 2n-2n—2»-2n—2r+2 p
N-( + >2n+1-2n-t-3---2n+2r+l *

r=o

(das r=0 entsprechende Glied der Reihe ist P»);

multiplicirt man diese Reihe mit der Reihe 8) furJQaV 1—x’)

und integrirt zwischen den Grenzen x = —1 und x=+1,
so erhalt man sofort
+> r=n
1 E-tm/ l/i—rsj__T" 2n-2n-2..2n—2r+2 k /1Q
2_1x JQal]/l X)dx _ «,02n+1.2n+8..2n+2r+1 *
r=o

A
wo fur das r=0 entsprechende Glied der Summe 2n_0|_y zZu

nehmen ist. Vergleicht man diesen Werth des Integrals
mit dem in 17.), so ergibt sich

19 KO 1 2n-2n—2-2n—2r+2 A ,

r=o
wo fur das r=o entsprechende Glied A* zu nehmen ist.
Dass a_nAnsich durch eine Reihe der A von A bis Atadarstellen
lasse, geht sogleich aus der Relation 4.) hervor. Die
Gleichung 19.) gibt das Gesetz an, nach welchem die
Coefficienten dieser Reihe gebildet sind.

8 4.

Schliesslich mdge hier noch eine Bemerkung Platz finden
Uber die Entwicklung einer Funktion nach Kugelfunktionen.

*) ,,Reihenvon Kugelfunktionen®. Jour. v. Borchardt. Bd. 56, S. 113,
oder Heine ,Kugelfunktionen“. S. 38,
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Betrachten wir die endliche Reihe
i.p;p0+3 -p;p.+ 5p;p,+-+(2n+i) p;pn

wo, wie bisher Pn fir Pn(x) oder Pn(cos ©) , P, farPrn(x")
oder Pi(cos©") gesetzt ist. Die Summe dieser Reihe ist
leicht zu finden. Denn multiplicirt man sie mit x und
ersetzt xP mittelst der bekannten Relation durch die be-
nachbarten P , zieht hierauf dieselbe Reihe mit x' multi-
plicirt davon ab, so verschwinden, da zwischen den P' die-
selbe Relation besteht wie zwischen den P, alle Glieder
ausser den mit Pnund 1?~ behafteten, und man erhélt das
Resultat (n+1) (P;PUL-P I+Pn).

Bezeichnet man also das Polynom, wdiches durch obige
Reihe dargesellt wird, mit rfn(x,x") , so ist

H.(x,xO = (n+1)-P°P+ f+'P° (1.

Dieses Polynom ist schon von Herrn ChristoffFel in
seiner oben angefiihrten Abhandlung Uber die Gauss'sche
Quadratur *) betrachtet worden. Es soll nun aber gezeigt
werden, wie dieses Polynom zur Entwicklung einer be-
liebigen Funktion nach Kugelfunktionen fuhrt.

Sei f(x) eine Funktion, die zwischen den Grenzen x= — 1
und X = +1 nicht unendlich wird, und betrachten wir
das Integral )

+i
-i-JV).H.(x,xOdx"' (2

so erhalt man, wenn man darin fur IIn seine Entwicklung
nach den P einsetzt

n—n %1
Z (?Ei 1J*xW x').P B 3.
n=*o —1

Man ersieht, dass das Gesetz dieser Reihe Uberein-
stimmt mit dem Gesetz der Entwicklung der Funktion f(x)
nach Kugelfunktionen. Um nun den Werth der Reihe 3.)

*) Journ. von Borch. Bd. 55. S. 73.
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zu finden, wenn wir dieselbe in's Unendliche fortsetzen,
haben wir nur den Werth des Integrals 2.) zu suchen,
wenn n Uber alle Grenzen hinaus wachst. Hiezu kénnen
wir uns des Poisson’'schen Naherungswertes von Pn fir
sehr grosse Werthe von n bedienen

PBcos®) = (s~ ] il )-i-coB[(n+A.)O->]

Fuhrt man diesen Werth von Pn und die entsprechenden
far Pnt !, Pi, P,_|i, sowie cos© und cos©' fur x und X' in
das Integral 2.) ein, so geht dasselbe nach einigen leichten
Reduktionen in folgendes Uber:

_ 1 /sin a» f«inM"*) (©'-©)  cos(n-H) (Qj-fQ)| den
J fos@OY Jryh sm&—=© gn©'+O

dessen Werthbestimmung nach den Dirichlet’'schen Be-
trachtungen Uber die Convergenz der Sinus- und Cosinus-
Reihen (Grelle Journ. Bd. 4) sich ergibt. Mittelst des
Integrals

welches =q>(0), Wenriqg und hs\r/ne?schiedenes Zeichen haben
hingegen = o ist, wenn g und h von gleichen Zeichen sind,
k als eine unendlich grosse positive Zahl vorausgesetzt,
beweisst man sofort, dass der erste Theil obigen Integrals
sich auf f(cos ©) reducirt, wahrend der andere verschwindet.
Hiemit ist nachgewiesen, dass die Reihe 3.) ins Unendliche
fortgesetzt, den Werth f(x) hat, es musste denn sein, dass
fur ein bestimmtes x die Funktion f eine Unstetigkeit er-
leidet, in welchem Falle der Werth der Reihe nach Di-
richlet'scher Auffassung = ~-[f(x-j-0) + f(x—0)] ist.

Andererseits hat man das Resultat, dass wenn eine
Funktion f(x) in eine Reihe nach Kugelfunktionen ent-
wickelt gegeben ist



272 Sitzung der math-phys. (Hasse vom S. Juli 1875.

f(x) = copo+ cl1P1+ caP,+ ..+ cUPIl+...
das Integral

*i'_|_]2£XI)J In(x,x4 dx'

genau die Summe der n+1 ersten Glieder bis zu dem
Gliede mit Pnincl. darsellt. Nebenbei folgt hieraus auch die
bemerkenswerthe Eigenschaft der Funktion JIn(x,x/), dass

wenn gp(X) eine ganze Funktion vom Grade m<n ist, immer
+i

TJlg (X0On » (X»0e& = 9o W
ist.
Bricht man die Reihe fur f(x) nach dem Gliede CnPn
ab, so ist der Rest der Reihe

Rn= f(x)— XOn»(x,x')dx
—
oder da

Nz (x,x")dx = |,
-
+1

R,= [f(x)-f(x")]IZn(x,x")dx'
-

_”*21J f(x~-f(xO (p,pBH_ p~ipnd3
_]

Setzt man daher
+i

-1 —
so wird der Rest der Reihe fur f(x) vom Gliede c~Pn-i-i an

_— }-
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