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Herr Wilhelm von Bezold legt vors

.Die Theorie der stationdren Stromung
unter ganz allgemeinen Gesichts-
punkten betrachtet®.

Wenn man die von Eirchhoff) gegebene Ableitung
der Ohm 'sehen Gesetze aufmerksam betrachtet, so kann es
kaum entgehen, dass dieselbe im Wesentlichen nicht nur
fur elektrische Strome giltig ist, sondern dass sie mit kleinen
Abénderungen gerade so gut auf andere Arten stationarer
Stréome Ubertragbar ist.

Thatsaohlich haben auch z. B. die Gesetze fir den
Durchgang der Warme durch parallele Wande von geringer
Dicke *) und grosser Flaclienausdehnung genau dieselbe Form«
wie die Ohm’'sehen. Das Gleiche gilt von den Formeln,
welche die Luftmengen angeben, die bei einseitigem Ueber-
drucke durch porése Wandungen hindurch gepresst wer-
den9 nur mit dem Unterschiede, dass an die Stelle der
im Ohm’sehen Gesetze vorkommenden elektromotorischen
Krafte (d. i. Spannungsdifferenzen) in dem einen Falle
Temperatur- in dem andern Druckdifferenzen treten.

Auch das in den Lehrblchern viel benutzte Gleichniss,
bei welchem man statt des galvanischen Stromes einen

1) Poggdff. Ann. LXXVIII. S. 506 ff.
2) Péclet. Traité de la Chaleur 3“- ed. tom. I. p. 408 ff.
3) C. Lang in Ztscbft. f. Biologie. Bd. XI. S. 323.
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Wasserstrom betrachtet, lasst sich viel weiter verfolgen, als
man im ersten Augenblicke glauben mdchte. So kann man
z. B. verschiedene Eigenthiimlichkeiten der galvanischen
Kette trefflich versinnlichen, wenn man sich an Stelle der
Elemente Pumpwerke gesetzt denkt, welche Wasser um be-
stimmte Hohen heben, wahrend Rohren von dem oberen
Ende einer jeden Pumpe zu dem unteren der nachstfolgenden
fuhren und so bei Thatigkeit der Pumpen einen geschlossenen
Strom ermdglichen. Entndhme die erste der Pumpen ihr
Wasser einem grossen Reservoir z. B. einem See, wahrend
die letzte das gehobene Wasser in ein eben solches Reser-
voir entleerte, so hatte man bei fortgesetzter Wirksamkeit
der Pumpen ebenfalls einen stationdren Strom, gerade wie
in einer Telegraphenleitung, deren Enden mit Erdplatten
verbunden sind u. s. w.

Dieses Gleichniss liesse sich noch viel weiter ausspinnen
ohne die Analogie zu verlieren.

Eine so weit gehende Uebereinstimmung ist nicht
denkbar ohne tiefere innere Begrindung und muss unwill-
kirlich auf den Gedanken fuhren, dass flr beide Gruppen
von Erscheinungen gleichartig gebaute Gesetze gelten muissen.

Es schien desshalb angezeigt, einmal den Versuch zu
machen, ob es nicht méglich sei, ganz allgemeine Gesetze
aufzustellen, welche fur alle Arten stationarer Strome gul-
tig sind, und welche alsdann sowohl die Ohmisehen und
Kirchhoff'sehen Gesetze der Stromesleitung und Strom-
verzweigung als auch das Lenz-Joule’sehe Gesetz der
Erwarmung durch den Strom als specielle Falle in sich
schlies8en mussten.

Einer solch’ allgemeinen Untersuchung sollen die fol-
genden Zeilen und voraussichtlich noch einige spatere Mit-
theilungen gewidmet werden, da sich thatséchlich zeigen
wird, dass eine Menge von Fragen der Mechanik, und zwar
aus sehr verschiedenen Gebieten, eine Behandlung unter
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diesem Gesichtspunkte gestatten. Wenn hier die Beispiele
fur die einzelnen Satze zunachst der Lehre vom galvanischen
Strome entnommen werden, so liegt der Grund darin, dass
es besonders interessant schien, zu zeigen, dass verschiedene
der dort langst bekannten und bewiesenen Satze nicht
sowohl in dem Wesen der Elektricitat wurzeln, als vielmehr
dem stationdren Strome eigen sind, und dass sie den Grund-
anschauungen Uber dieses Wesen noch ausserst weiten Spiel-
raum gewahren.

Um das Versténdniss zu erleichtern, missen jedoch vor
Allem einige Definitionen gegeben, beziehungsweise in's
Gedéachtniss zurtckgerufen werden.

Definitionen und einleitende Bemerkungen.

Wenn ein System von Punkten sich, in der Weise be-
wegt, dass an bestimmten, dem Systeme angehorigen Stellen,
des Raumes jederzeit genau der namliche Bewegungsznstand
herrscht, so nennt man die Bewegung an jenen Stellen
.stationar® und zwar wollen wir sie in diesem Falle
als ,einfach stationar“ bezeichnen.

Tritt eine solche Gleichheit des Bewegungszustandes
nur innerhalb gewisser Perioden ein, so dass innerhalb jeder
Periode sich dieselben Bewegungszustande in genau gleicher
Weise wiederholen, so soll die Bewegung ,periodisch
stationar*® heissen.

Streng genommen ist eine einfach stationare Bewegung
nur denkbar bei continuirlicher Vertheilung der bewegten
Massen; bei discontinuirlich vertheilten kann «ie nur periodisch
sein, aber diese Periode kann unendlich klein werden im
Vergleiche mit den Ubrigen in Betracht kommenden Zeiten
und man darf dann eine solche Bewegung mit demselben
Rechte als einfach stationare betrachten, mit welchem man
z. B. einen schweren Korper als continuirlich mit Masse
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erfullt ansieht, obwohl man sich denselben aus Atomen
zusammengesetzt denkt.

Der Allgemeinheit wegen soll im folgenden immer von
Punkten die Rede sein, da die so durchgefihrten Betrach-
tungen auch jenen Fall in sich schliessen, wo die Anzahl
der in einem Raumsticke enthaltenen Punkte unendlich
gross wird, ein Fall, den man, wie bemerkt, bei einfach sta-
tionarer Bewegung immer voraussetzen muss. Dabei sollen
diese Punkte, wenn nicht ausdricklich das Gegentheil be-
merkt ist, immer als materielle Punkte d. h. als trage
Massen aufgefasst werden, obwohl verschiedene der spater
aufzustellenden Sétze auch bei rein mathematischen Punkten
gultig bleiben. Inwieferne sich die Séatze fur die Bewegung
trager Massen auf die Fortpflanzung blosser Zustande Uber-
tragen lassen, muss in jedem einzelnen Falle besonders ent-
schieden werden4).

Bewegen sich durch eine Linie oder durch einen Com-
plex stetig nebeneinander verlaufender Linien Punkte in
der Art, dass durch jede Flache, welche sdmmitliche Linien
schneidet, in gleichen Zeiten die gleiche Punktenzahl hin-
durch geht, so nennt man das Ganze einen stationdren
Strom. Der Strom ist einfach stationar, wenn diese
Zeiten beliebig kurz gewahlt werden koénnen, periodisch
stationar, wenn die Bedingung nur fur bestimmte, aber
gleich lange, Zeitraume erfullt ist.

4) So kann man z B. eine Schwingung, welche die Gesammt-
energie besitzt und sich mit der Geschwindigkeit ¢ langs einer
Geraden fortpflanzt in vielen Fallen durch eine Masse M = er-

setzt denken, welche sich mit der Geschwindigkeit ¢ in derselben
Graden bewegt. Die Modglichkeit eine grosse Zahl von optischen Er-
scheinungen mit Hulfe der Emanationstheorie zu erklaren beruhte nur
darauf, dass eine solche Vertauschung translatorischer Bewegung mit
oscillatori&lien innerhalb gewisser Grenzen zuléssig war.

[1877. Il. Math.-phys. CI] 13
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Beispiele eines einfach stationdren Stromes bieten, ab-
gesehen vom galvanischen Strome und von den Warme-
stromen, die Bewegungen in Wasser- und Gasleitungen
oder in den Rohren einer Wasserheizung, oder die Bewe-
gungen der Luft in Kaminen und Ventilationsanlagen, an-
naherungsweise auch die Bewegungen des Wassers in Flissen
und Canalen, das Ausstromen von Gasen und Dampfen bei
constantem Ueberdruck u. s. w.

Periodisch stationare Strome erhalt man, wenn man
z. B. in einen galvanischen Strom einen Selbstunterbrecher
einschaltet, oder bei den gewdhnlichen Pumpen, beim hy-
draulischen Widder, bei der Dampfmaschine u. s. w.

Den Weg, welchen ein Punkt eines Stromes durchlauft,
nennt man Stromlinie.

Eine Flache, welche sammtliche Stromlinien senkrecht
schneidet9, heisst ein Querschnitt des Stromes.

Den Inbegriff aller durch ein Element eines Querschnitts
gehenden Stromlinien nennt man einen Stromfaden.

Durchlaufen dieselben Punkte den namlichen Quer-
schnitt immer wieder, so nennt man den Strom in sich,
geschlossen.

Ein Strom kann in sich geschlossen sein, ohne dass
die einzelnen Stromféden in sich geschlossen sind.

Treten die Stromfaden an einzelnen Stellen auseinander,
so dass sie nicht mehr mit einander in Beridhrung stehen,
so heisst der Strom verzweigt.

Die Menge der Punkte, welche in der Zeiteinheit durch
den Querschnitt eines Stromes geht, dient als Maass flr
die ,Stromintensitdtu oder ,Stromstéarkell Sie
soll mit i bezeichnet werden.

5) Man kann nicht behaupten, dass immer eine solche Flache
existire; wo dies nicht der Fall ist, mussen eben besondere Unter-
suchungen dariber angestellt werden, ob die im folgenden zu gebenden
Satze noch anwendbar sind.
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Beim einfach stationdren Strom ist die Stromstarke
constant, d. h. sowohl von der Zeit als auch von der Lage
des betreffenden Querschnittes unabhéngig.

Beim periodisch stationdren Strome ist die ,mittlere
Stromintensitat4}l constant. Bezeichnet man demnach
diese mittlere Intensitat durch J die Periode aber durch T,
so muss fur jeden Querschnitt und fur jede Zeit t

constant sein.

In dieser Mittheilung sollen nur einfach stationare
Strome betrachtet werden.

Auch sollen die Entwickelungen zunachst auf Strom-
faden beschrénkt werden, deren Querschnitt so Kklein ist,
dass man in allen Punkten eines solchen Querschnitts die
Geschwindigkeit u. s. w. gleich annehmen darf.

Ist die eben genannte Bedingung auch fir die Quer-
schnitte eines ganzen Stromes erfillt, so sind selbstverstand-
lich die gewonnenen Sétze sofort auf den ganzen Strom
Ubertragbar.

Theorie der einfach stationdren Strémung.

8§ 1. Denkt man sich aus einem einfach stationaren
Strome einen Stromfaden herausgenommen, der an einer
beliebigen Stelle den (unendlich kleinen) Querschnitt q hat
und nennt man die Geschwindigkeit, mit welcher die Punkte
durch diesen Querschnitt fliessen 1, die Dichtigkeit der
Punkte aber d. h. die Anzahl der in der Volumeneinheit
enthaltenen Punkte oder eine ihr proportionale Grosse, also
auch die in der Volumeneinheit enthaltene Masse, durch d,
SO ist

i= tqd [1]
18*
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Wenn namlich die Punkte mit der Geschwindigkeit v
durch den Querschnitt fliessen, so flullen die wahrend einer
Zeiteinheit hindurchgegangenen ein Element des Strom-
fadens von der Basis g und von der Hohe v und ihre Menge
beziehungsweise die in dem Element enthaltene Masse ist
alsdann qvd, diese Menge ist aber das Maass der Strom-
starke.

d soll die Massendichtigkeit oder die Dichtigkeit des
stromenden Mediums heissen, nicht zu verwechseln mit der
Stromdichte g. Letztere wird gemessen durch die Menge
der in der Zeiteinheit durch die Querschnittseinheit fliessenden
Punkte und es ist demnach

. m

Aus Gleichung [1] ergeben sich sofort zwei wichtige
Folgerungen fur zwei extreme Falle.

Ist namlich i constant = d* so ist auch ™ constant

etwa = x, und demnach

d. h. die Geschwindigkeit ist in diesem Falle dem Quer*
schnitt umgekehrt proportional, wahrend die Stromesdichtig-
keit
q= —= va*
q

wird und mithin der Geschwindigkeit proportional ist.

Diesen Fall hat man bei incompressiblen Flussigkeiten
von constanter Temperatur vor sich.

Ist dagegen qd constant d. h. ricken die Punkte in
demselben Maasse aneinander, in welchem der Querschnitt
abnimmt, so ist auch v constant ~ v* und g= dv* sagt
in diesem Falle aus, dass die Stromesdichtigkeit der Dichtig-
keit des stromenden Mediums proportional ist.
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Es soll spater gezeigt werden, dass man sich den gal-
vanischen Strom von dieser Beschaffenheit zu denken hat.

§ 2. Wahlt man nun einen Querschnitt als Ausgangs-
punkt und schneidet man von diesem anfangend im Sinne
der Stromesrichtung eine Lange s von dem Stromfaden
ab, so sind q und v nur Functionen von s wahrend i davon
unabhéngig, d. h. allenthalben constant ist.

Die Beschleunigung, welche die stromenden Punkte an
einer gegebenen Stelle erfahren, ist sobald einmal der Strom
stationar ist, und nur diesen Fall betrachten wir hier, eine
Function von s.

Es gibt demnach fur die accelerirenden Kréafte, d. h.
ftir die im Sinne der Stromesrichtung wirkenden jedenfalls
eine Kraftefunktion V, deren negativer Differentialquotient
—Oclg}/l' Sinne der Stromesrichtung auf die Massen-
einheit wirkende beschleunigende Kraft ist. Da man in
allen Fallen, wo diese Kraft die Folge von Anziehungen
oder Abstossungen ist, dieselbe den Massen proportional
setzen muss, auf welche sie wirkt, so ist die Kraft, welche
auf die in einem Stromelemente von der Lange ds enthal-

tenen Massen qdds wirkt —qddv ds und mithin die Be-

schleunigung o> im Sinne der Stromrichtung
i dv
av
n gdds ds

Um die Gesammtbeschleunigung zu erhalten, muss man
noch die im entgegengesetzten Sinne thatigen retardirenden
Krafte in Rechnung bringen. Bezeichnet man die durch
sie hervorgebrachte Verzogerung ihrem absoluten Werthe
nach durch f, so erhalt man als Gesammtbeschleunigung

dv dv
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Hiebei empfiehlt es sich, den negativen Werth des
Differentialquotienten als Beschleunigung anzusehen, weil
bei Wirkung der Schwerkraft V = gh wird, wo h die H5he
Uber der Erdoberflache ist und man bei Wasserstromen die
Richtung von oben nach unten als positive ansieht, wah-
rend bei galvanischen Stromen V die Potentialfunction
ist und auch dort im Sinne des sinkenden Werthes von V
die Strémung erfolgt.

Die Betrachtungen in diesem Paragraphen sind so ge-
fuhrt, als ob das stromende Medium aus einzelnen freien
Massenpunkten bestdnde. Sie sind jedoch auch dann noch
gultig, wenn zwischen den Punkten dieses stromenden

Systemes Kréfte thatig sind, soferne man nur unter »

und 2 nicht nur die von aussen wirkende», sondern die
Summe dieser Krafte und der aus den Verbindungen ent-
springenden versteht.

§ 3. Die Gleichung [4] soll nun zuné&chst verwerthet
werden, um die von dem Strome geleistete Arbeit au er-
mitteln.

Die Kraft, welche auf die im Stromelemente vom Quer-
schnitt g und von der Lange ds befindliche Masse ausgeubt
wird, ist

gdds = —qgd”™ ds—qd£ds
Dem entsprechend erhalt man die wahrend der Zeit-
einheit geleistete Arbeit durch Multiplication dieses Werthes
mit v, d. h. mit dem Wege, durch welchen diese Kraft
wahrend der Zeiteinheit thatig ist.
Die Arbeit ist mithin:

uqd-ij™ds = — vqdfds

oder wenn man bericksichtigt, dass vgd = i und
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dt; t dv ds
dt = ?2 didt 18t:
|vdS ds= --i ds ds — i £ds.

Diese Arbeit stellt sich als Differenz der Arbeiten der
accelerirenden und retardirenden Krafte dar.

Von den drei hier stehenden Grossen bietet die letzte
das meiste Interesse dar, d. h. es ist von besonderer Be-
deutung, die Arbeit kennen zu lernen, welche auf einer be-
stimmten Strecke zur Ueberwindung der Widerstande zu
leisten ist. Bezeichnet man diese Arbeit fur das zwischen
8 und 8" liegende Stromstiick durch U, wahrend die dem
8 und 8" entsprechenden Werthe von V, t5 q und d eben-
falls durch die entsprechenden Indices charakterisirt werden
sollen, so findet man

D=Ji{ds ®i(Y' - V")- i

oder
D=i(v+/")-i(v" + if). [5]
o<ler wenn man
i(v'+-y) = Uundi(v '-f = U" setzt,
u= U - u~

Hiebei ist aber iV' nichts anderes als die sogenannte
potentielle, i—£ die actueile Energie, ihre Summe demnach

die Gesammtenergie.

Der Satz heisst demnach: die in der Zeiteinheit auf dem
Stromsticke von der Lange s zur Ueberwindung der Wider-
stande verbrauchte Arbeit ist gleich dem Verluste an Ge-
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sammtenergie, welchen die in der Zeiteinheit durch den
Querschnitt fliessende Masse auf dem Wege s erleidet.

Dieser Satz enthalt natirlich nichts Neues in sich,
sondern ist nach dem Gesetze der Erhaltung der Kraft
selbstverstandlich, trotzdem schien seine Ableitung auf diesem
Wege wegen des Folgenden unerlasslich.

Unter Benutzung der Gleichung [1] geht diese Formel
in die folgende uber:

oder aneh
u=i<Y'-v) +i[(£)"-(£)*]

Diese Formen gestatten besonders einfache Behandlung
der beiden obenerwdhnten extremen Félle.

Ist ndmlich 8 constant, so ergibt sich
U= i(V —V")+ 7 (d2—qft

ist dagegen qd oder, was das namliche ist, v constant,
so wird:
U=i(VvV' —W).

Sind die retardirenden Kréfte derartig beschaffen, dass
die zu ihrer Ueberwindung erforderliche Arbeit nur in
Warme verwandelt wird, wie dies z. B. bei Reibungswider-
standen der Fall ist, so erhédlt man die auf der betrachteten
Strecke des Stromfadens entwickelte Warme Q durch die
Formel

Q= AU
wo A das calorische Aequivalent der Arbeit ist.

Unter Anwendung auf Elektricitat ist alsdann Formel
[5] nichts anderes als das Lenz-Joule’sche Gesetz.
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Man kann demnach auch die Formel [5] als die auf
alle Arten einfach stationdrer Strome anwendbare Erweite-
rung dieses Satzes betrachten.

8 4. Ware s die ganze Lange eines in sich geschlos-
senen Stromes und wirde das Gesetz

allenthalben die gleiche Form behalten und auch nirgends
Unstetigkeiten Vorkommen, wel6he eine Integration durch
den ganzen Stromeskreis unzulédssig erscheinen liessen, so
wére = vuund V' = V" und mithin auch

oder da £, so lange es unter die oben gegebene Definition
fallt, sein Zeichen nicht wechseln kann:
£=o

Wenn demnach ein stationarer geschlossener Strom
Uberhaupt mdoglich sein soll, so mussen entweder die Wider-
sténde Uberall gleich O sein oder es mussen die Werthe von
V Unstetigkeiten zeigen, oder es mussen an die Stelle von
£ an einzelnen Strecken Ausdriicke mit entgegengesetztem
Vorzeichen, d. h. noch andere accelerirende Kréfte als die durch

ausgedrickten treten.

Dies lasst sich folgendermassen naher untersuchen:

Man theilt den ganzen Strom in 2n Sticke in der Art,
dass auf den Strecken 1,3 ... 2n— 1 die Gleichung [4]
in der oben bezeichneten Weise gultig bleibt, wahrend die
Strecken 2, 4 . . 2n die Ausnahmsstellen enthalten sollen,
wobei es aber durchaus nicht nodthig ist, dass all' diese
Strecken mit geradem Index wirklich solche enthalten, son-
dern nur vorausgesetzt ist, dass auf den ungeradzahligen
keinenfalls solche Vorkommen.
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Dann gelten jedenfalls die Gleichongen:

Addirt man alle diese Gleichungen, so erhalt man:
i= 2 N2v~i) [6]

wobei man nur zu beachten hat, dass fir den geschlossenen
Strom der Index 2n+1 mit dem Index 1 identisch d. h.

Uto+1= Ui wird-
Dieser Satz lasst sich folgendermaassen aussprechen:

Nimmt man aus einem geschlossenen Strome beliebig
viele Stiicke heraus, welche jedoch sammtlich der Bedingung
genugen, dass auf ihnen die Totalenergie (immer bezogen
auf die in der Zeiteinheit durch den Querschnitt fliessende
Masse) im Sinne der Stromesrichtung abnimmt, so erhalt
man den auf sammtlichen Stiicken in der Zeiteinheit erfol-
genden Verlust an totaler Energie, indem man die Spriinge,
welche diese Grosse beim Uebergang von einem Stiicke zum
nachstfolgenden erleidet, addirt. Dabei ist dieser Sprung,
d. h. die Differenz positiv zu rechnen, wenn die Totalenergie
im Anfangspunkte des im Sinne der Stromesrichtung nach-
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folgenden Stuckes grosser ist als am Ende des vorher-
gehenden.

Sind die widerstehenden Kréafte der Axt, dass aller
Aufwand von Energie zur Erzeugung von Warme dient, so
gibt diese Summe die auf den betreffenden Stromsticken
entwickelte Warme in mechanischem Maasse.

Da dieser Satz gultig bleibt, ohne irgend welche Riick-
sicht auf das Verhalten der zwischenliegenden, mit geradem
Index behafteten Sticke, so umfasst er auch jenen Fall,
wo diese Sticke unendlich kurz werden und der Trennungs-
punkt zweier aufeinander folgender Strecken mit ungeradem
Index ein Discontinuitatspunkt wird.

Ist v auf jedem der betrachteten Stromstiicke con-
stant, d. h. W= v[ u. s. w., so wird

_1 = /\2*_')

oder wenn man die zwischenliegenden Sticke vom Index
2v ganz ignorirt und fortlaufend zahlt

fD,:ii(V;+|'y"):,iV,-n+’ [7]
und die Differenz
VuH ‘'Wp=

Beim galvanischen Strome ist V ~ © j nichts anderes

als die an der Beruhrungsstelle der Leiter (i und p+ 1
herrschende elektromotorische Kraft oder

ilL- = i2E
1 N

und die im .ganzen Schliessungsbogen entwickelte Wéarme-
menge ist demnach

SQ =AIi2E [8]
ein Satz, der jedoch nur auf die metallischen Theile des
Schliessungsbogens anwendbar ist, und auch hier nur nach



202 Sitzung der math.-phys. Classe vom 2. Juni 1877.

Ausschluss der Beruhrungsstellen verschiedener Metalle, d. h.
ohne Berucksichtigung des Peltier’sehen Phdnomens.

Die Formel [6] wirft ein interessantes Licht auf Falle,
wo eine Querschnittsdnderung eintritt:

Nimmt man namlich ein Stromstick heraus, in welchem
80 wird, wie oben bemerkt, bei einer incompressiblen
Flussigkeit v=> vu und ist demnach in der Formel

IV2 vu\
0=iV—V)+i(-a—V)
welche den Aufwand an totaler Energie auf dem betrach-
teten Sticke darstellt, nicht nur die erste Differenz positiv,
sondern auch die zweite.

Wenn hingegen q' > q", so ist die zweite negativ.
Wirde man nun in den beiden Fallen Strecken von solcher
Lange wahlen, dass V' — V" den gleichen Werth behielte,
so wirde das Gesammtresultat im ersteren Falle grosser
werden als im zweiten.

Nimmt man an, dass der ganze Aufwand von Energie
zu Warmeentwickelung diene, so wirden demnach bei einer
incompressiblen oder nur schwach compressiblen Flissigkeit
die Uebergang8stellen von engerer zu weiterer Leitung eine
grossere Warmeabgabe zeigen als Stellen, an welchen die
Leitung enger wird.

Da beim galvanischen Strome ein solcher Einfluss von
Querschnittsdnderungen nicht nachweisbar ist, so folgt we-
nigstens unter Grundelegung einer unitarischen Anschauung
schon hieraus, dass man sich die Geschwindigkeit v, wenig-
stens in einem und demselben Materiale constant zu denken
hat, im Gegensatze zu Edlund, der diese Geschwindigkeit
dem Querschnitte umgekehrt proportional annimmt9:
Wenn man von der bindren Hypothese ausgeht, und dem

6) K. Swensk. Vetenskaps-Akadem. Handlingai. Bd. XII Nr. 8 9 6.
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entsprechend den Strom als Doppelstrom betrachtet, kann
dieses negative Resultat kein Kriterium abgeben.

8 5. Nach dieser Betrachtung der Strecken mit un-
geradem Index, d. h. jener Strecken, aufwelchen das Gesetz
dv_ _dYy _ .

dtds 8§
gultig ist, und £ ein bloser Widerstand, sollen nun auch
die Strecken mit geradem Index betrachtet werden, von
welchen schon vorhin bewiesen wurde, dass auf ihnen we-
nigstens theilweise andere Gesetze gelten missen. Dabei soll
jedoch zunachst vorausgesetzt werden, dass weder V noch t
Unstetigkeiten aufweise und demnach U* = UJ, W' = Wy
U. S. W. sei.
Dann werden die auf den Strecken mit geradem Index
eintretenden Energieverluste beziehungsweise Gewinne durch
folgende Ausdriicke dargestellt werden

uS=u:;-u" = uv-u;
0."U- u,=d;- ut
- f .

Addirt man nun sowohl diese Gleichdugen, sowie die
nnter [6] aufgefUhrten zusammen, so kommt:

n n
Da nun 2 U””, immer positiv ist, so muss -2U2,

jedenfalls negativ sein, d. h. es missen unter den Grossen
V 2y jedenfalls welche Vorkommen, die keinen Energieyerlust,
sondern einen Energiegewinn darstellen.

Theilt man den Strom in der Art, dass die Trennungs-
stellen der geradzahligen und ungeradzahligen Strecken mit
den Maximal- und Minisialwerthen von U zusammenfallen,



204 Sitzung der math.-phys. Classe vom 2. Juni 1877.

so missen selbstverstandlich sammtliche Werthe TRy ne-
gativ sein.

FSr eine solche Strecke stellen sich nun die Verhalt-
nisse folgendermaassen:
Unter allen Bedingungen bleibt die Gleichung bestehen:
Av dv _
dt — ds 110]

wo S die Gesammt-Beschleunignng ist, welche die Massen-
einheit von Kraften erleidet, die nicht bei der Bildung der
Kraftefunktion V bericksichtigt wurden.

Multiplicirt man auf beiden Seiten mit ids und bringt

man alsdann — i dv ds von der rechten auf die linke Seite,
so bekommt man:
du2,= iSds
oder
UE-ur=ij£ds [11]

Da nun der Voraussetzung gemass auf dem betrachteten
Sticke ein Energiezuwachs eintritt, so ist diese Differenz
positiv und muss demnach auch ff, wenigstens eine Strecke
weit, positiv sein.

Mithin kann ff keinen&Ills auf dem ganzen Sticke eine
aus blossen Widerstanden entspringende negative Beschleu-
nigung, d. h. Verzdgerung sein.

Da jedoch auch auf diesen Stiicken Solche Widerstande
nicht ausgeschlossen sind, so muss im Allgemeinen

sein, wo 1j die (positive) Beschleunigung ist, welche die
Masseneinheit durch Krafte erfahrt, die aus der Kréafte-
function V nicht ableitbar sind.
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Der ganze Gewinn an Energie in einem solchen Stiicke
stellt sich also durch die Formel dar:

k =<(n-k) +'(y-T)

..% oy
I de -i 1~ ds [12]

8 *V.,

wahrend die auf dem Stiicke zu leistende Arbeit

J n"fv oy
lv =D —uir+ »1™ & [13]
aiv JsV

ist.

Wird diese Arbeit durch Aufwand von Warme ge-
leistet, so muss die Warmemenge = A verschwinden,
wenn die widerstehenden Kréafte von zu leistender &usserer
Arbeit herriihren. Hat jedoch die Verzdgerung £2V ihren
Grund in Kraften die nach Art eines Reibungswiderstandes
wirken, so wird durch ihre Ueberwindung wieder Warme
erzeugt und die verschwindende Warmemenge ist alsdann
nur

|~da= A U"- U*). [14]

Um die Bedeutung dernﬁlier eingefiihrten Groéssen an-
schaulicher zu machen, sei erwdhnt, dass in dem Falle, wo
man durch ein Pumpwerk und eine vom oberen Ende der
Pumpe zum unteren gefilhrte Ruckleitung einen Flussigkeits-
strom herstellen wirde, die Pumpe selbst als Strecke von
geradem Index also etwa als s2 zu betrachten ist und dass

in diesem Falle iJ*i%ads ausgedehnt durch die Hoéhe der
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Pampe, die ganze zu deren Betrieb einschliesslich der Rei-
bungswiderstande erforderliche Arbeit reprasentiren wurde,
wahrend sich das auf die Reibungswiderstande in der
Pumpe bezoge.

So lange keine Unstetigkeiten in den Werthen von
V und v und mithin auch in den Werthen von U Vor-
kommen, ist Ug,= U~+1lund U= U”,,~ und mithin
auch

N2*4-i— U2y 1+

wenn man unter X2y die Arbeit versteht, welche zur Ueber-
windung der Widerstande wahrend der Zeiteinheit auf dem
Stucke 2v zu leisten ist. Diese Gleichung bleibt nun richtig,
wie kurz auch das Stiuck mit dem Index 2v sein mag, so
dass auch fur den Fall,, wo dieses Stuck verschwindend klein
wird und nur eine Discontinuitat zwischen den auf 2v — 1
und 2v+1 bezuglichen Grossen eintritt, die Gleichung
Gultigkeit behélt. Dabei empfiehlt es sich jedoch, in einem

solchen Falle zu ~tzen und einfach fort-

laufende Indices p, p + 1 zu wahlen, so dass schliesslich

1 + >statt ~2* zu sc”ihen st
und die ganze Gleichung Ubergeht in:

(AL = ~A-fl A +1

Fir den Fall, dass alle Arbeitsleistung auf Kosten von
Warme geschieht und auch die Widerstandsarbeiten, wenn
solche bei unendlich kurzen Stiicken Uberhaupt noch Vor-
kommen sollten, in Wéarme verwandelt werden, erhalt man
bei entsprechender Bezeichnung und unter Bericksichtigung
des Umstandes, dass eine verschwindende Wé&rmemenge als
eine negative auftretende angesehen werden kann, als er-
zeugte Warmemenge an der Uebergangsstelle
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+ an™+i] [16]

ein Ausdruck, der unter den eben gemachten Voraussetzungen
stets negativ sein, und demnach eine verschwindende Warme-
menge darstellen wird.

Es ist natUrlich nicht undenkbar, dass auch auf den
Strecken mit abnehmender Energie, wie sie oben betrachtet

dv . L
wurden ausser — 'Js' noch andere Kréafte eine in demselben

Sinne wirkende Beschleunigung hervorbringen, die dann
auch wieder durch oder wenn wir der gerade betrachteten
Strecke den Index v geben, iy bezeichnet werden mag. Als-
dann wird die auf einer solchen Strecke zur Ueberwindung
von Widerstanden verbrauchte Arbeit

=0 - U+ fos=u - U+ y.

Geht diese Arbeit in Wéarme Uber, so ist die erzeugte
Warmemenge
Q = AL,.

Muss jedoch die Arbeit T selbst wieder auf Kosten der
dem Korper innewohnenden Warme geschaffen werden, so
wird wiederum wie oben

Q,= AL, - AY, = A(U;- U"

So lange die Bedingungen der Stetigkeit erfullt sind,
kann man auch hier wiederum U, = Uund U"'=U+1
setzen, oder Q,= A[Uu~nr, —U,+1]

Schrumpft nun die Strecke mit dem Index v mehr und

mehr zusammen und setzt man dann f*statt v— 1, und fi 4“ 1
statt v+ 1, und bezeichnet man analog wie oben Q, in

[1877. U. Math.-pbys. CI.] * 14
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in diesem Falle durch so erhalt man

+ Alalr—
also genau dieselbe Formel wie oben.

Diese Formel gibt demnach ftir Unstetigkeitssteilen
sowohl die verschwindenden als auch die auftretenden
Warmemengen an.

In ihrer Anwendung auf den galvanischen Strom ent-
halt sie den Ausdruck fur das Peltier’sche Phanomen.

Dieser Ausdruck gewinnt jedoch dadurch ein besonderes
Interesse, dass er auf einen Umstand hinweist, den man
meines Wissens bisher bei diesem Vorgdnge nicht in Be-
tracht gezogen hat. Er zeigt namlich, dass unter der An-
nahme einer unitarischen Anschauung die Erwarmungen und
Abkuhlungen an den Berlhrungsstellen zweier verschie-
dener Leiter nicht nur von ihrer Spannungsdifferenz (Po-
tential-Niveau-Differenz), sondern auch von den Geschwindig-
keiten abhangen, welche zu beiden Seiten der BerUhrungs-
stelle herrschen. Man sieht dies sofort, wenn man den
Ausdruck [16] ausfuhrlich schreibt, dann erhalt man

2
\% W+ 1

Der Warmeverbrauch an einer solchen Trennungsstelle
wird demnach grosser sein, als die .blosse Potentialniveau-
differenz erfordert, wenn zugleich eine Zunahme der Ge-
schwindigkeit erfolgt (was ja bei geringerer Dichtigkeit d
auf dem Leiter -+ 1, auch ohne Querschnittsdnderung der
Fall ist) geringer, wenn die Geschwindigkeit abnimmt.

Trotzdem wird das Gesetz, welches aus den Favre’'schen
Versuchen?) abgeleitet wurde, und wonach die algebraische

7) Annales de chim. et de phys. (1) T 40 (1854).
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Summe aller au den Beruhrungsstellen verschiedener Leiter
verschwindenden und auftretenden Warmemengen gleich
sein muss den in den Leitern selbst entwickelten, dadurch
nicht gestort. Bildet man namlich + | fUr einen in
sich geschlossenen Stromeskreis, so ist

W2 2\
(

Erinnert man sich nun daran, dass bei geschlossenem
Strome Y i =V und vereinigt man dann in der letzten

rechts stehenden Summe, das 2te mit dem 3ten, das 5te
mit dem 6ten Gliede u. s. w. und schliesslich das letzte
mit dem ersten, so erhdlt man fur einen geschlossenen
Strom:

und da, wie schon in 8 4 bemerkt und spéater in 8§ 6 noch
bewiesen werden soll

und mithin *

QMM +,= -AIS5E [17]
oder im Zusammenhalte mit Formel [8]

SQft+ S Q tttft+i=0 [18]

wie es Favre’s'Versnche verlangen.

Der von Ed land1) gezogene Schluss, dass die beim
Peltier’schen Phanomen auftretenden oder verschwindenden

8) Poggdff. An. Bd. 187.
14.
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Warmemengen der Spannungsdifferenz der beiden Metalle
proportional seien ist demnach nur bindend, wenn entweder
die Hypothese von dem Doppelstrome festgehalten wird,
oder wenn bei unitarischer Anschauung die Geschwindigkeit
v in der ganzen Kette allenthalben die gleiche ist, ohne
Rucksicht auf das Material der einzelnen Theile.

Die Einwande, welche abgesehen von dem eben be-
rahrten Punkte, der meines Wissens bisher unbeachtet blieb,
von Willner9 gegen Edlund’s Folgerungen erhoben
wurden, sind mir nicht verstandlich.

Dagegen geht aus den eben angeetellten Betrachtungen
hervor, dass unter Annahme des Doppelstromes die an Loth-
otellen auftretenden oder verschwindenden Warmemengen
den auf elektrostatischem Wege ermittelten Spannungs-
differenzen genau proportional sein missten. Abweichungen
von dieser Proportionalitat wirden demnach sowohl diese
Annahme als eine unhaltbare kennzeichnen als auch darthun,
dass die Geschwindigkeiten v, mit denen sich die elektrischen
Massen (sofeme sich solche fur die in Wahrheit noch un-
bekannten VVorgange substituiren lassen) im Strome bewegen,
in den verschiedenen Leitern verschiedene seien.

§ 6. Es erubrigt uns nun noch die Lésung der Aufgabe
unter gegebenen Verhéltnissen die Starke des entstehenden
Stromes zu bestimmen.

Man muss zu dem Ende untersuchen, unter welchen

Bedingungen die Gleichung [4] d. L
a,  dv w
dt 1b

allgemeine Ldsungen gestattet.

Dies ist in zwei ziemlich umfassenden Fallen mdglich,
namlich einmal wenn dt; = 0 und f = <(t;).f(s) ist und

9) Experimentalphysik. 3 Aufl. Bd. IV. 8. 555—556.
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ferner, wenn fur £ die Bedingung £= v<ps erflllt ist, ohne
dass desshalb iv = o zu sein brauchte.

Den ersten Fall hat man vor sich, wenn eine incom-
pressible Flussigkeit bei constantem Querschnitt gegeben ist,
oder wenn gd constant ist, in welchem Falle man das
stromende Medium als absolut compressibel bezeichnen
konnte.

Gleichung [4] aber wird

und wenn man nun beachtet, dass man statt qgt(y) gerade
so gut ip{i) schreiben kann, weil i = vgd und gd con-
stant ist

[19]

oder wenn man aus dem Strome das zwischen den L&ngen
s' und s" liegende Stick heraus nimmt und integrirt

[20]

Hat man nun einen in sich geschlossenen Strom und
nimmt man aus diesem einzelne (getrennte) Stiicken heraus,
fur welche das oben aufgestellte Grundgesetz glltig ist und
setzt man

so wird
XnF(s.) = Y ;-Y:

piFEY) =V ;- VB [21]

~P(8,) =V ;-Vv:
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oder wenn man alle rechts und alle links stehenden Glieder
addirt ifti 2F(ed = 2V UtU+, wo VEO+I = V; + istd. h.
gleich dem Sprunge der Kréaftefunction, der beim Ueber-
gang vom Stucke n zum Sticke n + 1 stattfindet.

Bezeichnet man die inverse Function von  durch
so kann man auch setzen:

1= [22]

Ein Satz, den man als die Verallgemeine-

rung desOhm’'schen Gesetzes bezeichnen kann.

ipi F(sn) ist die Arbeit, welche der Stromlauf der Strecke en
wahrend der Zeiteinheit leistet.

Far ipi = i geht die Formel Uber in
LW
i_ IV -t [23]
~F(s)
Fur fA— i und f(s) = — d. h. fur |n— und fur

dgn= 0 aber erhalt man

i=*Vvn+ 1

kAq«
wobei jedoch immer noch angenommen ist, dass die ein-
zelnen Stromstucke a, b u. s. w. durch endliche Strecken
von einander getrennt seien und nur auf keinem derselben
V unstetig werdel0.

10) Zu dem namlichen Gesetze fir den Widerstand, den ein Leiter
dem galvanischen Strom im gewdhnlichen (mechanischen) Sinne des
Wortes entgegensetzt, kommt EdInnd in k. Vetenskaps. Aks. Handl.
Bd. XII. Nr. 8 § 10.
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Denkt man sich nun die Endpunkte dieser Stiicke
ndher und ndher aneinander rickend bis sie an den Un-
stetigkeitsstellen von V einander berihren, so treten an die
Stelle von Vnn+l eben die Spannungsdifferenzen zwischen
den verschiedenen Leitern oder die sogenannten elektromo-
torischen Kréafte, d. h. man hat alsdann

2E
1=a ? T

oder das Ohm’sehe Gesetz in seiner gewohnlichen Form.

Hat man einen verzweigten Strom und durchlauft man
einen in sich geschlossenen Kreis, so bleiben fir einzelne
Stucken dieses Kreises die Gleichungen [21] ebenfalls noch
gultig, nur mit dem Unterschiede, dass alsdann i nicht auf
allen Sticken den gleichen Werth hat, die Summation lie-
fert desshalb in diesem Falle das Resultat:

2rp(igd F(B) = 2 V Oia+l

wahrend fur die von einem Verzweigungspunkte ausgehenden
Strome die Kirchhoff’ sehe Bedingung
=0 gelten muss.
Die Ldsung einer Verzweigungsfrage reducirt sich also
auch hier auf ein Eliminationsproblem.

8 7. Auch bei wechselndem Werthe der Geschwindig-
keit gibt es doch, wie schon bemerkt, einen Fall, in dem
eine Losung der Gleichung in &hnlicher Weise wie oben
moglich ist, ndmlich dann, wenn der Widerstand dem Qua-
drate der Geschwindigkeit proportional ist oder £ = t;Ayp(s).

Die Einsetzung dieses Ausdruckes in [4] ergibt

oder wenn man sich daran erinnert, dass
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e=TJ-:
und qi als Funktion von s betrachtet werden kann und demnach

auch als solche, so dass man = fis)] setzen darf,
qo aqJ

so erhalt man flr ein Stromstick, das ganz und gar dem
betreffenden Gesetze unterworfen ist, die Gleichung:

[25]

=P L(pr 4 v I

oder wenn man den in Klammer stehenden Ausdruck durch
W # bezeichnet
V'—V" = i*WB [26]
Wy ist analog wie oben die Arbeit, welche der Strom
1 auf der Strecke s leistet.

Zerfallt man den ganzen Strom wieder in verschiedene
Stucke, so ergeben sich &hnlich wie oben die Gleichungen:

i*wl=v; - V"

i*W2= v2—V"

i2w n=
oder nach Summation
i*iwy=v;, —V"+nVr +l
was fur einen geschlossenen Strom, wo V,1= V/jZU setzen ist,

iI*iW.= 3v., +1 [27]
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[28]

Im Falle einer Stromverzweigung tritt an Stelle yon
Gleichung [27] fur jeden in sich geschlossenen Stromeskreis
die Gleichung

[29]

wahrend die Gleichung
2i =0
fur jeden Verzweigungspunkt nach wie vor bestehen bleibt.
Die zuletzt entwickelten Gleichungen schliessen die
Formeln fur die Bewegungen der Luft in weiten Bohren,
also z. B. fur die Bewegung in Kaminen oder Ventilations-
anlagen in sich.
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