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Sitzung vom 5. December 1835,

Herr von Seidel legt vor und bespricht eine Abhand-
lung des correspondirenden Mitgliedes Herrn Leo Kénigs-
berger in Heidelberg:

,Beweis von der Unméglichkeit der Exi-
stenzeines anderen Functionaltheorems
als des Abel'schen Theorems.*

Ich erlaube mir im Folgenden die wesentlichsten Resul-
tate einer demniichst erscheinenden ziemlich umfangreichen
Arbeit kurz mitzutheilen.

Bekanntlich liefert das A bel’sche Theorem fiir Inte-
grale algebraischer Functionen die Eigenschaft, dass eine be-
liehige Anzahl derselben sich additiv zu einer festen Anzahl
gleichartiger Integrale vereinigen liisst, deren Grenzen alge-
braisch aus den Grenzen der gegebenen Integrale zusammen-
gesetzt sind, und die Additionstheoreme fiir diejenigen Func-
tionen einer oder mehrerer Variabeln, welche aus der Um-
kehrung jener Integrale sich ergeben, gehen unmittelbar aus
jenem Theoreme hervor. Es ist eine fir die Untersuchung
der Integrale algebraischer Differentialgleichungen und deren
Umkehrungsfunctionen wichtige Frage, ob ein Functional-
theorem ihnlicher Art fiir dieselben existirt, und nachdem ich
in fritheren Arbeiten im ,Journal fiir Mathematik® und in
den ,ucta mathematica® sowie in meiner Schrift , Allgemeine
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Untersuchungen aus der Theorie der Differentialgleichungen*
die nothigen Hiilfsuntersuchungen angestellt, gehe ich nun-
mehr an die Beantwortung der Frage:

Gibt es ausser den Integralen algebraischer Functionen
und deren Umbkehrungen noch andere Functionen. deren
Werthe fiir n von einander unabhiingige Argumente in alge-
braischem Zusammenhange mit weniger als n Werthen ehen
dieser Function fiir algebraisch von jenen n Variabeln abhéin-
gige Argumente und jenen Argumenten selbst stehen?

Nachdem gezeigt worden, dass jede Function einer Va-
riabeln, welche ein Functionaltheorem in dem Sinne be-
sitzt, dass

Z="F(x,,x4,2,,7,)
ist. worin I eine algebraische Function wnd Z den zu X ge-
hirigen Functionalwerth bedeutet, wenn X mit z, und x,
durch die algebraische Bezichung
X =f(x,,x,)

verbunden ist, dns Integral einer algebraischen Differential-
gleichung erster Ordnung sein muss, weise ich aus dem Satze
von der Erhaltung einer algebraischen Beziehung zwischen
Integralen verschiedener algebraischer Differentialgleichungen
nach, dass das allgemeine Integral jemer Differentialgleich-
ung erster Ordnung eine algebraische I'unction eines parti-
culiiren, der unabhingigen Variubeln und einer willkiihrlichen
Constanten sein muss, und werde durch eine Reihe weiterer
Schliisse zu dem Resultat gefithrt:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass eme Function einer Variabeln ein Functionaltheoren.
im angegebenen Sinme besitzt, ist die, dass dieselbe ciner
Differentialgleichung erster Ordnung

dz

I(-=w(x).z(z)
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geniigt, welche sich durch cine algebraische Substitution fiir
die abhingige und wnabhingige Variable in die Form
bringen ldsst
du V(I —u?) (1 —k*u?)
—=mee———
dt VI —ty) (1 —Airty
und somit sind alle jene Functionen in dem Ausdrucke ent-
halten

wy (x)
7=, { sinam (mj‘ Lw, k )}‘
: Va=7) =179
£

worin 2, und w, beliebige algebraische Functionen hedeuten —
immer von dem Falle der algcbraischen und logarithmischen

oder w (x) dx ab-

Integrabilitit der Differentialien

dz
x(2)
yesehen.

Die betrachteten Functionen besitzen eine"algebraische
Periode von der Form

WA -HA—H+E VI —x) 1 —4x9)
1.— A2 & x?.

In allen Fillen diirfen die Functionen einer Variabeln,
welche einem Functionalthcorem unterliegen, als algebraische
Verbindungen algebraischer logurithmischer wund elliptischer
Functionen bezeichnet werden,

Nachdem die Frage nach den Funktionen einer Variabeln
beantwortet worden, fiir welche die Function einer algebrai-
schen Verbindung von unabhiingigen Argumenten sich alge-
braisch durch die Functionen der einzelnen Argumente und
diese selbst ausdriicken lisst, gehen wir zur Untersuchung
derjenigen Functionen fiber, welche ein Functionaltheorem in
dem Sinne besitzen, dass ihre Functionalwerthefiir drei oder
mehr unabhiingige Variable in einer algebraischen Beziehung
stehen zu zwei dieser Functionalwerthe fiir Argumente, welche
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von den gegebenen Variabeln algebraisch abhingen, also
einer Beziehung von der Form
F {ZI,Z,. By %y, 2g0 Xps x,,x,‘} =0
unterliegen, wenn die zu Z, und Z, gehorigen Argumente mit
den unabhiingigen Variabeln durch die algebraischen Gleich-
ungen verbunden sind
X, =1, (x,, %5, x3), X, =1 (x,, %, X,).

Es wird nachgewiesen, dass derartige Functionen Inte-
grale algebraischer Differentialgleichungen erster oder zweiter
Ordnung sein miissen, und wir finden,

dass ein Functionaltheorem im angegebenen Sinne fiir
das Geschlecht 2 nur Integralen solcher Differentialgleich-
ungen erster Ordnung zukommen kann. fiir welche das all-
gemeine Integral cine algebraische Function zweier particu-
lirer Integrale, der unabhingiyen Variabeln und einer will-
kiihrlichen Constanten ist,

oder nur Integralen solcher Differentialgleichungen sweiter
Ordnuny, fiir welche das allgemeine Integral eine algebrai-
sche Function eines oder zweier particulirer Integrale, der
unabhingigen Variabeln und cweier willkiihrlichen Con-
- stanten 1ist.

Nachdem gefunden worden, dass die einzige Klasse jener
Differentialgleichungen erster Ordnung die der linearen und
solcher durch, in der abhiingigen und unabhiingigen Vari- .
abeln, algebraische Substitutionen aus diesen abgeleiteten ist,
wird gezeigt, dass von dem Falle der zum Geschlechte 2 ge-
horigen A bel’schen Integrale abgesehen, das Integral einer
linearen Differentialgleichung erster Ordnung also auch

das Integral ciner algebraischen Differentialgleichung
erster Ordnung nie ein zum Geschlecht 2 gehiriges Iunc-
tionaltheorem besitzen kann.

Es wird weiter erwiesen, dass alle Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, fiir welche das allgemeine Integral nur von
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einem particuliren Integrale abhiingt, durch algebraische
Substitutionen auf eine homogene lineare Differentialgleich-
ung zweiter Ordnung, in welcher die abhiingige Variable
selbst fehlt, zuriickfithrbar sind, und von den letzteren nach-
gewiesen, dass ihre Integrale kein zum Geschlechte 2 ge-
horiges Functionalthcorem haben konnen. Endlich zeigt sich,
dass auch alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche
in dem Ausdrucke fiir das allgemeine Integral zwei particu-
lire Integrale enthalten, wiederum aus einer linearen homo-
genen Differentialgleichung zweiter Ordnung abgeleitet sind.
auf deren abhiingige und unabhiingige Variable algebraische
Substitutionen angewandt werden, und bei diesem Nach-
weise sind mannigfache Schwierigkeiten wegen der zwischen
den particuliiren Integralen und deren Ableitungen etwa statt-
findenden algebraischen Beziehungen zu iiberwinden.

Um also alle Functionen zu finden, fiir welche ein zum
Geschlechte 2 gehoriges Functionaltheorem existirt, ist es nur
nothig, diese Frage fiir Integrale von lincaren, homogenen
Differentialgleichungen cweiter Ordnung zu beantworten. Nach-
dem bewiesen worden, dass ein solches Functionaltheorem ein
in den Grissen z,,2,,7,, %, %, lineares sein miisste. diese
Annahme aber vermoge der Eigenschaft der linearen Diffe-
rentialgleichungen auf ein zum Geschlechte 1 gehoriges Fune-
tionaltheorem fiihren wiirde, was nach dem Obigen nicht
moglich ist, so folgt,

dass das Integral einer algebraischen Differentialyleich-
ung zweiter Ordnung nie ein zum Geschlechte 2 gehiriges
Functionaltheorem besttzen kann.

Wir finden somit,
es gibt diberhaupt keine Functionen ciner Variabeln
welche ein ecum Geschlechte 2 gehiriges Functionaltheorem

haben, mit Ausnahme der zum Geschlechte 2 gehorigen
Abel’schen Integrale,
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und allgemein,

die eingigen Functionen einer Variabeln, deren Werthe
fiir n von eimander unabhingige beliehige Variable in alge-
braischem Zusammenhange mit weniger als n Werthen eben
dieser Function fiir algebraisch von jemen n Variabeln ab-
hingige Argumente stehen, sind die Integrale algebraischer
Functionen, fiir welche das Abel’sche Theorem jenen Zu-
sammenhany feststellt.

Es bleibt somit zur vollstiindigen Erledigung der Frage
nur noch zu untersuchen iibrig, ob Functionen mehrerer
Variabeln Functionaltheoreme der angegebenen Art besitzen
konnen, und man sieht leicht, dass derartige Functionen nicht
existiren.

So lange also in -das Functionaltheorem selbst nur die
betrachtete Function fiir unabhiingige und algebraisch davon
abhiingige Argumente eintreten soll, ist eine Ausdehnung des
Abel’schen Theorems unmoglich: nun zeigt aber das letz-
tere Theorem, dass die Gestalt desselben unveriindert bleibt,
wenn z. B. ein Integral erster Gattung durch ein beliebiges
anderes erster Gattung ersetzt wird, und diese letztere That-
sache war bekanntlich fiir Jacobi die Veranlassung, die
Umkehrungsfunctionen der hyperelliptischen Integrale als
Functionen von so vielen unabhiingigen Variabeln zu defi-
niren, als es zu der betreffenden Irrationalitiit gehorige Inte-
grale erster Gattung gab, so dass in das Functionaltheorem
der Umkehrungsfunctionen zwei selbstindige Functionen ein-
traten in der Art z. B., dass

aly (v, 4 v, uy 4 v,)
=k, {all (g, 0,), aly (u,, ug), al, (v, vy), aly (vy, vl)}
aly (u, + v, uy 4 v,)

=F, {al, (u,,u,),al, (u,, ), al, (v,, v,), 8l (v,, v}

Diese Ueberlegung fiihrt darauf, in das gesuchte Fuuc-
tionaltheorem, das zunichst fiir das Geschlecht 1 untersucht

[1885. Math.-phys. Cl. 4.] 31
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wird, zugleich zwei Functionen zweier unabhingiger Variabeln
einzufiihren, wie es z. B. die von Herrn Fuchs aufgestellten
Umkehrungsfunctionen der beiden particuliren Fundamental-
integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung
zweiter Ordnung sind.

Man zeigt einerseits leicht, dass solche Functionen jeden-
falls eine doppelte algebraische Periodicitit besitzen miissen,
andererseits geniigen sie einem gleichzeitigen Systeme von vier
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in Bezug
auf die beiden unabhingigen Variabeln und sind einzeln als
Functionen einer jeden ihrer Variabeln aufgefasst Integrale
algebraischer Differentialgleichungen zweiter Ordnung,

und #hnliche Sitze fiir Functionen zweier Variabeln,
welche ein zu einem hoheren Geschlechte gehdriges Func-
tionaltheorem besitzen sollen.

Endlich wird fiir das dem Geschlechte 1 zugehdrige
Functionaltheorem gezeigt, dass das System der jene Func-
tionen definirenden Differentialgleichungen die Eigenschaft
besitzt, dass das allyemeine Integral in Bezug auf jede der
Variabeln entweder eine algebraische Function zweier ent-
sprechender particulirer Integrale erster Ordnung und einer
willkiihrlichen Constanten sein muss oder eine algebraische
Function zweier entsprechender particulirer Integrale und
zweier willkithrlichen Constanten,

und in beiden Fillen ergibt sich wiederum die Unmog-
lichkeit eines Functionaltheorems, wenn es sich nicht um
Functionen handelt, welche durch eine algebraische Substi-
tution aus den Abel’schen Functionen abgeleitet sind.

Die einzigen Functionen also, fiir welche Functional-
theoreme im oben angegebenen Sinne existiren, sind die
Abel’schen Integrale und die Umkehrungsfunctionen der-
selben, sowie die durch algebraische T'ransformationen aus
diesen abgeleiteten.
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